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ки: матричне формулювання
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Анотацiя. В рамках стандартної схеми побудови нерiвноважної ста-
тистичної теорiї динамiчних систем розвинуто теорiю збурень для
часових кореляцiйних функцiй (ЧКФ) у матричнiй формi. Побудо-
вано в загальному випадку розклад теорiї збурень для кiнетичної
матрицi, виходячи з знайдено поправки теорiї збурень до колектив-
них мод та їхнiх амплiтуд в ЧКФ. Докладно розглянуто випадок
малих недiагональних перехресних кореляцiй i отримано для цього
випадку вирази для ЧКФ. Показано, що для недiагональних ЧКФ в
першому порядку теорiї збурень виконується правило сум нульового
порядку.

Perturbation theory in problems of non-equilibrium statistical
physics: matrix formulation

I. Mryglod, V. Kuporov

Abstract. Within the frame of a standard scheme of the non-equilibrium
statistical theory the perturbation theory for time correlation functi-
on (TCF) in matrix form is developed. In general from the series of
perturbation theory for the kinetic matrix are found, and the correlations
to collective modes to TCFs are calculated. The case of small off-diagonal
cross-correlations is studies in details and TCF for this case are received.
It is shown that the sum rules of null order for off-diagonal TCFs are
satisfied in the first order of the perturbation theory developed.
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При вивченнi динамiки слабко нерiвноважних багаточастинко-
вих систем, як наприклад багатокомпонентнi рiдини, важливо мати
рецепт для розрахунку часових кореляцiйних функцiй (ЧКФ), що
означенi на деяких динамiчних змiнних. Цi ЧКФ з допомогою пере-
творення Фур’є можуть бути пов’язаними з динамiчними структур-
ними факторами, якi можна визначити iз експериментiв з розсiюва-
ння, а отже по-перше обчислення ЧКФ є важливим для встановлен-
ня зв’язку теорiї з експериментом. По-друге, завдяки флуктуацiйно-
дисипативнiй теоремi, ЧКФ дають можливiсть отримати функцiї
вiдгуку динамiчної системи. Завдяки формулам Грiна-Кубо iз пото-
кових ЧКФ можна отримати також отримати коефiцiєнти переносу.
Iз ЧКФ маємо змогу знайти спектр колективних збуджень системи,
а отже зрозумiти основнi механiзми її колективної поведiнки.

Для вивчення динамiки системи на першому етапi визначається
певний набiр динамiчних змiнних, флуктуацiї яких потрiбно вивча-
ти. В найпростiшому випадку вивчення простих рiдин такими змiн-
ними вважаються, як правило, повiльнi гiдродинамiчнi змiннi. Але в
загальному випадку довiльних систем базовi набори змiнних можуть
бути рiзними. Як показують дослiдження, для бiльш повного точно-
го i адекватного опису динамiки таких систем варто використовувати
розширенi базовi набори динамiчних змiнних, що включають i вищi
похiднi по часу або потоковi змiннi. Для обчислення ЧКФ в такому
випадку можна використовувати пiдхiд узагальнених колективних
мод (УКМ) [1,2], що зводить проблему до задачi на власнi значення
i власнi вектори так званої узагальненої гiдродинамiчної або кiне-
тичної матрицi. В рамках такого пiдходу розглядається розширений
набiр динамiчних змiнних з похiдними до певного порядку, в якому
для функцiй пам’ятi найвищого порядку робиться маркiвське набли-
ження. Чим ширший набiр динамiчних змiнних i на вищому порядку
робиться маркiвське наближення, тим точнiше буде описуватися ди-
намiка системи. Але у випадку розширених наборiв змiнних, що вра-
ховують кореляцiї мiж рiзними можливими динамiчними процесами,
задача на власнi значення i власнi вектори iнколи стає складною для
аналiтичного розв’язку. В першу чергу це пов’язано з великою роз-
мiрнiстю узагальненої гiдродинамiчної або кiнетичної матрицi. Для
таких випадкiв можна завжди використовувати комп’ютернi методи,
але iнколи важливо проаналiзувати на характер динамiки системи з
точки зору аналiтичних результатiв.

Аналiтичнi розв’язки часто можливо отримати для спрощених
динамiчних моделей, якi добре працюють лише в певних невеликих
просторово-часових масштабах, тобто в певних дiапазонах хвильо-
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вих чисел k та кореляцiйних часiв. Тодi цi аналiтичнi результати
можна брати за нульове наближення, а вiдхилення вiд нього шукати
аналiтично з допомогою теорiї збурень по певних розкладах стати-
чних та динамiчних кореляцiй, якi можна вважати малими. Один з
вiдомих шляхiв до побудови теорiї збурень саме в рамках пiдходу
УКМ є розклад в гiдродинамiчнiй границi (див. наприкл. [3]). Iнший
шлях – розбиття широкого базису динамiчних змiнних на меншi, якi
в тих чи iнших просторово-часових дiапазонах можна розглядати не-
залежно i вважати хорошим нульовим наближенням, а недiагональнi
перехреснi кореляцiї мiж ними вважати малими i будувати за ними
теорiю збурень. Якщо задача в нульовому наближеннi може бути
успiшно розв’язана, то поправки викликанi слабкими кореляцiями
можна спробувати шукати з допомогою теорiї збурень. Для цього в
усiх малих елементах кiнетичної матрицi варто видiлити формаль-
но деякий спiльний малий параметр ǫ, а саму кiнетичну матрицю T

подати у виглядi суми

T = T0 + δT = T0 + ǫT1, (1)

де T0 – кiнетична матриця в нульовому наближеннi, а δT – деяка
матриця малих поправок, ненульовi елементи якої малi в порiвняннi
з ненульовими елементами матрицi T0. Така схема є добре вiдомою в
математицi та фiзицi, наприклад у квантовiй механiцi будується до-
бре вiдома стацiонарна теорiя збурень, так i у вивченнi недiагональ-
ного безладу в динамiчних системах. Однак, особливiстю для слабко
нерiвноважних систем є те, що кiнетична матриця є неермiтовою i
несиметричною водночас. Водночас приклад побудови матричної те-
орiї збурень для несиметричної матрицi можна побачити у вивченнi
молекулярних вiбрацiй [4].

Iдея такої теорiї збурень за недiагональнми перехресними кореля-
цiями в рамках пiдходу УКМ не є новою [5,6]. Для власних значення
кiнетичної матрицi вона була розвинута i протестована на деяких вi-
домих динамiчних моделях рiдин [6]. Дальшим застосуванням такої
теоретичної схеми може бути вивчення певних нетривiальних моде-
лей повздовжньої та поперечної багатокомпонентних плинiв. Вiдомо,
що як для бiнарних [7, 8], так i потрiйних [9] сумiшей при малих та
при великих хвильових числах k добре працюють рiзнi роздiленi ба-
зиси динамiчних змiнних, якi можуть служити хорошим нульовим
наближенням теорiї збурень: якщо в короткохвильовiй границi слаб-
ко взаємодiючим виступають парцiальнi змiннi, що описують динамi-
ку рiзних компонент сумiшi, то в довгохвильовiй границi при малих k

добре працює “когерентна” динамiка, що пов’язана з повною та мас-
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концентрацiйними густинами в сумiшi, якi описують кооперативний
та взаємний рух компонент сумiшi.

Таким чином, актуальним завданням видається побудувати тео-
рiю збурень у загальному випадку для довiльної динамiчної систе-
ми: стартуючи з матриць статичних i динамiчних кореляцiй, з яких
будується кiнетична матриця. Далi наше завдання полягає в тому,
щоб отримати формули для поправок до колективних мод системи
та вiдовiдних амплiтуд, з яких можна побудувати аналiтичнi вирази
для ЧКФ. Для верифiкацiї результатiв важливо також перевiрити,
чи виконуються для ЧКФ правила сум у вiдповiдних порядках тео-
рiї збурень, якщо вони виконуються на повному базисi динамiчних
змiнних.

1. Пiдхiд УКМ i теорiя збурень для кiнетичної ма-

трицi

1.1. Теоретична схема пiдходу УКМ

В рамках пiдходу УКМ часовi кореляцiйнi функцiї для деякого на-
бору динамiчних змiнних Pj = {Pj,k} шукаються у виглядi

Fjl(k, t) ≡ 〈Pj,ke
−iLN tPl,k〉 =

∑

α

Gα
jl(k)e−zα(k)t, (2)

де zα(k) є власними значеннями кiнетичної матрицi

T(k) = F(k, 0)[F̃(k, 0)]−1, (3)

i формують спектр колективних мод системи {zα(k)}, що описують
основнi типи колективної динамiки у нiй. В загальному випадку вла-
снi значення zα(k) комплекснозначними функцiями вiд хвильового
числа k, тобто zα(k) = σα(k) + iωα(k), причому σα(k) = Rezα(k) > 0.
У разi чисто дiйсних значень це будуть релаксацiйнi процеси зату-
хання, а коли Imzα(k) 6= 0, то вiдповiднi моди асоцiюються з оциля-
цiйними пропагаторними внесками у ЧКФ.

Кiнетична матриця (3) визначається двома складовими: матри-
цею статичних кореляцiй F(k, 0) з елементами Fjl(k, 0) = fjl(k) i
матрицею динамiчних кореляцiй F̃(k, 0), що в найпростiшому мар-
кiвському наближеннi будується з перетворень Лапласа ЧКФ при

z = 0, тобто F̃jl(k, 0) =
∞
∫

0

Fjl(k, t)dt, i задається фактично набором
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кореляцiйних часiв системи

τjl(k) = [fll(k)]−1F̃jl(k, 0) = [fll(k)]−1

∞
∫

0

Fjl(k, t)dt,

якi задають основнi часовi масштаби в системi.
Амплiтуди

Gα
jl(k) =

∑

s

xj,α(k)yα,s(k)Fsl(k, 0), (4)

виражаються через елементи власних векторiв матрицi T(k), що зво-
дить проблему до задачi на власнi значення та власнi вектори

T(k)xα(k) = zα(k)xα(k), yα(k)T(k) = zα(k)yα(k). (5)

Тут правi власнi вектори xα(k) є стовпцями, а лiвi yα(k) – рядка-
ми, причому для несиметричної матрицi T(k) yα(k) 6= xT

α(k). Для
матриць власних векторiв:

X = (x1 x2 ... xν) ,Y =









y1

y2

...

yν









(6)

виконується
Y = X−1, YTX = Z, (7)

де Z – дiагональна матриця iз власних значень zα матрицi T.
Критерiєм правильностi побудови виразiв для ЧКФ можуть слу-

жити так званi правила сум. Умову самоузгодженостi теорiї забез-
печує правило сум нульового порядку

Fjl(k, 0) =
∑

α

Gα
jl(k) = fjl(k), (8)

яке фактично гарантує правильне значення для ЧКФ при t = 0.
Якщо в базис динамiчних змiнних включенi також вищi часовi по-
хiднi, то будуть виконуватися i вищi правила сум, зокрема першого
порядку

dFjl(k, t = 0)

dt
=

∑

α

zα(k)Gα
jl(k) = 0. (9)

Вираз (9) фактично вiдображає умову часової симетрiї змiнних, що
вiдповiдає умовi 〈Pj,kṖl,k〉 = 〈Pj,kiLNPl,k〉 = 0, де iLN – оператор
Лiувiлля.
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1.2. Кiнетична матриця i теорiя збурень

Розглянемо деякий набiр динамiчних змiнних, для якого певнi ста-
тичнi кореляцiйнi функцiї fjl(k) є малими в порiвняннi з iншими.
Тобто певнi елементи матрицi F(k, 0) статичних кореляцiйних фун-
кцiй є малими, i її формально можна подати у виглядi суми

F(k, 0) = F0(k, 0) + εF1(k, 0),

де F0 – матриця статичних кореляцiй в нульовому наближеннi, в якiй
малi елементи покладенi рiвними нулю, а εF1 – матриця-збурення по-
будована з малих кореляцiй з видiленим для зручностi формальним
малим параметром ε, всi iншi елементи якої рiвнi нулю. Тодi також
можна записати для динамiчних кореляцiй матриць Лаплас образi
при

F̃(k, 0) = F̃0(k, 0) + εF̃1(k, 0).

де εF̃1(k, 0) – внесок терорiї збурень за малими кореляцiями.
Нас в першу чергу цiкавить випадок малих недiагональних коре-

ляцiй, коли базис динамiчних змiнних в нульовому наближеннi мо-
жна розбити на два незалежнi, вважаючи перехреснi недiагональнi
кореляцiї малими i шукаючи їх з допомогою теорiї збурень, а саме
набiр

{A,D} = {A1, A2, ..., An, D1, D2, ..., Dm}, (10)

з двох груп A (n змiнних) i D (m змiнних), що в нульовому набли-
женнi можуть розглядатися як два незалежнi базиси {A} i {D}. В
такому разi матрицi статичних кореляцiй можна подати у блочному
виглядi

F = F0 + εF1 =

(

A εB

εC D

)

, (11)

вiдповiдно

F0 =

(

A 0

0 D

)

, εF1 =

(

0 εB

εC 0

)

,

де дiагональнi блоки A, D квадратнi з розмiрностями n× n i m×m

вiдповiдно виражають дiагональнi кореляцiї мiж групами змiнних A

i D. Недiагональнi блоки є прямокутними з розмiрностями B(n×m) i
C(m×n) описують малi перехреснi кореляцiї мiж вказаними групами
змiнних, 0 – нульовi блоки потрiбних вiдповiдних розмiрностей. (Тут
i далi для спрощення запису будемо опускати залежнiсть вiд (k),
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але слiд її розумiти.) Для динамiчних кореляцiй у блочному виглядi
можна записати подiбну структуру

F̃0 =

(

Ã 0

0 D̃

)

, εF̃1 =

(

0 εB̃

εC̃ 0

)

.

В першу чергу постає завдання представити кiнетичну матрицю
(3) у виглядi суми розкладу теорiї збурень:

T = T0 + δT = [F0 + εF1][F̃0 + εF̃1]−1. (12)

Звiсно, обернену матрицю суми [F̃]−1 = [F̃0 + εF̃1]−1 можна завжди
рахувати в лоб, пiсля чого здiйснити множення [F0+εF1][F̃0+εF̃1]−1

i далi вже видiлити внески у T, якi ∼ ε, ∼ ε2. Але в загально-
му випадку це може привести до громiздких обчислень. Тому задля
спрощення ситуацiї виникає iдея застосувати теорiю збурень вже на
цьому етапi. Адже вiдомо, що для скалярних величин ε ≪ a з допо-
могою розкладу в ряд Тейлора можна отримати наближено

1

a + ε
≈

1

a
−

1

a2
ε +

1

a3
ε2 − ...

Для обернення суми матриць з подальшим розкладом ситуацiя є
складнiшою, що пов’язано з некомутативнiстю множення матриць.
Але тут може стати у пригодi вiдома з теорiї матриць тотожнiсть
Вудбурi (див. наприкл. [10]), для випадку точного представлення
оберненої матрицi суми двох матриць

(F0 + F1)−1 = F−1
0 − F−1

0 F1(F1 + F1F
−1
0 F1)−1F1F

−1
0 , (13)

де F0 i F1 є довiльними квадратними матрицями однакової розмiр-
ностi, i F0 – невироджена.

Якщо F1 → εF1 є малою, то у виразi в дужках можна знехтувати
внеском ∼ ε2, εF1+ε2F1F

−1
0 F1 ≃ εF1, звiдки F1(F1+F1F

−1
0 F1)−1F1 ≃

F1F
−1
1 F1 = F1, що навiть у випадку виродженої матрицi F1 справе-

дливо, бо F−1
1 можна розумiти як псевдообернену матрицю. Отже,

в результатi таких мiркувань можна записати для оберненої суми

(F0 + εF1)−1 ≃ F−1
0 − εF−1

0 F1F
−1
0 .

Якщо потрiбно продовжити розклад до розклад до ε2, то наступним
кроком достатньо застосувати тотожнiсть Вудбурi ще раз i виконати
наближення для виразу

(εF1 + ε2F1F
−1
0 F1)−1 ≃ (εF1)−1 − F−1

0 .
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Процес можна продовжувати крок за кроком далi можна отримува-
ти наступнi внески розкладу по εF1.

Таким чином для кiнетичної матрицi маємо

T = [F0 + εF1][F̃0 + εF̃1]−1 ≃ (F0 + εF1)(F̃−1
0 − εF̃−1

0 F̃1F̃
−1
0 ) =

F0F̃
−1
0 + ε(F1F̃

−1
0 − F0F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ) −

ε2(F1F̃
−1
0 F̃1F̃

−1
0 − F0F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ), (14)

тобто отримуємо розклад виду

T = T0 + εT1 + ε2T2 + ..., (15)

де
T0 = F0F̃

−1
0 , εT1 = ε(F1F̃

−1
0 − F0F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ),

ε2T2 = −ε2(F1F̃
−1
0 F̃1F̃

−1
0 − F0F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ).

У бiльш загальному випадку, коли кореляцiї заданi у виглядi ряду
теорiї збурень з урахуванням квадратичних внескiв

F = F0 + εF1 + ε2F2 + ..., F̃ = F̃0 + εF̃1 + ε2F̃2 + ...

кiнетична матриця може бути записана як

T = F0F̃
−1
0 + ε(F1F̃

−1
0 + F0Q1) +

ε2(F0Q2 + F2F̃
−1
0 + F1Q1) + ..., (16)

де
Q1 = −F̃−1

0 F̃1F̃
−1
0 , Q2 = F̃−1

0 F̃2F̃
−1
0 − F̃−1

0 F̃1F̃
−1
0 F̃1F̃

−1
0

– коефiцiєнти розкладу

F̃−1 = (F̃0 + εF̃1 + ε2F̃2 + ...)−1 = F̃−1
0 + εQ1 + ε2Q2 + ...

Варто вiдмiтити, що навiть при F2 = 0, F̃2 = 0 квадратичний вне-
сок у F̃−1 вiдмiнний вiд нуля, Q2 6= 0, а (16) переходить у (14). Далi
обмежимося розглядом такої ситуацiї в контекстi випадку малих не-
дiагональних кореляцiй i блочного вигляду (11).

Тодi незбурена частина кiнетичної матрицi

T0 = F0F̃
−1
0 =

(

A 0

0 D

)(

Ã−1 0

0 D̃−1

)

=

(

AÃ−1 0

0 DD̃−1

)

.

(17)
Це фактично дає можливiсть розбити кiнетичну матрицю на двi не-
залежнi меншої розмiрностi TA = AÃ−1 i TD = DD̃−1, а задачу в
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нульовому наближеннi роздiлити на двi незалежнi простiшi задачi
на незалежних роздiлених базисах змiнних A i D. В такому випадку
в нульовому наближеннi можна окремо шукати моди системи неза-
лежно z

A(0)
j (k) та z

D(0)
j (k) з їх власними векторами x

A(0)
j ,y

A(0)
j та

x
D(0)
j ,y

D(0)
j , що визначають амплiтуди (4), i далi нульове наближен-

ня для ЧКФ F
AA(0)
jl (k, t) та F

DD(0)
jl (k, t).

Внески теорiї збурень у (15) згiдно (14) будуть

εT1 = ε(F1F̃
−1
0 − F0F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ) =

(

0 ε(BD̃−1 −AÃ−1B̃D̃−1)

ε(CÃ−1 −DD̃−1C̃Ã−1) 0

)

(18)

i

ε2T2 = −ε2(F0F̃
−1
0 F̃1F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 + F1F̃

−1
0 F̃1F̃

−1
0 ) =

(

ε2A(2) 0

0 ε2D(2)

)

, (19)

де
ε2A(2) = −ε2(BÃ−1B̃D̃−1 −AÃ−1B̃D̃−1B̃D̃−1),

ε2D(2) = −ε2(CD̃−1C̃Ã−1 −DD̃−1C̃Ã−1C̃Ã−1).

Варто звернути увагу на те, поправки першого порядку εT1 будуть
блочно-недiагональними, а другого порядку ε2T2 навпаки – блочно-
дiагональними.

1.3. Поправки до власних значень та власних векторiв

Поправки до власних значень та власних векторiв шукаються iз рвi-
нянь (5) згiдно зi схемою стацiонарної теорiї збурень у квантовiй
механiцi з точнiстю до ε2. При цьому треба правильно враховува-
ти значення матричних елементiв (y

A(0)
j δTx

A(0)
j ), (y

D(0)
j δTx

D(0)
j ) i

(y
A(0)
j δTx

D(0)
j ), (y

D(0)
j δTx

A(0)
j ) з врахуванням, що δT = εT1 + ε2T2,

де перший доданок буде блочно-недiагональний, а другий – блочно-
дiагональний.

Так, поправки до мод першого порядку малостi δz
A(1)
j (k) =

ε(y
A(0)
j T1x

A(0)
j ) = 0, δz

D(1)
j (k) = ε(y

D(0)
j T1x

D(0)
j ) = 0 як дiагональ-

нi елементи матрицi, а першими нетривiальними будуть поправки
другого порядку ∼ ε2:

δz
A(2)
j = ε2

∑

l

(y
D(0)
l T1x

A(0)
j )(y

A(0)
j T1x

D(0)
l )

z
A(0)
j − z

D(0)
l

+
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ε2(y
A(0)
j T2x

A(0)
j ), (20)

δz
D(2)
j = ε2

∑

l

(y
A(0)
l T1x

D(0)
j )(y

D(0)
j T1x

A(0)
l )

z
D(0)
j − z

A(0)
l

+

ε2(y
D(0)
j T2x

D(0)
j ). (21)

Якщо першi доданки вiдображають внески другого порядку теорiї
збурень, то другi формально вiдповiдають першому порядку, дiаго-
нальному внеску (y

A(0)
j δTx

A(0)
j ), (y

D(0)
j δTx

D(0)
j ), але внаслiдок то-

го, що дiагональнi внески у δT будуть лише вiд ε2T2, вони будуть
квадратичнi по малому параметру, тобто фактично увiйдуть у ква-
дратичнi внески.

Для власних векторiв будуть вiдмiннi вiд нуля вже першi поправ-
ки:

δx
A(1)
j = ε

∑

l

(y
A(0)
j T1x

D(0)
l )

z
A(0)
j − z

D(0)
l

x
D(0)
l (22)

δy
A(1)
j = ε

∑

l

(y
D(0)
l T1x

A(0)
j )

z
A(0)
j − z

D(0)
l

y
D(0)
l (23)

i аналогiчнi вирази будуються для δx
D(1)
j i δyD(1)

j . Ситуацiю спрощує
те, що у поправки до власних векторiв входять лише недiагональнi
матричнi елементи (y

A(0)
j δTx

D(0)
j ), (y

D(0)
j δTx

A(0)
j ), отже квадрати-

чних внескiв вiд ε2T2 вони не мiститимуть.
Адже власнi вектори усi будуть з розмiрнiстю n+m, але для даної

задачi з малими недiагональними кореляцiями мiж блоками A i D
матимуть специфiчну структуру: xA(0)

j , yA(0)
j мiститимуть ненульовi

елементи на перших n позицiях вiдповiдних блоку A, а решта m нулi,
а в x

D(0)
j , yD(0)

j на перших n позицiях вiдповiдних блоку A будуть
нулi, а на m позицiях вiдповiдних блоку D – елементи вiдмiннi вiд
нуля, тобто

x
A(0)
j = (x

Aj(0)
A1 , x

Aj(0)
A2 , ..., x

Aj(0)
An , 0, ..., 0)

x
D(0)
j = (0, ..., 0, x

Dj(0)
D1 , x

Dj(0)
D2 , ..., x

Dj(0)
Dm )

i аналогiчно вектори-рядки y
A(0)
j , yD(0)

j . Тут верхнi iндекси вiдповiд-
ають за приналежнiсть вектора до моди, нижнi – за позицiю компо-
ненти вектора, вiдповiднi позицiї певної змiнної iз набору (10), тобто
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наприклад x
Aj
Al є компонентом вектора xA

j вiдповiдного модi zAj на
позицiї Al, що вiдповiдає позицiї змiнної Al.

А от що стосується поправок першого порядку, визначених ви-
разами (22), вiдмiннi вiд нуля компоненти будуть лише на пере-
хресних позицiях: для δx

A(1)
j , δy

A(1)
j вiдмiннi вiд нуля елементи бу-

дуть на позицiях D, а для δx
D(1)
j , δy

D(1)
j – на позицiях A, а саме

δx
Aα(1)
Dj , δx

Dα(1)
Aj 6= 0, а δx

Aα(1)
Aj = δx

Dα(1)
Dj = 0. Це впливатиме на ви-

гляд поправок до амплiтуд, визначених формулою (4).
Можна отримати i поправки другого порядку теорiї збурень, якi

нам будуть корисними для побудови власних векторiв. Згiдно стан-
дартної схеми стацiонарної теорiї збурень з квантової механiки вони
виглядатимуть так

δx
A(2)
j = −

ε2

2

∑

Dl

(y
D(0)
l T1x

A(0)
j )(y

A(0)
j T1x

D(0)
l )

(z
A(0)
j − z

D(0)
l )2

x
A(0)
j +

ε2
∑

Dl

∑

Dm 6=Dl

(y
D(0)
m T1x

A(0)
j )(y

A(0)
l T1x

D(0)
m )

(z
A(0)
j − z

D(0)
l )(z

A(0)
j − z

D(0)
m )

x
D(0)
l , (24)

δy
A(2)
j = −

ε2

2

∑

Dl

(y
D(0)
l T1x

A(0)
j )(y

A(0)
j T1x

D(0)
l )

(z
A(0)
j − z

D(0)
l )2

y
A(0)
j +

ε2
∑

Dl

∑

Dm 6=Dl

(y
D(0)
m T1x

A(0)
j )(y

A(0)
l T1x

D(0)
m )

(z
A(0)
j − z

D(0)
l )(z

A(0)
j − z

D(0)
m )

y
D(0)
l . (25)

Неважко зрозумiти, що поправки другого порядку (24) будуть
вiдмiнними вiд нуля як на дiагональних позицiях своїх мод
δx

Aα(2)
Aj , δx

Dα(2)
Dj 6= 0 (внесок перших доданкiв), так i на недiгональ-

них δx
Dα(2)
Aj , δx

Aα(2)
Dj 6= 0 (внесок других доданкiв).

Очевидно, така теорiя збурень має межi застосування, якi ва-
жливо встановити. Перш за все, формули (20) i (22) є коректни-
ми лише при вiдмiнному вiд нуля знаменнику, тобто коли моди
z
A(0)
j (k) 6= z

D(0)
l (k), якi, варто пам’ятати, є функцiями хвильового

числа k. Для коректностi теорiї збурень формально мають викону-
ватись нерiвностi типу ε | (y

A(0)
j T1x

D(0)
l ) |≪| z

A(0)
j − z

D(0)
l |, i теорiя

збурень є справедливою лише в тих дiапазонах хвильових чисел k,
де цi нерiвностi виконуються.

Що стосується фiзики, то колективнi моди z
A(0)
j (k) описують ко-

лективнi процеси типу “A”, а z
D(0)
j (k) – типу “D”. Поправки δz

A(2)
j
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описують слабкий вплив на колективнi процеси типу “A” колектив-
них процесiв типу “D”, δzD(2)

j – навпаки вплив на процеси типу “D”
процесiв типу “A”, що викликаний слабкими кореляцiями мiж двома
типами колективних процесiв. Якщо у певних дiапазонах хвильових
чисел виявляється, що z

A(0)
j (k) i zD(0)

l (k) близькi, то це означає що
колективнi динамiчнi процеси типу “A” i типу “D” перекриваються i
сильно впливають однi на однi, i тодi некоректно говорити про слабкi
кореляцiї мiж ними i про можливiсть застосування теорiї збурень i з
точки зору фiзики. Тобто хороше нульове наближення на роздiлених
базисах {A} i {D} з подальшою побудовою теорiї збурень можливе
лише в тих просторових та часових масштабах, де моди роздiленi i
не перекриваються.

2. Амплiтуди i ЧКФ з врахуванням поправок тео-

рiї збурень. Правила сум

Перейдемо до визначення амплiтуд, що визначають внески в ЧКФ
мод, та виразiв для самих ЧКФ. Амплiтуди, вiдповiднi модам
z
A(0)
α , z

D(0)
α в нульовому наближеннi згiдно (4) визначаються як

G
Aα(0)
AjAl = x

Aα(0)
j

∑

q

yAα(0)
q fAA

ql ,

G
Dα(0)
DjDl = x

Dα(0)
j

∑

q

yDα(0)
q fDD

ql .

I вiдповiднi ЧКФ в нульовому наближеннi, що фактично вiдповiда-
ють незалежним роздiленим базисам {A} i {D}:

F
AA(0)
jl (k, t) =

∑

α

G
Aα(0)
AjAl (k)e−zA(0)

α
(k)t, (26)

F
DD(0)
jl (k, t) =

∑

α

G
Dα(0)
DjDl (k)e−zD(0)

α
(k)t. (27)

Для верифiкацiї результатiв цiкаво подивитися на правила сум
для ЧКФ. Для загального випадку базису змiнних (10) є сенс вести
мову про правила сум лише нульового порядку (8), виконання яко-
го є безумовним. В нульовому наближеннi це будуть правила сум
для роздiлених базисiв i незалежно для (26) i (27). При врахуваннi
виразiв для амплiтуд вони приведуть до спiввiдношеннь

∑

q

fAA
ql

∑

α

x
Aα(0)
j yAα(0)

q = fAA
jl , (28)



12 Препринт

∑

q

fDD
ql

∑

α

x
Dα(0)
j yDα(0)

q = fDD
jl , (29)

що справедливi при виконаннi умов

∑

α

x
Aα(0)
j yAα(0)

q =
∑

α

x
Dα(0)
j yDα(0)

q = δqj , (30)

яка випливають з (7). Отже в нульовому наближеннi теорiї збурень
правила сум виконуються.

Щоб побудувати ЧКФ з поправками теорiї збурень, потрiбно вра-
хувати поправки до мод та амплiтуд визначаються виразами (20)-
(22).

Визначимо спочатку недiагональнi амплiтуди та побудуємо вiд-
повiднi недiагональнi ЧКФ, якi описують кореляцiї мiж змiнними
Ai, Dj, в першому нетривiальному порядку теорiї збурень. Вони бу-
дуть вiдмiннi вiд нуля вже в першому порядку теорiї збурень

GAα
AiDj = δG

Aα(1)
AiDj =

∑

X=A

x
Aα(0)
Ai y

Aα(0)
X fXDj +

∑

X=D

x
Aα(0)
Ai δyAα

X fXDj

(31)

GDα
AiDj = δG

Dα(1)
AiDj =

∑

X=D

δxDα
Ai y

Dα(0)
X fXDj (32)

будуть лiнiйними по ε. В першому доданку для GAα
AiDj малими за

теорiєю збурень будуть статичнi кореляцiйнi функцiї fAiDj ∼ ε,
а в усiх iнших внесках – поправки першого порядку до векторiв
δxDα

Ai , δy
Aα
X ∼ ε, що визначаються виразами (22). У (31) закладено

основний внесок fAiDj ∼ ε. В результатi недiагональнi ЧКФ

FAiDj(t) =
∑

Aα

GAα
AiDje

−zA

α
t +

∑

Dα

GDα
AiDje

−zD

α
t (33)

також ∼ ε, де zXα = z
X(0)
α + δz

X(2)
α , X = A,D, zX(2)

α задаються (20).
Для випадку отриманих недiагональних ЧКФ в першому поряд-

ку теорiї збурень можна переконатись у виконаннi нульового прави-
ла сум

FAiDj(0) =
∑

Aα

∑

X=A

x
Aα(0)
Ai y

Aα(0)
X fXDj +

∑

Aα

∑

X=D

x
Aα(0)
Ai δyAα

X fXDj

+
∑

Dα

δx
Dα(1)
Ai

∑

X=D

y
Dα(0)
X fXDj = fAiDj , (34)
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де перший доданок згортається завдяки (30), а другий i третiй до-
данок знищується при врахуваннi виразiв (22), внаслiдок зведенню
i взаємознищенню пар подiбних доданкiв типу

(yAα(0)T1x
Dα(0))x

Aα(0)
j y

Dα(0)
l

z
A(0)
α − z

D(0)
α

,
(yAα(0)T1x

Dα(0))x
Aα(0)
j y

Dα(0)
l

z
D(0)
α − z

A(0)
α

,

що вiдрiзняються лише знаками знаменникiв.
Що стосується “дiагональних” ЧКФ по групах змiнних A чи D,

то для них з врахуванням нетривiальних поправок теорiї збурень

FAiAj(t) =
∑

Aα

(G
Aα(0)
AiAj + δG

Aα(2)
AiAj )e−zA

α
t +

∑

Dα

δG
Dα(2)
AiAj e−zD

α
t, (35)

де δG
Aα(2)
AiAj , G

Dα(2)
AiAj ∼ ε2 i виражаються як

δG
Aα(2)
AiAj =

∑

X=A

(x
Aα(0)
Ai δy

Aα(2)
X + δx

Aα(2)
Ai y

Aα(0)
X )fXAj (36)

δG
Dα(2)
AiAj =

∑

X=A

δx
Dα(1)
Ai δy

Dα(1)
X fXAj , (37)

де поправки до власних векторiв другого порядку визначаються з
(24). Особливе мiсце серед них посiдають автокореляцiйнi функцiї з
i = j, FAiAi(t). Варто вiдмiтити, що якщо в нульовому наближеннi

дiагональнi ЧКФ мiстять внесок лише вiд “своїх” мод, тобто F
(0)
AiAj(t)

– внесок мод zAα , то для повного базису за розкладом теорiї збурень
в ЧКФ FAiAj(t) окрiм квадратичних поправок до “своїх” амплiтуд

GAα
AiAj = G

Aα(0)
AiAj + δG

Aα(2)
AiAj , δG

Aα(2)
AiAj ∼ ε2, маємо ще внески вiд мод

zDα , також квадратичнi за теорiєю збурень з амплiтудами GDα
AiAj =

δG
Dα(2)
AiAj ∼ ε2.

3. Висновки

Таким чином, нами було побудовано теорiю збурень у матричнiй
формi для ЧКФ в рамках пiдходу УКМ в загальному випадку. Перш
за все, виходячи iз розкладiв матриць статичних та динамiчних ко-
реляцiй, отримано розклад для кiнетичної матрицi по малих коре-
ляцiях в загальному випадку. Докладно розглянуто випадок малих
недiагональноих перехресних кореляцiй i отримано розклад кiнети-
чної матрицi, з якого отримано вирази для поправок теорiї збурень
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для мод i вiдповiдних їм власних векторiв. Виявляється, що поправ-
ки теорiї збурень першого порядку за малим параметром увiйдуть
лише в недiагональнi блоки кiнетичної матрицi, а другого порядку –
лише у дiагональнi. Нетривiальнi поправки до мод системи системи
будуть квадратичного порядку по малому параметру i мiститимуть
як дiагональнi так i недiагональнi внески, а власнi вектори, якi бе-
руть участь у побудовi амплiтуд внескiв мод у ЧКФ, мiститимуть
лише недiагональнi внески в кiнетичну матрицю.

Далi нами було отримано аналiтичнi вирази для ЧКФ з урахува-
нням поправок теорiї збурень по малих недiагональних кореляцiях.
Отриманi перехреснi недiагональнi ЧКФ, побудованi з рiзних пiдна-
борiв динамiчних змiнних, як виявляється будуть нетривiальними
вже в першому порядку теорiї збурень, ∼ ε, i мiстять внески вiд
усiх мод з обох пiднаборiв змiнних. Дiагональнi ЧКФ, побудованi на
змiнних з одного пiднабору, мiстять нетривiальнi внески лише дру-
гого порядку теорiї збурень, ∼ ε2, причому мiстять як поправки до
внескiв вiд мод зi свого пiднабору змiнних, так i перехреснi внески
вiд мод iншого пiднабору.

Показано, що для отриманих в першому порядку теорiї збурень
недiагональних ЧКФ справедливе правило сум нульового порядку.
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S. Sharapov, Kyiv; Ya. Shchur, Lviv; A. Shvaika (Associate Editor), Lviv;
S. Soko lowski, Lublin; I. Stasyuk (Associate Editor), Lviv; J. Strečka,
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