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Анотацiя. У роботi показано, що основний стан системи класичних
спiнiв на асиметричнiй трикутнiй ґратцi зi взаємодiями в межах еле-
ментарної трикутної плакетки можна побудувати, мiнiмiзуючи фун-
кцiю густини енергiї для однiєї такої плакетки. Навiть у тому разi,
коли усi три кути мiж парами спiнiв на плакетцi рiзнi, iснує аж п’ять
типiв глобальних конфiгурацiй основного стану. Найскладнiший iз
них — спiральне чотирьохпiдґраткове упорядковання. На основi цьо-
го результату запропоновано пояснення спiнового безладу у сполуках
NiGa2S4 i FeGa2S4, який спостерiгали експериментально.
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triangular lattice and the spin-liquid problem in NiGa2S4 and
FeGa2S4 compounds
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Abstract. It is shown that the ground state of a system of classi-
cal spins on a asymmetric triangular lattice with interactions within
an elementary triangular plaquette can be constructed by minimizing
the single plaquette energy density function. Even in the case when all
the three angles between pairs of spins on the plaquette are different,
there exist five types of global ground-state configurations. The most
complicated of these is a spiral four sublattice ordering. On the base of
this outcome the experimentally observed spin disorder in NiGa2S4 and
FeGa2S4 compounds is explained.
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Коли в 1936 роцi Луї Ниель (Louis Néel) вiдкрив новий магне-
тний стан речовини — антиферомагнетизм, багато фiзикiв, зокрема
Л. Ландау, скептично сприйняли його вiдкриття. Аргументи скепти-
кiв ґрунтувалися на квантових властивостях спiна. Вони твердили,
що пара | ↑↓〉 внаслiдок квантових ефектiв переходить у пару | ↓↑〉, i
тому говорити про якийсь певний напрям окремого спiна в такiй парi
немає сенсу. Однак згодом було виявлено велику кiлькiсть антиферо-
магнетикiв, i вiдкриття Л. Ниеля вiдзначили Нобелiвською премiєю
з фiзики за 1962 рiк. До 1972 року у фiзицi магнетизму тривала “ера
Ниеля”. Проте 1973 року Пилип Андерсон повернувся до згаданих
вище аргументiв, висловивши припущення про iснування квантової
спiнової рiдини у сильно фрустрованiй системi — моделi Гейзенберга
на трикутнiй ґратцi [1]. З того часу iдея про новий магнетний стан
речовини — спiнову рiдину, яка може iснувати навiть у границi ну-
льової температури, — не давала спокою фiзикам. I врештi спiнову
рiдину було вiдкрито на фрустрованiй трикутнiй [2] i на ще бiльш
фрустрованiй ґратцi Кагоме [2].

Натепер є чимало сполук, у яких пiдозрюють наявнiсть спiно-
вої рiдини. Переважна бiльшiсть iз них — це сполуки з магнетними
атомами, що несуть спiн 1/2. Однак уважають, що квантова спiнова
рiдина може iснувати не лише в системах зi спiном S = 1/2, а й з
бiльшим спiном. 2005 року С. Накацуї зi спiвавторами вперше повi-
домив про ознаки спiнової рiдини у сполуцi зi спiном S = 1 [4–6]. У
цiй сполуцi — NiGa2S4 — магнетнi атоми нiкелю утворюють шари
з iдеальною трикутною ґраткою. До того ж, взаємодiя мiж спiнами
атомiв сусiднiх шарiв значно менша, нiж у межах одного шару.

Окрiм квантової спiнової рiдини iснує ще й класична спiнова рi-
дина, її було виявлено у сполуках так званого спiнового льоду [7].
Однак, на вiдмiну вiд квантової, у класичнiй спiновiй рiдинi за низь-
ких температур спiновий безлад заморожується.

С. Накацуї та iншi в NiGa2S4 виявили цiкаву чотирипiдґраткову
спiнову структуру близького порядку. Такi самi властивостi й спi-
нову структуру має й сполука FeGa2S4, де атоми залiза несуть спiн
S = 2 [5]. Це наштовхує на думку, що, може, властивостi спiнової
рiдини у цих сполуках пiддаються поясненню на основi класичної
спiнової моделi.

Основнi стани системи класичних спiнiв на симетричнiй трику-
тнiй ґратцi було детально проаналiзовано в роботах [8,9] (див. також
цитовану там лiтературу). Однак, симетрична трикутна ґратка, уна-
слiдок iснування механiчних напружень та рiзного роду дефектiв,
може втрачати симетричнiсть. Тому ми вирiшили проаналiзувати



2 Препринт

K, A

L, B M, C

(a) 2

2

2
(b)

Рис. 1. a) Елементарна трикутна плакетка асиметричної трикутної
ґратки зi спiнами у вершинах i парнi взаємодiї мiж сусiднiми спiнами
(лiнiйнi i бiквадратичнi). b) Тетраедр змiни кутiв α, β i γ.

основнi стани системи класичних спiнiв на асиметричнiй трикутнiй
ґратцi. Ми виявили кiлька цiкавих типiв спiнових упорядковань з
однаковою енергiєю, зокрема складне чотирьохпiдґраткове впоряд-
ковання, яке наведене в роботах [4, 6].

Розгляньмо спочатку асиметричну трикутну плакетку з класи-
чними спiнами (одиничними 3-векторами) у її вершинах i парними
лiнiйними (K, L i M) та бiквадратичними (A, B i C) взаємодiями
мiж спiнами (в розрахунку на одну плакетку) [Рис. 1(a)]. Нехай α,
β i γ — кути мiж парами спiнiв (0 6 α, β, γ 6 π). Тодi цi кути
задовольняють такi нерiвностi:

α + β + γ 6 2π,

−α + β + γ > 0,

α− β + γ > 0,

α + β − γ > 0. (1)

Розв’язок цих нерiвностей — тетраедр, зображений на Рис. 1(b).
Якщо хоч одна iз цих нерiвностей перетворюється в рiвнiсть, то ве-
ктори компланарнi. Це вiдповiдає поверхнi тетраедра.

Енергiя взаємодiї спiнiв плакетки, зображеної на Рис. 1(a):

E = K cosα + L cosβ + M cos γ −A cos2 α−B cos2 β − C cos2 γ. (2)

Якщо вона сягає мiнiмуму у внутрiшнiй точцi тетраедра
[Рис. 1(b)], то цей мiнiмум визначається з умов рiвностi нулю по-
хiдних:
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Рис. 2. Два способи побудови третього спiна трикутної плакетки (ве-
ктори ~d1 i ~d2), якщо два iншi (~b i ~c) задано, як i кути (α, β i γ) мiж
усiма парами спiнiв плакетки.

∂E

∂α
= (−K + 2A cosα) sinα,

∂E

∂β
= (−L + 2B cosβ) sin β,

∂E

∂γ
= (−M + 2C cos γ) sin γ. (3)

Звiдки

cosα =
K

2A
, cosβ =

L

2B
, cos γ =

M

2C
. (4)

Розгляньмо випадок, коли кути α, β i γ рiзнi. Як вiд локаль-
ної конфiгурацiї основного стану плакетки перейти до глобального
основного стану нескiнченної ґратки? У кожнiй плакетцi на ґратцi
кути мiж вiдповiдними парами спiнiв мають бути α, β i γ.

Розв’язками рiвнянь

~a ·~b = ~c · ~d = cosβ, ~a · ~c = ~b · ~d = cos γ, (5)

де усi вектори — одиничнi, є такi вектори ~d1 i ~d2 (Рис. 2):

~d1 = −2
~a · (~b− ~c)

(~b− ~c)2
(~b − ~c) + ~a. (6)

~d2 = 2
~a · (~b + ~c)

(~b + ~c)2
(~b + ~c) − ~a. (7)
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Перетворення (6) залишає конус, на поверхнi якого лежать ве-
ктори ~a, ~b i ~c, незмiнним, тобто вектор ~d1 лежить на поверхнi того ж
конуса. Це перетворення змiнює кiральнiсть: якщо трiйка векторiв
~a, ~b i ~c права (лiва), то трiйка ~d1, ~b i ~c лiва (права).

Перетворення (7) перетворює конус, на поверхнi якого лежать
вектори ~a, ~b i ~c, i який характеризується центральним вектором ~v1,
у конус з таким центральним вектором:

~v2 = 2
~v1 · (~b + ~c)

(~b + ~c)2
(~b + ~c) − ~v1. (8)

Легко переконатися, що вектори ~v1 i ~v2 колiнеарнi. Це перетворення
не змiнює кiральностi: якщо трiйка векторiв ~a, ~b i ~c права (лiва), то
трiйка ~d2, ~b i ~c також права (лiва).

Отож глобальна спiнова конфiгурацiя трикутної ґратки цiлком
визначена, якщо задана будь-яка пара сусiднiх спiнiв i кiральнiсть

(a) (b)

(c) (d) (e)

Рис. 3. Три типи структур, що можливi у системi класичних спiнiв
на асиметричнiй трикутнiй ґратцi: a) спiральна конiчна структура;
b) чотирипiдґраткова спiральна конiчна структура; c), d), e) двопi-
дґратковi спiральнi конiчнi структури (див. Рис. 4–6). Чорний колiр
трикутника означає, що трiйка векторiв у його вершинах права, а
бiлий — що лiва (або навпаки).
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Рис. 4. Конiчна конфiгурацiя, що вiдповiдає Рис. 3(a). Показано вид
збоку i зверху. На нижньому рисунку усi спiни зображено на одному
конусi (вид зверху).

для кожної плакетки. Однак, це не означає, що кiральностi плакеток
можна вибирати довiльним чином. Аналiтичний аналiз з використа-



6 Препринт

Рис. 5. Чотирипiдґраткова спiнова конфiгурацiя, що вiдповiдає
Рис. 3(b). Конуси для рiзних пiдґраток зображенi рiзними кольо-
рами. У межах кожної пiдґратки спiнова структура — звичайна спi-
ральна конiчна (див. Рис. 4), але на трикутнiй ґратцi з удвiчi бiль-
шими сталими ґратки.

нням програми “Maple” показує, що є лише п’ять можливостей. Усi
вони зображенi на Рис. 3, де чорний колiр трикутника означає, що
трiйка векторiв у його вершинах права, а бiлий — що лiва (або нав-
паки).

Приклади спiнових конфiгурацiй, що вiдповiдають можливим
конфiгурацiям кiральностi плакеток, показано на Рис. 4–6. Найпро-
стiша iз них та, що вiдповiдає Рис. 3(a). Її зображено на Рис. 4. Це
звичайна спiральна конiчна структура, у якiй за переходу з вузла на
сусiднiй вузол вздовж того самого напрямку на ґратцi спiн поверта-
ється на поверхнi конуса на однаковий кут.

Найскладнiша конфiгурацiя — та, що вiдповiдає Рис. 3(b). Її зо-
бражено на Рис. 5. Це — чотирьохпiдґраткова спiральна конiчна
структура. На Рис. 5 конуси для кожної з чотирьох пiдґраток зобра-
жено рiзним кольором. У межах однiєї пiдґратки виникає звичайна
спiнова конiчна структура на трикутнiй ґратцi з удвiчi бiльшими
сталими ґратки, така, як i в попередньому випадку.

Є ще однин тип структур, що вiдповiдає Рис. 3(c), (d) i (e). Це
— двопiдґратковi структури. На кожнi пiдґратцi виникає звичайна
спiральна конiчна структура, як на квадратнiй ґратцi (Рис. 6).

Пiдбиймо пiдсумки. Отож, основний стан системи класичних спi-
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Рис. 6. Двопiдґраткова спiнова конфiгурацiя, що вiдповiдає Рис. 3
(c), (d) i (e).

нiв на асиметричнiй трикутнiй ґратцi можна побудувати, мiнiмiзу-
ючи енергiю взаємодiї в межах однiєї елементарної трикутної пла-
кетки, якщо взаємодiї мiж спiнами не виходять за межi плакетки.
Якщо усi три кути мiж парами спiнiв плакетки рiзнi, iснує три рiзнi
типи глобальних структур основного стану. Найскладнiший iз них
— несумiрне спiральне чотирипiдґраткове впорядковання. Подiбний
тип упорядковання спостерiгали у сполуках NiGa2S4 та FeGa2S4.
Спiновий безлад у цих сполуках може бути результатом складної
доменної структури, у якiй є домени усiх трьох типiв, бо усi цi стру-
ктури основного стану мають однакову енергiю.
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