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Несумiрнi однокутовi спiральнi впорядковання класичних
Гейзенбергових спiнiв на ґратках iз трикутних драбинок

Ю.I. Дубленич

Анотацiя. Дуже простим способом, за допомогою кластерного мето-
ду, одержано точнi розв’язки задачi про основнi стани для класичної
моделi Гейзенберга зi взаємодiєю найближчих сусiдiв на дво- i три-
вимiрних ґратках, утворених iз трикутних драбинок. Показано, як
геометричнi фрустрацiї, що виникають завдяки наявностi трикутни-
кiв як структурних одиниць, призводять до виникнення несумiрних
спiральних упорядковань та їхнiх колiнеарних границь. Цi упоряд-
ковання визначаються єдиним кутом (разом зi знаками взаємодiй су-
сiднiх спiнiв), тому запропоновано назву "однокутовi спiральнi впо-
рядковання".

Incommensurate single-angle spiral orderings of classical Hei-
senberg spins on zigzag ladder lattices

Yu.I. Dublenych

Abstract. Exact solutions of the ground-state problem for the classical
Heisenberg model with nearest-neighbor interactions on two- and three-
dimensional lattices composed of zigzag (triangular) ladders are obtained
in a very simple way, with the use of a cluster method. It is shown how
the geometrical frustration due to the presence of triangles as structural
units leads to the emergence of incommensurate spiral orderings and
their collinear limits. These orderings are determined by a single angle
(along with the signs of the interactions between neighboring spins);
therefore, the term “single-angle spiral orderings” is proposed.
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Попри понад пiвсотнi рокiв наполегливих дослiджень проблема
основних станiв для деяких класичних Гейзенбергових спiнових мо-
делей досi є викликом для теоретикiв [1]. Найвiдомiший i найвико-
ристовуванiший метод у цiй галузi — метод Латинджера-Тиси [2]
та його узагальнення [3] — незастосовний до складних гамiльтонiя-
нiв (наприклад, iз зовнiшнiм полем або з бiквадратичним обмiном)
i важкозастосовний до ґраток, що не є ґратками Браве. Iснує ще
кластерний метод, запропонований Лiонсом i Капланом п’ятдесят
рокiв тому [4], проте вiн “радше невiдомий”, хоча простий й iнтуїтив-
но зрозумiлий [5, 6]. Ми розвинули цей метод у своїх дослiдженнях
основних станiв моделей Iзинґового типу [7–9]. А тут розглядаємо
класичну модель Гейзенберга на сiм’ї ґраток, для яких, попри на-
явнiсть фрустрацiй i те, що цi ґратки не є ґратками Браве (мають
бiльше одного вузла на комiрку), розв’язок задачi про основнi ста-
ни можна одержати надзвичайно простим i зрозумiлим способом,
використовуючи кластерний метод. Це сiм’я дво- i тривимiрних ґра-
ток, що утворенi трикутними драбинками. Iснує чимало сполук, де
магнетнi атоми утворюють ґратки такого типу [10–17]. Кластерний
метод iдеально пiдходить для класичної моделi Гейзенберга на цих
ґратках. За його допомогою ми показуємо, як присутнiсть структур-
них трикутникiв, а отже геометричних фрустрацiй, призводить до
виникнення несумiрних спiральних упорядковань. Цiкаво, що цi упо-
рядковання визначаються єдиним кутом разом зi знаками взаємодiй
мiж сусiднiми спiнами вздовж щаблiв драбинок.

Трикутна драбинка утворена однаковими рiвнораменними трику-
тниками, тому спочатку розгляньмо один такий трикутник iз класи-
чними спiнами (одиничними тривекторами) в його вершинах (Рис. 1).
L i K — параметри взаємодiй, α, β i γ — кути мiж спiнами. Енергiя
системи має вигляд

E = K cosα + L(cosβ + cos γ). (1)

Якi значення α, β i γ мiнiмiзують цю енергiю? Випадок K < 0 три-
вiяльний: спiни колiнеарнi, тому що нема фрустрацiй. Якщо K > 0
(є фрустрацiї), то за фiксованого α = 2φ енергiя сягає свого мiнiму-
ма, коли cosβ + cos γ є максимальним чи мiнiмальним, залежно вiд
знаку L. Враховуючи нерiвнiсть α + β + γ ≤ 2π, легко показати, що
у випадку L < 0 ця сума максимальна, якщо спiни компланарнi i
β = γ = α/2 = φ (Рис. 1(b)), а у випадку L > 0 сума мiнiмальна,
якщо спiни компланарнi i β = γ = π − α/2 = π − φ (Рис. 1(c)).

Енергiя основного стану системи дорiвнює

Egs = K cos 2φ− 2|L| cosφ. (2)
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Рис. 1. (a) Рiвнораменний трикутник зi спiнами (одиничними триве-
кторами) у вершинах. L i K — параметри взаємодiй, α, β i γ — кути
мiж спiнами. Якщо K < 0, то фрустрацiї вiдсутнi, i спiни колiнеарнi.
Якщо K > 0, то є фрустрацiї. За фiксованого α = 2φ, енергiя досягає
мiнiмума, коли два iншi кути рiвнi й дорiвнюють φ, якщо (b) L < 0,
або π − φ, якщо (c) L > 0. Тодi спiни компланарнi.

Ця енергiя має мiнiмум, якщо cosφ = |L|
2K

. Тож за |L| ≤ 2K основ-
ний стан визначається кутом φ, i тодi спiни компланарнi (площина
поляризацiї, орiєнтацiя одного з трьох спiнiв, а також кiральнiсть
можуть бути довiльними); в iншому разi спiни колiнеарнi.

Розгляньмо тепер трикутну драбинку (Рис. 2). Вона складається
з однакових трикутних кластерiв. Кожен J-зв’язок належить двом
таким кластерам, тому треба мiнiмiзувати енергiю трикутного кла-
стера зi взаємодiями J0 i J/2. Враховуючи попереднiй результат, мо-
жна стверджувати, що основний стан є спiральним i визначається
єдиним кутом φ = arccos |J|

4J0

, якщо |J | ≤ 4J0; в iншому разi усi спiни
колiнеарнi. Два приклади впорядковання в основному станi для три-
кутної драбинки показано на Рис. 2. Треба пiдкреслити, що усi спiни
компланарнi, але площина поляризацiї може бути будь-яка. Кут φ
залежить лише вiд величини взаємодiй, тому в загальному випад-
ку упорядковання спiнiв уздовж нiг драбинки несумiрне з перiодом
драбинки.

Цiкаво розглянути двовимiрну ґратку, утворену двома типами
трикутних драбинок зi взаємодiєю найближчих сусiдiв J0 уздовж
нiг i J1 та J2 уздовж щаблiв (Рис. 3). Цю ґратку можна розбити
на однаковi двотрикутнi кластери. Кожен J1- i J2-зв’язок належить
двом таким кластерам, тому треба мiнiмiзувати енергiю двотрику-
тного кластера зi взаємодiями J0, J1/2 i J2/2. Випадок J0 < 0 три-
вiяльний: фрустрацiї вiдсутнi. Розгляньмо випадок J0 > 0. Нехай
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Рис. 2. Конфiгурацiї основного стану трикутної драбинки з (a) J < 0
i (b) J > 0. J0 > 0. Кут обертання вздовж нiг драбинки дорiвнює
2φ = 2 arccos |J|

4J0

. Усi спiни компланарнi. Тут спiни лежать у площинi
драбинки, однак площина поляризацiї може бути будь-яка, напри-
клад, перпендикулярна до нiг драбинки. Орiєнтацiя одного довiль-
ного спiна i кiральнiсть (однакова для обох нiг) також довiльнi.

кут мiж векторами на кiнцях J0-зв’язку фiксований i дорiвнює 2φ
(0 ≤ φ ≤ π/2). Щоб енергiя була мiнiмальна, кути мiж сусiднiми
спiнами, пов’язаними Ji-зв’язками (i = 1, 2), мають дорiвнювати φ,
якщо Ji < 0, або π − φ, якщо Ji > 0. Енергiя на кластер дорiвнює

Egs = J0 cos 2φ− (|J1| + |J2|) cosφ. (3)

Кут φ, що мiнiмiзує цю енергiю, визначається виразом

cosφ =
|J1| + |J2|

4J0
. (4)

Якщо |J1| + |J2| ≤ 4J0, то спiнове упорядковання є спiральним i
визначається кутом φ разом зi знаками взаємодiй J1 i J2; в iншому
разi усi спiни колiнеарнi. Є чотири спiральнi фази, що вiдповiдають
чотирьом наборам знакiв взаємодiй J1 i J2. Квадрат спiральних фаз
показано на Рис. 3 (справа). Одну з цих фаз зображено на Рис. 3
(злiва). З наближенням до межi квадрата φ прямує до нуля, i спiновi
фази неперервно переходять у свої колiнеарнi границi, в яких усi
спiни на тiй самiй нозi мають однакову орiєнтацiю, попри те, що
J0 > 0. Якщо J2 = J1 = J0 > 0, то маємо добре вiдому фазу 120◦ на
трикутнiй ґратцi.
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Рис. 3. Злiва: узагальнена трикутна ґратка i спiнова конфiгурацiя
на нiй для J1 < 0 i J2 > 0 (J0 > 0, |J1|+ |J2| ≤ 4J0). Справа: квадрат
спiральних фаз для узагальненої трикутної ґратки. З наближенням
до межi квадрата φ = arccos |J1|+|J2|

4J0

прямує до нуля, i спiновi фази
неперервно переходять у свої колiнеарнi границi.

Перейдiмо до тривимiрної ґратки, що зображена на Рис. 4. Нази-
ватимемо її узагальненою ґраткою голландиту. Основнi стани кла-
сичної моделi Гейзенберга на ґратцi голландиту (рожевi й зеленi ща-
блi однаковi) вивчали в [17]. А що ґратка голландиту не є ґраткою
Браве, прямо застосувати до неї метод Латинджера-Тиси неможли-
во, тому, щоб знайти енергiю основного стану, автори використали
модифiкацiю цього методу; вони також провели числовi симуляцiї.
Кластерний метод дає змогу розв’язати цю задачу на основнi стани
дуже простим i зрозумiлим способом.

Узагальнену ґратку голландиту утворено трьома типами три-
кутних драбинок. Нехай величина взаємодiї мiж сусiднiми спiнами
вздовж нiг усiх драбинок дорiвнює J0 (синi зв’язки), а вздовж ща-
блiв — J1 (червонi зв’язки), J2 (зеленi зв’язки) i J3 (рожевi зв’язки)
(Рис. 4). Легко помiтити, що цю ґратку можна розбити на однако-
вi тритрикутнi кластери, показанi на Рис. 4. Тож знайдiмо спiнову
конфiгурацiю такого кластера, яка має найменшу енергiю.

Кожен J1-, J2- i J3-зв’язок належить двом кластерам, тому тре-
ба мiнiмiзувати енергiю тритрикутного кластера зi взаємодiями J0,
J1/2, J2/2 i J3/2. Випадок J0 < 0 тривiяльний: фрустрацiй нема. Роз-
гляньмо випадок J0 > 0. Нехай кут мiж спiнами на кiнцях J0-зв’язку
фiксований i дорiвнює 2φ (0 ≤ φ ≤ π/2). Щоб енергiя була миiнiмаль-
на, кут мiж двома сусiднiми спiнами, поєднаними Ji-зв’язками (i =
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Рис. 4. Узагальнену ґратку голландиту (справа) можна розбити на
однаковi тритрикутнi кластери (злiва).

1-3), має дорiвнювати φ, якщо Ji < 0, або π − φ, якщо Ji > 0 (див.
Рис. 1). Енергiя на кластер (або вузол) дорiвнює

Egs = J0 cos 2φ− (|J1| + |J2| + |J3|) cosφ. (5)

Кут φ, що мiнiмiзує енергiю, визначається з рiвняння

cosφ =
|J1| + |J2| + |J3|

4J0
. (6)

Зрозумiло, що всi спiни на ґратцi мають бути компланарними,
тобто паралельними якiйсь площинi, але ця площина — довiльна.
Якщо площина, орiєнтацiя одного будь-якого спiна i кiральнiсть фi-
ксованi, то розподiл кутiв цiлком визначає спiнову конфiгурацiю
основного стану ґратки за фiксованих значень взаємодiй.

Кожному наборовi знакiв взаємодiй J1, J2 i J3 (J0 > 0) вiдповiдає
якась спiральна фаза та її колiнеарна границя. А що є вiсiм набо-
рiв, то є i вiсiм спiральних фаз, а також вiсiм колiнеарних границь.
Октаедер спiральних фаз i два приклади спiральних упорядковань
з їхнiми колiнеарними границями показано на Рис. 5.

Кластер на Рис. 4 дає упорядковання основного стану класичних
Гейзенбергових спiнiв на багатьох ґратках, утворених трикутними
драбинками (див. Рис. 6). Рiвняння (6) i октаедер спiральних фаз
(Рис. 5) є спiльнi для усiх цих ґраток.
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Рис. 5. Злiва: октаедер спiральних фаз для класичної моделi Гей-
зенберга на узагальненiй ґратцi голландиту. Справа: два приклади
спiральних упорядковань i їхнiх колiнеарних границь. Тут усi спiни
паралельнi до площини рисунка, однак ця площина може бути до-
вiльною. Голубi й чорнi кружечки позначають вузли над i пiд пло-
щиною рисунка, вiдповiдно. Сiрi спiни є наступними за чорними.

Цiкаво також розглянути узагальнену трикутну ґратку з трьох
типiв трикутних драбинок (Рис. 7, злiва). Цю ґратку не можна роз-
бити на однаковi двотрикутнi кластери. Треба розглянути аж три
типи двотрикутних кластерiв. Можна показати, що однокутове спi-
ральне упорядковання класичних Гейзенбергових спiнiв також мо-
жливе в деяких областях простору параметрiв цiєї моделi. Розпо-
дiлiмо енергiю кожного щабля мiж двома трикутними плакетками,
для яких вiн спiльний, способом, указаним на Рис. 7 (злiва). Кое-
фiцiєнти αi цього розподiлу можуть бути довiльними, однак мусять
задовольняти умови 0 ≤ αi ≤ 1.

Енергiю двотрикутних кластерiв можна записати у виглядi

E12 = J0 cos 2φ12 − 2(α1|J1| + (1 − α2)|J2|) cosφ12,

E23 = J0 cos 2φ23 − 2(α2|J2| + (1 − α3)|J3|) cosφ23,

E31 = J0 cos 2φ31 − 2(α3|J3| + (1 − α1)|J1|) cosφ31.

(7)

Умова мiнiмуму цих енергiй разом з умовою φ12 = φ23 = φ31 = φ
дають таку систему рiвнянь:

α1|J1| + (1 − α2)|J2| = α2|J2| + (1 − α3)|J3|

ICMP–14–09U 7

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Рис. 6. (a) - (d) Приклади гексагональних ґраток з трикутних дра-
бинок. (e) Гратка з трикутних драбинок на основi зрiзаного триге-
ксагонального замощення 4.6.12. Ґратка (c) є безладною сумiшшю
ґраток (a) i (b). Усi цi ґратки можна розбити на однаковi класте-
ри, показанi на Рис. 4. Голубi й чорнi кружечки позначають вузли
над i пiд площиною рисунка, вiдповiдно. Ноги трикутних драбинок
перпендикулярнi до площини рисунка.
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Рис. 7. Злiва: Узагальнена трикутна ґратка з трьох типiв трикутних
драбинок i три типи двотрикутних кластерiв, на якi її можна роз-
бити. Справа: Гексагональна пiрамiда (червона) спiральної фази на
цiй ґратцi для Ji ≥ 0 (i = 0-3).

= α3|J3| + (1 − α1)|J1| =
|J1| + |J2| + |J3|

3
. (8)

Кут φ, що мiнiмiзує цi енергiї, дорiвнює

cosφ =
|J1| + |J2| + |J3|

6J0
. (9)

Легко показати, що область у просторi (J1/J0, J2/J0, J3/J0), де
задовольняються рiвняння (8) i нерiвностi 0 ≤ αi ≤ 1, є полiедри-
чним конусом, заданим шiстьма векторами: (0, 2, 1), (0, 1, 2), (1,
0, 2), (2, 0, 1), (2, 1, 0) i (1, 2, 0) у першому октантi (див. Рис. 7,
справа) i подiбнi полiедричнi конуси в iнших октантах (на рисун-
ку не показанi). Однокутовi спiральнi фази iснують у частинах тих
конусiв, обмежених площинами |J1| + |J2| + |J3| = 6J0. Це — гекса-
гональнi пiрамiди, одну з яких показано на Рис. 7 (справа). Iншi
частини полiедричних конусiв вiдповiдають колiнеарним границям
спiральних фаз. Здається, що за межами полiедричних конусiв iсну-
ють складнiшi структури, однак тут ми обмежимося однокутовими
упорядкованнями.

Цi результати легко поширити на довiльну кiлькiсть типiв трику-
тних драбинок. Ми наведемо лише остаточний результат. У випад-
ку двовимiрної ґратки, подiбної до зображеної на Рис. 7, але утво-
реної n типами трикутних драбинок, область iснування однокуто-
вої спiральної фази та її колiнеарної границi у просторi параметрiв
(J1/J0, J2/J0, ..., Jn/J0) — це полiедричний конус, що визначається
таким набором n-векторiв (для невiд’ємних Ji):

(0, 2, 1, 1, ..., 1, 1), (0, 1, 2, 1, ..., 1, 1), ... , (0, 1, 1, 1, ..., 1, 2);
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Рис. 8. Гексагональна ґратка з трикутних драбинок, яка спостерiгає-
ться у сполуцi β-CaCr2O4 зi спiном S = 3

2
, та її розбиття на два типи

тритрикутних кластерiв. Голубi й чорнi кружечки позначають вузли
над i пiд площиною рисунка, вiдповiдно. Ноги трикутних драбинок
перпендикулярнi до площини рисунка.

(2, 0, 1, 1, ..., 1, 1), (1, 0, 2, 1, ..., 1, 1), ... , (1, 0, 1, 1, ..., 1, 2); ... ;
(2, 1, 1, 1, ..., 1, 0), (1, 2, 1, 1, ..., 1, 0), ... , (1, 1, 1, 1, ..., 2, 0).

А кут φ визначається з рiвняння

cosφ =
|J1| + |J2| + ... + |Jn|

2nJ0
. (10)

I нарештi розгляньмо гексагональну ґратку з трикутних драби-
нок, зображену на Рис. 8. Ця ґратка спостерiгається у сполуцi β-
CaCr2O4 зi спiном S = 3

2
[13, 14] (однак спiнове упорядковання, спо-

стережуване у цiй сполуцi, складнiше, нiж одержане тут). На вiдмiну
вiд ґраток, показаних на Рис. 6(a)-6(d), цю ґратку можна розбити
лише на два типи тритрикутних кластерiв (Рис. 8, справа). Енергiї
основного стану цих кластерiв можна записати у виглядi

E1 = J0 cos 2φ1 − (2α|J2| + 2β|J3| + |J4|) cosφ1,

E2 = J0 cos 2φ2

− [|J1| + 2(1 − α)|J2| + 2(1 − β)|J3|] cosφ2. (11)

Мiнiмiзуючи цi енергiї за умови φ1 = φ2 = φ, одержуємо

cosφ =
|J1| + 2|J2| + 2|J3| + |J4|

8J0
. (12)

Умови 0 ≤ α ≤ 1 i 0 ≤ β ≤ 1 дають нерiвнiсть

||J4| − |J1|| ≤ 2(|J2| + |J3|). (13)
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Ця нерiвнiсть разом з нерiвнiстю |J1| + 2|J2| + 2|J3| + |J4| ≤ 8J0
визначають областi iснування однокутових спiральних фаз.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що ми строго довели, що в систе-
мах класичних Гейзенбергових спiнiв на ґратках iз трикутних дра-
бинок в основному станi iснують несумiрнi спiральнi упорядковання
(фази), якi характеризуються одним кутом i знаками взаємодiй мiж
сусiднiми спiнами (уздовж щаблiв драбинок). Ми пропонуємо нази-
вати цi упорядковання (фази) “однокутовими спiральними упоряд-
кованнями (фазами)”.
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