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Анотацiя. Отримано загальний вираз для термодинамiчного потен-
цiалу моделi напiвобмеженого «желе», на основi якого розраховано
поверхневу енергiю для моделi безмежно високого потенцiального
бар’єру. Дослiджено поведiнку поверхневої енергiї та хiмiчного по-
тенцiалу як функцiї радiуса Вiгнера-Зейтца та вплив на неї кулонiв-
ської взаємодiї мiж електронами.
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Abstract. General expression for the thermodynamic potential model
of semi-infinite jellium is obtained. By using this expression, surface
energy for infinite barrier model is calculated. The behavior of surface
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and the influence of the Coulomb interaction between electrons on the
calculated values are studied.
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2 Препринт

1. Вступ

На сьогоднiшнiй день квантово-статистична теорiя фермi-систем з
наявнiстю поверхнi подiлу ще далека вiд завершення. Актуальнiсть
теоретичного опису таких систем важко переоцiнити у зв’язку з важ-
ливiстю процесiв, якi вiдбуваються за наявностi поверхнi подiлу, та
бурхливим розвитком експериментальних методiв дослiдження по-
верхнi.

Найпопулярнiшим теоретичним методом дослiдження таких сис-
тем є метод функцiоналу густини [1–3], що виник на основi добре
вiдомого методу Томаса-Фермi, який був розроблений для атомiв.
За своєю природою метод функцiоналу густини є одночастинковим
пiдходом i не може коректно врахувати багаточастинковi кореляцiй-
нi ефекти. Тому найчастiше для енергетичних функцiоналiв систем
з поверхнею подiлу використовують наближення локальної густи-
ни, тобто беруть для розрахункiв вiдомi вирази з теорiї однорiдних
систем та замiсть концентрацiї електронiв n покладають розподiл
електронної густини n(r). Такий пiдхiд є дискусiйним [4], оскiльки
наявнiсть поверхнi подiлу привносить не тiльки кiлькiсну, а й якiсну
змiну рiзних характеристик електронної системи (наприклад, вини-
кають сили зображення i т.д.), що принципово не можна врахувати
в теорiї функцiоналу густини.

Для методу функцiонала густина є характерною проблема по-
верхневої енергiї: розрахована за допомогою цього пiдходу поверх-
нева енергiя напiвобмеженого «желе» виявляється вiд’ємною для
великих значень концентрацiї електронiв (rs < 2.5 aB, де rs — ра-
дiус Вiгнера-Зейтца), що фiзично неправильно, поверхнева енергiя
має бути додатною, iнакше метал мав би спонтанно розколюватися.
На даний час переважна бiльшiсть дослiдникiв схиляються до дум-
ки, що причиною вiд’ємностi поверхневої енергiї є замiна дискретної
iонної гратки однорiдним додатним фоном. Так, у роботi Ленга i
Кона [5] дискретнiсть гратки враховувалась шляхом використання
першого порядку теорiї збурень за псевдопотенцiалом. У результатi
отримано додатну поверхневу енергiю, яка задовiльно узгоджувала-
ся з експериментальними даними для ряду простих металiв. У пра-
цях [6,7] Монiер i Педью розробили варiацiйну процедуру, яка дозво-
лила врахувати усереднений ефект дискретностi введенням добавки
до потенцiалу всерединi металу, яка залежить вiд структури гратки
та дослiджуваної поверхнi. Результати для поверхневої енергiї ви-
явилися досить близькими до результатiв Ленга i Кона та краще
узгоджуються з експериментальними даними. Пiсля цього Аппель-
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баум та Гаман [8], використовуючи наближення локальної густини,
провели розрахунки для Cu(111), в яких дискретнiсть iонної гратки
враховувалася без теорiї збурень, та отримали добре узгодження з
експериментальними даними. Автори всiх цих робiт припускали, що
нелокальнi обмiнно-кореляцiйнi ефекти є незначними i тому ними
нехтували. У працях [9, 10] проведено розрахунки поверхневої енер-
гiї з вар’юванням положенням останнього шару iонiв та отримано
добре узгодження з експериментальними даними для поверхневої
енергiї простих металiв. У працях [11–13] запропоновано стабiлiзова-
ну модель «желе», яка полягає у включеннi в ефективний потенцiал
всерединi металу усередненої по комiрцi Вiгнера-Зейтца псевдопо-
тенцiальної поправки. У цiй моделi отримано додатнi значення по-
верхневої енергiї.

Отже, врахування дискретностi iонної гратки дозволило вирi-
шити проблему з вiд’ємнiстю поверхневої енергiї. Проте не очеви-
дно, що нехтування дискретнiстю є головною та єдиною причиною
розходження теорiї з експериментом i що не можна покращити те-
орiю, залишаючись у рамках моделi «желе». Були спроби вийти
за рамки наближення локальної густини. Так, Шмiт i Лукас [14],
Крейг [15] та Пойкерт [16] розглядали деякi нелокальнi вклади в
обмiнно-кореляцiйну частину поверхневої енергiї, якi зумовленi змi-
ною нулевої енергiї плазмонiв внаслiдок появи поверхневих мод пiд
час роздiлення кристала на фрагменти. Виявивши добре узгодження
цього вкладу з експериментальними даними для поверхневої енергiї,
автори цих робiт запропонували ототожнювати цю частину поверх-
невої енергiї з повною поверхневою енергiєю, припускаючи, що iн-
шi, неврахованi в їх розрахунках вклади взаємно компенсуються. У
працях [17–24] такий пiдхiд активно дискутувався. Для аналiза не-
локальних ефектiв Гарiс та Джонс [22,23], Вiкборг та Iнглсфiлд [25],
а також Джонсон i Срiнiвасан [27] отримали вирази для обмiнно-
кореляцiйної енергiї обмеженого електронного газу. Для електронiв у
потенцiальному ящику з безмежно високими стiнками була обчисле-
на обмiнна частина поверхневої енергiї [22,23], а також у наближеннi
хаотичних фаз обмiнно-кореляцiйна та обмiнна частини [25]. Порiв-
няння цих величин з розрахованими у наближеннi локальної густини
показало, що обмiнно-кореляцiйнi частини вiдрiзняються приблизно
на 10%, обмiннi — на 50%, а кореляцiйнi — у 6 разiв. Тобто наближен-
ня локальної густини значно краще працює для суми обмiнної та ко-
реляцiйної частин енергiї, нiж для кожної зокрема (див. також [26]).
Подальшi розрахунки з використанням бiльш реалiстичних моделей
поверхневого бар’єру [28–32], градiєнтних розвинень [32–39], аналiз
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Лангрета та Педью [38, 39] також виявили визначальний вклад на-
ближення локальної густини в обмiнно-кореляцiйну частину енергiї.
Так, розрахунки [35] показують, що нелокальнi поправки не пере-
вищують 16%, хоча вiдносний вклад нелокальностi в повну поверх-
неву енергiю може бути значно бiльшим (аж до 40%), оскiльки для
бiльшостi металiв обмiнно-кореляцiйна частина поверхневої енергiї є
бiльша за повну поверхневу енергiю [5].

Пiзнiшi дослiдження вiдновили дискусiї щодо коректностi вико-
ристання наближення локальної густини при розрахунках поверхне-
вої енергiї. Використання Крочеком та Коном багаточастинкової схе-
ми розрахунку, яка враховує кулонiвськi взаємодiї через фермiївське
гiперланцюгове наближення [40, 41], дало значно вищi значення по-
верхневої енергiї, нiж розрахованi Ленгом та Коном в наближеннi ло-
кальної густини [5]. На вiдмiну вiд цього, значення поверхневої енер-
гiї, якi отриманi в розрахунках методом функцiоналу густини [42] з
використанням нелокального функцiоналу Лангрета та Мела [43], є
значно ближчими до результатiв, якi отриманi в наближеннi локаль-
ної густини. Розрахунки поверхневої енергiї за допомогою квантово-
го методу Монте-Карло [44, 45] показали, що отриманi значення по-
верхневої енергiї в областi великих концентрацiй (rs 6 2.07 aB) добре
узгоджуються з результатами, якi отриманi за допомогою нелокаль-
ного функцiоналу, а в областi менших концентрацiй (rs > 3.25 aB)
добре узгоджуються з результатами, якi отриманi на основi багато-
частинкової схеми Крочека та Кона [40, 41]. У працi [46] зроблено
висновок, що наближення локальної густини вносить малi похибки в
обмiнно-кореляцiйну частину поверхневої енергiї. У цiй працi дале-
кодiючi кореляцiї враховувалися самоузгоджено в наближеннi хао-
тичних фаз, короткодiючi кореляцiї були включенi в часово-залежне
наближення локальної густини [47, 48].

У працi [49], використовуючи отриманi в [50] унарну та бiнар-
ну функцiї розподiлу з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж еле-
ктронами, проведено розрахунок поверхневої енергiї та виявлено, що
вона додатна в усiй областi електронної концентрацiї.

Згадаємо ще працю Такагашi та Онзави [51], в якiй проведено роз-
рахунки електронної густини та поверхневої енергiї невзаємодiючого
електронного газу у полi модельного потенцiального бар’єру скiнче-
ної висоти. Цiкаво, що розрахована без самоузгодження електрон-
на густина є дуже близькою до самоузгоджених розрахункiв Ленга
та Кона [5], а поверхнева енергiя є додатною для усiх концентрацiй
електронiв i при малих концентрацiях близька до знайденої Ленгом
та Коном.
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У представленiй роботi зроблено спробу побудувати послiдовну
квантово-статистичну теорiю простого металу з поверхнею подiлу
«метал–вакуум» у рамках моделi «желе». Отримано загальний ви-
раз для термодинамiчного потенцiалу, для розрахунку якого визна-
чальним є ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї, який ра-
нiше дослiджувався нами у працях [52–56]. Показано, що у певних
наближеннях термодинамiчний потенцiал можна подати у виглядi
функцiоналу вiд унарної та бiнарної функцiй розподiлу електронiв.
У граничному випадку низьких температур на основi термодинамiч-
ного потенцiалу отримано нелiнiйне алгебраїчне рiвняння для хiмiч-
ного потенцiалу та загальний вираз для внутрiшньої енергiї. Пока-
зано, що отримане рiвняння для хiмiчного потенцiалу неоднорiдної
системи спiвпадає з рiвнянням для однорiдної системи. Проведено
розрахунок хiмiчного потенцiалу як функцiї радiуса Вiгнера-Зейтца.
Розраховано унарну функцiю розподiлу електронiв для модельного
поверхневого потенцiалу у виглядi безмежно високого потенцiаль-
ного бар’єру. Отримано вирази для об’ємної та поверхневої частин
внутрiшньої енергiї. Для цiєї ж моделi поверхневого потенцiалу про-
ведено розрахунок поверхневої частини внутрiшньої енергiї, яка у
випадку низьких частин є поверхневою енергiєю. Дослiджено пове-
дiнку поверхневої енергiї як функцiї радiуса Вiгнера-Зейтца. Вияв-
лено, що розрахована нами поверхнева енергiя є додатною у всiй
областi концентрацiй, якi характернi металам, та при малих кон-
центрацiях спiвпадає з розрахунками Ленга та Кона [5]. Дослiджено
вплив кулонiвської взаємодiї на розрахованi характеристики.

2. Модель

Розглядаємо систему N електронiв в об’ємi V = SL у полi додатного
заряду, який обмежений площиною подiлу Z = 0, з таким розподi-
лом:

̺jell(R||, Z) ≡ ̺jell(Z) = ̺0θ(−Z) =

{
̺0, Z 6 0
0, Z > 0

,

де θ(x) — функцiя Хевiсайда, R|| = (X,Y ), X,Y ∈ [−
√
S/2,+

√
S/2],

Z ∈ [−L/2,+L/2], причому має мiсце умова електронейтральностi

lim
S,L→∞

∫

S

dR||

+L/2∫

−L/2

dZ ̺jell(R||, Z) = eN, e > 0 (2.1)
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та термодинамiчна границя

lim
N,S,L→∞

eN

SL
= lim

N,V→∞

eN

V/2
= ̺0.

У лiтературi таку модельну систему називають “напiвобмежене
«желе»” i вона є однiєю з найпростiших моделей напiвобмеженого
металу, яка задовiльно описує простi метали. Гамiльтонiан такої сис-
теми має вигляд:

Hjell = − ~2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i6=j=1

e2

|ri − rj |
−

N∑

j=1

∫

V

dR
e̺jell(R)

|rj −R| +

+
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
̺jell(R1)̺jell(R2)

|R1 −R2|
, (2.2)

де rj — радiус-вектор j-го електрона, перший доданок — це опера-
тор кiнетичної енергiї електронiв (m — маса електрона), другий —
потенцiальна енергiя взаємодiї мiж електронами, третiй — енергiя
взаємодiї електронiв з додатним зарядом, четвертий — потенцiальна
енергiя додатного заряду,

Видiлимо iз гамiльтонiана (2.2) гамiльтонiан однорiдного «же-
ле» Hunif

jell

Hunif
jell = − ~2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i6=j=1

e2

|ri − rj |
−

N∑

j=1

∫

V

dR
e2N/V

|rj −R|+

+
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
(eN/V )2

|R1 −R2|
, (2.3)

де фiзичний змiст доданкiв є аналогiчним до доданкiв гамiльтонiа-
на (2.2).

У результатi отримуємо

Hjell =Hunif
jell +

N∑

j=1

Vsurf(rj)+

+
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
̺jell(R1)̺jell(R2) − (eN/V )2

|R1 −R2|
, (2.4)

де

Vsurf(rj) =

∫

V

dR
e
(
eN/V − ̺jell(R)

)

|rj −R|
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— поверхневий потенцiал, у полi якого знаходяться електрони. Цей
потенцiал формується вiдхиленням розподiлу додатного заряду вiд
однорiдного. Так, якщо замiсть ̺jell(R) покласти однорiдний розпо-
дiл eN/V , то поверхневий потенцiал, а також й останнiй доданок у
гамiльтонiанi (2.3) перетвориться на нуль i у результатi отримаємо

lim
̺jell→ eN

V

Hjell = Hunif
jell .

Зауважимо, що в силу симетрiї розглядуваної задачi поверхневий
потенцiал Vsurf(r) буде функцiєю лише нормальної до площини подi-
лу координати електрона, рух електронiв у паралельнiй площинi до
поверхнi подiлу є вiльним, тобто

Vsurf(r) ≡ Vsurf(z).

Для розрахунку термодинамiчного потенцiалу розглядуваної сис-
теми гамiльтонiан (2.4) зручно подати у представленнi вторинного
квантування.

3. Представлення вторинного квантування

Введемо у розгляд одночастинковi хвильовi функцiї Ψa(r) та вiдпо-
вiднi енергiї Ea електрона у полi поверхневого потенцiалу Vsurf(z):

[
− ~

2

2m
∆ + Vsurf(z)

]
Ψa(r) = EaΨa(r), (3.1)

якi використаємо для побудови представлення вторинного квантува-
ння.

Оскiльки потенцiал у стацiонарному рiвняннi Шредiнгера (3.1)
залежить лише вiд нормальної координати електрона до площини
подiлу, то змiннi можна роздiлити. У результатi отримуємо, що

Ea =
~2p2

2m
+ εα, a = (p, α), (3.2)

Ψa(r) =
1√
S

eipr||ϕα(z).

де r|| — двовимiрний радiус-вектор електрона в паралельнiй до по-
верхнi подiлу площинi, ~p — iмпульс електрона у цiй ж площинi,
причому

p = (px, py), px,y =
2πnx,y√

S
, nx,y = 0,±1,±2, . . . , (3.3)
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α — деяке квантове число, яке залежить вiд конкретного вигляду
поверхневого потенцiалу, функцiї ϕα(z) задовольняють таке однови-
мiрне стацiонарне рiвняння Шредiнгера

[
− ~

2

2m

d2

dz2
+ Vsurf(z)

]
ϕα(z) = εαϕα(z),

Розвиваючи потенцiальну енергiю взаємодiї мiж двома електро-
нами у ряд Фур’є

e2√
(r|| − r′||)

2 + (z − z′)2
=

1

S

∑

q

ν (q, z − z′) eiq(r||−r
′
||),

де ν (q, z − z′) = 2πe2

q e−q|z−z′| — двовимiрний фур’є-образ кулонiвсь-

кої взаємодiї, q = (qx, qy), qx,y = 2π√
S
mx,y, mx,y = 0,±1,±2, . . ., га-

мiльтонiан системи (2.4) можна подати так:

H =
∑

p,α

Eα(p)a†α(p)aα(p) − 1

2S
N
∑

q 6=0

ν(q, 0)+

+
1

2S

∑

q 6=0

∑

p1,α1,α
′
1

∑

p2,α2,α
′
2

∫
dz

∫
dz′ ν(q, z − z′)ϕ∗

α1
(z)ϕα′

1
(z)×

× ϕ∗
α2

(z′)ϕα′
2
(z′)a†α1

(p1)aα′
1
(p1 − q)a†α2

(p2)aα′
2
(p2 + q), (3.4)

де a†α(p), aα(p) — вiдповiдно оператори народження та знищення
електрона в станi (p, α), причому мають мiсце стандартнi комута-
цiйнi спiввiдношення:

{
aα1

(p1), a†α2
(p2)

}
= δp1,p2

δα1,α2
;

N =
∑

p,α

a†α(p)aα(p)

— оператор кiлькостi частинок; у формулi (3.4) вiдсутнi доданки з
q = 0, що зумовлено умовою електронейтральностi (2.1).

Розвинемо ν(q, z − z′) у ряд Фур’є

ν(q, z − z′) =
1

L

∑

k

νk(q)e−ik(z−z′),

де νk(q) = 4πe2/(q2 + k2) — фур’є-образ кулонiвської взаємодiї,
k = 2π

L n, n = 0,±1,±2, . . ., та введемо змiшане фур’є-представлення
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локальної густини електронiв

ρk(q) =
∑

p,α,α′

〈α|e−ikz |α′〉a†α(p)aα′(p− q),

де

〈α| · · · |α′〉 =

+L/2∫

−L/2

dz ϕ∗
α(z) · · ·ϕα′(z).

Тодi для гамiльтонiану (3.4) отримуємо:

H =
∑

p,α

Eα(p)a†α(p)aα(p) − 1

2S
N
∑

q 6=0

ν(q, 0)+

+
1

2SL

∑

q 6=0

∑

k

νk(q)ρk(q)ρ−k(−q). (3.5)

Представлення гамiльтонiану (3.5) є зручним для розрахунку тер-
модинамiчного потенцiалу методом функцiонального iнтегрування.

4. Термодинамiчний потенцiал

4.1. Функцiональне представлення термодинамiчного по-
тенцiалу

Велика статистична сума

Ξ = Sp exp [−β(H − µN)] ,

яка визначає термодинамiчний потенцiал системи:

Ω = − 1

β
ln Ξ

та iншi термодинамiчнi функцiї, у представленнi взаємодiї має виг-
ляд:

Ξ = Ξ0 exp
( β

2S
〈N〉0

∑

q 6=0

ν(q, 0)
)

Ξint,

де Ξ0 = Sp exp(−βH ′
0), H ′

0 = H0 − µN , H0 =
∑
p,α

Eα(p)a†α(p)aα(p) —

гамiльтонiан невзаємодiючої системи, µ — хiмiчний потенцiал елек-
тронiв,

〈. . .〉0 =
1

Ξ0
Sp
(
e−βH′

0 . . .
)
, (4.1)
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〈N〉0 =
∑

p,α

〈
a†α(p)aα(p)

〉
0

=
∑

p,α

nα(p),

nα(p) =
1

eβ(Eα(p)−µ) + 1

— функцiя розподiлу Фермi-Дiрака,

Ξint = 〈S(β)〉0,

S(β) = T exp


− 1

2SL

β∫

0

dβ′
∑

q 6=0

∑

k

νk(q)ρk(q, β′)ρ−k(−q, β′)


 , (4.2)

ρk(q, β′) = eβ
′H′

0ρk(q)e−β′H′
0 ,

T — символ хронологiчного впорядкування “часiв” β = 1/θ, θ — тер-
модинамiчна температура.

Тодi термодинамiчний потенцiал Ω набуває такого вигляду:

Ω = Ω0 −
1

2S
〈N〉0

∑

q 6=0

ν(q, 0) + Ωint, (4.3)

де

Ω0 = − 1

β
ln Ξ0 = − 1

β

∑

p,α

ln
[
1 + eβ(µ−Eα(p))

]
(4.4)

— термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи1 (його розра-
хунок проведено у додатку D),

Ωint = − 1

β
ln Ξint. (4.5)

Для подальших викладок зручно перейти до частотного пред-
ставлення:

ρk(q, ν) =
1

β

β∫

0

dβ′eiνβ
′

ρk(q, β′), (4.6)

1Оскiльки вигляд термодинамiчного потенцiалу Ω0 як функцiї µ спiвпадає
з термодинамiчним потенцiалом iдеального електронного газу, то тут i надалi
термодинамiчний потенцiал Ω0 (4.4) називаємо «термодинамiчним потенцiалом
невзаємодiючої системи», хоча в ньому опосередковано враховано кулонiвську
взаємодiю мiж електронами через хiмiчний потенцiал µ взаємодiючої системи
електронiв.

Це ж саме стосується i внутрiшньої енергiї невзаємодiючої системи U0.
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ρk(q, β′) =
∑

ν

e−iνβ′

ρk(q, ν),

де ν = 2π
β n (n = 0,±1,±2, . . .) — бозiвськi частоти. Тодi (4.2) набуде

вигляду:

S(β) = T exp



− 1

2SL

∑

q 6=0

∑

k

∑

ν

νk(q)ρk(q, ν)ρ−k(−q,−ν)



 . (4.7)

З метою спрощення усереднення S(β) згiдно з (4.1) представимо
S(β) у виглядi функцiонального iнтегралу [57, 58], скориставшись
тотожнiстю Стратоновича-Хаббарда [59]:

exp

[
−1

2
yT

Ay

]
= (detA)−1/2

+∞∫

−∞

(dx) exp

[
−1

2
xT

A
−1x + ixTy

]
,

де (dx) =
n∏

k=1

dxk√
2π

, yT = (y1, . . . , yn), xT = (x1, . . . , xn), i — уявна оди-

ниця, A — додатно визначена матриця. У результатi для (4.7) отри-
муємо:

S(β) =
∏

q 6=0

∏

k

∏

ν

(
β
SLνk(q)

)−1/2×

×
∫

(dω) exp



−1

2

∑

q 6=0

∑

k

∑

ν

(
β
SLνk(q)

)−1
ωk(q, ν)ω−k(−q,−ν)



×

×T exp



i
∑

q 6=0

∑

k

∑

ν

ωk(q, ν)ρk(q, ν)



 , (4.8)

де (dω) — елемент фазового простору

(dω) =
∏

q>0

∏

k>0

∏

ν>0

dωc
k(q, ν)√
π

dωs
k(q, ν)√
π

,

ωk(q, ν) = ωc
k(q, ν) + iωs

k(q, ν),

ωc
k(q, ν) = ωc

−k(−q,−ν),

ωs
k(q, ν) = −ωs

−k(−q,−ν).
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Зауважимо, що у зв’язку з тим, що операторнi змiннi ρk(q, ν)
знаходяться в (4.8) пiд знаком T-впорядкування, iнтегрувати по β′

в (4.6) не можна.
Усереднюючи S(β) згiдно з (4.1), отримуємо:

Ξint =
〈
S(β)

〉
0

=
∏

q 6=0

∏

k

∏

ν

(
β
SLνk(q)

)−1/2
∫

(dω)J(ω), (4.9)

де

J(ω) = exp

[
− 1

2

∑

q 6=0

∑

k

∑

ν

(
β
SLνk(q)

)−1
ωk(q, ν)ω−k(−q,−ν)

]
×

× exp

[
∑

n>2

1

n!

∑

q1 6=0,k1,ν1
...............
qn 6=0,kn,νn

M
0
k1,...,kn

(q1, ν1, . . . ,qn, νn)×

× ωk1
(q1, ν1) . . . ωkn

(qn, νn)

]
, (4.10)

M
0
k1,...,kn

(q1, ν1, . . . ,qn, νn) = in〈Tρk1
(q1, ν1) . . . ρkn

(qn, νn)〉0,c ∼
∼ δq1+q2+...+qn,0 δν1+ν2+...+νn,0

— незвiднi середнi (кумулянти), δ — символ Кронекера, M0
k(q, ν) ≡ 0,

бо q 6= 0.
Розрахунок iнтегралу (4.9) є складною проблемою внаслiдок на-

явностi у показнику експоненти доданкiв iз n > 3. Їх вiдкидан-
ня приводить до гаусiвського наближення (наближення хаотичних
фаз). Врахування цих доданкiв, як правило, проводять шляхом роз-
винення негаусiвської частини пiдiнтегральної функцiї (4.10) у ряд
з наступним усередненням за гаусiвським розподiлом та частковим
пiдсумовуванням доданкiв, якi дають найбiльший вклад. На вiдмiну
вiд цього, у роботi [52] показано, що пiдiнтегральну функцiю J(ω)
можна апроксимувати гаусiвською формою JG(ω), ввiвши невiдому
функцiю Dk1,k2

(q, ν):

JG(ω) = exp

[
− 1

2

∑

q 6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(
β
S gk1,k2

(q, ν)
)−1

ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν)

]
,

(4.11)
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де gk1,k2
(q, ν) — фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї,
(
β
S gk1,k2

(q, ν)
)−1

=
(

β
SLνk1

(q)
)−1δk1+k2,0 −Dk1,k2

(q, ν). (4.12)

Невiдому функцiю Dk1,k2
(q, ν) можна визначити з рiвностi се-

реднього вiд ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν), яке обчислене з розподiлом J(ω),
середньому, яке обчислене з гаусiвським розподiлом JG(ω), тобто з
умови

ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν) =
〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
, (4.13)

де введено такi позначення

. . . =

∫
(dω)J(ω) . . .
∫

(dω)J(ω)

,

〈. . .〉G =

∫
(dω)JG(ω) . . .
∫

(dω)JG(ω)

. (4.14)

У працi [52] показано, що розв’язок рiвняння (4.13) у матричному
виглядi є таким:

D = M
(
I + VM

)−1
,

де I — одинична матриця,

V = ‖ β
SLνk1

(q)δk1+k2,0‖, M = ‖Mk1,k2
(q, ν,−q,−ν)‖,

Mk1,k2
(q, ν,−q,−ν) = i2

〈
Tρk1

(q, ν)ρk2
(−q,−ν)

〉

— двочастинкова кореляцiйна функцiя, де усереднення вiдбувається
iз гамiльтонiаном усiєї системи, тобто

〈. . .〉 =
1

Ξ
Sp
(
e−β(H−µN) . . .

)
.

Пiсля цiєї апроксимацiї функцiональне представлення для Ωint

набуває такого вигляду:

Ωint = − 1

β
ln Ξint =

= − 1

β
ln
∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2
∫

(dω)JG(ω). (4.15)
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Цей гаусiвський функцiональний iнтеграл легко обчислюється, у ре-
зультатi отримуємо

Ωint = − 1

β
ln
∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2(
det β

S g(q, ν)
)1/2

=

= − 1

2β

∑

q 6=0

∑

ν

ln
det g(q, ν)∏
k

1
Lνk(q)

.

З цього виразу видно, що для подальшого розрахунку Ωint необхiдно
знати ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї, фур’є-образ
якого задовольняє матричне рiвняння (4.12). Це рiвняння можна пе-
реписати так:

gk1,k2
(q, ν) =

1

L
νk1

(q)δk1+k2,0+

+
β

SL

∑

k

νk1
(q)D−k1,k(q, ν)gk,k2

(q, ν). (4.16)

Оскiльки

gk1,k2
(q, ν) =

1

L2

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 eik1z1+ik2z2g(q, ν, z1, z2),

(4.17)

g(q, ν, z1, z2) =
∑

k1,k2

e−ik1z1−ik2z2gk1,k2
(q, ν)

та

Dk1,k2
(q, ν) =

1

L2

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 e−ik1z1−ik2z2D(q, ν, z1, z2),

(4.18)

D(q, ν, z1, z2) =
∑

k1,k2

eik1z1+ik2z2Dk1,k2
(q, ν),
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то в (q, z)-представленнi рiвняння (4.16) має такий вигляд:

g(q, ν, z1, z2) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2

+L

2∫

−L

2

dz

+L

2∫

−L

2

dz′ ν(q, z1 − z′)D(q, ν, z′, z)g(q, ν, z, z2),

Це iнтегральне рiвняння у рiзних наближеннях розв’язувалося у
працях [52–56], у додатку J наведено його наближений аналiтичний
розв’язок для безмежно високого потенцiального бар’єру.

Отже, для розрахунку термодинамiчного потенцiалу в цьому пiд-
ходi достатньо знати ефективний потенцiал парної взаємодiї за на-
явностi площини подiлу.

4.2. Розрахунок термодинамiчного потенцiалу

Як видно з (4.5), для розрахунку термодинамiчного потенцiалу необ-
хiдно обчислити визначник матрицi ефективного потенцiалу мiжеле-
ктронної взаємодiї. Це є доволi складною задачею, оскiльки порядок
цiєї матрицi є безмежним. Для цього можна скористатися вiдомою
тотожнiстю (див., наприклад, [60])

ln detA = Sp lnA,

з наступним розвиненням у ряд lnA, обчисленням слiду матричних
доданкiв в отриманому рядi та наступним пiдсумовуванням цього
ряду.

Для уникнення такої процедури пропонуємо iнший, еквiвален-
тний до цього пiдхiд, який полягає у побудовi диференцiального рiв-
няння для шуканої величини Ωint. Для цього замiсть JG(ω) (4.11)
введемо у розгляд функцiю JG(ω, λ), яка залежить вiд параметра λ:

JG(ω, λ) =

= exp

[
− 1

2

∑

q 6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(
β
S gk1,k2

(q, ν, λ)
)−1

ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν)

]
,

де gk1,k2
(q, ν, λ) — фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектрон-

ної взаємодiї, який залежить вiд параметра λ:
(
β
S gk1,k2

(q, ν, λ)
)−1

=
(

β
SLνk1

(q)
)−1δk1+k2,0 − λDk1,k2

(q, ν),

причому gk1,k2
(q, ν) ≡ gk1,k2

(q, ν, 1), JG(ω) ≡ JG(ω, 1).
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Тодi вiд цього параметра залежатимуть Ωint та Ξint

Ωint(λ) = − 1

β
ln Ξint(λ) =

= − 1

β
ln
∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2
∫

(dω)JG(ω, λ),

причому
Ωint = Ωint(1).

Продиференцiюємо Ωint(λ) за параметром λ, у результатi отри-
муємо, що

dΩint(λ)

dλ
= − 1

β

d

dλ
ln Ξint(λ) = − 1

β

1

Ξint(λ)

dΞint(λ)

dλ
=

= − 1

β

1

Ξint(λ)

∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2×

× 1

2

∫
(dω)JG(ω, λ)

∑

q 6=0,ν
k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν) =

= − 1

2β

∑

q 6=0,ν
k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

(λ),

де введено середнє

〈. . .〉G(λ) =

∫
(dω)JG(ω, λ) . . .
∫

(dω)JG(ω, λ)

. (4.19)

Усереднення (4.14) та (4.19) спiвпадають, якщо в останньому поклас-
ти λ = 1, тобто

〈. . .〉G = 〈. . .〉G(1)

Отже, у результатi для Ωint(λ) отримали таке диференцiальне
рiвняння першого порядку:

dΩint(λ)

dλ
= − 1

2β

∑

q 6=0,ν
k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

(λ). (4.20)
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Для отримання однозначного розв’язку цього диференцiального рiв-
няння першого порядку його необхiдно доповнити однiєю додатко-
вою умовою. Легко зауважити, що

Ωint(0) = − 1

β
ln
∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2×

×
∫

(dω) exp

[
− 1

2

∑

q 6=0,ν,k

(
β
SLνk(q)

)−1
ωk(q, ν)ω−k(−q,−ν)

]
=

=
1

β
ln 1 = 0. (4.21)

Розв’язок задачi Кошi (4.20), (4.21) легко знаходимо:

Ωint ≡ Ωint(1) =

= − 1

2β

∑

q 6=0,ν
k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

1∫

0

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

(λ)dλ.

Середнє вiд ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν) з гаусiвським розподiлом JG(ω, λ)
легко обчислюється i дорiвнює:

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

(λ) =
β

S
gk1,k2

(q, ν, λ).

Отже, отримали вираз для розрахунку Ωint:

Ωint = − 1

2S

∑

q 6=0,ν
k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

1∫

0

gk1,k2
(q, ν, λ)dλ.

Враховуючи спiввiдношення (4.17) (яке має мiсце i для залежного
вiд λ ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї) та (4.18),
отримуємо

Ωint = − 1

2SL2

∑

q 6=0,ν

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 D(q, ν, z1, z2)

1∫

0

g(q, ν, z1, z2, λ)dλ.

Подальший розрахунок Ωint за цiєю формулою необхiдно прово-
дити чисельно. З метою отримання аналiтичних результатiв, зроби-
мо такi наближення:
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• D ≈ M
0, тобто розрахунок проводитиметься у наближеннi ха-

отичних фаз;

• g(q, ν, z1, z2, λ) ≈ g(q, 0, z1, z2, λ) ≡ g(q, z1, z2, λ), тобто нехтує-
мо залежнiстю ефективного потенцiалу мiжелектронної взає-
модiї вiд бозiвської частоти ν.

Тодi вираз для Ωint спрощується

Ωint ≈ − 1

2SL2

∑

q 6=0

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2
∑

ν

M
0(q, ν, z1, z2)

1∫

0

g(q, z1, z2, λ)dλ,

(4.22)
у цьому виразi пiдсумовування за частотою ν стосується лише функ-
цiї M

0(q, ν, z1, z2) (розрахунок цiєї суми виконано у додатку H),
а ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї g(q, z1, z2, λ) є
розв’язком такого iнтегрального рiвняння:

g(q, z1, z2, λ) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2
λ

+L

2∫

−L

2

dz

+L

2∫

−L

2

dz′ ν(q|z1 − z′)M0(q, 0, z′, z)g(q, z, z2, λ). (4.23)

Пiдставивши вираз (H.1) у (4.22), а (4.22) — у (4.3), знаходимо
такий вираз для термодинамiчного потенцiалу:

Ω = Ω0 −
1

2S
〈N〉0

∑

q 6=0

ν(q, 0)+ (4.24)

+
1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

nα(p)

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2
1∫

0

dλ g(q, z, z, λ)−

− 1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α1,α2

nα1
(p)nα2

(p− q)×

×
+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2)

1∫

0

dλ g(q, z1, z2, λ).

Враховуючи вирази для унарної та бiнарної функцiй розподiлу
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електронiв в моделi напiвобмеженого «желе» [50]

F 0
1 (z) =

V

S〈N〉0
∑

p,α

|ϕα(z)|2nα(p), (4.25)

F 0
2 (r||, z1, z2) = F 0

1 (z1)F 0
1 (z2)− (4.26)

− V 2

S2〈N〉20

∑

p,α1

p
′,α2

eipr|| nα1
(p′)nα2

(p′ − p)ϕ∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2),

термодинамiчний потенцiал можна подати так

Ω = Ω0 −
1

2S
〈N〉0

∑

q 6=0

ν(q, 0)+

+
1

2

〈N〉0S
V

+L

2∫

−L

2

dz F 0
1 (z)

1∫

0

dλ g(r||, z, z, λ)
∣∣
r||=0

+

+
1

2

〈N〉20S
V 2

∫

S

dr||

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2
(
F 0
2 (r||, z1, z2) − F 0

1 (z1)F 0
1 (z2)

)
×

×
1∫

0

dλ g(r||, z1, z2, λ), (4.27)

де

g(r||, z1, z2, λ) =
1

S

∑

q

eiqr||g(q, z1, z2, λ) (4.28)

— ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї у координатному
представленнi, який залежить вiд параметра λ.

Зауважимо, що вирази (4.25), (4.26) за формою спiвпадають з ви-
разами для функцiй розподiлу електронiв без кулонiвської взаємодiї,
проте цi функцiї розподiлу залежать вiд хiмiчного потенцiалу µ вза-
ємодiючої системи електронiв.

Термодинамiчний потенцiал у випадку безмежно високого
потенцiального бар’єру

Для подальшого розрахунку термодинамiчного потенцiалу згiдно з
формулою (4.24) або (4.27) необхiдно конкретизувати вигляд поверх-
невого потенцiалу Vsurf(z). Змоделюємо поверхневий потенцiал без-
межно високим потенцiальним бар’єром, хвильовi функцiї для якого
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подано у додатку A (див. (A.3)). Суми за iмпульсом p вiд функцiй
розподiлу Фермi-Дiрака для низьких температур, величина 〈N〉0 та
iнтеграли вiд хвильових функцiй i ефективного потенцiалу, якi мiс-
тяться в (4.24), розраховано в додатках I та J вiдповiдно. Необхiдно
провести пiдсумовування за квантовим числом α, згiдно з прави-
лом (B.4). У результатi термодинамiчний потенцiал можна подати
так:

Ω = Ωbulk + Ωsurf , (4.29)

де перший доданок — об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу
(пропорцiйна до об’єму системи V ), а другий — поверхнева (про-
порцiйна до площi поверхнi S). Об’ємна частина термодинамiчного
потенцiалу має такий вигляд:

Ωbulk = Ω0,bulk + ∆Ωbulk, (4.30)

де
Ω0,bulk

SL/2
= − ~2

15mπ2
p5F

— об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу невзаємодiючої сис-
теми з розрахунку на одиницю об’єму (див. вираз (D.2)), яка зале-
жить вiд iмпульсу Фермi pF взаємодiючої системи електронiв,

∆Ωbulk

SL/2
=

e2p3F
6π2

∞∫

0

dq

[ 1∫

0

dλ
q

Q(λ)
− 1

]
− (4.31)

− e2

2π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2J̃(q, α1, α2)

1∫

0

dλ g1(q, α1, α2, λ),

Q(λ) =
√
q2 + λκ2

TFL
(

q
2pF

)
,

L(x) =
1

2
+

1 − x2

4x
ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − x

∣∣∣∣

— функцiя Лiндхарда, κTF =
√

4
π

pF

aB
— обернений радiус екрануван-

ня Томаса-Фермi, aB — радiус Бора, функцiя J̃(q, α1, α2) розрахована
в додатку I (див. вираз (I.2)), функцiя g1(q, α1, α2, λ) — в додатку J
(див. вираз (J.5)).

Зауважимо, що на вираз (4.30) наявнiсть площини подiлу нiяк
не впливає i вiн є термодинамiчним потенцiалом з розрахунку на
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одиницю об’єму однорiдної системи. А термодинамiчний потенцiал
однорiдної системи можна аналогiчно розрахувати, виходячи з га-
мiльтонiану однорiдного «желе» (2.3). Цi розрахунки є значно прос-
тiшими i в аналогiчних наближеннях отримуємо

Ωunif

V
= − ~2

15mπ2
p5F +

p3F
12π4

∞∫

0

dq q2

[ 1∫

0

dλ gunif(q, λ) − ν(q)

]
−

− p3F
12π4

∞∫

0

dq q2J̃unif(q)

1∫

0

dλ gunif(q, λ), (4.32)

де функцiя J̃unif(q) обчислена в додатку I (див. (I.4)),

ν(q) =
4πe2

q2

— тривимiрний фур’є-образ кулонiвського потенцiалу,

gunif(q, λ) =
4πe2

q2 + λκ2
TFL

(
q

2pF

)

— тривимiрний фур’є-образ ефективного потенцiалу парної мiжелек-
тронної взаємодiї в однорiднiй системi, який залежить вiд парамет-
ра λ.

Iнтегрування за параметром λ у виразi (4.32) легко виконується
i у результатi отримуємо

Ωunif

V
= − ~2

15mπ2
p5F− (4.33)

− e2p3F
3π3

∞∫

0

dq

[
1 − q2

(
1 − J̃unif(q)

)

κ2
TFL

(
q

2pF

) ln

(
1 +

κ2
TF

q2
L
(

q
2pF

))
]
.

Вирази (4.30)–(4.31) та (4.33) хоч i вiдрiзняються за формою проте
дають той самий результат — термодинамiчний потенцiал однорiдної
системи у наближеннi хаотичних фаз.

Поверхневий вклад у термодинамiчний потенцiал має такий виг-
ляд

Ωsurf = Ω0,surf + ∆Ωsurf ,

де
Ω0,surf

S
=

~2p4F
mπ2

(
π

32
− d pF

15

)
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— поверхнева частина термодинамiчного потенцiалу невзаємодiючої
системи з розрахунку на одиницю площi (див. вираз (D.4)), яка за-
лежить вiд iмпульсу Фермi pF взаємодiючої системи електронiв,

∆Ωsurf

S
=
e2d p3F

6π2

∞∫

0

dq

[ 1∫

0

dλ
q

Q(λ)
− 1

]
+

e2p2F
16π

∞∫

0

dq+

+
e2p3F
12π2

∞∫

0

dq

1∫

0

dλ
q

Q2(λ)

Q(λ) − q

Q(λ) + q
× (4.34)

×
[

1 +
3Q2(λ)

2p2F
− 3Q(λ)

(
p2F + Q2(λ)

)

2p2F
arctg

pF
Q(λ)

]
−

− e2

4π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2J̃(q, α1, α2)

1∫

0

dλ g2(q, α1, α2, λ).

Параметр d розраховано в додатку C (див. вираз (C.2))

d =
3π

8pF
, (4.35)

а функцiю g2(q, α1, α2, λ) розраховано в додатку J (див. вираз (J.6)).
Зауважимо, що у виразi (4.34) другий доданок, який є лiнiйним

за хiмiчним потенцiалом (квадратичним за iмпульсом Фермi pF), мiс-
тить розбiжний iнтеграл. Проте, як побачимо далi, при розрахунку
внутрiшньої енергiї вiн зникає.

5. Внутрiшня енергiя

5.1. Загальнi спiввiдношення

Знаючи термодинамiчний потенцiал Ω та використовуючи узагаль-
нене рiвняння Гiббса-Гельмгольца на випадок змiнної кiлькостi час-
тинок, отримуємо внутрiшню енергiю системи U

U = Ω − θ
∂Ω

∂θ
− µ

∂Ω

∂µ
.

У випадку низьких температур θ → 0 другий доданок у цьому спiв-
вiдношеннi зникає i отримуємо

U = Ω + µ〈N〉, (5.1)
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де враховано, що

〈N〉 =
1

Ξ
Sp
(

eβ(H−µN)N
)

= −∂Ω

∂µ
. (5.2)

Оскiльки згiдно з (4.29) термодинамiчний потенцiал можна роз-
дiлити на об’ємну та поверхневу частини, то

〈N〉 = −∂
(
Ωbulk + Ωsurf

)

∂µ
= Nbulk + Nsurf , (5.3)

де

Nbulk = −∂Ωbulk

∂µ
, (5.4)

Nsurf = −∂Ωsurf

∂µ
, (5.5)

а також
U = Ubulk + Usurf ,

де

Ubulk = Ωbulk − µ
∂Ωbulk

∂µ
= Ωbulk + µNbulk, (5.6)

Usurf = Ωsurf − µ
∂Ωsurf

∂µ
= Ωsurf + µNsurf (5.7)

— вiдповiдно об’ємна та поверхнева частини внутрiшньої енергiї.
Хiмiчний потенцiал µ є розв’язком рiвняння (5.2). Враховую-

чи (5.3), у термодинамiчнiй границi отримуємо, що

lim
N,S,L→∞

〈N〉
SL/2

= lim
N,S,L→∞

Nbulk

SL/2
=

3

4π

1

r3s
,

де rs — радiус Вiгнера-Зейтца в одиницях борiвського радiуса aB.
Тобто у термодинамiчнiй границi доданок Nsurf не впливає на хi-
мiчний потенцiал (але впливає на поверхневу частину внутрiшньої
енергiї Usurf) i рiвняння для нього можна подати так:

〈N〉 = −∂Ωbulk

∂µ
.

Згiдно з (5.6) та (5.7) для розрахунку об’ємної Ubulk та поверхне-
вої Usurf частин внутрiшньої енергiї необхiдно ще розрахувати об’єм-
ну Nbulk та поверхневу Nsurf частини середнього вiд оператора кiль-
костi електронiв 〈N〉.
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5.2. Середнє вiд оператора кiлькостi електронiв та хiмiчний
потенцiал

Згiдно з (5.4) та (5.5) величини Nbulk та Nsurf можна розрахувати,
узявши похiднi за хiмiчним потенцiалом µ вiд Ωbulk та Ωsurf вiдпо-
вiдно. Проте простiше скористатися функцiональним представлен-
ням для термодинамiчного потенцiалу Ω (див. (4.15)) та обчислити
цю похiдну вiд виразу (4.3) за хiмiчним потенцiалом µ. У результатi
знаходимо, що

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+
1

βΞint

∂Ξint

∂µ
=

= 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

βΞint

∏

q 6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SLνk(q)

)−1/2×

× 1

2

∫
(dω)JG(ω)

∑

q 6=0,ν
k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν) =

= 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

2β

∑

q 6=0,ν
k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
, (5.8)

де усереднення 〈. . .〉G виконується згiдно з (4.14).
Враховуючи, що

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

=
β

S
gk1,k2

(q, ν),

вираз (5.8) можна переписати так:

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

2S

∑

q 6=0,ν
k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ
gk1,k2

(q, ν).
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Враховуючи (4.17) та (4.18), отримуємо

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

2SL2

∑

q 6=0,ν

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2
∂D(q, ν, z1, z2)

∂µ
g(q, ν, z1, z2), (5.9)

З метою спрощення цього виразу зробимо такi ж наближення, як i
при розрахунку термодинамiчного потенцiалу, а саме:

• D ≈ M
0;

• g(q, ν, z1, z2) ≈ g(q, 0, z1, z2) ≡ g(q, z1, z2).

Тодi вираз (5.9) значно спрощується i

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+ (5.10)

+
1

2SL2

∑

q 6=0

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2
∑

ν

∂M0(q, ν, z1, z2)

∂µ
g(q, z1, z2),

де пiдсумовування за частотою ν стосується лише похiдної за хiмiч-
ним потенцiалом вiд двочастинкової кореляцiйної функцiї (розраху-
нок цiєї суми виконано у додатку H, див. вираз (H.2)).

Пiдставивши вираз (H.2) у (5.10), знаходимо, що

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

−

− 1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

∂nα(p)

∂µ

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z)+

+
1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α1,α2

∂
(
nα1

(p)nα2
(p− q)

)

∂µ
×

×
+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2)g(q, z1, z2). (5.11)



26 Препринт

Враховуючи вирази для унарної (4.25) та бiнарної (4.26) функцiй
розподiлу напiвобмеженого «желе» [50], отримуємо

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q 6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

−

− 1

2

S

V

+L

2∫

−L

2

dz
∂
(
〈N〉0F 0

1 (z)
)

∂µ
g(r||, z, z)

∣∣
r||=0

−

−1

2

S

V 2

∫

S

dr||

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2
∂
(
〈N〉20

(
F 0
2 (r||, z1, z2) − F 0

1 (z1)F 0
1 (z2)

))

∂µ
×

× g(r||, z1, z2), (5.12)

де g(r||, z1, z2) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї у
координатному представленнi (перехiд до координатного представ-
лення є аналогiчним до (4.28)).

Середнє вiд оператора кiлькостi електронiв у випадку без-
межно високого потенцiального бар’єру

Для подальшого аналiзу виразу (5.11) або (5.12), як i у попередньо-
му роздiлi, розглядаємо в якостi поверхневого потенцiалу Vsurf(z)
безмежно високий потенцiальний бар’єр, хвильовi функцiї для якого
подано у додатку A (див. (A.3)). Величини 〈N〉0 та ∂〈N〉0/∂µ, суми за
iмпульсом p вiд функцiй розподiлу Фермi-Дiрака для низьких темпе-
ратур та iнтеграли вiд хвильових функцiй i ефективного потенцiалу,
якi мiстяться в (4.24), розраховано в додатках E, I та J вiдповiдно.
Необхiдно провести пiдсумовування за квантовим числом α, згiдно
з правилом (B.4).

У результатi знаходимо, що об’ємна частина середньої кiлькостi
електронiв 〈N〉 має такий вигляд

Nbulk = N0,bulk + ∆Nbulk, (5.13)

де
N0,bulk

SL/2
=

p3F
3π2

— об’ємна частина середньої кiлькостi електронiв 〈N〉 невзаємодiю-
чої системи з розрахунку на одиницю об’єму (див. вираз (E.1)), яка
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залежить вiд iмпульсу Фермi pF взаємодiючої системи електронiв,

∆Nbulk

SL/2
=

pF
2π2aB

∞∫

0

dq

(
1 − q

Q

)
+ (5.14)

+
2

π4aB

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2 I−(q, α1, α2) g1(q, α1, α2, 1),

Q ≡ Q(1), функцiя I−(q, α1, α2) розрахована в додатку I (див. ви-
раз (I.7)), а функцiя g1(q, α1, α2, 1) — в додатку J (див. вираз (J.5)).

Зауважимо, що на вирази (5.13)–(5.14) наявнiсть площини подiлу
нiяк не впливає i це є кiлькiсть електронiв з розрахунку на одини-
цю об’єму однорiдної системи. Цю ж величину можна розрахувати,
зробивши аналогiчнi наближення, виходячи з гамiльтонiану однорi-
дного «желе» (2.3). У результатi отримуємо, що

Nunif

V
=

p3F
3π2

+
pF
4π4

m

~2

∞∫

0

dq q2
(
ν(q) − gunif(q)

)
+

+
pF
4π4

m

~2

∞∫

0

dq q2 Ĩ−unif(q) gunif(q), (5.15)

де функцiя Ĩ−unif(q) розрахована у додатку I та визначається вира-
зом (I.8),

gunif(q) =
4πe2

q2 + κ2
TFL

(
q

2pF

)

— тривимiрний фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектронної
взаємодiї в однорiднiй системi.

Пiдставивши у (5.15) вирази для тривимiрних фур’є-образiв куло-
нiвського потенцiалу ν(q) та ефективного потенцiалу мiжелектронної
взаємодiї gunif(q), отримуємо, що

Nunif

V
=

p3F
3π2

+
pF

π3aB

∞∫

0

dq

(
κ2
TFL

(
q

2pF

)
+ q2Ĩ−unif(q)

)

q2 + κ2
TFL

(
q

2pF

) . (5.16)

Вирази (5.13)–(5.14) та (5.16) є нелiнiйними алгебраїчними рiвня-

ннями для хiмiчного потенцiалу µ (µ =
~
2p2

F

2m ), хоча вони i вiдрiзня-
ються за формою, але дають однаковий результат, бо на значення
хiмiчного потенцiалу наявнiсть площини подiлу не впливає.
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Рис. 1. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу взаємодiючої системи елек-
тронiв (суцiльна лiнiя) та хiмiчного потенцiалу невзаємодiючої сис-
теми електронiв µ0 (штрихова лiнiя) вiд радiуса Вiгнера-Зейтца.

На рис. 1 подано залежнiсть хiмiчного потенцiалу електронiв вiд
радiуса Вiгнера-Зейтца rs, суцiльна лiнiя — це хiмiчний потенцiал,
який є розв’язком нелiнiйного алгебраїчного рiвняння (5.16), штри-
хова лiнiя — хiмiчний потенцiал невзаємодiючої системи електронiв

µ0 =

(
9π

4

)2/3
1

(rs/aB)2
, Ry. (5.17)

З цього рисунка видно, що врахування кулонiвської взаємодiї
призводить до зменшення хiмiчного потенцiалу електронiв.

На рис. 2 подано залежнiсть параметра d = 3π/(8pF) вiд радiуса
Вiгнера-Зейтца rs, суцiльна лiнiя — для взаємодiючої системи, штри-
хова лiнiя — для невзаємодiючої системи. Параметр d є вiддаллю вiд
площини подiлу (z = 0) до безмежно високого потенцiального бар’є-
ру. З цього рисунка видно, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж
електронами приводить до збiльшення цiєї вiддалi та її нелiнiйної по-
ведiнки як функцiї rs, тодi як в невзаємодiючiй системi залежнiсть
d вiд rs є лiнiйною.

На рис. 3 та рис. 4 подано залежнiсть унарної функцiї розподi-
лу електронiв (C.1) вiд нормальної до площини подiлу координати
електрона для таких значень радiуса Вiгнера-Зейтца: rs = 2 aB та
rs = 6 aB. Суцiльна лiнiя на цих рисунках — це унарна функцiя, яка
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Рис. 2. Залежнiсть параметра d вiд радiуса Вiгнера-Зейтца (суцiльна
лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова — для невзаємодiючої).
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Рис. 3. Залежнiсть унарної функцiї розподiлу вiд нормальної до пло-
щини подiлу координати електрона для rs = 2 aB (суцiльна лiнiя —
для взаємодiючої системи, штрихова — для невзаємодiючої).
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Рис. 4. Залежнiсть унарної функцiї розподiлу вiд нормальної до пло-
щини подiлу координати електрона для rs = 6 aB (суцiльна лiнiя —
для взаємодiючої системи, штрихова — для невзаємодiючої).

залежить вiд хiмiчного потенцiалу, що є розв’язком нелiнiйного ал-
гебраїчного рiвняння (5.16), тобто тут враховано кулонiвську взає-
модiю через залежнiсть вiд хiмiчного потенцiалу, штрихова лiнiя —
унарна функцiя невзаємодiючої системи. Додатнiй заряд знаходить-
ся в областi z 6 0. З цих рисункiв видно, що врахування кулонiвсь-
кої взаємодiї приводить до збiльшення перiоду загасаючих осциляцiй
унарної функцiї навколо свого значення в глибинi металу, яке дорiв-
нює одиницi.

Поверхнева частина середньої кiлькостi електронiв 〈N〉 має такий
вигляд

Nsurf = N0,surf + ∆Nsurf ,

де
N0,surf

S
=

p2F
π2

(
d pF

3
− π

8

)
(5.18)

— поверхнева частина середньої кiлькостi електронiв 〈N〉 невзаємодi-
ючої системи з розрахунку на одиницю площi (див. вираз (E.5)), яка
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залежить вiд iмпульсу Фермi pF взаємодiючої системи електронiв,

∆Nsurf

S
=

d pF
2π2aB

∞∫

0

dq

(
1 − q

Q

)
− 1

8πaB

∞∫

0

dq− (5.19)

− pF
4π2aB

∞∫

0

dq
q

Q2

Q− q

Q + q

(
1 − Q

pF
arctg

pF
Q

)
+

+
1

π4aB

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2 I−(q, α1, α2) g1(q, α1, α2, 1).

Зауважимо, що у виразi (5.19) другий доданок, який є лiнiйним
за хiмiчним потенцiалом (квадратичним за iмпульсом Фермi pF), мiс-
тить розбiжний iнтеграл. Проте, як побачимо далi, при розрахунку
внутрiшньої енергiї ця розбiжнiсть зникає.

Також зауважимо, що якщо у вираз (5.18) пiдставити значення
параметра d (4.35), то вiн перетвориться на нуль. Якщо ж врахувати
кулонiвську взаємодiю мiж електронами, то N0,surf 6= 0.

5.3. Внутрiшня енергiя та поверхнева енергiя

Пiдставивши вирази (4.27) та (5.12), в якi входять унарна та бiнар-
на функцiї розподiлу, а також ефективний потенцiал мiжелектронної
взаємодiї, для термодинамiчного потенцiалу та середнього вiд опера-
тора кiлькостi частинок вiдповiдно у вираз (5.1), отримаємо загаль-
ний вираз для внутрiшньої енергiї. Цей вираз можна розглядати як
один з можливих варiантiв функцiоналу енергiї, який на вiдмiну вiд
функцiоналiв, що використовуються в теорiї функцiоналу густини,
залежить не лише вiд унарної функцiї розподiлу електронiв, а й вiд
бiнарної та ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї.

Пiдставивши у (5.6) вирази для Ωbulk та Nbulk (або Ωunif та Nunif)
отримуємо об’ємну частину внутрiшньої енергiї з розрахунку на оди-
ницю об’єму (об’ємну частину внутрiшньої енергiї невзаємодiючої си-
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стеми розраховано в додатку F)

Ubulk

SL/2
=

~2

10mπ2
p5F − e2p3F

6π2

∞∫

0

dq

[
1 −

1∫

0

dλ
q

Q(λ)

]
+

+
e2p3F
4π2

∞∫

0

dq

(
1 − q

Q

)
+

+
e2p2F
π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2 I−(q, α1, α2) g1(q, α1, α2, 1)−

− e2

2π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2J̃(q, α1, α2)

1∫

0

dλ g1(q, α1, α2, λ)

або

Uunif

V
=

~2

10mπ2
p5F+

+
e2p3F
π3

∞∫

0

dq

[
1

2

(
κ2
TFL

(
q

2pF

)
+ q2Ĩ−unif(q)

)

q2 + κ2
TFL

(
q

2pF

) − 1

3
+

+
q2
(
1 − J̃unif(q)

)

3κ2
TFL

(
q

2pF

) ln

(
1 +

κ2
TF

q2
L
(

q
2pF

))
]
.

Пiдставивши у (5.7) вирази для Ωsurf та Nsurf отримуємо по-
верхневу частину внутрiшньої енергiї з розрахунку на одиницю пло-
щi (поверхневу частину внутрiшньої енергiї невзаємодiючої системи
розраховано в додатку F). Оскiльки розглядаємо випадок низьких
температур (θ → 0), то згiдно з [66, 67], вiдношення Usurf/S є вiль-
ною поверхневою енергiєю σ, а величина Usurf = σS — роботою, яка
необхiдна для незворотного процесу створення нової вiльної поверх-
нi S. Величина σ описує надлишок енергiї приповерхневих областей
порiвняно з енергiєю всерединi тiла. Тодi поверхневу енергiю σ мо-
жна подати так:

σ = σ0 + ∆σ, (5.20)

де

σ0 =
~2p4F
2mπ2

(
d pF

5
− π

16

)
, (5.21)
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∆σ =
e2d p3F

4π2

∞∫

0

dq

(
1 − q

Q

)
− e2d p3F

6π2

∞∫

0

dq

[
1 −

1∫

0

dλ
q

Q(λ)

]
+

− e2p3F
8π2

∞∫

0

dq
q

Q2

Q − q

Q + q

(
1 − Q

pF
arctg

pF
Q

)
+

+
e2p3F
12π2

∞∫

0

dq

1∫

0

dλ
q

Q2(λ)

Q(λ) − q

Q(λ) + q
× (5.22)

×
[

1 +
3Q2(λ)

2p2F
− 3Q(λ)

(
p2F + Q2(λ)

)

2p2F
arctg

pF
Q(λ)

]
+

+
e2p2F
2π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2 I−(q, α1, α2) g1(q, α1, α2, 1)−

− e2

4π4

∞∫

0

dq q

∞∫

0

dα1

∞∫

0

dα2J̃(q, α1, α2)

1∫

0

dλ g2(q, α1, α2, λ).

Пiдставивши у вираз (5.21) значення параметра d (4.35), отриму-
ємо

σ0 =
~2p4F

160mπ
, (5.23)

що за формою спiвпадає з виразом для поверхневої енергiї невзає-
модiючої системи [61,62,68–70], проте у виразi (5.23) pF є iмпульсом
Фермi з врахуванням кулонiвською взаємодiї мiж електронами, бо
pF є розв’язком алгебраїчного рiвняння (5.16) або (5.13)–(5.14).

На рис. 5 подано залежнiсть поверхневої енергiї вiд радiуса Вiг-
нера-Зейтца rs, суцiльна лiнiя — це поверхнева енергiя, яка розра-
хована за формулами (5.20), (5.22), (5.23) з використанням значення
хiмiчного потенцiалу, який є розв’язком нелiнiйного алгебраїчного
рiвння (5.16), штрихова лiнiя — поверхнева енергiя невзаємодiючої
системи (5.23), штрих-пунктирна — результати розрахункiв Ленга та
Кона [5].

З цього рисунка видно, що врахування кулонiвської взаємодiї
призводить до збiльшення поверхневої енергiї порiвняно з поверх-
невою енергiєю невзаємодiючої системи. Крiм того, розрахована на-
ми поверхнева енергiя є додатною у всiй областi rs та в областi
rs = 5.5 − 6 aB спiвпадає з розрахунками Ленга та Кона.
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Рис. 5. Залежнiсть поверхневої енергiї вiд радiуса Вiгнера-Зейтца
(суцiльна лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова — для невза-
ємодiючої, штрих-пунктирна — розрахунки Ленга та Кона [5]).

6. Висновки

За допомогою методу функцiонального iнтегрування отримано за-
гальний вираз для термодинамiчного потенцiалу моделi напiвобме-
женого «желе». Для практичного застосування цього виразу необ-
хiдно розрахувати двочастинкову кореляцiйну функцiї електронiв
та ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї.

У граничному випадку низьких температур на основi термоди-
намiчного потенцiалу отримано та розв’язано нелiнiйне алгебраїчне
рiвняння для хiмiчного потенцiалу, показано, що врахування куло-
нiвської взаємодiї приводить до пониження хiмiчного потенцiалу. Та-
кож показано, що на значення хiмiчного потенцiалу поверхнева час-
тина термодинамiчного потенцiалу не впливає.

Використовуючи найпростiшу модель поверхневого потенцiалу
— безмежно високий потенцiальний бар’єр, у граничному випадку
низьких температур отримано та дослiджено об’ємнi та поверхневi
частини термодинамiчного потенцiалу, середнього значення опера-
тора кiлькостi електронiв та внутрiшньої енергiї.

Дослiджено вплив кулонiвської взаємодiї на поведiнку унарної
функцiї розподiлу, виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї
приводить до збiльшення перiоду загасаючих осциляцiй навколо сво-
го середнього значення в глибинi металу.
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Виявлено, що вiддаль вiд площини подiлу до безмежно високо-
го потенцiального бар’єру, як функцiя радiуса Вiгнера-Зейтца, при
врахуваннi кулонiвської взаємодiї втрачає лiнiйну поведiнку i зрос-
тає швидше.

На основi виразу для поверхневої частини внутрiшньої енергiї,
моделюючи поверхневий потенцiал безмежно високим потенцiаль-
ним бар’єром, у граничному випадку низьких температур розра-
ховано поверхневу енергiю. Показано, що врахування кулонiвської
взаємодiї приводить до її зростання. У всiй областi змiни радiуса
Вiгнера-Зейтца поверхнева енергiя є додатною, в областi rs > 5 aB
значення розрахованої нами поверхневої енергiї добре узгоджуються
з розрахунками Ленга та Кона [5].

Розрахунки хiмiчного потенцiалу та поверхневої енергiї виявили,
що врахування кулонiвської взаємодiї є дуже важливим в областi
малих rs, а по мiрi зростання rs вплив кулонiвської взаємодiї на цi
величини зменшується.

A. Розв’язки стацiонарного рiвняння Шредiнгера

з модельним поверхневим потенцiалом

Розглянемо стани електронiв у полi поверхневого потенцiалу Vsurf(z),
який змоделюємо потенцiальним бар’єром скiнченої висоти W :

Vsurf(z) = W · θ(z − d) =

{
W, z > d,
0, z < d.

Розв’язком одновимiрного стацiонарного рiвняння Шредiнгера з
цим потенцiалом

[
− ~2

2m

d2

dz2
+ Vsurf(z)

]
ϕα(z) = εαϕα(z),

що задовольняє крайовi умови

ϕα(−L/2) = 0, ϕα(+∞) = 0,

умови неперервностi та гладкостi
{

ϕα(z < d)
∣∣
z=d

= ϕα(z > d)
∣∣
z=d

,

ϕ′
α(z < d)

∣∣
z=d

= ϕ′
α(z > d)

∣∣
z=d

є таким:

ϕα(z) = Cα





sin
(
α(d− z) + γ(α)

)
, z 6 d,

α

s
e−κα(z−d), z > d,

εα =
~2α2

2m
, (A.1)



36 Препринт

де

γ(α) = arcsin
α

s
, κα =

√
s2 − α2, α 6 s, s =

√
2mW

~
,

причому квантовi числа α задовольняють алгебраїчне трансценден-
тне рiвняння

α

(
L

2
+ d

)
+ γ(α) = πn, n = 1, 2, 3, . . . (A.2)

З умови нормування хвильових функцiй

+∞∫

−L

2

|ϕα(z)|2dz = 1

випливає, що

Cα =
2√

L + 2d + 2/κα

.

Зауважимо, що стани електронiв з εα > W тут не виписуємо, бо
нас цiкавлять лише стани з εα 6 µ, а для фiзично цiкавих задач
хiмiчний потенцiал електронiв є меншим за висоту потенцiального
бар’єра µ < W .

Якщо висоту потенцiального бар’єра спрямувати до безмежностi,
то

lim
s→∞

γ(α) = lim
s→∞

arcsin
α

s
= 0,

lim
s→∞

Cα = lim
s→∞

2√
L + 2d + 2/κα

=
2√

L + 2d

i в результатi отримуємо, що

ϕα(z) =
2√

L + 2d

{
sin
(
α(d − z)

)
, z 6 d,

0, z > d,
εα =

~2α2

2m
, (A.3)

де
α =

πn(
L
2 + d

) , n = 1, 2, 3, . . .
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B. Густина станiв електронної пiдсистеми

Розрахуємо густину станiв електронної пiдсистеми без врахування
кулонiвської взаємодiї

ρ(E) =
∑

p,α

δ
(
E − Eα(p)

)
, (B.1)

де згiдно з (3.2) та (A.1)

Eα(p) =
~2(p2 + α2)

2m
.

При термодинамiчному граничному переходi, коли S → ∞ та
L → ∞, суми замiнюємо iнтегралами згiдно з формулою Ейлера-
Маклорена [28, 64]

∞∑

n=0

f(n) =

∞∫

0

f(x) dx− 1

2

[
f(∞) − f(0)

]
+

B1

2!

[
f ′(∞) − f ′(0)

]
−

− B2

4!

[
f ′′′(∞) − f ′′′(0)

]
+ . . . ,

де Bk — k-те число Бернуллi.
Для суми по двовимiрному вектору p, враховуючи (3.3), отриму-

ємо

∑

p

f(p) = 2

+∞∫

−∞

dnx

+∞∫

−∞

dnyf(p) =
2S

(2π)2

+∞∫

−∞

dpx

+∞∫

−∞

dpy f(p) =

=
2S

(2π)2

+∞∫

−∞

dp f(p), (B.2)

де враховано двi можливi орiєнтацiї спiна електрона та знехтувано
доданками, якi зникають при S → ∞.

У випадку пiдсумовування за тривимiрним вектором p, отриму-
ємо

∑

p

f(p) =
2V

(2π)3

+∞∫

−∞

dp f(p). (B.3)

Розглянемо тепер пiдсумовування по α. З (A.2) випливає, що

dn

dα
=

L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
,
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тодi

∑

α

f(α) =

+∞∫

0

dn f(α) − 1

2
f(0) =

+∞∫

0

dn

dα
dαf(α) − 1

2
f(0) =

=

+∞∫

0

dα

[
L

2π

(
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

))
− 1

2
δ(α)

]
f(α), (B.4)

доданки з похiдними вiд пiдiнтегральної функцiї вiдсутнi, оскiльки
для розглядуваних функцiй вони перетворюються на нуль.

Здiйснюючи перехiд вiд суми по p до iнтеграла згiдно з (B.2),
для густини станiв (B.1) отримуємо

ρ(E) =
2S

(2π)2

∑

α

∫
dp δ

(
E − ~2(p2 + α2)

2m

)
=

=
S

π

∑

α

∞∫

0

dp p δ
(
E − ~2(p2 + α2)

2m

)
=

=
S

2π

2m

~2

∑

α

θ
(

2mE

~2
− α2

)
.

Здiйснюючи перехiд вiд суми по α до iнтеграла згiдно з (B.4), зна-
ходимо густину станiв

ρ(E) =
S

2π

2m

~2

+∞∫

0

dα

[
L

2π

(
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

))
− 1

2
δ(α)

]
θ
(

2mE

~2
− α2

)
=

=
S

2π

2m

~2

√
2mE/~∫

0

dα

[
L

2π

(
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

))
− 1

2
δ(α)

]
=

=
SL

2

√
2m3/2

π2~3

√
E+

+ S

[√
2m3/2d

π2~3

√
E +

m

π2~2
γ
(√

2mE
~

)
− m

4π~2

]
, (B.5)

де перший доданок, який пропорцiйний до об’єму системи SL, є
об’ємним вкладом, а решта — поверхневий вклад у густину станiв.
Знайдений вираз спiвпадає з виразом для густини станiв, який отри-
маний у працi [28], якщо у формулi (B.5) покласти d = 0.
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Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмеж-
ностi, то γ перетвориться на нуль i вираз для густини станiв спрос-
титься

ρ(E) =
SL

2

√
2m3/2

π2~3

√
E + S

(√
2m3/2d

π2~3

√
E − m

4π~2

)
. (B.6)

Зауважимо, що густина станiв невзаємодiючої однорiдної системи
має такий вигляд:

ρunif(E) = V

√
2m3/2

π2~3

√
E,

що спiвпадає з першим доданком виразу (B.5) або (B.6).

C. Унарна функцiя розподiлу електронiв

Розрахуємо унарну функцiю розподiлу електронiв в моделi напiвоб-
меженого «желе» [50] для безмежно високого потенцiального бар’є-
ру (A.3) у випадку низьких температур

F 0
1 (z) =

V

〈N〉0
1

S

∑

p,α

|ϕα(z)|2nα(p) =

=
V

〈N〉0
1

S

∑

p,α

|ϕα(z)|2θ
(
p2F − p2 − α2

)
.

Здiйснивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з пра-
вилами (B.2) та (B.4), отримуємо

F 0
1 (z) =

[
1 +

3 cos
(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)2 − 3 sin
(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)3

]
θ(d− z), (C.1)

що при d = 0 за формою збiгається з виразом [61–63] для функцiї
розподiлу електронiв без врахування кулонiвської взаємодiї, проте у
виразi (C.1) враховано кулонiвську взаємодiю через iмпульс Фермi
pF електронної пiдсистеми.

У вираз (C.1) входить параметр d, визначимо його з умови елек-
тронейтральностi

lim
L→∞

+L

2∫

−L

2

(
F 0
1 (z) − θ(−z)

)
dz = 0.
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Тодi

d∫

−∞

dz

[
1 +

3 cos
(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)2 − 3 sin
(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)3

]
−

0∫

−∞

dz =

= d +

d∫

−∞

dz

[
3 cos

(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)2 − 3 sin
(
2pF(d− z)

)
(
2pF(d− z)

)3

]
=

= d +
3

2pF

∞∫

0

dz

(
cos ζ

ζ2
− sin ζ

ζ3

)
= d− 3

2pF

π

4
= 0,

тобто

d =
3π

8pF
. (C.2)

D. Термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої

системи

У цьому додатку розрахуємо термодинамiчний потенцiал невзаємо-
дiючої системи

Ω0 = − 1

β

∑

p,α

ln
[
1 + eβ(µ−Eα(p))

]
.

Оскiльки тут µ — це хiмiчний потенцiал взаємодiючої системи елек-
тронiв, то у цьому виразi кулонiвську взаємодiю опосередковано вра-
ховано через хiмiчний потенцiал.

Для того щоб виконати пiдсумовування за p та α, скористаємося
розрахованою у попередньому додатку густиною станiв (B.5), тодi

Ω0 = − 1

β

∞∫

0

dE ρ(E) ln
[
1 + eβ(µ−E)

]
=

= − 1

β

SL

2

√
2m3/2

π2~3

∞∫

0

dE
√
E ln

[
1 + eβ(µ−E)

]
−

− 1

β
S

√
2m3/2d

π2~3

∞∫

0

dE
√
E ln

[
1 + eβ(µ−E)

]
−

ICMP–14–02U 41

− 1

β
S

m

π2~2

∞∫

0

dE γ
(√

2mE
~

)
ln
[
1 + eβ(µ−E)

]
+

+
1

β
S

m

4π~2

∞∫

0

dE ln
[
1 + eβ(µ−E)

]
.

Скориставшись правилом iнтегрування за частинами у кожному з
доданкiв, отримуємо

Ω0 = − SL

2

2
√

2m3/2

3π2~3

∞∫

0

dE E3/2 1

eβ(E−µ) + 1
−

− S
2
√

2m3/2d

3π2~3

∞∫

0

dE E3/2 1

eβ(E−µ) + 1
−

− S
m

π2~2

∞∫

0

dE

E∫

0

dE′ γ
(√

2mE′

~

) 1

eβ(E−µ) + 1
+

+ S
m

4π~2

∞∫

0

dE E
1

eβ(E−µ) + 1
.

Здiйснивши граничний перехiд до низьких температур (β → ∞), ос-
таточно отримуємо такий вираз для термодинамiчного потенцiалу
невзаємодiючої системи:

Ω0 = Ω0,bulk + Ω0,surf , (D.1)

де

Ω0,bulk = − SL

2

4
√

2m3/2

15π2~3
µ5/2 =

= − SL

2

~
2

15mπ2
p5F (D.2)

— об’ємний вклад у термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої сис-
теми (пропорцiйний до об’єму системи SL), який залежить вiд iм-
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пульсу Фермi pF взаємодiючої системи електронiв,

Ω0,surf = − S

[
4
√

2m3/2d

15π2~3
µ5/2+

+
m

π2~2

µ∫

0

dE (µ− E) γ
(√

2mE
~

)
− m

8π~2
µ2

]
=

=S
~2p4F
mπ2

[
π

32
− d pF

15
− 1

2p4F

pF∫

0

dp (p2F − p2) γ(p)

]
(D.3)

— поверхневий вклад (пропорцiйний до площi подiлу S).
Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмеж-

ностi, то γ перетвориться на нуль i вираз для Ω0,surf спроститься

Ω0,surf = − S

(
4
√

2m3/2d

15π2~3
µ5/2 − m

8π~2
µ2

)
=

=S
~2p4F
mπ2

(
π

32
− d pF

15

)
. (D.4)

Зауважимо, що термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої одно-
рiдної системи має такий вигляд:

Ω0,unif = −V
4
√

2m3/2

15π2~3
µ5/2 =

= −V
~2

15mπ2
p5F,

що спiвпадає з (D.2).

E. Розрахунок 〈N〉0 та ∂〈N〉0/∂µ
Знаючи термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи Ω0 (ви-
раз (D.1)), розрахуємо 〈N〉0 для потенцiального бар’єра у випадку
низьких температур

〈N〉0 = −∂Ω0

∂µ
= −∂

(
Ω0,bulk + Ω0,surf

)

∂µ
= N0,bulk + N0,surf ,

де

N0,bulk = −∂Ω0,bulk

∂µ
=

=
SL

2

2
√

2m3/2

3π2~3
µ3/2 =

SL

2

p3F
3π2

(E.1)
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— об’ємна частина величини 〈N〉0,

N0,surf = −∂Ω0,surf

∂µ
=

= S

[
2
√

2m3/2d

3π2~3
µ3/2 +

m

π2~2

µ∫

0

dE γ
(√

2mE
~

)
− m

4π~2
µ

]
=

= S
p2F
π2

[
d pF

3
− π

8
+

1

p2F

pF∫

0

dp γ(p)

]
(E.2)

— поверхнева частина величини 〈N〉0.
Знаючи 〈N〉0, розраховуємо ∂〈N〉0/∂µ

∂〈N〉0
∂µ

=
∂N0,bulk

∂µ
+

∂N0,surf

∂µ
,

об’ємна частина:

∂N0,bulk

∂µ
=

SL

2

√
2m3/2

π2~3
µ1/2 =

SL

2

m

~2

pF
π2

, (E.3)

поверхнева частина:

∂N0,surf

∂µ
= S

(√
2m3/2d

π2~3
µ1/2 +

m

π2~2
γ(pF) − m

4π~2

)
=

= S
m

~2π2

(
d pF − π

4
+ γ(pF)

)
. (E.4)

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмежно-
стi, то γ перетвориться на нуль i вирази (E.2) та (E.4) спрощуються

N0,surf = S
p2F
π2

(
d pF

3
− π

8

)
, (E.5)

∂N0,surf

∂µ
= S

m

~2π2

(
d pF − π

4

)
. (E.6)

Вираз для поверхневої частини середнього вiд оператора кiлькостi
електронiв (E.5) спiвпадає з виразом, який отриманий у працях [62,
70], якщо у формулi (E.5) покласти d = 0.

Зауважимо, що у випадку невзаємодiючої однорiдної системи ма-
ють мiсце такi спiввiдношення

N0,unif = V
p3F
3π2

,
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∂N0,unif

∂µ
= V

m

~2

pF
π2

,

що спiвпадають з об’ємними частинами (E.1) та (E.3) вiдповiдно.

F. Внутрiшня енергiя невзаємодiючої системи

У цьому додатку проведено розрахунок внутрiшньої енергiї невзає-
модiючої системи у випадку низьких температур.

Враховуючи вираз для об’ємної частини термодинамiчного по-
тенцiалу невзаємодiючої системи Ω0,bulk (D.2) та вираз для N0,bulk

(E.1), для об’ємної частини внутрiшньої енергiї невзаємодiючої сис-
теми отримуємо, що

U0,bulk = Ω0,bulk + µN0,bulk =

=
SL

2

~2p5F
10mπ2

. (F.1)

Враховуючи вираз для поверхневої частини термодинамiчного
потенцiалу невзаємодiючої системи Ω0,surf (D.3) та вираз для N0,surf

(E.2), для поверхневої частини внутрiшньої енергiї невзаємодiючої
системи отримуємо, що

U0,surf = Ω0,surf + µN0,surf =

= S
~2p4F
mπ2

(
d pF
10

− π

32

)
+

~2

2mπ2

pF∫

0

dp p2γ(p). (F.2)

Зауважимо, що вирази (F.1) та (F.2) залежать вiд iмпульсу Фер-
мi pF взаємодiючої системи електронiв.

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмеж-
ностi, то γ перетвориться на нуль i вираз для U0,surf спроститься

U0,surf = S
~2p4F
mπ2

(
d pF
10

− π

32

)
.

Зауважимо, що внутрiшня енергiя невзаємодiючої однорiдної сис-
теми має такий вигляд:

U0,unif = V
~2p5F

10mπ2
,

що спiвпадає з (F.1).
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G. Розрахунок M
0(q, ν, z1, z2)

Спершу проведемо розрахунок двочастинкової кореляцiйної функцiї
електронiв M

0 в iмпульсному представленнi

M
0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) = i2〈Tρk1
(q, ν)ρk2

(−q,−ν)〉0,c =

= i2〈Tρk1
(x1)ρk2

(x2)〉0 − i2〈Tρk1
(x1)〉0〈Tρk2

(x2)〉0 =

=
i2

β2

∑

p1,α1,α
′
1

p2,α2,α
′
2

〈α1|e−ik1z|α′
1〉〈α2|e−ik2z|α′

2〉
〈

T

β∫

0

dβ′
β∫

0

dβ′′eiνβ
′×

× e−iνβ′′

a†α1
(p1|β′)aα′

1
(p1 − q|β′)a†α2

(p2|β′′)aα′
2
(p2 + q|β′′)

〉

0

=

=
i2

β2

∑

p1,α1,α
′
1

p2,α2,α
′
2

〈α1|e−ik1z|α′
1〉〈α2|e−ik2z|α′

2〉δα1,α′
2
δα′

1,α2
δp1,p2+q×

×δp1−q,p2

β∫

0

dβ′
β∫

0

dβ′′eiν(β
′−β′′)

Gα1
(p1|β′′ − β′)Gα2

(p2|β′ − β′′)=

=
i2

β2

∑

p1,α1,α2

〈α1|e−ik1z|α2〉〈α2|e−ik2z|α1〉×

×
β∫

0

dβ′
β∫

0

dβ′′ eiν(β
′−β′′)

Gα1
(p1|β′′ − β′)Gα2

(p1 − q|β′ − β′′).

Перейшовши у цьому виразi до частотного представлення:

Gα(p, β′′ − β′) =
1

β

∑

ν

Gα(p, ν)eiν(β
′′−β′),

де Gα(p, ν) =
(
iν + µ− Eα(p)

)−1
— фур’є-образ одночастинкової

функцiї Грiна, ν = π(2n + 1)/β, n = 0,±1,±2, . . ., отримуємо:

M
0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) =
1

β2

∑

p,α1,α2

∑

ν1

〈α1|e−ik1z|α2〉〈α2|e−ik2z|α1〉×

×Gα1
(p, ν1)Gα2

(p− q, ν1 − ν).

Пiдсумовування у цьому виразi за фермiєвською частотою ν1 лег-
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ко виконується (див., наприклад, [65]):

1

β

∑

ν1

Gα1
(p, ν1)Gα2

(p− q, ν1 − ν) =

=
1

β

∑

ν1

1

iν1 + µ− Eα1
(p)

· 1

i(ν1 − ν) + µ− Eα2
(p− q)

=

=
1

2πi

∮

Γ

1

ζ + µ− Eα1
(p)

· 1

ζ − iν + µ− Eα2
(p− q)

· dζ

eβζ + 1
=

=
1

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
· 1

eβ(Eα1
(p)−µ) + 1

+

+
1

iν + Eα2
(p− q) − Eα1

(p)
· 1

eiβν · eβ(Eα2
(p−q)−µ) + 1

=

=
nα1

(p) − nα2
(p− q)

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
,

де Γ — замкнений контур, який мiстить полюси функцiї 1/(eβζ + 1),

nα(p) =
1

eβ(Eα(p)−µ) + 1

— функцiя розподiлу Фермi-Дiрака.
Враховуючи результат пiдсумовування за частотою ν1, отримує-

мо

M
0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) =
1

β

∑

p,α1,α2

〈α1|e−ik1z |α2〉〈α2|e−ik2z |α1〉×

× nα1
(p) − nα2

(p− q)

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
. (G.1)

Тодi в (q, z)-представленнi отримуємо

M
0(q, ν, z1, z2) =

∑

k1,k2

eik1z1+ik2z2 M
0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) =

=
1

β

∑

p,α1,α2

∑

k1

eik1z1〈α1|e−ik1z|α2〉
∑

k2

eik2z2〈α2|e−ik2z|α1〉×

× nα1
(p) − nα2

(p− q)

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
= (G.2)

=
L2

β

∑

p,α1,α2

nα1
(p) − nα2

(p− q)

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
ϕ∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2).
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Зауважимо, що у випадку однорiдної системи двочастинкова ко-
реляцiйна функцiя електронiв (G.1) набуває простiшого вигляду

M
0
unif(q, ν,−q,−ν) =

1

β

∑

p

n(p) − n(p− q)

−iν + E(p) − E(p− q)
,

де q та p — тривимiрнi вектори.

H. Розрахунок
∑
ν

M
0(q, ν, z1, z2)

та
∑
ν

∂M0(q, ν, z1, z2)/∂µ

Просумуємо отриманий вираз (G.2) у додатку G за бозiвською
частотою ν. Оскiльки вiд ν залежить лише дрiб у виразi для
M

0(q, ν, z1, z2), то просумуємо його окремо

1

β

∑

ν

nα1
(p) − nα2

(p− q)

−iν + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
=

=
1

2πi

∮

Γ

1

−ζ + Eα1
(p) − Eα2

(p− q)
· dζ

eβζ − 1
=

=
1

eβ(Eα1
(p)−Eα2

(p−q)) − 1
=

eβEα2
(p−q)

eβEα1
(p) − eβEα2

(p−q)
=

=
eβ(Eα2

(p−q)−µ)

eβ(Eα1
(p)−µ) − eβ(Eα2

(p−q)−µ)
=

1
nα2

(p−q) − 1

1
nα1

(p) − 1 − 1
nα2

(p−q) + 1
=

=

(
1 − nα2

(p− q)
)
nα1

(p)

nα2
(p− q) − nα1

(p)
,

де Γ — замкнений контур, який охоплює полюси функцiї 1/(eβζ − 1).
Тодi

∑

ν

M
0(q, ν, z1, z2) =

= −L2
∑

p,α1,α2

(
1 − nα2

(p− q)
)
nα1

(p)ϕ∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2).

Скориставшись умовою повноти власних функцiй
∑

α2

ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2) = δ(z1 − z2),
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отримуємо

∑

ν

M
0(q, ν, z1, z2) = −L2

∑

p,α1

nα1
(p)|ϕα1

(z1)|2δ(z1 − z2)+

+ L2
∑

p,α1,α2

nα1
(p)nα2

(p− q)ϕ∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2). (H.1)

Розглянемо тепер
∑
ν
∂M0(q, ν, z1, z2)/∂µ. Похiдна за хiмiчним по-

тенцiалом µ стосується лише функцiй розподiлу Фермi-Дiрака, тодi

∑

p

∂ (nα1
(p)nα2

(p− q))

∂µ
=
∑

p

∂nα1
(p)

∂µ
nα2

(p− q)+

+
∑

p

nα1
(p)

∂nα2
(p− q)

∂µ
.

Зробивши у другiй сумi замiну p− q на p, отримуємо

∑

p

∂ (nα1
(p)nα2

(p− q))

∂µ
=
∑

p

∂nα1
(p)

∂µ

(
nα2

(p− q) + nα2
(p + q)

)
.

Тодi

∑

ν

∂M0(q, ν, z1, z2)

∂µ
= −L2

∑

p,α1

∂nα1
(p)

∂µ
|ϕα1

(z1)|2δ(z1 − z2)+

+ L2
∑

p,α1,α2

∂nα1
(p)

∂µ

(
nα2

(p− q) + nα2
(p + q)

)
×

× ϕ∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2). (H.2)

I. Розрахунок сум вiд функцiй розподiлу

Фермi-Дiрака

I.1.
∑
p

nα(p),
∑
p

∂nα(p)/∂µ

Розрахуємо суму за iмпульсом p вiд функцiї розподiлу Фермi-Дiрака
у випадку низьких температур. Здiйснивши перехiд вiд пiдсумову-
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вання до iнтегрування згiдно з (B.2), отримуємо

∑

p

nα(p) =
2S

(2π)2

∫
dp θ

(
2mµ

~2
− α2 − p2

)
=

=
2S

(2π)2
2π

∞∫

0

dp p θ
(
p2F − α2 − p2

)
=

=
S

2π

(
p2F − α2

)
θ
(
p2F − α2

)
,

де при обчисленнi iнтегралу було здiйснено перехiд до полярної сис-
теми координат.

Продифернцiювавши отриманий вираз за хiмiчним потенцiалом,
отримуємо

∑

p

∂nα(p)

∂µ
=

S

2π

∂

∂µ

(
2mµ

~2
− α2

)
θ
(

2mµ

~2
− α2

)
=

=
S

2π

[
2m

~2
θ
(

2mµ

~2
− α2

1

)
+

(
2mµ

~2
− α2

)
δ
(

2mµ

~2
− α2

)]
=

=
S

2π

2m

~2
θ
(
p2F − α2

)
.

I.2.
∑
p

nα1
(p)nα2

(p− q)

Розрахуємо суму за iмпульсом p вiд добутку двох функцiй розподiлу
Фермi-Дiрака у випадку низьких температур. Здiйснивши перехiд
вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з (B.2), отримуємо

J(q, α1, α2) =
∑

p

nα1
(p)nα2

(p− q) =

=
2S

(2π)2

∫
dp θ

(
p2F − α2

1 − p2
)

θ
(
p2F − α2

2 − (p− q)2
)

=

=
2S

(2π)2

∫
dp θ

(
c21 − p2

)
θ
(
c22 − (p− q)2

)
, (I.1)

де
c21 = p2F − α2

1, α1 6 pF,

c22 = p2F − α2
2, α2 6 pF.

Якщо ж α1 > pF або α2 > pF, то J(q, α1, α2) = 0.
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У площинi pxOpy функцiя θ
(
c21 − p2

)
є рiвнянням круга з цен-

тром у початку координат та радiуса c1, аналогiчно функцiя
θ
(
c22 − (p− q)2

)
є рiвнянням круга з центром, який змiщений на век-

тор q, та радiуса c2. Виберемо систему координат так, щоб вiсь px
була спрямована вздовж вектора q, тодi функцiя J залежатиме вiд
модуля вектора q, тобто J(q, α1, α2) = J(q, α1, α2).

Перший можливий випадок — цi два круги не мають спiльних
точок, тодi пiдiнтегральна функцiя у виразi (I.1) перетворюється на
нуль (див. рис. 6), тобто

J(q, α1, α2) = 0, q > c1 + c2.

0 q px

py

c1
c2

−c1 c1 q − c2 q + c2

Рис. 6.

Другий можливий випадок — один круг повнiстю мiститься в
iншому (див. рис. 7), тодi iнтеграл дорiвнюватиме площi меншого
круга

J(q, α1, α2) =
2S

(2π)2

{
πc21, q < c2 − c1 (c2 > c1),
πc22, q < c1 − c2 (c1 > c2).

Третiй можливий випадок — два круги перекриваються, це вiд-
будеться за умови q < c1 + c2 (див. рис. 8). З рiвняння кiл

{
p2x + p2y = c21,
(px − q)2 + p2y = c22

знаходимо абсцису точок перетину кiл

px =
q2 − c22 + c21

2q
,
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00 qq pxpx

pypy

c1

c1 c2

c2

−c1 c1q − c2 q + c2

Рис. 7.

тодi

J(q, α1, α2) =
2S

(2π)2

[
2

(q2−c22+c21)/(2q)∫

q−c2

dpx

√
c22−(px−q)2∫

0

dpy+

+ 2

c1∫

(q2−c22+c21)/(2q)

dpx

√
c21−p2

x∫

0

dpy

]
.

Цi iнтеграли легко обчислюються, у результатi отримуємо

J(q, α1, α2) =
2S

(2π)2
[
f(c1, c2, q) + f(c2, c1, q)

]
,

де

f(c1, c2, q) = c21

(
π

2
− arcsin

c21 − c22 + q2

2qc1

)
−

− c21 − c22 + q2

2q

√

c21 −
(c21 − c22 + q2)2

4q2
, q < c1 + c2.

Отже, функцiю J(q, α1, α2) може подати так (для α1 6 pF та
α2 6 pF):

J(q, α1, α2) =
∑

p

nα1
(p)nα2

(p− q) =
2S

(2π)2
J̃(q, α1, α2),
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0 q px

py

c1 c2

−c1 c1q − c2 q + c2

Рис. 8.

де

J̃(q, α1, α2) =






{
πc21, c2 > c1,
πc22, c1 > c2,

0 6 q < |c1 − c2|,

f(c1, c2, q) + f(c2, c1, q), |c1 − c2| 6 q < c1 + c2,

0, q > c1 + c2,
(I.2)

де

c1 =
√
p2F − α2

1, c2 =
√
p2F − α2

2.

Зауважимо, що отримана функцiя (I.2) є неперервною за усiма
аргументами.

Розрахуємо суму за iмпульсом p вiд добутку двох функцiй розпо-
дiлу Фермi-Дiрака для однорiдної системи у випадку низьких темпе-
ратур. Такi розрахунки проводилися ранiше (див., наприклад, [71])
для знаходження статичного форм-фактора невзаємодiючого еле-
ктронного газу, але для повноти викладу приведемо їх i тут. У тако-
му випадку вектори q та p є тривимiрними. Здiйснивши перехiд вiд
пiдсумовування до iнтегрування згiдно з правилом (B.3), отримуємо

Junif(q) =
∑

p

n(p)n(p− q) =

=
2V

(2π)3

∫
dp θ

(
p2F − p2

)
θ
(
p2F − (p− q)2

)
, (I.3)

Функцiя θ
(
p2F − p2

)
є рiвнянням кулi з центром у початку координат

та радiуса pF, аналогiчно функцiя θ
(
p2F − (p− q)2

)
є рiвнянням ку-
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лi з центром, який змiщений на вектор q, та радiуса pF. Виберемо
систему координат так, щоб вiсь pz була спрямована вздовж векто-
ра q, тодi функцiя Junif залежатиме вiд модуля вектора q, тобто
Junif(q) = Junif(q).

Перший можливий випадок — цi двi кулi не мають спiльних то-
чок, тодi пiдiнтегральна функцiя у виразi (I.3) перетворюється на
нуль, тобто

Junif(q) = 0, q > 2pF.

У випадку q < 2pF двi кулi перетинаються (див. рис. 9), тодi
функцiя Junif(q) дорiвнюватиме об’єму фiгури, яка виникла у ре-
зультатi перетину куль. Цей об’єм зручно обчислити у цилiндричнiй

0 q

px

py

pz

pF
q
2

Рис. 9.

системi координат. У результатi отримуємо

Junif(q) =2
2V

(2π)3

2π∫

0

dφ

pF∫

q/2

dpz

√
p2
F
−p2

z∫

0

dp p =

=
V

(2π)2
4

3
p3F

(
1 − 3

4

q

pF
+

1

16

q3

p3F

)
, q < 2pF

або

Junif(q) =
V

(2π)2
4

3
p3FJ̃unif(q),

де

J̃unif(q) =





1 − 3

4

q

pF
+

1

16

q3

p3F
, q < 2pF,

0, q > 2pF.

(I.4)
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I.3.
∑
p

∂nα1
(p)/∂µ

(
nα2

(p−q)+nα2
(p+q)

)

Здiйснивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно
з (B.2), у випадку низьких температур отримуємо

I(q, α1, α2) =
∑

p

∂nα1
(p)

∂µ

(
nα2

(p− q) + nα2
(p + q)

)
= (I.5)

=
2S

(2π)2

∫
dp

∂θ
(
2mµ
~2 − α2

1 − p2
)

∂µ
×

×
[
θ
(
p2F − α2

2 − (p− q)2
)

+ θ
(
p2F − α2

2 − (p + q)2
)]

=

=
2S

(2π)2
2m

~2

∫
dp δ

(
p2F − α2

1 − p2
)
×

×
[
θ
(
p2F − α2

2 − (p− q)2
)

+ θ
(
p2F − α2

2 − (p + q)2
)]

=

=
2S

(2π)2
2m

~2

∫
dp δ

(
c21 − p2

)[
θ
(
c22 − (p− q)2

)
+ θ
(
c22 − (p + q)2

) ]
,

де
c21 = p2F − α2

1, α1 6 pF,

c22 = p2F − α2
2, α2 6 pF.

Якщо ж α1 > pF та α2 > pF, то I(q, α1, α2) = 0.
Вираз (I.5) можна подати так:

I(q, α1, α2) =
2S

(2π)2
2m

~2

(
I−(q, α1, α2) + I+(q, α1, α2)

)
,

де

I−(q, α1, α2) =

∫
dp δ

(
c21 − p2

)
θ
(
c22 − (p− q)2

)
,

I+(q, α1, α2) =

∫
dp δ

(
c21 − p2

)
θ
(
c22 − (p + q)2

)
.

Розрахунок функцiї I−(q, α1, α2) проведемо у полярнiй системi ко-
ординат та врахуємо, що дельта-функцiю Дiрака можна подати так

δ
(
c21 − p2

)
=

δ(c1 − p)

2c1
+

δ(c1 + p)

2c1
, (I.6)
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тодi

I−(q, α1, α2) =

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dp p

(
δ(c1 − p)

2c1
+

δ(c1 + p)

2c1

)
×

× θ
(
c22 − p2 − q2 + 2pq cosφ

)
=

=

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dp p
δ(c1 − p)

2c1
θ
(
c22 − p2 − q2 + 2pq cosφ

)
=

=
1

2

2π∫

0

dφ θ
(
c22 − c21 − q2 + 2c1q cosφ

)
=

=
1

2

2π∫

0

dφ θ
(

cosφ− q2 + c21 − c22
2c1q

)
.

Ця функцiя залежить лише вiд модуля вектора q, тобто

I−(q, α1, α2) = I−(q, α1, α2).

Якщо
q2 + c21 − c22

2c1q
> 1,

що еквiвалентне до q > c1 + c2 та q < c1 − c2, то пiдiнтегральна
функцiя перетворюється на нуль i I−(q, α1, α2) = 0.

Якщо

−1 6
q2 + c21 − c22

2c1q
6 1,

що еквiвалентне до c1 − c2 6 q 6 c1 + c2 та q > c2 − c1, то пiд-
iнтегральна функцiя на вiдрiзках [0, φ0] та [2π − φ0, 2π], де

φ0 = arccos
q2+c21−c22

2c1q
перетворюється на одиницю i

I−(q, α1, α2) =
1

2

φ0∫

0

dφ +
1

2

2π∫

2π−φ0

dφ = φ0 = arccos
q2 + c21 − c22

2c1q
.

Якщо
q2 + c21 − c22

2c1q
< −1,
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що еквiвалентне до 0 6 q < c2 − c1, то пiдiнтегральна функцiя пере-
творюється на одиницю i

I−(q, α1, α2) =
1

2

2π∫

0

dφ = π.

Отже, функцiю I−(q, α1, α2) може подати так (для α1 6
√

2mµ/~
та α2 6

√
2mµ/~):

I−(q, α1, α2) =

=










0, 0 6 q 6 c1 − c2,

arccos
q2 + c21 − c22

2c1q
, c1 − c2 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,





, c1 > c2,





π, 0 6 q 6 c2 − c1,

arccos
q2 + c21 − c22

2c1q
, c2 − c1 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,





, c2 > c1,

(I.7)

де

c1 =
√
p2F − α2

1, c2 =
√
p2F − α2

2.

Зауважимо, що отримана функцiя (I.7) є неперервною за усiма
аргументами.

Аналогiчно можна розрахувати функцiю I+(q, α1, α2), у резуль-
татi отримуємо, що

I+(q, α1, α2) = I−(q, α1, α2).

Отже,

I(q, α1, α2) =
∑

p

∂nα1
(p)

∂µ

(
nα2

(p− q) + nα2
(p + q)

)
=

=
2S

(2π)2
4m

~2
I−(q, α1, α2),

де функцiя I−(q, α1, α2) задана виразом (I.7).
Розрахуємо таку ж функцiю, але в однорiдному випадку. Здiй-

снивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з (B.3), у
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випадку низьких температур отримуємо

Iunif(q) =
∑

p

∂n(p)

∂µ

(
n(p− q) + n(p + q)

)
=

=
2V

(2π)3

∫
dp

∂θ
(
2mµ
~2 − p2

)

∂µ

[
θ
(
p2F − (p− q)2

)
+ θ
(
p2F − (p + q)2

) ]
=

=
2V

(2π)3
2m

~2

∫
dp δ

(
p2F − p2

)[
θ
(
p2F − (p− q)2

)
+ θ
(
p2F − (p + q)2

) ]
.

Цей вираз можна подати так:

Iunif(q) =
2V

(2π)3
2m

~2

(
I−unif(q) + I+unif(q)

)
,

де

I−unif(q) =

∫
dp δ

(
p2F − p2

)
θ
(
p2F − (p− q)2

)
,

I+unif(q) =

∫
dp δ

(
p2F − p2

)
θ
(
p2F − (p + q)2

)
.

Розрахунок функцiї I−unif(q) проведемо у сферичнiй системi коорди-
нат та врахуємо властивiсть (I.6) дельта-функцiї Дiрака, тодi

I−unif(q) =

2π∫

0

dφ

π∫

0

dϑ sinϑ

∞∫

0

dp p2
(

δ(pF − p)

2pF
+

δ(pF + p)

2pF

)
×

× θ
(
p2F − p2 − q2 + 2pq cosϑ

)
=

= 2π

π∫

0

dϑ sinϑ

∞∫

0

dp p2
δ(pF − p)

2pF
θ
(
p2F − p2 − q2 + 2pq cosϑ

)
=

= πpF

π∫

0

dϑ sinϑ θ
(

cosϑ− q

2pF

)
=

= πpF

1∫

−1

dx θ
(
x− q

2pF

)
= πpFĨ

−
unif(q),

де

Ĩ−unif(q) =






2,
q

2pF
6 −1,

1 − q

2pF
, −1 <

q

2pF
6 1,

0,
q

2pF
> 1.

(I.8)
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Ця функцiя залежить лише вiд модуля вектора q, тобто

I−unif(q) = I−unif(q).

Аналогiчно можна розрахувати функцiю I+unif(q), у результатi
отримуємо, що

I+unif(q) = I−unif(q).

Отже,

Iunif(q) =
∑

p

∂n(p)

∂µ

(
n(p− q) + n(p + q)

)
=

=
2V

(2π)3
4m

~2
I−unif(q),

де функцiя I−unif(q) задана виразом (I.8).

J. Розрахунок iнтегралiв з ефективним потенцiа-

лом мiжелектронної взаємодiї

У цьому додатку проведено розрахунок iнтегралiв

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, λ) (J.1)

та

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2)g(q, z1, z2, λ), (J.2)

де ϕα(z) — хвильовi функцiї (A.3) електронiв у полi безмежно ви-
сокого потенцiального бар’єру, який розташований в точцi z = d,
g(q, z1, z2, λ) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї,
який є розв’язком iнтегрального рiвняння (4.23) та отриманий з ви-
користанням методики [53, 54]. Цей потенцiал залежить вiд модуля
вектора q:

g(q, z1 6 d, z2 6 d, λ) =
2πe2

Q(λ)

[
e−Q(λ)|z1−z2| +

Q(λ) − q

Q(λ) + q
eQ(λ)(z1+z2−2d)

]
,

g(q, z1 > d, z2 > d, λ) =
2πe2

q

[
e−q|z1−z2| − Q(λ) − q

Q(λ) + q
e−q(z1+z2−2d)

]
,
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g(q, z1 > d, z2 6 d, λ) =
4πe2

Q(λ) + q
eQ(λ)(z2−d)−q(z1−d),

g(q, z1 6 d, z2 > d, λ) =
4πe2

Q(λ) + q
eQ(λ)(z1−d)−q(z2−d),

Q(λ) =
√
q2 + λκ2

TFL
(

q
2pF

)
.

Зауважимо, що iнтеграли (J.1) та (J.2) для α = 0 дорiвнюють
нулю, оскiльки на нуль перетворюються хвильовi функцiї (A.3).

Для α 6= 0 iнтеграл (J.1) набуває вигляду

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, λ) =

=
2πe2

Q(λ)
|Cα|2

d∫

−L

2

dz

[
1 +

Q(λ) − q

Q(λ) + q
e2Q(λ)(z−d)

]
sin2

(
α(d− z)

)
=

=
2πe2

Q(λ)

|Cα|2
4

L+

+
2πe2

Q(λ)

|Cα|2
2

d +
2πe2

Q(λ)

|Cα|2
4

Q(λ) − q

Q(λ) + q

α2

(Q2(λ) + α2)Q(λ)
.

Щоб розрахувати термодинамiчний потенцiал необхiдно ще об-
числити такий вираз у випадку низьких температур:

1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

nα(p)

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, λ) =

=
1

2

S

(2π)2
πe2

2

∞∫

0

dq
q

Q(λ)

∑

α

|Cα|2(p2F − α2) θ(pF − α)×

×
[
L + 2d +

Q(λ) − q

Q(λ) + q

α2

(Q2(λ) + α2)Q(λ)

]
=

=
1

2

S

(2π)2
πe2

2

2

π

∞∫

0

dq
q

Q(λ)

pF∫

0

dα (p2F − α2)×

×
[
L + 2d +

Q(λ) − q

Q(λ) + q

α2

(Q2(λ) + α2)Q(λ)

]
. (J.3)
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Оскiльки

pF∫

0

dα
α2(p2F − α2)

Q2(λ) + α2
=

2

3
p3F + Q2(λ)pF −Q(λ)

(
p2F + Q2(λ)

)
arctg

pF
Q(λ)

,

то вираз (J.3) набуває вигляду

1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

nα(p)

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, λ) =

= e2
SL

(2π)2

∞∫

0

dq
q

Q(λ)

p3F
3

+ e2
Sd

2π2

∞∫

0

dq
q

Q(λ)

p3F
3

+

+ e2
S

8π2

∞∫

0

dq
q

Q2(λ)

Q(λ) − q

Q(λ) + q
×

×
(

2

3
p3F + Q2(λ)pF −Q(λ)

(
p2F + Q2(λ)

)
arctg

pF
Q(λ)

)
,

де перший доданок є об’ємною частиною цього виразу, а решта —
поверхневою.

Щоб розрахувати середнє вiд оператора кiлькостi частинок необ-
хiдно ще обчислити такий вираз у випадку низьких температур:

− 1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

∂nα(p)

∂µ

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, 1) =

= − 1

2

S

(2π)2
2m

~2

πe2

2

∞∫

0

dq
q

Q

∑

α

|Cα|2θ(pF − α)×

×
[
L + 2d +

Q− q

Q + q

α2

(Q2 + α2)Q

]
=

= − 1

2

S

(2π)2
2m

~2

πe2

2

2

π

∞∫

0

dq
q

Q

pF∫

0

dα×

×
[
L + 2d +

Q(λ) − q

Q(λ) + q

α2

(Q2 + α2)Q

]
. (J.4)

ICMP–14–02U 61

Оскiльки
pF∫

0

dα
α2

Q2 + α2
= pF

(
1 − Q

pF
arctg

pF
Q

)
,

то вираз (J.4) набуває вигляду

− 1

2S

∑

q 6=0

∑

p,α

∂nα(p)

∂µ

+L

2∫

−L

2

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z, 1) =

= − SL

(2π)2
pF
aB

∞∫

0

dq
q

Q
− Sd

2π2

pF
aB

∞∫

0

dq
q

Q
−

− S

(2π)2
pF
aB

∞∫

0

dq
q

Q2

Q− q

Q + q

(
1 − Q

pF
arctg

pF
Q

)
,

де перший доданок є об’ємною частиною цього виразу, а решта —
поверхневою.

Розрахунок iнтеграла (J.2) є аналогiчним, проте значно громiзд-
кiшим. Для α1 6= 0 та α2 6= 0 отримуємо, що

+L

2∫

−L

2

dz1

+L

2∫

−L

2

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2)g(q, z1, z2, λ) =

=
2πe2

Q(λ)
|Cα1

|2|Cα2
|2

d∫

−L

2

dz1

d∫

−L

2

dz2 sin
(
α1(d− z1)

)
sin
(
α2(d− z1)

)
×

× sin
(
α2(d− z2)

)
sin
(
α1(d− z2)

)
×

×
[
e−Q(λ)|z1−z2| +

Q(λ) − q

Q(λ) + q
eQ(λ)(z1+z2−2d)

]
=

=
πe2

2
|Cα1

|2|Cα2
|2g1(q, α1, α2, λ)L +

πe2

2
|Cα1

|2|Cα2
|2g2(q, α1, α2, λ)

де

g1(q, α1, α2, λ) =
Q2(λ) + α2

1 + α2
2(

Q2(λ) + α2
1 + α2

2

)2 − 4α2
1α

2
2

(J.5)
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g2(q, α1, α2, λ) =

{
2g1(q, α1, α2, λ) d+ (J.6)

+

(
Q(λ) − q

Q(λ) + q
− 2

)
16Q(λ)α2

1α
2
2[(

Q2(λ) + α2
1 + α2

2

)2 − 4α2
1α

2
2

]2

}
.
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