
Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Iрина Миколаївна Загладько, Аскольд Андрiйович Дувiряк

Взаємодiя скалярних частинок через тахiйонне поле

Роботу отримано 26 серпня 2013 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку семiнаром вiддiлу компютерного
моделювання багаточастинкових систем

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

Нацiональна академiя наук України

����

����

�	
�

IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

✬

✫

✩

✪

I. Загладько, А. Дувiряк

ВЗАЄМОДIЯ СКАЛЯРНИХ ЧАСТИНОК
ЧЕРЕЗ ТАХIЙОННЕ ПОЛЕ

ICMP–13–04U

ЛЬВIВ



УДК: 531/533; 530.145; 531.18; 539.12

PACS: 11.10.Ef, 11.10.Lm

Взаємодiя скалярних частинок через тахiйонне поле

I. Загладько, А. Дувiряк

Анотацiя. Розглядається взаємодiя скалярних частинок через та-
хiйонне поле в рамках частково редукованої теорiї поля. Обчисле-
но диференцiальний та iнтеґральний перетини пружного розсiяння
двох рiзних частинок, що взаємодiють через поле-посередник з уяв-
ною масою. Отримано рiвняння типу Салпiтера для зв’язаних станiв,
а з нього – нерелятивiстичний потенцiял тахiйонної взаємодiї. Дослi-
джується рiвняння Шрединґера iз цим потенцiялом iз застосуванням
рiзних наближень. Аналiзується умова iснування зв’язаних станiв.
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Abstract. Interaction of scalar particles via tachyon field is considered
within the partially reduced field theory. The differential and integral
cross-sections of elastic scattering of two different particles interact-
ing via mediating field of imaginary mass are calculated. A Salpeter-
type equation for bound states and then the non-relativistic potential of
tachyon interaction has been derived. The Schrödinger equation with this
potential is studied by means of various approximations. The condition
for existence of bound states is analyzed.

Подається в Journal of Physics A

Submitted to Journal of Physics A

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2013
Institute for Condensed Matter Physics 2013

ICMP–13–04U 1

1. Вступ

Концепцiя тахiйонiв – частинок, що рухаються швидше вiд свiтла –
вiдома вже понад пiвстолiття [1,2]. Запропоновано кiлька можливих
описiв тахiйонiв у рамках квантової теорiї поля [3–5]. Кожен з таких
описiв має тi чи iншi недолiки або суперечности, як от: невизначе-
нiсть числа тахiйонiв, неiнварiянтнiсть i/або нестабiльнiсть вакуу-
му, неунiтарнiсть матрицi розсiяння тощо. Все це ставить пiд сумнiв
iснування у природi вiльних квантiв тахiйонного поля, можливiсть їх
ґенерацiї чи детектування – що й узгоджується з експериментами [6].
Залишаються, однак, можливостi “прихованого” iснування тахiйонiв
– як вiртуальних частинок, що “шубою” огортають iншi частинки –
джерела тахiйонного поля [7]. Вiртуальнi тахiйони можуть виявля-
ти себе у взаємодiях мiж тардiйонами – частинками, повiльнiшими
вiд свiтла. Зокрема, у роботi [8] пiки в диференцiальному перетинi
мезон-нуклонного розсiяння тлумачаться у термiнах тахiйонних ре-
зонансiв. Завдяки особливостям кiнематики надсвiтлових частинок
в обмiнах можуть брати участь як квантовi [9], так i класичнi [10]
тахiйони. В обидвох випадках фундаментальним пiдґрунтям цих ча-
стинок природно вважати тахiйонне поле. Але проблеми його кван-
тування все ж залишаються.

Щоб уникнути вказаних вище труднощiв, ми вiдмовляємось вiд
iдеї тахiйонiв як частинок, i розглядаємо лише класичне (некванто-
ване) тахiйонне поле, обмеживши його роль до посередника взаємо-
дiї мiж звичайними (квантованими) полями. Подiбну роль у теоре-
тичнiй фiзицi довший час вiдiгравала ґравiтацiя, яка лише остан-
нiм часом набула глибшого квантового втiлення завдяки розвитковi
теорiї струн. З iншого боку, iснування та необхiднiсть ефективного
опису станiв з вiд’ємним квадратом маси в теорiї струн [11] привело
до появи нелiнiйних класичних моделей скалярного тахiйонного по-
ля [12] та їх застосування у космолоґiї [13, 14]. Такi поля не мають
стiйкого вакууму i не можуть бути вторинно проквантованими, а в
околi нестiйкого вакууму лiнеаризуються до поля Кляйна-Ґордона з
уявною масою.

У цiй роботi дiйсне скалярне тахiйонне поле – поле з уявною ма-
сою µ = i м – розглядається як посередник взаємодiї мiж кванто-
ваними полями матерiї. Для простоти розглядається модель типу
Юкави iз двома комплексними скалярними полями матерiї, коротко
описана в роздiлi 2. Цю модель зручно тлумачити в рамках частко-
во редукованої теорiї поля (ЧРТП) [15–17], а саме: ступенi вiльности
тахiйонного поля-посередника вилучаються з лаґранжiяну моделi на
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класичному рiвнi, а взаємодiя описується у термiнах симетричної
функцiї Ґрiна цього поля, що з’являється в нелокальному членi ре-
дукованого лаґранжiяну. Часова нелокальнiсть лаґранжiяну ускла-
днює гамiльтонiзацiю та квантування моделi; їх можна здiйснити
пертурбативно – так, як це описано в [16].

Ми розглядаємо двi задачi – задачу пружного розсiяння та зада-
чу на зв’язанi стани полiв матерiї, зумовленi тахiйонною взаємодiєю.
В роздiлi 3 знаходяться амплiтуди пружного розсiяння двочастинко-
вих систем, обчислюються диференцiальний та iнтеґральний перети-
ни розсiяння та порiвнюються з випадком взаємодiї через юкавське
поле дiйсної маси µ.

В роздiлi 4 з допомогою теоретико-польової версiї варiяцiйного
методу [18] виводиться рiвняння типу Салпiтера для зв’язаних ста-
нiв двочастинкової системи, а з нього – нерелятивiстичний потенцiял
тахiйонної взаємодiї. Дослiджується рiвняння Шрединґера iз цим по-
тенцiялом шляхом застосування варiяцiйного наближення та чисель-
ного iнтеґрування. Аналiзується умова iснування зв’язаних станiв.
Для цього, зокрема, в роздiлi 5 розглядається допомiжна модельна
задача про рiвняння Шрединґера iз потенцiялом дiракiвського гре-
бiнця зi змiнною мiрою зубцiв.

2. Опис моделi. Гамiльтонiян та матриця розсiяння

Модель, яку ми розглядаємо, походить вiд скалярної моделi Юкави
[15, 16], що описує динамiку комплексних скалярних полiв матерiї
φa(x) з масами ma (у нашому випадку – двох: a = 1, 2) та дiйсного
скалярного поля χ(x) з масою µ, що є посередником взаємодiї.

Редукцiя поля χ(x) у вихiдному лаґранжiянi моделi Юкави при-
водить до ефективного лагранжiану:

L =

2∑

a=1

La + Lint

=

2∑

a=1

{(∂µφ
∗
a)(∂µφa) −m2

aφ
∗
aφa} + 1

2

∫
d4x′ ρ(x)G(x − x′)ρ(x′) (2.1)

з нелокальним членом взаємодiї скалярних струмiв ρ = −
∑

a gaφ
∗
aφa

полiв φa iз “зарядами” ga через симетричну функцiю Ґрiна G(x−x′)
поля-посередника.

Часова нелокальнiсть в лаґранжiянi (2.1) ускладнює гамiльтонi-
зацiю та квантування моделi. В [16] для такого лагранжiану побудо-
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вано гамiльтонiян в квадратичному за константами взаємодiї (заря-
дами) наближеннi: H = Hfree +Hint, де

Hfree =
2∑

a=1

∫
d3k ka0{b†akbak + d†akdak} (2.2)

є вiльнопольовим гамiльтонiяном, а

Hint = −
∑

ab

gagb
(4π)3

∫
d3k d3q d3u d3v√
ka0qa0ub0vb0

:
{
G̃(ub − vb) × (2.3)

×
[
δ(k+q+u−v)dakbaqdbud

†
bv + δ(k+q−u+v)dakbaqd

†
budbv

+ δ(k−q+u−v)dakd
†
aqdbud

†
bv + δ(k−q−u+v)dakd

†
aqb

†
bubbv

+ δ(k−q−u+v)b†akbaqdbud
†
bv + δ(k−q+u−v)b†akbaqb

†
bubbv

+ δ(k+q−u+v)b†akd
†
aqdbud

†
bv + δ(k+q+u−v)b†akd

†
aqb

†
bubbv

]

+ G̃(ub + vb)
[
δ(k+q+u+v)dakbaqdbubbv + δ(k+q−u−v)dakbaqb

†
bud

†
bv

+ δ(k−q+u+v)dakd
†
aqdbubbv + δ(k−q−u−v)dakd

†
aqb

†
bub

†
bv

+ δ(k−q−u−v)b†akbaqdbubbv + δ(k−q+u+v)b†akbaqb
†
bub

†
bv

+ δ(k+q−u−v)b†akd
†
aqdbubbv + δ(k+q+u+v)b†akd

†
aqb

†
bud

†
bv

]}
:

описує взаємодiю. Тут b†ak, bak – оператори народження та знище-
ння частинок a-го сорту, а d†ak, dak – вiдповiдних античастинок;
ka = {ka0,k} – 4-iмпульс на масовiй оболонцi з 0-компонентою
ka0 =

√
k2 +m2

a; двокрапки : · · · : значать нормальне впорядкуван-
ня;

G̃(k) ≡ G̃[k2] =

∫
d4x e−ikxG(x) =

P
µ2 − k2

(2.4)

– фур’є-образ симетричної функцiї Ґрiна поля-посередника, де P
означає “в сенсi головного значення”.

У цьому ж наближеннi в [17] побудовано матрицю розсiяння
S. Вираз для S − 1 можна отримати шляхом формальної замiни
δ(k±q±u±v) 7→ −2π i δ(4)(ka ± qa ±ub ± vb) i т. д. (iз збереженням
вiдповiдних знакiв перед iмпульсами) у виразi (2.3). Тодi амплiтуда
розсiянняM(p′

1...p
′
m;p1...pn) n-частинкового стану вm-частинковий

визначається iз рiвности:

〈p′
1...p

′
m|S − 1|p1...pn〉 =

δ(4)(p′1 + ...+ p′m − p1 − ...− pn)√
2p′10...2p

′
m02p10...2pn0

×

× i (2π)4M(p′
1...p

′
m;p1...pn), (2.5)

як i в звичайнiй теорiї поля [19].
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3. Двочастинковi процеси пружного розсiяння

Серед двочастинкових станiв розсiяння досить розглянути три ти-
пи: частинки рiзних сортiв, наприклад, 1+2, частинки одного сорту,
напр., 1+1, i частинково-античастинковий стан 1+1̄:

|1+2〉 = b†1p1
b†2p2

|0〉, (3.1)

|1+1〉 = 2−1/2 b†1p1
b†1p2

|0〉, (3.2)

|1+1̄〉 = b†1p1
d†1p2

|0〉, (3.3)

де |0〉 – вакуум. Iншi стани, наприклад 1+2̄ чи 1̄+1̄, за фiзичними
властивостями зводяться до попереднiх внаслiдок зарядової симетрiї
системи. Вiдповiднi амплiтуди розсiяння станiв (3.1)-(3.3), обчисленi
з допомогою р-ння (2.5), мають вигляд:

M1+2 =
g1g2
(2π)6

G̃[t], (3.4)

M1+1 =
g21

2(2π)6
{G̃[t] + G̃[u]}, (3.5)

M1+1̄ =
g21

(2π)6
{G̃[t] + G̃[s]}, (3.6)

де

s = (p1 + p2)2 = (p′1 + p′2)2,

t = (p1 − p′1)2 = (p2 − p′2)2,

u = (p1 − p′2)2 = (p2 − p′1)2

– iнварiянтнi змiннi Мандельштама [19].
Структура виразiв (3.4)-(3.6) аналогiчна до амплiтуд двочастин-

кового розсiяння у стандартнiй КТП, що описуються дiаграмами
Фейнмана на рис.1: дiаграма 1a вiдповiдає внеску G̃[t], дiаграма 1b
– внеску G̃[u], а дiаграма 1с – внеску G̃[s] у виразах (3.4)-(3.6). Рi-
зниця полягає лише в тому, що у стандартнiй КТП лiнiям поля-
посередника вiдповiдає причинна функцiя Ґрiна цього поля, а в на-
шому випадку ЧРТП - симетрична.

В системi центра мас (ЦМ), в якiй

p1 = −p2 ≡ p, p′
1 = −p′

2 ≡ p′, |p| = |p′|,

для частинок однакової маси m1 = m2 ≡ m змiннi Мандельштама
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Рис. 1. Фейнманiвськi дiаграми для процесiв пружного розсiяння
систем двох частинок.

набувають виразiв:

s = (p01 + p02)2 = E2 = 4p20 ≥ 4m2, (3.7)

t = −2p2(1 − cos θ) ≤ 0, (3.8)

u = −2p2(1 + cos θ) ≤ 0, (3.9)

де θ є кутом розсiяння, а E – енерґiя системи. Тодi, з огляду на
аксiяльну симетрiю, вираз для диференцiального перетину розсiяння
зручно подати так:

dσ =
1

64π2
|M |2 do′

E2
=

−1

32π
|M |2 dcos θ

E2
=

−1

64π
|M |2 dt

p2E2
, (3.10)

де do′ = 2π sin θdθ = −2πdcos θ = − π
p2 dt – елемент тiлесного кута

вихiдних iмпульсiв, а t ∈ [−4p2, 0] коли θ ∈ [0, π].
Тут ми розглядаємо випадок, коли посередником взаємодiї є та-

хiйонне поле, тобто поле Кляйна-Ґордона з уявною масою µ = i м.
Величину м ≡ |µ|, услiд за [1, 2], називатимемо метамасою.

Те, що матриця розсiяння мiстить не причинну функцiю Ґрiна
(як у стандартнiй квантовiй теорiї поля [19]), а симетричну, є вигра-
шним для випадку тахiйонного поля-посередника, оскiльки причин-
на функцiя Ґрiна цього поля не є пуанкаре-iнварiянтною, тодi як
симетрична – так [4]. З вигляду її фур’є-образу

G̃(k) ≡ G̃[k2] =
−P

м2 + k2
(3.11)

та нерiвностей (3.8)-(3.9) видно, що амплiтуди (3.4)-(3.6) i вiдповiднi
перетини (3.10) мають полюси:

t+ м2 = 0 =⇒ cos θ = 1 − м2

2p2
, (3.12)

u+ м2 = 0 =⇒ cos θ′ =
м2

2p2
− 1, (3.13)
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що iснують за умови:
2|p| ≥ м. (3.14)

Вiдповiднi кути розташованi симетрично щодо площини екватора
сфери розсiяння; тобто, якщо θ задовольняє р-ння (3.12), то θ′ = π−θ
– р-ння (3.13). Їм вiдповiдають поверхнi конусiв, вздовж яких густи-
на потоку частинок стає нескiнченною (т. зв. сяйво). Для реакцiй
1+2 i 1+1̄ є лише один конус сяйва (3.12), реакцiя 1+1 дає обидва
конуси внаслiдок iнтерференцiї вхiдних та вихiдних частинок.

Для iснування конусiв сяйва можна запропонувати евристичне
тлумачення. Розглянемо дiаграму Фейнмана, напр. 1а, буквально,
вважаючи, що усiм лiнiям вiдповiдають вiльнi частинки з вiдповiдни-
ми 4-iмпульсами p1,...,p′2, q (на своїх масових оболонках), а взаємодiя
вiдбувається лише у вершинах, у кожнiй з яких виконується закон
збереження 4-iмпульсу. Тодi у системi ЦМ отримуємо: q = p − p′,
q0 = 0. Для масивного посередника взаємодiї остання рiвнiсть не-
можлива, тому в дiаграмi 1а вершини може поєднувати лише вiр-
туальна частинка. Але тахiйони є безпороговими частинками, тобто
умова:

q0 ≡
√
q2 − м2 = 0 =⇒ q2 = м2 (3.15)

можлива i вiдповiдає iснуванню т. зв. трансцендентного тахiйона,
що рухається з нескiнченною швидкiстю [1, 2, 10]. Зауваживши, що
умова (3.15) тотожна до (3.12), конус сяйва (3.12) можна iнтерпрету-
вати як внесок вiльних тахiйонiв (або в нашому випадку – вiльного
поля) в процес розсiяння.

На рис. 2a показано диференцiальнi перетини реакцiї 1+2 при
звичайному масивному i тахiйонному посередниках взаємодiї з тим
же значенням |µ| за умови (3.14). Доречно зауважити, що iснуван-
ня особливостi диференцiального перетину у виглядi полюсу сяйва
не видається реалiстичним, i є наслiдком надмiрної простоти моде-
лi. Складнiшi теорiї, що враховують взаємодiю тахiйонiв з електро-
маґнетним чи ґравiтацiйним полем [20], або ґрунтуються на теорiї
струн [12], зумовлюють нестабiльнiсть тахiйонiв. У цьому випадку
замiсть полюсiв у перетинах розсiяння повиннi були скiнченнi пiки.
Тахiйонна iнтерпретацiя пiкiв у мезон-нуклонних перетинах була за-
пропонована в [8].

Полюс зникає за умови 2|p| < м. У цьому випадку диференцi-
альний перетин є скiнченним, але в реакцiях 1+2 та 1+1̄ розсiяння
назад переважає над розсiянням вперед – на вiдмiну вiд випадку
звичайного посередника; рис. 2b.
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Рис. 2. Диференцiальний перетин реакцiї 1+2 при масивному (пун-
ктир) i тахiйонному (суцiльна крива) посередниках взаємодiї з тим
же значенням (мета)маси |µ|: a) 2|p| > |µ|; b) 2|p| < |µ|.

σ

0 1 |µ|2

4p2

Рис. 3. Повний перетин ре-
акцiї 1+2 при юкавськiй
(пунктир) i тахiйоннiй (су-
цiльна крива) взаємодiях як
функцiя (мета)маси |µ|.

Повний перетин розсiяння:

σ =

∫

Ω

dσ =
1

64πp2E2

0∫

−4p2

|M |2dt (3.16)

за умови (3.14) є нескiнченним – за рахунок полюсу, i збiгається у
протилежному випадку. Зокрема, для реакцiї 1+2

σ =
g21g

2
2

220π13p2E2
×
{

(м2 − 4p2)−1 − м−2, 2|p| < м,

∞, 2|p| ≥ м;
(3.17)

див. рис.3. Зауважимо, що i у випадку резерфордiвського розсiян-
ня повний перетин є теоретично нескiнченним, але практично вiн
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обрiзається екрануванням вiддалених зарядiв. Якщо iснує тахiйон-
на взаємодiя описаного тут виду, то для неї також повинен iснува-
ти механiзм обрiзання. Можливим способом забезпечити скiнченний
повний перетин розсiяння та уникнути полюсу в диференцiйному пе-
ретинi є припущення про велику метамасу тахiйонного поля, таку,
що практично завжди виконується умова 2|p| < м.

4. Двочастинковi зв’язанi стани

Для дослiдження зв’язаних станiв двох частинок, пов’язаних тахi-
йонною взаємодiєю зручно скористатися теоретико-польовою версi-
єю варiяцiйного принципу [18]:

δ〈Ψ|H − E|Ψ〉 = 0, (4.1)

де гамiльтонiян H подано у р-нях (2.2)-(2.3), а |Ψ〉 – вiдповiдно пi-
дiбраний пробний стан системи. Для системи двох частинок рiзного
сорту, яку ми тут розглядатимемо, пробний стан можна вибрати так:

|1+2〉 =

∫
d3p1 d3p2 F (p1,p2)b†1p1

b†2p2
|0〉, (4.2)

де F (p1,p2) – пробна (каналова) хвильова функцiя, що у системi ЦМ
зводиться до простiшої: F (p1,p2) = f(p1)δ(p1 + p2) [16, 21, 22]. Тодi
для функцiї f(p) варяцiйний принцип (4.1) приводить до релятивi-
стичного iнтеґрального рiвняння типу Салпiтера:

[
2∑

a=1

pa0 − E

]
f(p) =

g1g2
(4π)3

∫
d3p ′f(p′)√
p10p20p′10p

′
20

2∑

a=1

G̃(pa − p′a), (4.3)

що описує стацiонарнi стани двочастинкової системи.
Подiбнi рiвняння можна отримати i для системи 1+1, 1+1̄ та iн.,

змiнивши вiдповiдно пробний стан (4.1) [16, 21–23], але у цiй роботi
вони не розглядаються.

Повний аналiз рiвняння (4.3), що є iнтеґральним рiвнянням iз
синґулярним ядром, також виходить за рамки роботи. Натомiсть,
ми розглянемо нерелятивiстичну границю p ≪ m рiвняння (4.3), що
пiсля фур’є-перетворення у координатне представлення зводиться до
рiвняння Шрединґера (РШ):

− 1

2mr
∆Ψ(r) +

g1g2
4m1m2

U(r)Ψ(r) = EΨ(r); (4.4)
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тут mr = m1m2/(m1 + m2), E = E − (m1 + m2), а функцiя U(r)
пов’язана iз функцiєю Ґрiна поля-посередника:

U(r) = = −
∫

dx0 G(x) = −
∫

d3k

(2π)3
e− i k·xG̃(k0 =0, k). (4.5)

Для функцiї Ґрiна тахiйонного поля (3.11) отримуємо потенцiял:

V (r) =
g1g2

4m1m2
U(r) = − g1g2

m1m2

cos мr

16π r
≡ α

cos мr

r
. (4.6)

Нас цiкавить питання: чи здатен потенцiял (4.6) утворювати зв’язанi
стани частинок, i з якими параметрами?

Зазначимо, що вихiдна модель (2.1) допускає як додатнi, так i
вiд’ємнi заряди ga полiв матерiї. Вiдповiдно, вiд’ємною чи додатньою
може бути стала зв’язку α в (4.6). У кожному iз випадкiв потенцi-
ял (4.6) є гармонiчно модульованим кулонiвським потенцiялом. Вiн
становить послiдовнiсть потенцiальних ям i бар’єрiв, що переходять
однi в одних при змiнi знаку α. Тому при класичному (неквантово-
му) розглядi зв’язанi стани частинок можливi для обидвох знакiв α:
вони вiдповiдають руховi частинок в межах тiєї чи iншої потенцiаль-
ної ями. При квантовому розглядi набувають значення глибини ям
чи висоти бар’єрiв, i можливiсть тунелювання мiж ними, тому вiд-
повiдь не очевидна. Очiкувано, що при малих значеннях метамаси
м, коли потенцiял (4.6) близький до кулонiвського, зв’язанi стани є
при α < 0.

Для дослiдження РШ (4.4) здiйснюється стандартне роздiлення
на радiяльну i кутову частини: Ψ(r) = 1

rψ(r)Y µ
ℓ (r̂), де Y µ

ℓ (r̂) – сфе-
рична гармонiка. Надалi зручно ввести безрозмiрнi змiннi

ρ = r/aB, ǫ = E/ERy, η = aBм, (4.7)

де aB = 1/(m|α|), ERy = mα2, (4.8)

є аналоґами борiвського радiуса та сталої Рiдберґа. Тодi рiвняння
для радiяльної хвильової функцiї ψ(r) набуває вигляду:

{H(∓) − ǫ}ψ(ρ) = 0, (4.9)

де H(∓) ≡ 1

2

{
− d2

dρ2
+
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

}
+ u(∓)(ρ), (4.10)

u(∓)(ρ) = ∓cosηρ

ρ
≡ ∓ 1

2ρ

{
e i ηρ + e− i ηρ

}
. (4.11)

Випадки α = ∓|α|, яким вiдповiдають величини H(∓), u(∓), будемо
умовно називати “притягання” та “вiдштовхування”, хоча цi термiни
не вiдображають властивостей даної взаємодiї.
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Зауважимо, що потенцiял (4.11) мiстить суперпозицiю потенцiя-
лiв Юкави, щоправда з уявними показниками в експонентах. Як i
для випадку юкавської взаємодiї, для обчислення енерґiї основного
стану гамiльтонiяну (4.10) зручно скористатися варiяцiйним мето-
дом [24].

Згiдно iз зазначеним вище, потенцiял (4.11) на вiдстанях ρ≪ 1/η
близький до кулонiвського. Тодi, як пробну, вiзьмемо шкальовану
хвильову функцiю

ψ̃ℓ0 ≡
√
kψℓ0(kρ), (4.12)

де ψℓ0(ρ) описує основний стан (nr = 0) кулонiвського радiяльно-
го гамiльтонiяну H(−)

η=0 (4.10)-(4.11). Ця функцiя є нормованою, має
правильну поведiнку при ρ → 0, а поведiнка при ρ → ∞ залежить
вiд значення варiяцiйного параметру шкалювання k.

Для обчислення середнього значення енерґiї:

〈ǫ〉k =

〈
−1

2

d2

dρ2
+
ℓ(ℓ+ 1)

2ρ2
+ u(ρ)

〉

k

(4.13)

зручно знайти зв’язок мiж середнiми на шкальованому (4.12) та ви-
хiдному (при k = 1) станах:

〈f(ρ)〉k ≡ k

∫
dρψ2(kρ)f(ρ) =

∫
d̺ψ2(̺)f(̺/k) ≡ 〈f(ρ/k)〉, (4.14)

i врахувати формули iнтеґрування полiномiв Лаґерра [25]:

〈
− d2

dρ 2
+
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

〉
=

1

n2
,

〈
1

ρ
e−ξρ

〉
=

1

n2 (1 + nξ/2)
2n , (4.15)

де n = ℓ + 1. Разом iз спiввiдношеннями (4.11), (4.13) i (4.14) вони
дозволяють знайти вираз для середнього значення енерґiї на варiя-
цiйному станi (4.12)

〈ǫ〉κ =
η2

8κ2
− η

4nκ
f(κ), (4.16)

де f(κ) =
1

(1 + iκ)2n
+

1

(1 − iκ)2n
, (4.17)

а замiсть k введено новий варiяцiйний параметр κ = nη/(2k).
Умова ∂

∂κ 〈ǫ〉κ = 0 мiнiмуму енеґiї (4.16) приводить до рiвности:

η =
κ

n
{f(κ) − κf ′(κ)}, (4.18)
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яка разом з (4.16) визначає енерґiю основного стану як функцiю η,
задану параметрично (у термiнах κ).

Розглянемо детально основний стан, поклавши n = 1. З р-нь
(4.16)-(4.18) випливає, що 〈ǫ〉 ≤ 0 якщо κ ∈ [0,

√
2−1]. При цьому

енерґiя 〈ǫ〉 ∈ [− 1

2
, 0] монотонно зростає разом з безрозмiрною мета-

масою η ∈ [0, 1] так, що зв’язаний стан iснує лише для цих значень
η. На рис. 4a представлено залежнiсть ǫ(η) разом iз результатами
чисельного iнтеґрування рiвняння Шрединґера (4.9) iз гамiльтонi-
яном H(−) (тобто для випадку “притягання” α < 0). Очевидно, що
майже в усьому промiжку η ∈ [0, 1[ варiяцiйне наближення є добрим.
Однак для η & 1 воно стає некоректним. У той же час чисельнi ре-
зультати дають зв’занi стани до значення η ≈ 2.5, вище якого енерґiя
зв’язку стає нехтувано малою: |ǫ|η>2.5 < 10−9, а технiчнi труднощi
чисельного iнтеґрування швидко зростають. Iз рис. 4b очевидно, що
залежнiсть 1/ ln(−ǫ(η)) виходить на асимптоту, що перетинає вiсь
абсцис в точцi η ≈ 3. Вiрогiдно, що далi цього значення зв’язаних
станiв немає. Звичайно, таке припущення вимагає бiльш строгого
математичного обґрунтування. Але з фiзичного погляду стани з не-
хтувано малою енерґiєю зв’язку (навiть якщо вони iснують) можна
не вважати зв’язаними.
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Рис. 4. a) залежнiсть енерґiї основного стану вiд метамаси тахiйон-
ного посередника взаємодiї (у безрозмiрних змiнних ǫ, η) для випад-
ку “притягання” α < 0: суцiльна крива – чисельнi результати, пун-
ктир – варiяцiйне наближення; b) aсимптотична поведiнка енерґiї
при 1 < η < 3.

Варiяцiйне наближення основного стану для випадку “вiдштов-
хування” α > 0 також можна отримати з р-нь (4.16)-(4.18), якщо у
них формально покласти η < 0, а (безрозмiрною) метамасою вважа-
ти |η|. У цьому випадку 〈ǫ〉 ≤ 0 якщо κ ∈ [

√
1+2/

√
3,
√

2+1] i, отже,
η ∈ [0,−1]. Це доводить, що i у випадку “вiдштовхування” iснують
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зв’язанi стани. Кiлькiсно ж застосоване варiяцiйне наближення при
α > 0 є поганим, оскiльки воно дуже переоцiнює енерґiю основного
стану у порiвняннi iз чисельними результатами. З рис. 5a видно, що
зв’язанi стани iснують при 0 < |η| ≤ 2.7, та iмовiрно не iснують при
|η| ≥ 3 (подiбно до випадку α < 0); рис. 5b. Максимум енерґiї зв’язку
|ǫ|max ≈ 0.0764, що досягається при |η| ≈ 3/4, є майже на порядок
меншим, нiж у випадку α < 0. Однак, здатнiсть тахiйонної взаємодiї
зв’язувати частинки матерiї як однакових, так i рiзних скалярних
зарядiв ga (хоч i по-рiзному) є цiкавою, i робить цю взаємодiю дещо
подiбною до ґравiтацiї.
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Рис. 5. Те ж, що на рис. 4, але для випадку “вiдштовхування” α > 0.

5. Модельна задача про зв’язанi стани

Чисельнi розрахунки, представленi в попередньому роздiлi, не дають
однозначної вiдповiдi на питання – чи iснують зв’язанi стани при
великих значеннях метамаси? Тут ми розглядаємо модельну задачу,
в певному сенсi близьку до попередньої, спектр якої можна дослiдити
аналiтично.

Вiдомо, що зонну структуру спектру кристалу якiсно описує ана-
лiтично розв’язна модель Пеннi-Кронiґа, в якiй перiодичний потенцi-
ял кристалу замiнено на дiракiвський гребiнець. За аналоґiєю, зiста-
вимо тахiйонному потенцiялу (4.6), що є амплiтудно модульованою
косинусоїдою, дiракiвський гребiнець iз зубцями змiнної висоти. Для
цього зручно спочатку звести крок косинусоїди до одиницi, записав-
ши рiвняння Шрединґера (4.9)-(4.11) для s-станiв у виглядi:

ψ′′(x) + [ε− v(x)]ψ(x) = 0, де ε = 2π2ǫ/η2, (5.1)

v(x) = κ cosπx/x, x = мr/π, κ = ∓2π/η. (5.2)
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Рис. 6. 1. Тахiйонний потен-
цiял. 2. Еквiвалентний дiра-
кiвський гребiнець.

Тепер замiсть потенцiялу (5.2) розглянемо дiракiвський гребiнець:

w(x) =
∞∑

n=1

βnδ(x− n) (5.3)

iз зубцями змiнної висоти βn, обмежений злiва нескiнченно-високою
стiнкою w(x ≤ 0) = ∞.

Потенцiяли типу (5.3) (з вибраними певним чином βn) викори-
стовуються для опису квазiперiодичних взаємодiй у модульованих
середовищах [26,27]. Для означення βn в нашому випадку зiставимо
потенцiяли (5.2) i (5.3) вимогою, щоб площi арок косинусоїди збi-
галися (тим краще, чим бiльше x) з мiрами вiдповiдних δ-функцiй
(рис. 6):

n+1/2∫

n−1/2

dx v(x) = −κ {Ci ((n+ 1

2
)π)) − Ci ((n− 1

2
)π))} −→

n≫1

2(−)nκ

πn

=

n+1/2∫

n−1/2

dxw(x) = βn ≡ β
(−)n+1

n
, де β ≡ 2κ

π
= ∓4

η
. (5.4)

Хвильова функцiя зв’язаних станiв РШ з потенцiялом (5.3) є су-
перпозицiєю експонент eq i e−q з q =

√
−ε. Її зручно записати так:

ψ(x) = Ansh q(x−n+1) −Bnsh q(x−n), x ∈ (n− 1, n), (5.5)

де сталi An, Bn, n = 1, 2, ... визначаються з крайових умов ψ(0) =
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ψ(∞) = 0 та умов зшивання в точках x = n:

A0 = 0, An+1 = znAn −An−1, n = 1, 2, ... (5.6)

zn = 2

{
ch q +

βn
q

sh q

}
, (5.7)

Bn+1 = An. (5.8)

Система рiвнянь (5.6) приводить до секулярного рiвняння:

K(q, β) ≡ z1 −
1

z2 −
1

z3 − . . .

= 0, (5.9)

що визначає спектр системи. Р-ння (5.9) має сенс, якщо ланцюговий
дрiб K(q, β) збiгається. Для цього достатньо, щоб для усiх n > n0

при деякому n0 виконувалась умова [28]:

|znzn+1| > 4, (5.10)

яка з урахуванням (5.7), (5.4) еквiвалентна до:

n(n+ 1) >
β2

q2
+

|β|
q

cth q. (5.11)

Очевидно, що для будь-яких β i q > 0 знайдеться таке n0, що для
n > n0 умова (5.8) виконується. Хоча авторам не вдалось знайти
аналiтичний вираз для функцiї K(q, β), ї ї можна обчислити з до-
вiльною точнiстю, врахувавши достатню скiнченну кiлькiсть ланок
ланцюгового дробу в (5.9). Для фiксованого β залежнiсть K(q, β)
вiд q становить послiдовнiсть монотонних гiлок, роздiлених точками
нескiнченного розриву. Кожна з гiлок дає один корiнь р-ння (5.9),
формуючи спектр РШ q0(β) > q1(β) > · · · > 0. Нас цiкавить ф-цiя
q0(β), що визначає енергiю основного стану. Надалi покладiмо β > 0,
оскiльки випадок β < 0 якiсно подiбний.

Розглянемо спочатку поведiнку спектру, коли q ≫ 1. У цьому

випадку, згiдно iз (5.7), zn ≈ 2eq
{

1 − (−)n β
nq

}
i, отже, р-ння (5.9)

можна наближено записати так:

K(q, β) ≈ 2eq
{

1 +
β

q

}
− 1

2eq
{

1 − β

2q

}
− 1

2eq {. . . } − . . .

= 0.

(5.12)
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Рис. 7. Залежнiсть енерґiї
основного стану ǫ вiд “мета-
маси” η модельного потен-
цiялу (5.3)-(5.4). Зазначено
мiнiмальну енерґiю та гра-
ничне значення метамаси.

Очевидно, що ця рiвнiсть можлива за умови q ∼ β/2, що дає асим-
птотику для ф-цiї основного стану q0(β) при β ≫ 1 (подiбно можна
оцiнити qi−1 ∼ 1

2
β/i, i = 1, 2, ...). Тодi з (5.1), (5.4) отримуємо:

ǫ =
η2ε

2π2
= −1

2

(
4q

πβ

)2

→ − 2

π2
≈ −1

5
при η =

4

β
→ 0.

Розглянемо тепер поведiнку спектру, коли q → 0. У цьому ви-
падку збiжнiсть ланцюгового дробу швидко погiршується, так що
при q = 0 достатня умова (5.10) не задовольняється. Тому чисельнi
результати в околi q → 0 є ненадiйними. З iншого боку, при β = 0
ланцюговий дрiб в (5.9) стає перiодичним, i його легко обчислити:
K(q, 0) = eq. Отже, K(0, 0) = 1. Якщо припустити, що в околi q → 0
функцiя K(q, β) є неперервною, то ф-я q0(β) може прямувати до 0
лише при деякому β = β0 > 0. Чисельнi рахунки дають β0 ≈ 0.53,
що вiдповiдає значенню метамаси η = 4/β0 ≈ 7.54. Хоча воно пере-
вищує вiрогiдне граничне значення метамаси η ≈ 3 вихiдної задачi
(4.9)-(4.11), але слугує пiдтвердженням iснування такого гранично-
го значення. Спектр основного стану модельної задачi з потенцiялом
(5.3), показаний на рис. 7, також якiсно подiбний на спектр вихiдної
задачi (див. рис. 4а).

6. Висновок

В роботi розглянено частково редуковану модель Юкави, що описує
взаємодiю комплексних скалярних полiв за посередництвом дiйсно-
го скалярного поля. Дiйсне поле вилучається з лаґранжевого опи-
су моделi, i тому не ґенерує вiльних квантiв, а проявляється лише
як класичний посередник взаємодiї. Отриманi з моделi амплiтуди
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пружного розсiяння рiзних двочастинкових систем описуються вiд-
повiдними дiаґрамами Фейнмана звичайної КТП (в 2-му наближен-
нi за g2), однак iз симетричною функцiєю Ґрiна замiсть причинної.
У випадку масивного поля-посередника ця рiзниця не iстотна ниж-
че порогу непружних реакцiй. Однак для тахiйонного поля симе-
трична функцiя Ґрiна є iнварiянтною, а причинна – нi. Таким чи-
ном, у частково редукованiй моделi Юкави природно забезпечується
Пуанкаре-iнварiянтнiсть, а проблеми квантування тахiйонного поля
не виникають.

При взаємодiї через поле уявної маси µ = i м диференцiальний
перетин пружного розсiяння частинок рiзних сортiв, або частинки
та античастинки, має особливiсть (полюс), якщо iмпульс частинок
(у системi ЦМ) є досить великим: 2|p| ≥ м. Цьому полюсу вiдпо-
вiдає поверхня конусу (з вiдповiдним кутом розсiяння), вздовж якої
густина потоку частинок нескiнченна (т. зв. сяйво). Повний пере-
тин при цьому розбiгається. При розсiяннi частинок одного сорту
внаслiдок iнтерференцiї вхiдних та вихiдних потокiв виникають два
симетрично спряженi конуси сяйва.

За умови 2|p| < м полюсу у диференцiальному перетинi немає, i
повний перетин є скiнченним. У цьому випадку розсiяння назад пе-
реважає над розсiянням вперед, на вiдмiну вiд випадку iз звичайним
масивним посередником взаємодiї.

До вiдома авторiв, процеси розсiяння з такими незвичайними вла-
стивостями не спостерiгаються в експериментах. Якщо все ж припу-
стити iснування тахiйонних взаємодiй, то неузгодженнiсть теорiї та
дослiду вимагає пояснення. Таку неузгодженiсть можна тлумачити
по-рiзному.

Один можливий шлях – вважати промiжний стан, що вiдповiдає
тахiйонним лiнiям в дiаґрамах Фейнмана (Рис. 1), нестабiльним. Тодi
знаменники тахiйонного пропаґатора (3.11) в амплiтудах (3.4)-(3.6),
тобто вирази t+ м2, s+ м2 i т.д., переходять у брейт-вiґнерiвськi ви-
рази t+ м2 − i мΓ i т.д., а вiдповiднi полюси – у скiнченнi пiки ши-
риною Γ. Подiбна тахiйонна iнтерпретацiя пiкiв у перетинах мезон-
нуклонних реакцiй була запропонована у роботi [8], хоча вона не
зазнала подальшого розвитку чи глибшого пiдтвердження.

Iнше можливе тлумачення неспостережуваности сяйва при розсi-
яннi частинок убiк – це припущення, що метамаса тахiйонного поля
сягає кiлькох ТеВ чи бiльше. Тодi умова iснування полюсу (3.14) не
забезпечується на сучасних прискорювачах (хоча й може досягатися
у майбутньому).

У задачi про зв’язанi стани, обумовленi тахiйонною взаємодiєю,
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ми обмежились нерелятивiстичним розглядом системи двох части-
нок рiзних сортiв. Взаємодiя у такiй системi вiдповiдає дiаґрамi та-
хiйонного обмiну (рис. 1а), а iнтерференцiйний (рис. 1b) та анiґiля-
цiйний (рис. 1c) внески вiдсутнi. Отриманий тут нерелятивiстичний
потенцiял взаємодiї (4.6) має вигляд кулонiвського, модульованого
косинусоїдою iз кроком 2π/м. Для розв’язання рiвняння Шрединґе-
ра iз цим потенцiялом були застосованi як варiяцiйний, так i чи-
сельний методи. Варiяцiйним методом доведено, що зв’язанi стани
iснують як для вiд’ємного, так i для додатнього значення констан-
ти взаємодiї α = − 1

16π
g1g2
m1m2

, у дiапазонi метамас м = ηmr|α|, де
0 < η < 1. Чисельнi розрахунки дають iснування зв’язаних станiв i
при 1 ≤ η ≤ 2.5, причому енерґiя зв’язку основного стану швидко
спадає iз зростанням метамаси так, що |E/ERy| < 10−9 при η = 2.5.
Труднощi чисельного iнтеґрування при η > 2.5 швидко зростають i
не дають надiйних результатiв, хоча апроксимацiя залежности E(м)
в цiй областi показує подальше стрiмке спадання енерґiї зв’язку аж
до нуля при м ≃ 3mr|α|. Очевидно, що це значення є лише оцiн-
кою, i питання про iснування верхньої межi метамаси для утворення
зв’язаних станiв потребує додаткового обґрунтування.

Для цього ми розглянули модельну задачу типу Пеннi-Кронiґа.
Тлумачачи тахiйонний потенцiял як косинусоїду, модульовану ку-
лонiвським потенцiялом, ми спiвставили йому таким же ж чином
модульований антиперiодичний дiракiвський гребiнець. При розв’я-
заннi задачi на власнi значення з таким потенцiялом можна уни-
кнути чисельного iнтерування рiвняння Шрединґера, i звести її до
розв’язання секулярного рiвняння у термiнах ланцюгового дробу. В
рамках цiєї модельної задачi також отримано арґументи, хоч i не
зовсiм строгi, на користь iснування граничного значення метамаси,
при якому зв’язанi стани зникають.
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27. J. B. Sokoloff and J. V. Josë. Localozation in an almost periodically
modulated array of potential barriers. Phys. Rev. Lett. 49, No 5,
334-337 (1982).

28. W. B. Jones and W. J. Thron, Continued Fractions. Analytic Theory
and Applications. (Addison-Wesley, London 1980).



CONDENSED MATTER PHYSICS

The journal Condensed Matter Physics is founded in 1993 and
published by Institute for Condensed Matter Physics of the National
Academy of Sciences of Ukraine.

AIMS AND SCOPE: The journal Condensed Matter Physics
contains research and review articles in the field of statistical mechanics
and condensed matter theory. The main attention is paid to physics of
solid, liquid and amorphous systems, phase equilibria and phase transi-
tions, thermal, structural, electric, magnetic and optical properties of
condensed matter. Condensed Matter Physics is published quarterly.

ABSTRACTED/INDEXED IN: Chemical Abstract Service,
Current Contents/Physical, Chemical&Earth Sciences; ISI Science Ci-
tation Index-Expanded, ISI Alerting Services; INSPEC; “Referatyvnyj
Zhurnal”; “Dzherelo”.

EDITOR IN CHIEF: Ihor Yukhnovskii.

EDITORIAL BOARD: T. Arimitsu, Tsukuba; J.-P. Badiali, Paris;
B. Berche, Nancy; T. Bryk (Associate Editor), Lviv; J.-M. Caillol,
Orsay; C. von Ferber, Coventry; R. Folk, Linz; L.E. Gonzalez, Valladolid;
D. Henderson, Provo; F. Hirata, Okazaki; Yu. Holovatch (Associate Edi-
tor), Lviv; M. Holovko (Associate Editor), Lviv; O. Ivankiv (Managi-
ng Editor), Lviv; Ja. Ilnytskyi (Assistant Editor), Lviv; N. Jakse,
Grenoble; W. Janke, Leipzig; J. Jedrzejewski, Wroc law; Yu. Kalyuzhnyi,
Lviv; R. Kenna, Coventry; M. Korynevskii, Lviv; Yu. Kozitsky, Lublin;
M. Kozlovskii, Lviv; O. Lavrentovich, Kent; M. Lebovka, Kyiv;
R. Lemanski, Wroc law; R. Levitskii, Lviv; V. Loktev, Kyiv; E. Lomba,
Madrid; O. Makhanets, Chernivtsi; V. Morozov, Moscow; I. Mryglod
(Associate Editor), Lviv; O. Patsahan (Assistant Editor), Lviv; O. Pi-
zio, Mexico; N. Plakida, Dubna; G. Ruocco, Rome; A. Seitsonen, Zürich;
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