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Анотацiя. Запропоноване ранiше формулювання кiнетичної теорiї
для густих газiв з багатосходинковим потенцiалом взаємодiї поши-
рено на випадок сумiшi. Наведено гiдродинамiчнi рiвняння балан-
су для густин маси, iмпульсу та енергiї. У першому порядку моди-
фiкованого методу Чепмена-Енскога знайдено лiнiйнi за ґрадiєнта-
ми розв’язки для одночастинкових функцiй розподiлу та оберненої
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ски до дифузiйного потоку маси, тензора напружень i потоку тепла.
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1. Вступ

Побудова кiнетичної теорiї для звичайних плавних потенцiалiв при
високих густинах суттєво ускладнюється завдяки зiткненням вищої
кратности. Тому її зазвичай розвивають для модельних потенцiалiв
у наближеннi парних зiткнень. Вiдносна простота i помiтний успiх
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кiнетичної теорiї Енскога для системи твердих кульок [1–5] та сумi-
шей [7–9] сприяють тому, що вона служить основою i зразком при
побудовi теорiй для потенцiалiв, що краще вiдтворюють реальнi вза-
ємодiї, зокрема, мiжчастинкове притягання.

Одним з перших таких прикладiв може бути кiнетична теорiя
Райса-Олнета [10, 11], у якiй внесок типу Фокера-Планка моделює
рух частинок як броунiвський в iнтервалах мiж зiткненнями на твер-
дiй серцевинi. З цiєю ж метою для потенцiала “твердi кульки +
плавний хвiст” було запропоновано кiнетичну теорiю середнього по-
ля [12–15], внесок вiд хвоста у якiй враховується через самоузгодже-
ний iнтеґрал зiткнень. Хоч вiн не виробляє ентропiї [16] i впливає
непрямо на коефiцiєнти переносу (через термодинамiчнi величини),
проте ця теорiя покращує [12,16,17] результати для коефiцiєнтiв пе-
реносу густих газiв та рiдин.

Потенцiал прямокутної ями (ПЯ) слiд вважати кращим в тому
розумiннi, що його iнтеґрал зiткнень явно враховує парнi процеси
на вiдстанях мiжмолекулярного притягання i тому, подiбно до iнте-
ґрала зiткнень Енскога, зумовлює вироблення ентропiї. Дотриман-
ня закону збереження енергiї в парних процесах дає змогу виявити
структуру кiнетичної теорiї, характерну для густих систем i деякою
мiрою з’ясувати роль далекосяжної взаємодiї у процесах переносу та
релаксацiї.

У найперших формулюваннях кiнетичної теорiї систем з потен-
цiалом прямокутної ями [18] i сумiшей [19, 20], вiдомих як теорiя
DRS, знехтувано збереженням енергiї, а для парної функцiї розпо-
дiлу прийнято локально-рiвноважне наближення в дусi Енскога. Пi-
знiше цi недолiки було усунуто [21] так, що вiдповiдна кiнетична
теорiя (Revised DRS) задовольняє H-теорему, а для парного розпо-
дiлу використано наближення неоднорiдної рiвноваги, аналогiчне до
запропонованого для твердих кульок [4]. Тут же враховано рiвняння
балансу для густини енергiї взаємодiї, яке доповнює кiнетичне рiвня-
ння для одночастинкової функцiї розподiлу. Це якiсно мiняє структу-
ру теорiї, зумовлюючи появу додаткового нерiвноважного параметра
— оберненої потенцiальної квазiтемператури. При цьому виникають
додатковi внески в деякi коефiцiєнти переносу, головним чином, в
об’ємну в’язкiсть [16, 22]. Дослiдження спектру лiнеаризованої тео-
рiї виявило [23], однак, моду обмiнного типу, вiдсутню в системах з
плавною взаємодiєю, i тому приписану розривностi потенцiала ПЯ.

Багатосходинковий (БС) потенцiал точнiше нiж прямокутна яма
вiдтворює реальнi взаємодiї, а побудована для нього кiнетична те-
орiя [24–26] дає краще узгодження результатiв числового розрахун-
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ку [27,28] для коефiцiєнтiв переносу з експериментом. Для неї також
доведено H-теорему [25,26]. Дуже корисною рисою БС потенцiала є
бiльша його варiативнiсть у порiвняннi з прямокутною ямою. Так,
збiльшуючи кiлькiсть сходинок i одночасно зменшуючи вiдстанi мiж
ними, можна в границi отримати довiльний наперед заданий потен-
цiал. Показано [24,27], що вiдповiдний iнтеґрала зiткнень переходить
в iнтеґрал зiткнень кiнетичної теорiї середнього поля [12, 14].

Завдання цiєї роботи полягає в тому, щоб узагальнити попереднi
в кiлькох аспектах. По-перше, записати теорiю i вивести результа-
ти для коефiцiєнтiв переносу кiлькасорної сумiшi i, до того ж, з БС
потенцiалом. Досi для нього розглядалася система частинок одно-
го сорту. У випадку потенцiала ПЯ вiдомо результати [19, 20] для
двосорної сумiшi, отриманi, однак, без збереження енергiї (в межах
теорiї DRS, [18]). По-друге, для парної функцiї розподiлу сумiшi ви-
користати наближення неоднорiдної рiвноваги (як у теорiях RET [4]
i RDRS [21]), яке забазпечувало б виконання спiввiдношень взаєм-
ности Онзаґера. У попереднiх працях цього теж немає. По-третє,
надати викладу й результатам повнiшої форми, навiвши бiльш де-
тально промiжнi вирази, якi, на жаль, вiдсутнi у лiтературi як для
потенцiала ПЯ, так i для БС потенцiала.

Отже, пiсля формулювання рiвнянь кiнетичного рiвня опису i
умови замикання у §2, ми шукаємо нормальний розв’язок вiдповiд-
ної системи кiнетичних рiвнянь за допомогою модифiкованого ме-
тоду Чепмена-Енскога (§3). Тут у першому порядку по ґрадiєнтах
отримуємо iнтеґральнi рiвняння для поправок до одночастинкових
функцiй розподiлу, а з рiвняння для густини потенцiальної енергiї —
вираз для поправки до оберненої потенцiальної квазiтемператури. У
§4 розраховано внески до потокiв, з яких слiдують вирази для кое-
фiцiєнтiв переносу. Завершують основну частину загальнi висновки
(§5).

У додатках наведено формулювання локальної термодинамiки
сумiшей (§A), ґрадiєнтний i груповий розклади парної функцiї роз-
подiлу (§B), довiдковi вдомостi про функцiї швидкостей (§C) та роз-
рахунок необхiдних iнтеґралiв (§D).

2. Кiнетичний опис i рiвняння гiдродинамiки

У кiнетичнiй теорiї систем iз притяганням — наприклад, типу по-
тенцiала прямокутної ями чи багатосходинкового (БС) потенцiала
— процеси взаємодiї на вiдстанi (тобто, не при контактi твердих сер-
цевин) враховуються необоротнiм чином. До того ж, при помiрних
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i високих густинах вже не можна нехтувати внеском вiд взаємодiї у
густину енергiї. Тому на кiнетичному рiвнi опису, кiнетичне рiвня-
ння для одночастинкової функцiї розподiлу треба доповнювати рiв-
нянням переносу для густини потенцiальної енергiї взаємодiї. Цей
момент якiсно мiняє картину кiнетичного етапу еволюцiї [23] порiв-
няно iз системою твердих кульок i, зокрема, має враховуватись при
побудовi кiнетичної теорiї густих систем iз реалiстичною плавною
взаємодiєю [29].

rij
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LJ potential
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Рис. 1. Модельний багатосходинковий потенцiал.

Розгляньмо M -сортну модельну систему класичних частинок, якi
взаємодiють за допомогою парних багатосходинкових потенцiалiв.
Приблизно повторюючи хiд реалiстичного потенцiала, багатосходин-
ковий φMS

ij складається з твердої серцевини (позначеної через ‘c’) та
системи вiдштовхувальних (r) i притягальних (a) стiнок скiнченної
висоти (Рис. 1). Геометрiя БС потенцiала визначається такими па-
раметрами [30,31]: σc1

ij , σrl
ij , σ

al
ij — розташування нескiнченно високої

стiнки твердої серцевини, вiдштовхувальних i притягальних стiнок
скiнченної висоти, вiдповiдно; Kc

ij = 1, Kr
ij та Ka

ij — кiлькостi вiдпо-
вiдних стiнок. Параметри φrlij , φ

al
ij позначають значення БС потенцi-

ала мiж стiнками, а

ǫrlij = φrlij − φr,l+1
ij , ǫalij = φalij − φa,l−1

ij (1)
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характеризують висоти стiнок. Їх означено так, що ǫrlij , ǫ
al
ij > 0. Пла-

то потенцiала нумеруються в бiк зростання мiжчастнкової вiдстанi:
для вiдштовхувальної частини — починаючи вiд стiнки твердої сер-
цевини, для притягальної — вiд першої притягальної стiнки.

2.1. Кiнетичне рiвняння

Вперше кiнетичну теорiю для БС потенцiала було розглянуто у пра-
цях [24–28] для односортної системи. У випадку сумiшi рiвняння
для одночастинкової функцiї розподiлу fi частинок сорту i має ви-
гляд [30, 31]:

[∂t + vi · ∇]fi(r,vi, t) = Ii[f2], (2)

де ∂t ≡ ∂
∂t , ∇ ≡ ∂

∂r . З частинкою сорту i можуть взаємодiяти ча-

стинки усiх сортiв, тому Ii[f2] =
∑M

j=1 Iij [f
ij
2 ], де f ij

2 — двочастинко-
вi функцiї розподiлу, спiввiдношення замикання для яких наведено
нижче. Вiдповiдно до структури БС потенцiала, кожен з iнтеґра-
лiв зiткнень Iij складається з двох дещо рiзних внескiв, а саме, вiд
зiткнень при контактi твердих серцевин та вiд процесiв на стiнках
скiнченної висоти. Перший подiбний до iнтеґрала зiткнень Енско-
га [1–4, 9] для твердих кульок, а другий — до iнтеґрала зiткнень,
введеного для потенцiала прямокутної ями [18,21].

Попри свої вiдмiнностi, їх можна записати спiльною формулою,
ввiши [30, 31] параметри типу стiнки q = {c, r, a} i типу проце-

су p на нiй. Для c-стiнки можливий лише парний процес вiдбиття,
який будемо позначати як ⊙. Для r- i a-стiнок можливi три типи
(ij)-процесiв, залежно вiд спiввiдношення мiж значенням кiнетичної
енергiї вiдносного руху частинок та висоти стiнки, а також вiд хара-
ктеру взаємного руху (зближення чи вiддалення), а саме: опускання

p = ⊕, пiдйом p = ⊖ та вiдбиття p = ⊗. Об’єднання внескiв вiд
перелiчених процесiв можна подати так:

Iij [f
ij
2 ] =

c|r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Iqlpij [f ij
2 ], (3)

де мається на увазi, що на стiнцi типу q = c може вiдбуватися лише
процес ⊙, а коли q = {r, a} — враховуються три iншi процеси. Суму-
вання по l має враховувати всi стiнки кожного типу, тому ми часто
будемо писати

∑

l. Те саме стосується сум по сортах.
Iнтеґрали зiткнень Iqlpij до певної мiри одноманiтнi, хоч вiдрiзня-

ються мiж собою в деталях. Приписавши символьним “значенням”
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параметрiв q та p формальнi числовi значення

q =





c
r
a



 =





−1
−1
+1



 , p =





⊕ опускання
⊖ пiдйом
⊗ вiдбиття



 =





+1
−1
0



 , (4)

можемо записати таку спiльну формулу:

Iqlpij [f ij
2 ] = (σql

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσθp(vjiσ)× (5)

× [f ij
2 (r,vqlp

i , r+ γpσ
ql
ij ,v

qlp
j )γ

∗
p − f ij

2 (r,vi, r− γpσ
ql
ij ,vj)

γp ],

де vi, vj та v
qlp
i , v

qlp
j — швидкостi частинок до i пiсля процесу p

на стiнцi (q, l), поясненi нижче; σ̂ — одиничний вектор взаємного
розташування частинок, σql

ij = σql
ij σ̂, vjiσ = (vj − vi)· σ̂. Характернi

функцiї θ⊙, θ⊗, θ⊕ i θ⊖ задають обмеження по проекцiї вiдносної
швидкости vjiσ i означають вiдповiдно

θ(vjiσ), θ(vjiσ) θ(v
ql
ij − vjiσ) θ(vjiσ), θ(vjiσ − vqlij ).

Оскiльки f ij
2 розривна в координатному просторi у точках розриву

потенцiала φMS
ij , то параметри γp i γ∗p покликанi задавати у прямому

й зворотному зiткненнях граничнi значення двочастинкових функцiй
розподiлу, означенi як

f ij
2 (r, ., r+ σ, .)± ≡ lim

δ→0+
f ij
2 (r, ., r+ (σ ± δ)σ̂, .). (6)

Для допустимих значень p вони дорiвнюють:

γ{⊙,⊗,⊕,⊖} = {+1,−q, q,−q}, γ∗{⊙,⊗,⊕,⊖} = {+1,−q,−q, q}.

Крiм того, як видно з ф. (5), параметр γp використовується ще для
визначення просторових позицiй частинки j.

Закони парного зiткнення для процесiв ⊙ та ⊗ такi ж, як i для
твердих кульок, тобто vc1⊙

i = v
ql⊗
i = v′

i та vc1⊙
j = v

ql⊗
j = v′

j , де:

v′
i = vi + 2Mjvji · σ̂σ̂, v′

j = vj − 2Mivji · σ̂σ̂; (7)

тут, наприклад, Mj = mj/(mi +mj) — вiдносна маса, а mj — маса
частинки сорту j. Швидкостi пiсля процесiв ⊕ i ⊖ визначаються так:

v
qlp
i = vi +Mj[vjiσ −

√

v2jiσ + p(vqlij )
2] σ̂, (8)

v
qlp
j = vj −Mi[vjiσ −

√

v2jiσ + p(vqlij )
2] σ̂,
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де vqlij = (2ǫqlij/µij)
1/2 — висота стiнки в одиницях швидкости, µij =

mimj/(mi +mj) — приведена маса.
Пiдсумовуючи, зауважмо, що числовi значення параметрiв p та

q використовуються у ф. (5) щоб визначати тип θ-функцiї, точку
розташування частинки j у функцiї f ij

2 та її граничнi значення через
параметри γp та γ∗p . У всiх iнших мiсцях, параметри q i p слiд вважати

символами. Подаймо ще явний вигляд внескiв Iqlpij :

Ic1⊙ij [f ij
2 ] = (σc1

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ)× (9)

× [f ij
2 (r,v′

i, r+ σc1
ij ,v

′
j)

+ − f ij
2 (r,vi, r− σc1

ij ,vj)
+],

Iql⊗ij [f ij
2 ] = (σql

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ) θ(v
ql
ij − vjiσ)× (10)

× [f ij
2 (r,v′

i, r− qσql
ij ,v

′
j)

−q − f ij
2 (r,vi, r+ qσql

ij ,vj)
−q],

Iqlpij [f ij
2 ] = (σql

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ − δ−1,pv
ql
ij )× (11)

× [f ij
2 (r,vqlp

i , r+ qpσql
ij ,v

qlp
j )−qp − f ij

2 (r,vi, r− qpσql
ij ,vj)

qp],

де останнiй вираз стосується процесу ⊕ чи ⊖ i в ньому використано
символ Кронекера в арґументi θ-функцiї.

Iнтеґрали зiткнень можна згрупувати за типом процесу, просу-
мувавши по вiдповiдних стiнках:

Iij = I⊙ij + I⊗ij + I⊕ij + I⊖ij , (12)

де Ipij =
c|r,a∑

q

∑

l

Iqlpij [f ij
2 ]; тут мається на увазi, що q приймає значення

або c, або {r, a}.
Миттєвi процеси на стiнках БС потенцiала в деякiй мiрi вiдповiд-

ають незавершеним траєкторiям розсiяння в областi плавної змiни
мiжмолекулярного потенцiала реальної густої системи. Замiсть того,
щоб враховувати складнi внески вiд цих незавершених розсiянь, ми
ефективно замiняємо їх на миттєвi процеси на сходинках.

2.2. Рiвняння для густини потенцiальної енергiї

Введiмо позначення для усереднень iз f i
1 та f ij

2 , якi використовую-
ться при розглядi гiдродинамiчних густин a унарного й бiнарного
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типiв:

〈ψi
a〉ivi

≡
∫

dvi fi(r,vi, t)ψ
i
a(r,vi, t), (13)

〈ψij
a 〉2,ij

vixj
≡
∫

dvidxj f
ij
2 (r,vi, xj , t)ψ

ij
a (r,vi, xj , t), (14)

де xj ≡ {rj ,vj} — змiнна фазового простору. У верхньому iндексi
знака усереднення вказано тип функцiї та сорти, а в нижньому —
змiннi iнтеґрування.

Густий газ чи рiдина описуються на гiдродинамiчному рiвнi гу-
стинами числа частинок, iмпульсу та повної енергiї. Для визначення
останньої недостатньо одночастинкової функцiї розподiлу, тому рiв-
няння для fi має доповнюватися на кiнетичному рiвнi рiвнянням
балансу для густини потенцiальної енергiї взаємодiї:

ep(r, t) ≡
M∑

i,j=1

〈12φ
MS
ij (rij)〉2,ijvixj

∣
∣
ri→r

, (15)

де rij ≡ |ri − rj |. Його можна вивести з другого рiвняння ланцюжка
ББГКI, записаного для системи з БС потенцiалом. У роботах [30,31]
наведено евристичне виведення цього рiвняння на основi уявлень про
кiлькiсть прямих i зворотнiх зiткнень:

∂te
p +∇· [Vep + qp] = sp, (16)

де V(r, t) — гiдродинамiчна швидкiсть, означена пiсля ф. (24), а по-
тiк (у локальнiй системi вiдлiку) та джерело потенцiальної енергiї
дорiвнюють:

qp(r, t) =

M∑

i,j=1

〈12ciφ
MS
ij (rij)〉2,ijvixj

∣
∣
ri→r

, (17)

sp(r, t) = −
M∑

i,j=1

r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

⊕,⊖
∑

p

1
2p ǫ

ql
ij (σ

ql
ij )

2× (18)

×
∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θp(vjiσ)f
ij
2 (r,vi, r− qpσql

ij ,vj)
qp;

тут ci ≡ vi−V — теплова швидкiсть. Джерело, подiбно до Ii, є фун-
кцiоналом вiд двочастинкових функцiй розподiлу sp = sp[f2]. Рiвня-
ння (16) — аналог вiдповiдного рiвняння для систем iз потенцiалом
прямокутної ями [16,21, 22].
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2.3. Спiввiдношення замикання

Всяке замикання повинно мати симетрiйнi властивостi функцiй f ij
2 ,

на яких, зокрема, ґрунтується виведення рiвнянь балансу (див. §2.4).
Замикання вибираємо, нехтуючи кореляцiями в просторi швидко-
стей:

f ij
2 (xi, xj , t) ≈ f̄ ij

2 (xi, xj , t) ≡ fi(xi, t)fj(xj , t) g
ij
2 (ri, rj , t). (19)

Парна функцiя розподiлу gij2 функцiонально залежить вiд густин чи-
сла частинок {n} ≡ {n1(r, t), . . . , nM (r, t)} й оберненої потенцiальної
квазiтемператури βp(r, t),

gij2 (ri, rj , t) = gij2 (ri, rj |{n}, βp), (20)

так, що вона має [4, 21] такий самий груповий розклад (n-вузли, f -
зв’язки1), як у рiвновазi. Однак, у нерiвноважному випадку функцiя
nk(r, t) замiняє змiнну nk, а βp

2 (r
′, r′′, t) = 1

2 [β
p(r′, t)+βp(r′′, t)] замiняє

1/kBT на кожному зв’язку.
Це замикання обґрунтовується теоретично з високим ступенем

строгости. Нехтування парної кореляцiї швидкостей (19) безпосере-
дньо слiдує з квазiрiвноважного розподiлу

̺q(x
N ; t) = exp

{

− Φ(t)−
M∑

i=1

∫

dxai(x, t) n̂i(x)−
∫

drβp(r, t) êp(r)
}

,

який максимiзує iнформацiйну ентропiю при додаткових умовах, що
вiн правильно вiдтворює змiннi кiнетичного рiвня опису {f} та ep.
Тут Φ(t) — функцiонал Масьє-Планка, ai(x, t) — ляґранжевi мно-
жники, спряженi до одночастинкових функцiй розподiлу, n̂i(x) —
мiкроскопiчна густина числа частинок сорту i у фазовому просторi,
êp(r) — мiкроскопiчна густина потенцiальної енергiї взаємодiї. Обер-
нена потенцiальна квазiтемпература βp входить у ̺q як множник
Ляґранжа, спряжений до ep.

Такий принцип максимiзацiї застосовано при формулюваннi кiне-
тичних теорiй для систем з потенцiалами твердих кульок [14], “твердi
кульки + плавний хвiст” [13, 14] i прямокутної ями [21,23].

Цi ж iдеї використано в рамках бiльш загального методу нерiв-
новажного статистичного оператора [32, 33] у формулюваннi моди-
фiкованих граничних умов [34] до ланцюжка рiвнянь ББГКI, якi
виступають як засiб врахувати кореляцiї, зумовленi iснуванням най-
повiльнiших гiдродинамiчних змiнних, що задовольняють локальнi

1Тут f позначає рiвноважну функцiю Майєра fM
ij (r) ≡ e−φij(r)/kBT − 1.
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закони збереження. Простiшi граничнi умови запропоновано в пра-
цi [35]. Для односорної системи з БС потенцiалом наведене зами-
кання теж отримано [25, 26] за допомогою введення модифiкованих
граничних умов. Завдяки βp прийнята функцiональна гiпотеза (19)
i (20) для f ij

2 не є боголюбiвською.
Припущення про форму gij2 у виглядi групового розкладу вперше

введено для твердих кульок [4] i застосовувалося для частинок з
потенцiалом прямокутної ями [21].

У загальних рисах прийняте замикання має вигляд наближення
парних зiткнень, хоч i дещо модифiкованого. Всi внески до iнтеґрала
зiткнень Ii стають бiлiнiйними операторами, а джерело sp — бiлiнiй-
ним функцiоналом функцiй fi. Вiд оберненої квазiтемператури вони
залежать параметрично через парнi функцiї розподiлу gij2 :

Ii[f, f ;β
p], sp[f, f ;β

p].

Надалi ми не будемо зазначати залежности вiд βp. Замикання (19),
(20) має ще ту особливiсть, що не виражається прямо через змiн-
ну опису ep. Як наслiдок, хоч самi рiвняння записанi для {f} та
ep, розв’язки отримуватимемо для {f} i βp. Шукаючи нормальнi
розв’язки, нема необхiдности знати рiвняння еволюцiї для βp(r, t).
Проте, його можна отримати, виходячи з рiвняння для ep(r, t) й ви-
користовуючи функцiональний зв’язок мiж ep й βp.

Ще зауважмо, що отримана система рiвнянь для {f} та ep може
застосовуватися тiльки в областi високих густин, коли внесками вiд
послiдовних процесiв на 2-х i бiльше сусiднiх сходинках можна зне-
хтувати (наближення парних зiткнень стосовно кожної сходинки).
Це наближення зумовлює обмеження на густину системи [27,28], яке
для сумiшей модифiкується до:

∆σ

σc1
m

≫ 1

4
√
2π n(σc1

m )3 gm2 (σc1)+
, (21)

де ∆σ — найменша вiдстань мiж стiнками, σc1
m ≡ min{σc1

ij }, n — пов-

на густина системи, gm2 (σc1)+ ≡ min{gij2 (σc1
ij )

+} — найменше з конта-
ктних значень парних функцiй розподiлу.

Наостанок вiдзначмо, що функцiонал gij2 розривний у точках роз-
риву БС потенцiала i задовольняє спiввiдношення:

gij2 (r, r± σ
ql
ij |{n}, βp)−q = eβ

p
2 (r,r±σ

ql
ij) ǫ

ql
ijgij2 (r, r± σ

ql
ij |{n}, βp)q. (22)
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2.4. Гiдродинамiчний рiвень опису

Повнi густини. На гiдродинамiчному рiвнi система описується
рiвняннями балансу для густин збережуваних величин — маси ρ, iм-
пульсу p та енергiї e. З кiнетичного рiвняння (2) виводяться рiвняння
лише для ρ, p i густини кiнетичної енергiї ek, якi є одночастинковi:





ρ(r, t)
p(r, t)
ek(r, t)



 =

M∑

i=1

〈





mi

mivi
1
2miv

2
i



〉ivi
. (23)

Їхнi рiвняння балансу у випадку сумiшi отримано у [30, 31]:

∂t





ρ
p

ek



+∇·





Vρ
Vp+ P

Vek + P·V+ qk



 =





0
0
sk



 , (24)

де пiд дiверґенцiєю видiлено конвективнi потоки, а V ≡ p/ρ — гiдро-
динамiчна швидкiсть. Тензор напружень P i тепловий потiк qk (що
стосується ek) складаються iз внескiв кiнетичного типу i внескiв вiд
взаємодiї (позначенi верхнiми iндексами “k” i “MS”):

P = P
k + P

MS, qk = qk
k + qMS

k .

Останнi, своєю чергою, зумовленi вiдштовхуванням на твердiй сер-
цевинi (iндекс ⊙) i процесами на сходинках скiнченної висоти: PMS =
P⊙+⊗+⊕+⊖, qMS

k = q⊙+⊗+⊕+⊖
k . Явнi вирази для усiх внескiв, запи-

санi через швидкостi у локальнiй рухомiй системi вiдлiку ci та cj ,
мають такий вигляд [30, 31]:

(
P

qk

)k

=
∑

i

〈
(
micici
1
2mic2i ci

)

〉ici , (25)

(
P

qk

)p

=
∑

ij

c|r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

γp
1
2 (σ

ql
ij )

3

∫

dcidcjdσ̂ cjiσθ
p(cjiσ)σ̂ × (26)

×
(

mi[c
qlp
i − ci]

1
2mi[(c

qlp
i )2 − c2i ]

)
∫ 1

0

dλ f ij
2 (r + γpλσ

ql
ij , ci, r− γpλ̄σ

ql
ij , cj)

γp ,

де внески вiд процесiв ⊙, ⊗, ⊕ i ⊖ виражено спiльною формулою,
подiбно до випадку з iнтеґралами зiткнень. Тут використано позна-
чення λ̄ ≡ 1− λ, а γp, θp i cqlpi означають те саме, що й у ф. (5).
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Джерело sk у правiй частинi рiвняння (24) отримується таке, що
тотожно sk = −sp, ф. (18). Тому рiвняння балансу для густини пов-
ної енергiї e ≡ ek + ep не має джерела:

∂te+∇· [Ve + P·V+ q] = 0, (27)

що означає збережуванiсть повної енергiї; тут q ≡ qk + qp — повний
потiк тепла.

Подаймо ще рiвняння для густини внутрiшньої енергiї ε ≡ εk+εp,
де εk ≡ ek− 1

2ρV
2 — густина внутрiшньої кiнетичної енергiї i εp ≡ ep.

Виключiм з ф. (24) для ek конвективний внесок 1
2ρV

2, рiвняння для
якого отримується з рiвнянь для густини iмпульсу та гiдродинамiч-
ної швидкости

dtV + ρ−1∇· P = 0, (28)

де dt ≡ ∂t +V·∇ — так звана матерiальна похiдна. Тодi маємо:

∂tε
k +∇· [Vεk + qk] = sk − P :∇V†. (29)

Об’єднавши його з рiвнянням (16) для ep, отримуємо для густини
повної внутрiшньої енергiї:

∂tε+∇· [Vε+ q] = − P :∇V†. (30)

Джерело у правiй частинi зумовлене процесами внутрiшнього тертя.

Сортовi густини. Густини маси та числа частинок сорту i

ρi(r, t) ≡ 〈mi〉ivi
, ni(r, t) ≡ 〈1〉ivi

, (31)

для яких
∑

i ρi = ρ i
∑

i ni = n, задовольняють такi рiвняння [30,31]:

∂t

[
ρi
ni

]

+∇·
[

V

(
ρi
ni

)

+

(
Jmd
i

Jnd
i

)]

= 0, (32)

де
Jmd
i (r, t) ≡ 〈mici〉ici Jnd

i (r, t) ≡ 〈ci〉ici (33)

— дифузiйнi потоки маси та числа частинок, якi можна записати як
Jmd
i = ρiV

d
i та Jnd

i ≡ niV
d
i , де дифузiйна швидкiсть

Vd
i (r, t) ≡ 〈vi〉ivi

/ni(r, t)−V(r, t), (34)

визначається як середня теплова швидкiсть сорту: Vd
i = 〈ci〉ici/ni.

Вона визначає макроскопiчний рух сорту i на тлi гiдродинамiчного
руху всiєї сумiшi. Дифузiйнi потоки маси задовольняють умову:

M∑

i=1

Jmd
i = 0. (35)
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3. Нормальний розв’язок

На кiнетичному рiвнi сумiш описується M + 1 змiнними:

{f1, . . . , fM ; ep}, (36)

причому густина потенцiальної енергiї особлива тим, що не залежить
вiд швидкостей частинок. На гiдродинамiчному рiвнi, коли необхiдно
описати й мiжсортовий рух, потрiбно M + 2 змiнних:

{ρ1, . . . , ρM ;p, e} або {ρ1, . . . , ρM ;V, ε}, (37)

де другий набiр вiдповiдає опису в локальнiй системi вiдлiку. Якщо
мiжсортовi процеси нас не цiкавлять, то фiгурує лише сумарна гу-
стина маси ρ i сумiш описується набором iз трьох змiнних {ρ,p, e}.
Всi гiдродинамiчнi змiннi є функцiями часу i просторових координат.

Рiвняння балансу для {ρ1, . . . , ρM ;p, e} за своєю природою ло-
кальнi, оскiльки описують змiну цих функцiй у точцi r i момент ча-
су t за допомогою iнших функцiй — потокiв Jmd

i , P i q, обчислених
також у точцi r i момент часу t. Однак, самi цi рiвняння незамкне-
нi, оскiльки потоки не вiдомi. Приймаючи рiзнi умови замикання
для f ij

2 i застосовуючи рiзнi методи розв’язування рiвнянь кiнети-
чного рiвня, можна отримати як локальнi рiвняння переносу, так i
просторово-нелокальнi, або ж i нелокальнi в часi рiвняння, тобто, iз
пам’яттю.

Iснує клас розв’язкiв кiнетичних рiвнянь, коли функцiя розпо-
дiлу шукається у такому виглядi, що залежить вiд r i t лише фун-

кцiонально через змiннi гiдродинамiчного рiвня. Такi розв’язки на-
зивають нормальними. У випадку високої густини потрiбно моди-
фiкувати поняття нормального розв’язку, прийнявши, що усi змiннi
кiнетичного рiвня (36) залежать вiд r i t функцiонально через змiннi
набору (37):

fi(r,vi, t) = fi(vi|{n},V, ε), (38)

ep(r, t) = ep[{n},V, ε], (39)

де замiсть {ρ} використано густини числа частинок {n}. Нормаль-
нi розв’язки описують пiзнiй етап релаксацiї системи до локально-
рiвноважного стану [2, 3, 37, 38].

3.1. Модифiкований метод Чепмена-Енскога

Функцiї {f} та ep будемо шукати за допомогою методу послiдовних
наближень у виглядi розкладiв по ґрадiєнтах гiдродинамiчних змiн-
них (37). Вiн є модифiкацiєю [22] методу, запропонованого Чепменом
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i Енскогом для рiвняння Больцмана [2, 3, 36, 37]. Отже

fi(r,vi, t) = f0
i (r,vi, t) + ε̄f1

i (r,vi, t) + . . . , (40)

ep(r, t) = ep0(r, t) + ε̄ ep1(r, t) + . . . , (41)

де степiнь формального параметра розкладу ε̄ вказує на порядок
градiєнтiв, а верхнiй числовий iндекс позначає порядок внеску. При-
пускається, що обернена потенцiальна квазiтемпература, використа-
на у формулюваннi умови замикання, має такий же розклад

βp(r, t) = βp0(r, t) + ε̄ βp1(r, t) + . . . , (42)

який означає, що в нерiвноважному станi βp релаксує до свого ло-
кально-рiвноважного значення βp0.

Рiвняння для fi та ep записуємо у виглядi:

Dt,i fi(r,vi) = (ε̄)−1 Ii[f̄2], (43)

∂te
p +∇·[Vep + qp] = (ε̄)−1 sp[f̄2], (44)

де введено стандартне позначення Dt,i ≡ ∂t + vi·∇. Для опису рела-
ксацiї важливiшою є права частина кiнетичниого рiвняння (43), ос-
кiльки характернi часовий i просторовий масштаби змiни fi завдяки
зiткненням меншi, нiж цi ж масштаби змiни величин Dt,ifi. Анало-
гiчно, характерний час i вiдстань, на яких змiнюється ep завдяки
джелелу, меншi, нiж завдяки лiвiй частинi рiвняння (44). Введений
множник (ε̄)−1 надає бiльшу вагу iнтеґралам зiткнень та джерелу sp
i змiщує правi частини вiдносно лiвих по етапах послiдовних набли-
жень.

Результатом нульового наближення мають бути функцiональнi
залежностi для f0

i та ep0 вiд гiдродинамiчних змiнних (37). Як ви-
явиться нижче, у цi залежностi можуть входити невiдомi функцiї
координат i часу, якi треба виразити через {ρ}, p та e. Тому, згiдно
методу Чепмена-Енскога, на розв’язки нульового наближення f0

i та
ep0 накладаються умови самоузгодження. Суть їх полягає в тому,
що змiннi гiдродинамiчного рiвня {ρ01, . . . , ρ0M ,p0, e0}, визначенi за
допомогою знайдених розв’язкiв, мають дорiвнювати дiйсним значе-
нням цих змiнних:

ρ0i = ρi, p0 = p, e0 = e, (45)

де ρ0i ≡ 〈mi〉i,0vi
, p0 ≡∑i〈mivi〉i,0vi

, e0 = ek0 + ep0, ek0 ≡ ∑i〈12miv
2
i 〉i,0vi

i ep0 — густина потенцiальної енергiї, розрахована в нульовому на-
ближеннi. Ще ми ввели позначення для усереднення з f0

i :

〈ψi
a〉i,0vi

≡
∫

dvif
0
i ψ

i
a. (46)
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Умови самоузгодження (45) накладають додатковi обмеження на
поправки вищих порядкiв, а саме:

ρli = 0, pl = 0, el = 0, l = 1, 2, . . . (47)

А вони ведуть до додаткових умов для поправок до fi та ep:
∫

dvif
l
i = 0,

∑

i

mi

∫

dvif
l
ivi = 0,

∑

i

1
2mi

∫

dvif
l
iv

2
i + ep,l = 0,

(48)
де l = 1, 2, . . . Цi умови буде враховано, зокрема, у першому порядку
при вiдшуканнi поправок f1

i , ep1 та βp1.
Зауважмо важливу деталь: внаслiдок припущень (38) i (39), похi-

днi ∂tfi та ∂tep виражаються через часовi похiднi змiнних (37). Вони
ж виражаються через потоки Jmd

i , P i q, котрi можна розраховувати
в нульовому, першому i т.д. порядках по ґрадiєнтах для fi та ep. Це
згiдно методу трактується як наближення рiзного порядку для часо-
вих похiдних вiд змiнних (37), а отже i для ∂tfi та ∂tep. Формально
це зображається у виглядi розкладу

∂t = ∂0t + ε̄ ∂1t + . . . , (49)

який стосується змiнних як кiнетичного, так i гiдродинамiчного рiв-
нiв опису.

3.1.1. Локалiзацiя

Початково метод Чепмена-Енскога було розвинуто для кiнетичного
рiвняння Больцмана, iнтеґрал зiткнень якого локальний по просто-
ровiй змiннiй. Щоб застосувати цей метод до нелокальних iнтеґралiв
зiткнень, треба провести розклад по нелокальностi, як це робиться
для iнтеґрала зiткнень Енскога [2, 3]. Тобто, функцiю fj в Ii та sp
треба розкласти у ряд бiля r, а функцiонал gij2 локалiзувати у точцi
r:

fj(r+ σ,vj) = fj(r,vj) + δ σ ·∇fj(r,vj) + . . . , (50)

gij2 (r, r+ σ|.) = gij,02 (σ)r + δ gij,12 (r, r+ σ)r + . . . , (51)

де параметр δ визначає порядок розкладу. Локалiзацiя gij2 означає
(додаток B.2) його розклад у функцiональний ряд i додатково —
розклад у ряд Тейлора функцiй {n} i βp, вiд яких gij2 залежить. Тут
i надалi цю залежнiсть позначено як |.).

Розклад по нелокальностi теж є розкладом по ґрадiєнтах змiн-
них гiдродинамiчного рiвня опису. Тому формальнi параметри ε̄ i δ
мають однаковий порядок.
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Локалiзацiя iнтеґралiв зiткнень i джерела sp. Використову-
ючи фф. (50) та (51), одержимо:

f̄ ij
2 (r,vi, r+ σ,vj) = gij,02 (σ)r fi(vi)fj(vj) + (52)

+ δ fi(vi)
[

gij,02 (σ)r σ ·∇fj(vj) + fj(vj) g
ij,1
2 (r, r+ σ)r

]

+ . . .

де fi та fj обчислюються вже у точцi r; тут i надалi не вказано цiєї
залежности. Тодi розклад по нелокальностi для Ii та sp виглядає
так:

Ii[f̄2] = I
(0)
i [f̄2] + δI

(1)
i [f̄2] + . . . , (53)

sp[f̄2] = s(0)p [f̄2] + δ s(1)p [f̄2] + . . . , (54)

де верхнi iндекси в дужках означають порядок по нелокальностi.
Внески до iнтеґрала зiткнень вiд рiзних типiв стiнок мають цiл-

ком подiбний розклад, у якому:

I
qlp(0)
ij [fi, fj] = (σql

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ
p(vjiσ)× (55)

×
[
gij,02 (σql

ij )
γ∗p
r fi(v

qlp
i )fj(v

qlp
j )− gij,02 (σql

ij )
γp
r fi(vi)fj(vj)

]
,

I
qlp(1)
ij [fi, fj] = (σql

ij )
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ
p(vjiσ)

{

γpσ
ql
ij · (56)

·
[
gij,02 (σql

ij )
γ∗p
r fi(v

qlp
i )∇fj(vqlp

j ) + gij,02 (σql
ij )

γp
r fi(vi)∇fj(vj)

]
+

+
[
fi(v

qlp
i )fj(v

qlp
j ) gij,12 (r, r+ γpσ

ql
ij)

γ∗p
r −

− fi(vi)fj(vj) g
ij,1
2 (r, r− γpσ

ql
ij)

γp
r

]}

,

Так само для джерела маємо:

s(0)p [f, f ] = −
∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

1
2p ǫ

ql
ij y

ij
2 (σql

ij )
qp
r × (57)

×
∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ
p(vjiσ) fi(r,vi)fj(r,vj),

s(1)p [f, f ] = −
∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

1
2p ǫ

ql
ij(σ

ql
ij )

2

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ × (58)

× θp(vjiσ)
{

gij,02 (σql
ij )

qp
r
(−qpσql

ij)·fi(vi)∇fj(vj) +

+ fi(vi)fj(vj) g
ij,1
2 (r, r− qpσql

ij)
qp
r

}

,
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де введено позначення yij2 (σql
ij )

γ
r ≡ (σql

ij )
2gij,02 (σql

ij )
γ
r . У фф. (57) i (58)

замiсть qp можна писати γp. Кожен внесок першого порядку (56)
та (58) має два доданки вiдповiдно розкладу до (52), якi мiстять
ґрадiєнт fj та першу поправку до gij2 . Вводячи вiдповiднi позначення,
можемо записати:

I
qlp(1)
ij [fi, fj] = I

qlp(∇)
ij [fi, fj ] + I

qlp(g)
ij [fi, fj ], (59)

s(1)p [f, f ] = s(∇)
p [f, f ] + s(g)p [f, f ]. (60)

Локалiзацiя ep та qp. Ми враховуємо рiвняння для густини по-
тенцiальної енергiї на кiнетичному рiвнi, тому Метод Чепмена-Енс-
кога потребує у цьому мiсцi модифiкацiї. Завдяки своїй двочастинко-
вiй природi ep та її потiк qp є нелокальнi i тому мають розкладатися
по ґрадiєнтах змiнних опису. У вибраному наближеннi нехтування
кореляцiями (19) вирази для ep i qp зводяться до вигляду:

[
ep

qp

]

=
∑

i

[
ni(r)

Jnd
i (r)

]
∑

j

〈nj(r2)
1
2φ

MS
ij (r12)〉g2,ijr2

∣
∣
∣
r1→r

. (61)

Тут нелокальнiсть присутня пiд знаком усереднення з gij2 завдяки
nj(r2), яку розкладаємо в ряд

nj(r2) = nj(r1) + δ r21 ·∇1nj(r1) + . . .
∣
∣
∣
r1→r

,

та завдяки gij2 , для якого використовуємо розклад (51). Отже,

ep = ep(0) + δep(1) + . . . , qp = q(0)
p + δq(1)

p + . . . , (62)

де члени нульового i першого порядку дорiвнюють:
[
ep(0)

q
(0)
p

]

≡
∑

ij

[
ni

Jnd
i

]

nj 〈12φ
MS
ij (r12)〉g

0
2 ,ij

r2 , (63)

[
ep(1)

q
(1)
p

]

≡
∑

ij

[
ni

Jnd
i

]

∇nj ·〈r21 1
2φ

MS
ij (r12)〉g

0
2 ,ij

r2 + (64)

+
∑

ij

[
ni

Jnd
i

]

nj 〈12φ
MS
ij (r12)〉g

1
2 ,ij

r2

∣
∣
∣
r1→r

.

Для ep(1) та q
(1)
p можна записати, подiбно до фф. (59) i (60):

ep(1) ≡ ep(∇) + ep(g), q(1)
p ≡ q(∇)

p + q(g)
p . (65)

Отриманi вирази повнiстю локалiзованi, тобто, всi функцiї у них
стосуються точки r.
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3.1.2. Рiвняння нульового i першого порядкiв

Розклад кiнетичного рiвняння. Враховуючи фф. (49) i (40), лi-
ва частина рiвняння (43) набуває вигляду:

Dt,ifi =
[
D0

t,i + ε̄ ∂1t + . . .
](
f0
i + ε̄f1

i + . . .
)
, (66)

де D0
t,i ≡ ∂0t +vi ·∇. Використавши розклад (40) в iнтеґралi зiткнень

(53) i врахувавши його бiлiнiйнiсть вiдносно {f} маємо:

Ii[f, f ] = I
(0)
i [f0, f0] + (67)

+ ε̄
{

I
(0)
i [f1, f0] + I

(0)
i [f0, f1]

}

+ δ I
(1)
i [f0, f0] + . . .

Пiдставивши фф. (66) i (67) у рiвняння (43), прирiвнюємо члени
одного порядку й одержуємо системи рiвнянь для {f0} та {f1}:

0 = I
(0)
i [f0, f0], (68)

D0
t,if

0
i − I

(1)
i [f0, f0] = I

(0)
i [f1, f0] + I

(0)
i [f0, f1]. (69)

На вiдмiну вiд випадкiв кiнетичного рiвняння Больцмана чи Енско-
га, цi системи рiвнянь у кожному порядку по ε̄ доповнюються ще
одним додатковим рiвнянням для ep.

Розклад рiвняння для ep. Розгляньмо спочатку питання про
розклад ep по ґрадiєнтах гiдродинамiчних змiнних {ρ}, p та e. Ос-
кiльки останнi не мають розкладу по ґрадiєнтах завдяки умовам са-
моузгодження, то єдиною причиною iснування такого розкладу для
ep є її нелокальна залежнiсть вiд гiдродинамiчних змiнних. Тому
розклад по ґрадiєнтах для ep збiгається з розкладом по нелокально-
стi (62) i тому можна писати ep∇ та epg, опустивши дужки у верхнiх
iндексах.

Для qp ситуацiя змiнюється, оскiльки вiн виражається через {Jnd},
якi є функцiоналами {f} i тому мають ε̄-розклад:

Jnd
i = J

nd,0
i + ε̄Jnd,1

i + . . .

завдяки розкладу (40). Отже, qp має подвiйний розклад (по δ i ε̄):

qp = q(0)0
p + ε̄q(0)1

p + δq(1)0
p + δε̄q(1)1

p + . . . ,

де iндекс у дужках зазначає порядок по нелокальностi, а другий
iндекс — порядок по ε̄ завдяки Jnd

i . Надалi вживатимемо позначення

q0
p ≡ q

(0)0
p i q1

p ≡ q
(0)1
p + q

(1)0
p ; явнi вирази наведено нижче.
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Лiва частина ф. (44) набуває такого вигляду:

(∂0t + ε̄ ∂1t + . . . )[ep0 + δep1 + . . . ] + (70)

+∇·
{
V[ep0 + δep1 + . . . ] + q0

p + ε̄q(0)1
p + δq(1)0

p + . . .
}
.

Для правої частини пiдставмо ф. (40) у розклад (54) джерела sp по
нелокальностi:

sp[f, f ] = s(0)p [f0, f0] + (71)

+ ε̄
{

s(0)p [f1, f0] + s(0)p [f0, f1]
}

+ δ s(1)p [f0, f0] + . . .

Прирiвнявши цi вирази у рiвняннi (44), одержуємо для трьох перших
порядкiв:

0 = s(0)p [f0, f0], (72)

∂0t e
p0 +∇·[Vep0 + q0

p] = s(0)p [f1, f0] + s(0)p [f0, f1] + s(1)p [f0, f0], (73)

∂1t e
p0 + ∂0t e

p1 + ∇·[Vep1 + q1
p] = s2p. (74)

Ми не наводимо виразу для внеску другого порядку s2p, оскiльки
надалi нам потрiбна лише лiва частина ф. (74).

Зауважмо, що у рiвняннях першого порядку (69) i (73) немає ep1,
оскiльки sp є функцiоналом {f} i βp.

Внески вiд ep у рiвняння балансу повної енергiї. Рiвняння
(73) дає внесок нульового порядку у рiвняння для e тому, що права
його частина знищиться з вiдповiдним внеском вiд sk, а потiк тепла
має вигляд:

q0
p =

∑

ij

J
nd,0
i nj 〈12φ

MS
ij (r12)〉g

0
2 ,ij

r2

∣
∣
∣
r1→r

. (75)

Рiвняння (74) стосується другого порядку кiнетичного рiвня опи-
су, однак дає свiй внесок у рiвняння першого порядку для густини
повної енергiї. У сумi з вiдповiдним рiвнянням для ek внески ∂0t e

p1

та Vep1 пропадуть завдяки додатковим умовам (48), що походять
вiд умов самоузгодження, а s2p — завдяки вiдповiднику s2k. Внески у
q1
p дорiвнюють:

q(0)1
p =

∑

ij

J
nd,1
i nj 〈12φ

MS
ij (r12)〉g

0
2 ,ij

r2

∣
∣
∣
r1→r

, (76)

q(1)0
p =

∑

ij

J
nd,0
i

[

∇nj ·〈r21 1
2φ

MS
ij (r12)〉g

0
2 ,ij

r2 + (77)

+ nj 〈12φ
MS
ij (r12)〉g

1
2 ,ij

r2

]∣
∣
∣
r1→r

.
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Сумарно вiд нульового i першого порядку маємо:

∂0+1
t ep0 + ∂0t e

p1 +∇·[Vep,0+1 + q0+1
p ] = s1+2

p , (78)

де через s1p позначено праву частину рiвняння (73).

3.1.3. Розклади для гiдродинамiчних густин

Завдяки умовам самоузгодження (45) для розв’язкiв f0
i та ep0, серед

густин ρi, p та ek, лише остання (або густина внутрiшньої кiнетичної
енергiї εk) має ε̄-розклад

ek = ek0 + (ε̄) ek1 + . . . , εk = εk0 + (ε̄) εk1 + . . . , (79)

тодi, як перша i вищi поправки до ρi та p дорiвнюють нулю. Для
одночастинкових потокiв також можна записати:

ai = a0i + (ε̄) a1i + . . . , (80)

де в ролi ai можуть бути Jmd
i , Jnd

i або просумованi по i потоки Pk та
qk
k. Поправка ali порядку l виражається через поправку f l

i :

ali(r, t) =

∫

dvif
l
i (r,vi, t)ψ

i
a(r,vi, t), (81)

де ψi
a — молекулярна характеристика величини ai(r, t).

Всi внески до PMS та qMS нелокальнi, оскiльки виражаються че-
рез f̄ ij

2 . Тому вони мають, аналогiчно до iнтеґралiв зiткнень, як ε̄-,
так i δ-розклад:

[
P

q

]MS

=

[
P

q

]MS,0

+ (ε̄|δ)
[
P

q

]MS,1

+ . . . , (82)

де позначення (ε̄|δ) вказує на внески, лiнiйнi по ε̄ або δ.
Використовуючи розклади (50), (51) i (40) для f̄ ij

2 з обома про-
сторовими арґументами, змiщеними вiдносно точки r, знаходимо:

f̄ ij
2 (r+ ς,vi, r+ σ,vj) = f0

i f
0
j

{

gij,02

(
|σ − ς|

)

r
× (83)

×
[

1 + ε̄
{
φi(vi) + φj(vj)

}
+ δ
(
ς ·∇ ln f0

i + σ ·∇ ln f0
j

)]

+

+ δ gij,12 (r+ ς, r+ σ)r

}

+ . . . ,
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де, напр., φi ≡ f1
i /f

0
i . Пiдставмо цей результат у ф. (26) iз ς = γpλσ

ql
ij

та σ = −γpλ̄σql
ij , й, iнтеґруючи по λ, отримуємо:

(
P

qk

)p

=
∑

ij

c|r,a
∑

q

∑

l

γp
1
2 (σ

ql
ij )

3

∫

dcidcjdσ̂ f0
i f

0
j cjiσθ

p(cjiσ)σ̂ × (84)

×
(

mi[c
qlp
i − ci]

1
2mi[(c

qlp
i )2 − c2i ]

)
{

gij,02 (σql
ij )

γp
r

[

1 + φi(vi) + φj(vj) +

+ γp
1
2σ

ql
ij ·∇ ln

f0
i

f0
j

]

+

∫ 1

0

dλ gij,12 (r+ γpλσ
ql
ij , r− γpλ̄σ

ql
ij)

γp
r

}

.

Тут одиниця у квадратних дужках вiдповiдає внескам нульового по-
рядку. Решта доданкiв мають перший порядок i є стартовими для
розрахунку внескiв до лiнiйних коефiцiєнтiв переносу.

Порядки для рiвнянь переносу. У нульовому, першому i т.д.
порядках методу Чепмена-Енскога, рiвняння переносу для ρi, p та
e мають одинаковий вигляд, проте вiдрiзняються тим, у якому на-
ближеннi розраховано потоки Jmd

i , P i q. Це, у свою чергу, визначає
порядок наближення для похiдної по часу ∂t. Для першого набли-
ження, зокрема, цi рiвняння мають вигляд:

∂0+1
t





ρi
p

e



+∇·



V





ρi
p

e



 +





J
md,0+1
i

P0+1

P0+1 ·V+ q0+1







 = 0. (85)

Вiдкидання внескiв першого порядку до потокiв веде до рiвнянь пе-
реносу нульового порядку, у яких замiсть ∂0+1

t слiд писати ∂0t . Цiл-
ком подiбно, визначивши внески 2-го порядку до потокiв i врахував-
ши їх у системi (85), одержимо рiвняння переносу другого порядку
i т.д.

Вiдповiднi рiвняння для гiдродинамiчної швидкости V та густини
внутрiшньої енергiї ε мають вигляд:

d0+1
t V + ρ−1∇· P0+1 = 0, (86)

∂0+1
t ε+∇· [Vε+ q0+1] = − P

0+1 :∇V†, (87)

де мається на увазi, що d0
t ≡ ∂0t +V·∇ та d1

t ≡ ∂1t .
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3.2. Нульове наближення

3.2.1. Кiнетичний рiвень опису

Рiвняння (68) та (72) становлять систему, з якої маємо шукати {f0}
та βp0. Функцiональний вигляд для {f0} шукається подiбно до ви-
падкiв кiнетичного рiвняння Больцмана й Енскога, хоча тут з’явля-
ються методологiчнi вiдмiнностi, пов’язанi з температурою. Пошук
βp0 є новою особливiстю, якої нема у згаданих вище кiнетичних те-
орiях. Вперше цей момент було проаналiзовано у працях [21, 22].

Рiвняння для f0
i . Почнiмо з рiвнянь (68) для {f0}:

I
(0)
i [f0, f0] = 0. (88)

Вони будуть задовольнятись, якщо рiвнiсть нулю досягається для
кожного iз доданкiв суми, записаної для I(0)ij згiдно ф. (12):

I
c1⊙(0)
ij [f0

i , f
0
j ] = 0, I

qlp(0)
ij [f0

i , f
0
j ]
∣
∣
∣
p={⊗,⊕,⊖}

= 0. (89)

Тобто, {f0} мають перетворювати в нуль внески вiд кожного процесу
p на кожнiй сходинцi (q, l). Це буде тодi, коли рiзницi у квадратних
дужках ф. (55) дорiвнюватимуть нулю:

f0
i (v

′
i)f

0
j (v

′
j)− f0

i (vi)f
0
j (vj) = 0, (90)

epβ
p0ǫqlijf0

i (v
qlp
i )f0

j (v
qlp
j )− f0

i (vi)f
0
j (vj) = 0, (91)

де перша умова стосується процесiв ⊙ i ⊗, а друга — ⊕ та ⊖. В нiй
же було використано звязок (351) мiж граничними значеннями gij,02

в точках розриву. Зрозумiло, що умови (90), (91) сильнiшi за умови
(89), а тi — за рiвняння (88), i здiйсненi переходи звужують множину
можливих розв’язкiв.

Подiбно до випадкiв кiнетичних рiвнянь Больцмана й Енскога, за
розв’язок системи рiвнянь (90), (91) — а, отже, i (88) — приймається
локально-рiвноважний розподiл Максвела:

f0
i (r,vi, t) = A0

i (r, t) e
−αi(r,t)[vi−u(r,t)]2 , (92)

де A0
i , αi й u — поки-що довiльнi функцiї, проте, очевидно, u має

сенс швидкости, на якiй центровано розподiл (92). Так вибранi {f0}
задовольняють рiвностi (90) завдяки законам збереження енергiї для
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парних процесiв ⊙ та ⊗, котрi в рухомiй системi вiдлiку мають ви-
гляд:

mi

2 ζ
′2
i +

mj

2 ζ
′2
j = mi

2 ζ
2
i +

mj

2 ζ
2
j (93)

iз, напр., ζi(r, t) ≡ vi − u(r, t).
З умов самоузгодження (45) можна визначити невiдомi параме-

три розподiлу (92). Перша з них дає:

〈mi〉i,0vi
= miA

0
i 4π

∫ ∞

0

dζie−αiζ
2
i ζ2i = π3/2miA

0
iα

−3/2
i = ρi, (94)

звiдки слiдує, що A0
i = ni(αi/π)

3/2. З другої умови (45) отримуємо:

∑

i

〈mi[ζi + u]〉i,0
vi

= ρ0u = p, (95)

де ρ0 ≡∑i ρ
0
i , i звiдки слiдує, використовуючи першу умову (45), що

u = p/ρ ≡ V, тобто, збiгається з гiдродинамiчною швидкiстю, а ζi

— з тепловою швидкiстю ci.
Третю умову (45) ми розглянемо пiзнiше, а зараз введiмо кiнети-

чну температуру в 0-му наближеннi , пов’язану з густиною внутрi-
шньої кiнетичної енергiї. З означення ek0, поданого пiсля умов (45),
маємо:

ek0 = 1
2ρV

2 +
∑

i

1
2miA

0
i

∫

dcie−αic
2
i c2i . (96)

Для останнього доданка, який є густиною внутрiшньої кiнетичної
енергiї в нульовому наближеннi εk0 ≡ ek0 − 1

2ρV
2, знаходимо:

εk0 =
∑

i

1
2miA

0
i

2πΓ(52 )

α
5/2
i

=
∑

i

3
4miA

0
i

π3/2

α
5/2
i

= 3
2

∑

i

ni
mi

2αi
, (97)

де при останньому переходi ми скористалися спiввiдношенням (94)
для ρi. Зiставляючи одержаний результат iз означенням кiнетичної
температури в 0-му наближеннi

εk0 ≡ 3
2nkBT

k0 ≡ 3
2nθ

k0, (98)

приймаємо припущення, що дрiб mi

2αi
у ф. (97) не залежить вiд сор-

ту,2 i тодi,

αi =
mi

2θk0
.

2Бiльш загальний розв’язок допускає сортовi температури.
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Тут же, за допомогою останньої рiвности виразу (94) знаходимо, що

A0
i = ni

m
3/2
i

(2πθk0)3/2
. Виражений через функцiї ni, V i введену нову фун-

кцiю θk0, локально-рiвноважний розподiл Максвела набуває звично-
го вигляду:

f0
i (r,vi, t) = ni(r, t)

( mi

2πθk0(r, t)

)3/2

e
−mi[vi−V(r,t)]2

2θk0(r,t) . (99)

Ця формула частково дає вiдповiдь на питання про вигляд функцiо-
нальної залежности f0

i вiд гiдродинамiчних змiнних. Однак, у неї
поки-що входить функцiя

θk0(r, t) ≡ kBT
k0(r, t), (100)

не виражена через змiннi набору (37).

Пошук розв’язку для βp0. Як ми вже зазначали, з рiвняння ба-
лансу потенцiальної енергiї отримуються розв’язки для βp, а не ep,
оскiльки через βp сформульовано спiввiдношення замикання. Роз-
гляд рiвняння (72) i всiх внескiв до sp першого порядку зручнiше
проводити у безрозмiрних змiнних центра мас:

sp(r, t) = −
∑

ij

r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

⊕,⊗
∑

p

ninj
1
2p ǫ

ql
ij (σ

ql
ij )

2µ̃
−1/2
ij π−3

∫

dGdgdσ̂ ×(101)

× gσθ
p(gσ) e

−G2−g2
{

gij,02 (σql
ij )

qp
r

[

1 + φi + φj − qpσql
ij ·∇ ln f0

j

]

+

+ gij,12 (r, r− qpσql
ij)

qp
r

}

,

де одиниця у прямокутних дужках вiдповiдає s(0)p [f0, f0], а решта —
доданки першого порядку по ґрадiєнтах.

Рiвняння (72) буде задовольнятися в цiлому, якщо перетворення
в нуль буде на кожнiй сходинцi. Iнтеґрал, що вiдповiдає нульовому
внеску, має вигляд:

gij,02 (σql
ij )

qp
r

∫

dGdgdσ̂gσθ
p(gσ) e

−G2−g2

[ 1 ] (102)

Iнтеґрування по σ̂ дає 0Ip
1 = 2π θp(g)gjp2 (g) (див. §D.1, ф. (402)),

а для g виникають характернi iнтеґрали J p
g3[j

p
2 ]. Винiсши спiльнi

коефiцiєнти за дужки, сума вiд процесiв ⊕ та ⊖ зводиться до

J⊕
g3[j

⊕
2 ]− eβ

p0ǫqlijJ ⊖
g3[j

⊖
2 ] = 1

4

[
1− eβ

p0ǫqlij e−ǫqlij/θ
k0]
,
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де пiдставлено значення iнтеґралiв (§D.3.3) i враховано, що ǭqlij ≡
ǫqlij/θ

k0. Отриманий вираз дорiвнює нулю тiльки тодi, коли

βp0(r, t) = [θk0(r, t)]−1, (103)

що i є розв’язком рiвняння (72).
Це спiввiдношення ми могли отримати i з умов (91) у комбiнацiї з

виглядом локально-рiвноважного розподiлу (99), використавши за-
кон збереження для процесiв p = ⊕,⊖ у локальнiй рухомiй системi
вiдлiку:

mi

2 (cqlpi )2 +
mj

2 (cqlpj )2 = mi

2 c
2
i +

mj

2 c
2
j + pǫqlij . (104)

Тому складається враження, що в нульовому порядку можна обiй-
тися без ф. (72), як нульового порядку рiвяння балансу для ep. I це
справдi так, оскiльки рiвнiсть (72) означає також s

(0)
k [f0, f0] = 0. А

вираз для sk отримано з кiнетичного рiвняння у процесi виведен-
ня рiвняння балансу для ek. Однак ситуацiя мiняється при переходi
до системи рiвнянь (69) i (73) для першого порядку. Рiвняння (73)
доповнює рiвняння для {f1}, даючи спiввiдношення для першої по-
правки βp1, i, очевидно, не виводиться зi системи кiнетичних рiвнянь
для {f}.

Згiдно ф. (63) для ep у нульовому порядку, маємо:

ep0(r, t) =
∑

ij

ni(r, t)nj(r, t)

∫

dr2 g
ij,0
2 (r12|{n}, βp0)r

1
2φ

MS
ij (r12)

∣
∣
∣
r1→r

,

(105)
де gij,02 розраховується для дiйсних густин {n} системи i оберненої
потенцiальної квазiтемператури βp0(r, t), яка задовольняє ф. (103).
Кiнетична температура, у свою чергу, визначається через густину
повної енергiї, ф. (98):

θk0(r, t) = 2
3

e(r, t)− 1
2ρ(r, t)V

2(r, t) − ep0(r, t)

n(r, t)
. (106)

Це спiввiдношення є фактично рiвнянням для θk0, оскiльки вона,
дорiвнюючи βp0, входить у функцiю gij,02 вiдомої форми, через яку
виражається ep0. Спiввiдношення (106) забезпечує виконання третьої
умови самоузгодження (45) i одночасно виражає невiдомий параметр
θk0 в {f0} через змiннi гiдродинамiчного рiвня.

Пiдсумок. Результати нульового наближення такi. Стартуючи з
iнтеґральних рiвнянь (88) та (72) кiнетичного рiвня опису, ми вiд-
шукали функцiональнi залежностi для {f0; ep0} вiд {ρ}, p та e, якi
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зручнiше, однак, виразити через {n}, V i θk0. Сортова функцiя f0
i

при цьому залежить вiд ni, V i θk0, а ep0 — вiд усiх {n} й βp0, i не
залежить вiд V. Залежнiсть ep0 вiд {n} бiлiнiйна i додатково фун-
кцiональна через gij,02 , а вiд βp0 — тiльки через кластерний розклад
gij,02 . Залежнiсть вiд основних густин {ρ} i p явна, а вiд густини енер-
гiї неявна через параметр θk0, для якого записано рiвняння у виглядi
(106).

3.2.2. Розрахунок потокiв

Маючи розв’язки {f0; ep0} вiдшукаймо потоки у нульовому набли-
женнi.

Кiнетичнi внески в потоки. За фф. (33) i (25) знаходимо, що

J
md,0
i = 〈mici〉i,0ci = 0, (107)

q
k,0
k =

∑

i

〈12mic
2
i ci〉i,0ci = 0 (108)

внаслiдок непарности пiдiнтеґральної функцiї по ci. Ще в нуль пере-
творюються J

nd,0
i , Vd,0

i та q0
p. Внесок до тензора напружень, ф. (25)

дорiвнює:

P
k,0 =

∑

i

〈micici〉i,0ci =
∑

i

〈mic
2
i 〉i,0ci 1

3 I =
∑

i

niθ
k0
I, (109)

де I — дiаґональний тензор.

Внески у потоки вiд взаємодiї. Їх зручно розраховувати, вира-
зивши iнтеґрали через змiнних центра мас. Пiсля переходу ф. (84)
набуває вигляду:

(
P

qk

)p

=
∑

ij

c |r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

ninjγp
1
2 (σ

ql
ij )

3π−32θk0
∫

dGdgdσ̂e−G2−g2× (110)

× θp(gσ)






2g2σσ̂σ̂ [g2σ − gσQp]σ̂σ̂

pαql
j gσσ̂ +

2m̃
−1/2
i+j G ·g2σσ̂σ̂ + m̃

−1/2
i+j G ·[g2σ − gσQp]σ̂σ̂




×

{

gij,02 (σql
ij )

γp
r

[

1 + φi + φj + γp
1
2σ

ql
ij ·∇ ln(f0

i /f
0
j )
]

+

+

∫ 1

0

dλgij,12 (r+ γpλσ
ql
ij , r− γpλ̃σ

ql
ij)

γp
r

}

,
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де у великих круглих дужках подано передачi iмпульсу й кiнетичної
енергiї у парних процесах: злiва — для ⊙ i ⊗, справа — для ⊕ i ⊖;

ще позначено αql
j ≡ 1

2Mj µ̃
−1/2
ij ǭqlij та Qp ≡

√

g2σ + pǭqlij . Це стартова
формула i за її допомогою будемо розраховувати внески нульового i
першого порядкiв.

Внескам P
p,0 та q

p,0
k вiдповiдає одиниця у квадратних дужках

ф. (110). Розглядаючи вiдповiдний iнтеґрал, можемо вiдкинути у
великих круглих дужках доданки iз G, як непарнi, а iнтеґрування
по dG дає 2πΓ(32 ). Доданок, що мiстить gσσ̂, пiсля iнтеґрування по σ̂
дає вираз, непарний по g, i тому його теж можна вiдкинути. Отже,
в нульовому порядку нема внеску вiд взаємодiї у тепловий потiк:

q
MS,0
k = 0. (111)

Те, що залишилося, дає внески лише до тензора напружень:

gij,02 (σql
ij )

γp
r 2πΓ(32 )

∫

dgdσ̂ e−g2

θp(gσ)
(

2g2σ

∣
∣
∣ [g2σ − gσQp]

)

σ̂σ̂.

Iнтеґруваня по σ̂ утворюють тензори 2Ip
2 та 2Ip−

2 ≡ 2Ip
2 −2IpQ

2 , дода-
ток D.1. Пiдставивши замiсть них результати (402) та (408), можемо
проiнтеґрувати по орiєнтацiях ĝ i отримати:

gij,02 (σql
ij )

γp
r 2πΓ(32 ) 4π

2

∫ ∞

0

dg θp(g)e−g2

g4
(

2× 2
3j

p
3 (g)I

∣
∣
∣
2
3j

p−
3 (g)I

)

,

де було використано властивостi (403) та (409). Стосовно g виника-
ють характернi iнтеґрали J p

g4 вiд функцiй jp3 та jp−3 . Використову-
ючи для них вираження через гама-функцiї, отримуємо такi кiнцевi
результати для внескiв вiд твердої серцевини i вiд процесiв на схо-
динках {⊙,⊗,⊕,⊖}:

P
p,0 = 2

3

√
πθk0I

∑

ij

ninj

c |r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

γpy
ij
3 (σql

ij )
γp
r







2Γ(32 )

2Γ2(
3
2 ; ǭ

ql
ij)

Γ(32 )− eǭ
ql
ij Γ̃2(

3
2 ; ǭ

ql
ij)

Γ̃2(
3
2 ; ǭ

ql
ij)− Γ(32 ) e

−ǭqlij







.

(112)
Врахувавши значення γp = {+1,−q, q,−q} i зв’язок (351) мiж

граничними значеннями gij,02 по рiзнi боки сходинки, бачимо, що
P⊕,0 = P⊖,0. Отже у локально-рiвноважних станах цi процеси да-
ють однаковий внесок у тиск. Множник 2 для ⊙ i ⊗ вiдображає те,
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що в цих процесах нормальна складова вiдносної швидкости мiняє
знак, а передача iмпульсу при цьому подвоюється. Функцiї у фiгур-
них дужках ф. (112) (друга i четверта для ⊗ i ⊖ домноженi ще на

−eǭ
ql
ij) задають вiдноснi внески у тиск вiд даної сходинки. Їхнi гра-

фiки наведено на Рис. 2.
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Рис. 2. Вiдноснi внески у локально-рiвноважний тиск вiд процесiв ⊕,
⊖ i ⊗ в залежностi вiд безрозмiрної висоти сходинки (середнi [злiва]
i великi [справа] значення висоти).

Сума усiх внескiв дорiвнює:

P
MS,0 = 2

3πθ
k0
∑

ij

ninjΛ
ij
3;1q

[
1− eǭij

]
I, (113)

де введено позначення для особливої конструкцiї, пов’язаної зi зна-
ченнями парної функцiї розподiлу в точцi контакту твердих серце-
вих i на сходинках. Всi спорiдненi конструкцiї можна подати такою
спiльною формулою:

Λij
n;αcαq

[Ξ(ǭij)] ≡ αcy
ij
n (σc1

ij )
+
r
+

r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

αqy
ij
n (σql

ij )
q
r
Ξ(ǭqlij), (114)

де параметри можуть набувати значень αc = {0; 1}, αq = {q; 1} i
n = {2; 3; 4}; вони визначають присутнiсть внеску типу ⊙, знаки бiля
функцiй yijn у внеску вiд сходинок та їхнiй iндекс, а Ξ — функцiя, що
залежить вiд висоти сходинки.

Результат (113) можна подати в альтернативному виглядi:

P
MS,0 = 2

3 π θ
k0
∑

ij

ninj

c,r,a
∑

q

∑

l

q(σql
ij )

3
±1∑

b

b gij,02 (σql
ij )

bq
r I, (115)
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де b = ±1 — формальний параметр. Завдяки формальному зна-
ченню q = c = −1, ф. (4), внесок вiд b = +1 пропадає, оскiльки
граничне значення gij2 (r, r ± σc1

ij |.)− = 0. Представлення, подiбнi до
(115), будуть вживатися нижче i для iнших величин. Внески вiд r- i
a-сходинок входять завдяки q з рiзним знаком, конкуруючи мiж со-
бою: вiдштовхувальнi пiдвищують, а притягальнi понижують тиск в
системi.

Об’єднавши фф. (115) та (111) з отриманими ранiше результата-
ми для кiнетичних внескiв, маємо:

P
0 = P I, q0 = q

k,0+MS,0
k + q0

p = 0, (116)

де гiдростатичний тиск P ≡ P k+MS у локально-рiвноважному станi
дорiвнює:

P = kBT
k0
{

n+ 2
3π
∑

ij

ninjΛ
ij
3;1q

[
1− eǭij

]}

.

Характерна комбiнацiя, що входить у тиск, надалi зустрiчається до-
сить часто, тому для неї зручно ввести своє позначення pij таке, що
PMS = θk0

∑

ij ninjpij . У явному виглядi маємо:

pij ≡ 2
3π
[

yij3 (σc1
ij )

+
r
+

r,a
∑

q

∑

l

±1∑

b

bq yij3 (σql
ij )

bq
r

]

. (117)

Рiвняння переносу в нульовому порядку. Маючи розрахова-
нi потоки, фф. (107) i (116), запишiмо на основi ф. (85) рiвняння
переносу найнижчого порядку для густин:

∂0t





ρi
p

e



+∇·



V





ρi
p

e



+





0

P I
VP







 = 0. (118)

Цiлком подiбно з ф. (86) i (87) одержуємо рiвняння для гiдродина-
мiчної швидкости й густини внутрiшньої енергiї:

d0
tV + ρ−1∇P = 0, (119)

∂0t ε+∇· [Vε] = −P ∇·V. (120)

Всi вони описують гiдродинамiчну поведiнку сумiшi без врахування
дисипацiї.
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Цi рiвняння буде використано у першому порядку для виражен-
ня часових похiдних ∂0t f

0
i через ґрадiєнти змiнних гiдродинамiчного

рiвня. Зокрема, для матерiальних похiдних вiд густин ni та повної
внутрiшньої енергiї ε знаходимо:

d0
tni = −ni∇·V, (121)

d0
t ε = −(ε+ P )∇·V, (122)

де у дужках стоїть густина ентальпiї. За допомогою ф. (122) можна
вiдшукати d0

tT
k0 чи d0

tβ
p0.

3.3. Перший порядок: кiнетичний рiвень опису

Лiнеаризований оператор зiткнень. Введiмо в оператор зiтк-
нень замiсть f1

i мультиплiкативну поправку φi таку, що

f1
i (ci) = f0

i (ci)φi(ci).

Тодi праву частину iнтеґрального рiвняння (69) для f1
i можна звести

до лiнеаризованого оператора зiткнень

Ji[φ] ≡ I
(0)
i [f1, f0] + I

(0)
i [f0, f1], (123)

який має такi ж внески, що й Ii:

Ji[φ] =
∑

j

Jij [φ], Jij [φ] ≡
c|r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Jqlp
ij [φ], (124)

з таким явним виглядом:

Jqlp
ij [φ] ≡ yij2 (σ

ql
ij )

γp
r

∫

dcjdσ̂ cjiσθp(cjiσ)f0
i f

0
j [φ

qlp
i +φqlpj −φi−φj], (125)

де, наприклад, φi ≡ φi(ci), φ
qlp
i ≡ φi(c

qlp
i ) i, нагадаймо, cc1⊙i = c

ql⊗
i =

c′i. Для p = ⊕,⊖ було використано фф. (91) i (351).

3.3.1. Кiнетичне рiвняння у першому порядку

У цьому пiдпараграфi розглянуто зведення до явного вигляду (як
функцiй вiд ci) доданкiв неоднорiдних частин рiвнянь для поправок
{φ}. Згiдно фф. (69), (59) i (123) можна записати:

Ji[φ] = D0
t,if

0
i − I

(∇)
i [f0, f0]− I

(g)
i [f0, f0], (126)
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де у правiй частинi фiгурують лише {f0}. Надалi ми будемо вживати
скороченi позначення, не вказуючи аргументiв:

I∇i ≡ I
(∇)
i [f0, f0], Igi ≡ I

(g)
i [f0, f0].

Кожен iз цих внескiв зручно буде розбити на двi частини

I∇i = I∇i(1) + I∇i(2), Igi = Igi(1) + Igi(2), (127)

перша з яких має структуру, характерну для сумiшi твердих кульок,
а друга притаманна виключно БС потенцiалу i зумовлена його роз-
ривнiстю.

Результат розрахунку кожного доданка з ф. (127) виявиться лi-
нiйною комбiнацiєю ґрадiєнтiв

∇n1, . . . ,∇nM , ∇ lnT k0, ∇V, ∇·V,

де для гiдродинамiчної швидкости видiлено окремо дiаґональну ча-
стину (∇ · V), пов’язану з процесами об’ємної в’язкости. Загальна
форма представлення результатiв така:

f0
i

{

LT,α
i(l) (c

2
i ) ci ·∇ lnT k0 + LV,α

i(l) (c
2
i ) c

◦
i ci :∇V +

+ LI,α
i(l)(c

2
i )∇·V +

∑

j

Ln,α
ij(l)(c

2
i ) ci ·∇nj

}

,

де LF,α
i(l) — скалярна функцiя-коефiцiєнт при ґрадiєнтi змiнної F (для

∇·V використовується I як позначення дiагональности внеску); тут
(l) = (1) або (2), верхнiй iндекс α = {D,∇, g} вказує якого саме
доданка вiн стосується: D0

t,if
0
i , I

∇
i чи Igi . Будемо вживати ще такi

позначення: XT ≡ ∇ lnT k0, XV ≡ ∇V та XI ≡ ∇·VI.

Розрахунок D0
t,if

0
i . Цей потоковий оператор можна переписати

так:
D0

t,if
0
i = [d0

t + ci ·∇] f0
i = f0

i [d
0
t + ci ·∇] ln f0

i , (128)

де дiю обох похiдних перенесено на ln f0
i . Це можна зробити, оскiльки

f0
i > 0. Похiднi знаходимо за допомогою ф. (386), зокрема,

d0
t ln f

0
i = n−1

i d0
tni + 2m̃ici · d0

tV + (T k0)−1[m̃ic
2
i − 3

2 ] d
0
tT

k0, (129)

а ∇ ln f0
i подано у ф. (387). Щоб виразити праву частину ф. (129)

через ґрадiєнти, у гру вступають рiвняння переносу нульового по-
рядку. Згiдно фф. (121) i (119) похiднi вiд ni та V треба замiнити на
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− ni∇·V та − ρ−1∇P . Для ∇P використовуємо вираз

∇P =

(
∂P

∂T k0

)

{n}
∇T k0 +

M∑

k=1

(
∂P

∂nk

)

Tk0

{n}′k

∇nk, (130)

де нижнiй iндекс {n}′k у другiй частиннiй похiднiй означає фiксованi
густини, крiм nk.

Виходячи з рiвняння (122), можна знайти (див. додаток A.2):

d0
tT

k0 = ωT∇·V, (131)

де коефiцiєнт пропорцiйности має вигляд, ф. (342):

ωT = − [ρc̃v,{n}]
−1 T k0

(
∂P

∂T k0

)

v
{n}

. (132)

Тут c̃v,{n} — питома теплоємнiсть при постiйних питомому об’ємi й
густинах числа частинок. У подiбному рiвняннi

d0
tβ

p0 = ωβ∇·V (133)

вираз для коефiцiєнта ωβ = −k−1
B (T k0)−2ωT слiдує зi спiввiдношення

d0
tβ

p0 = −k−1
B (T k0)−2 d0

tT
k0.

Пiдставляючи фф. (121) i (119) з врахуванням ф. (130), а також
ф. (131) у вираз (129), отримуємо для похiдної:

d0
t ln f

0
i =

{ ωT

T k0
[m̃ic

2
i − 3

2 ]− 1
}

∇·V − (134)

− 2

ρ

(
∂P

∂T k0

)

{n}
m̃ici ·∇T k0 − 2

ρ

M∑

k=1

(
∂P

∂nk

)

Tk0

{n}′k

m̃ici ·∇nk.

Звiдси i з ф. (387) подаємо початковий вираз (128) у виглядi:

D0
t,if

0
i = f0

i

{

LT,D
i ci ·XT + LV,D

i c ◦
i ci :∇V + LI,D

i ∇·V+ (135)

+
∑

j

Ln,D
ij ci ·∇nj

}

,

де функцiї LF,D
i (c2i ) дорiвнюють:

LT,D
i = m̃ic

2
i − 3

2 − mi

kBρ

(
∂P

∂T k0

)

{n}
, (136)
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LV,D
i = 2m̃i, (137)

LI,D
i =

( ωT

T k0
+ 2

3

)[
m̃ic

2
i − 3

2

]
, (138)

Ln,D
ij =

δij
ni

− mi

ρθk0

(
∂P

∂nj

)

Tk0

{n}′j

. (139)

Порiвняння з попереднiми теорiями. Для кiнетичних рiв-
нянь Больцмана й Енскога для сумiшей результат (135) переходить
у вiдповiднi вирази цих теорiй. Зокрема, для больцманiвського газу
маємо PB = nkBT й εB = 3

2nkBT . Похiднi вiд тиску й коефiцiєнт ωT

з ф. (131) легко знайти i ф. (135) набуває вигляду:

D0
t,if

0
i

∣
∣
∣
B

= f0
i

{[

m̃ic
2
i − 3

2 − min

ρ

]

ci ·∇ lnT + 2m̃ic
◦
i ci :∇V +

+
∑

k

[δik
ni

− mi

ρ

]

ci ·∇nk

}

,

де дифузiйна частина зводиться до ci ·
[

1
ni
∇ni − mi

ρ ∇n
]

. В моно-

графiї [3] її подано через термодифузiйну силу di лише сорту i у
виглядi3 n

ni
ci·di. З другого боку, вводячи для больцманiвського газу

дифузiйну силу Xk ≡ −m−1
k (∇µk)T (ґрадiєнт при сталiй температу-

рi), або ж по-iншому Xk = −kBT
ρk

∇nk, одержуємо дифузiйну частину
в стандартному виглядi: −mici

kBT ·∑k[δik − ρk/ρ]Xk. Такi вектори Xk

задовольняють умову:
∑

k ρkXk = −(∇P )T .
В теорiї Енскога для сумiшi твердих кульок вираз для ε такий

же, як для iдеального газу, а вираз для тиску зазнає змiн. З ф. (338)
маємо ωhs

T = − 2
3Phs/(kBn) i ф. (135) набуває вигляду:

D0
t,if

0
i

∣
∣
∣
E

= f0
i

{[

m̃ic
2
i − 3

2 − miPhs

ρkBThs

]

ci ·∇ lnThs + (140)

+ 2m̃ic
◦
i ci :∇V + 2

3

(

1− Phs

nkBThs

)[
m̃ic

2
i − 3

2

]
∇·V+

+
∑

k

[δik
ni

− mi

ρkBThs

(
∂Phs

∂nk

)

Ths

{n}′k

]

ci ·∇nk

}

.

3Якщо зовсiм строго, то в [3] дано таке означення:

di ≡
1
n
∇ni −

ρi
nρ

∇n+
(

ni
n

− ρi
ρ

)

∇ lnT.

Проте, завдяки доданку з ∇n, у вектор di також входять ґрадiєнти й iнших
густин nk, тому вiдносити їх до сорту i не дуже коректно.
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Зведення дифузiйної частини до дифузiйних сил XT , означених че-
рез хiмiчний потенцiал, здiйснено в працi [4].

У наведених виразах лише доданок iз ∇V не змiнюється.

Розрахунок I∇i . Кожен доданок суми

I∇i =
∑

j

c|r,a
∑

q

∑

l

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Iqlp,∇ij ,

потрiбно проiнтеґрувати по cj та σ̂. Як вiдомо [2,3], внески вiд проце-
су ⊙ на твердiй серцевинi можна проiнтеґрувати до кiнця, отримав-
ши в результатi явнi функцiї вiд ci. Для процесiв ⊕, ⊖ та ⊗ також
було би корисно отримати результати у явному виглядi й порiвня-
ти, наскiльки вони вiдрiзняються вiд многочленiв Сонiна-Ляґера, якi
виникають у кiнцевих виразах для Ic1⊙,∇

ij .
Проте, розраховуючи їх, натрапляємо на ускладнення завдяки

двом обставинам: 1) при iнтеґруваннi по σ̂ з’являються доданки iз
cji у знаменнику, зумовленi функцiями θ⊖(cjiσ) i θ⊗(cjiσ); 2) для
процесiв ⊕ i ⊖ величина cjiσ фiгурує ще й пiд коренем. Для ⊖ цi
обставини проявляються одночасно, роблячи перетворення найскла-
днiшим. Першу обставину можна вiдслiдкувати далi: поява cji у зна-
меннику змушує змiнювати змiнну iнтеґрування cj → cji, а це веде
до появи в експонентi функцiї f0

j скалярного добутку ci·cji i робить
складними й громiздкими подальшi iнтеґрування по кутовiй змiннi
ĉji.

Зважаючи на цi труднощi, доцiльно не шукати кiнцевих виразiв
у явнiй формi, а зупинитися на промiжних виразах, оскiльки далi
треба розв’язувати iнтеґральнi рiвняння для кожного ґрадiєнта i при
цьому переходити до змiнних центра мас.

Внески вiд усiх процесiв можна записати спiльною формулою

Iqlp,∇ij = γpy
ij
3 (σql

ij )
γp
r

∫

dcjdσ̂ cjiσθ
p(cjiσ)f

0
i f

0
j σ̂ ·∇ ln

{

f0
j (c

qlp
j ) f0

j (cj)
}

,

(141)
де було використано спiввiдношення (91) i (351). Розписуючи ґра-
дiєнт лоґарифма (390) для процесiв ⊙, ⊗ та ⊕, ⊖ за допомогою
фф. (381) i (382), зручно видiлити спiльну частину, характерну для
всiх процесiв (нижче — злiва вiд вертикальної риски) й залишок, що
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стосується тiльки ⊕ i ⊖ (справа вiд риски):






2
2m̃j

m̃j













1 0

2cj − 2Micσσ̂ Mi[cσ +Qqlp
ij ]σ̂

2c2j − 4Micj ·σ̂cσ+ pM2
i (v

ql
ij )

2 + 2Micj ·σ̂cσ − 2M2
i c

2
σ+

+ 4M2
i c

2
σ + 2Micj ·σ̂Qqlp

ij − 2M2
i cσQ

qlp
ij







,

де перший, другий i два останнi рядки являють собою вирази, на якi
мають домножуватися ∇lnnj , ∇V† i ∇lnT k0 вiдповiдно; тут позна-
чено c ≡ cji. крiм цього, як видно з ф. (390), вiд виразу в останнiх
двох рядках треба вiдняти 3. Як зазначено вище, таке розбиття по-
значаємо нижнiми iндексами (1) i (2):

I∇ij = I∇ij(1) + I∇ij(2).

Далi кожен рядок спiльної частини (злiва) треба проiнтеґрувати
з кожною θp-функцiєю, а рядки справа — з θ⊕ i θ⊖. Але спiльна
частина нiяк не залежить вiд типу процесу i тому для неї внески вiд
процесiв ⊗ та ⊖ можна об’єднати, уникнувши тих ускладнень, про
якi йшла мова на початку. У результатi для кожного внеску Iqlp,∇ij(1)

приходимо до iнтеґрала по σ̂ з “повною” функцiєю θ(сσ):

Iqlp,∇ij(1) = γpy
ij
3 (σql

ij )
γp
r f0

i

∫

dcjf0
j

∫

dσ̂ θ(cσ)× (142)

×













2
2m̃j

m̃j













cσσ̂
2cjcσσ̂ − 2Mic

2
σσ̂σ̂

2c2jcσσ̂ − 4Micj · c2σσ̂σ̂
+ 4M2

i c
3
σσ̂







−







0
0

3cσσ̂



















·∇lnnj

:∇V

·XT






,

де γp={⊙,⊗⊖,⊕} = {+1,−q, q}. Вирази у великих фiгурних дужках
такi ж, якi виникають у випадку твердих кульок.

Залишок, притаманний лише процесам ⊕ та ⊖ (справа вiд верти-
кальної риски) дорiвнює:

Iqlp,∇ij(2) = qp yij3 (σql
ij )

qp
r
f0
i 2µ̃ij

∫

dcjf0
j

∫

dσ̂ θp(cσ)× (143)

×







c2σσ̂σ̂ + cσQ
qlp
ij σ̂σ̂

cj ·c2σσ̂σ̂ −Mic
3
σσ̂ + pνqli cσσ̂ +

+ cj · cσQqlp
ij σ̂σ̂ −Mic

2
σQ

qlp
ij σ̂











:∇V

·XT



,

де νqli ≡ 1
2Mi(v

ql
ij )

2. У сумарному доданку

I∇i(2) =
∑

j

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

Iqlp,∇ij(2)
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нема внескiв ⊙ та ⊗. Далi фф. (142) i (143) розглядаємо нарiзно.

Спiльна частина. Пiсля iнтеґрування по σ̂ за допомогою
ф. (402), iнтеґрал ф. (142) набуває вигляду:

A0
j

∞∫

0

dcj e
−m̃jc

2
j c2j

∫

dĉj θ(c)× (144)

× π









2
2m̃j

m̃j











2
3c
4
3cjc− 4

15Mi[c
2I+ 2cc]

4
3c

2
jc− 8

15Micj · [c2I+ 2cc] + 8
5M

2
i c

2c






−





0
0
2c







 .

Виражаємо c через cj та ci й вiдкидаємо непарнi по cj доданки,
якi пропадають пiсля iнтеґрування по орiєнтацiях ĉj . Великi круглi
дужки ф. (144) переходять у

π













2
2m̃j

m̃j













− 2
3ci

4
3cjcj − 4

15Mi[(c
2
i + c2j)I+ 2(cici + cjcj)]

− 4
3c

2
jci +

8
15Mi[2c

2
jci + 4cjcj · ci]−

− 8
5M

2
i [c

2
i ci + c2jci + 2cjcj · ci]







+







0
0
2ci












.

Iнтеґруємо по ĉj за допомогою ф. (424) й отримуємо:

4π2









2
2m̃j

m̃j











− 2
3ci

− 4
15Mi(2cici + c2i I) +

4
9 [1−Mi]c

2
j I

− 8
5M

2
i c

2
i ci +

4
3 [−1 + 4

3Mi − 2M2
i ]c

2
jci






+





0
0
2ci







 .

Далi згiдно з ф. (144) iнтеґруємо по cj за допомогою ф. (427): c2j дає
1
2m̃

−3/2
j Γ(32 ), а c4j дає 1

2m̃
−5/2
j Γ(52 ). Результат має вигляд:

A0
j

2π2Γ(32 )

m̃
3/2
j





2
2m̃j

m̃j











− 2
3ci

− 4
15Mi(2cici + c2i I) +

2
3Mjm̃

−1
j I

− 8
5M

2
i c

2
i ci + 4Mi[

2
3 −Mi]m̃

−1
j ci






,

де у фiгурнi дужки було перенесено 2ci з останнього стовпця. На-
громаджений коефiцiєнт зводиться до njπ i початковий вираз (142)
набуває вигляду:

Iqlp,∇ij(1) = γpy
ij
3 (σql

ij )
γp
r f

0
i nj π × (145)

×







− 4
3ci

− 4
3 [

4
5 µ̃ijcici + (25 µ̃ijc

2
i −Mj)I]

− 4Mi(
2
5 µ̃ijc

2
i +Mi − 2

3 )ci











·∇lnnj

:∇V

·XT



 .
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Додавши внески вiд процесiв отримуємо такий результат:

I∇i(1) = f0
i

{

LT,∇
i(1) ci ·XT + LV,∇

i(1) c
◦
i ci :∇V + LI,∇

i(1)∇·V+ (146)

+
∑

j

Ln,∇
ij(1)ci ·∇nj

}

,

де коефiцiєнти мають вигляд:

LT,∇
i(1) = − 12

5

∑

j

MiMjnjpij
[
m̃ic

2
i − 5

2

]
− 2

∑

j

Minjpij , (147)

LV,∇
i(1) = − 8

5

∑

j

µ̃ijnjpij , (148)

LI,∇
i(1) = − 4

3

∑

j

Mjnjpij
[
m̃ic

2
i − 3

2

]
, (149)

Ln,∇
ij(1) = −2 pij. (150)

Величину pij означено ранiше за допомогою ф. (117), а у фф. (147)
i (149) видiлено многочлени Сонiна-Ляґера.

Залишок вiд обмiнних процесiв. Для нього ми наводимо
промiжну формулу, у виглядi iнтеґралiв по cj , виражаючи переда-
чi iмпульсу й енергiї у фiгурних дужках ф. (143) через швидкiсть
центра мас G i вiдносну швидкiсть c:

∫

dcjdσ̂f0
j θ

p(cσ)

{

[c2σ + cσQ
qlp
ij ]σ̂σ̂

G· [c2σ + cσQ
qlp
ij ]σ̂σ̂ + pνqli cσσ̂

}



:∇V

·XT



 . (151)

Iнтеґрування фiгурних дужок по σ̂ за фф. (402) та (408) дає:

πθp(c)

{
c2 2

3j
p+
3 I+ ip+22 c◦c

G· [c2ip+02 I+ ip+22 cc] + pνqli
2
3j

p
3c

}

, (152)

де у верхньому рядку видiлено дiагональний i позадiагональний вне-
ски використавши ф. (403); вигляд функцiй jp3 та ip+rk наведено в
додатках D.1.1 та D.1.2.

Як вже було згадано, подальшi iнтеґрування по ĉj ведуть до
ускладнень, тому запишiмо промiжний результат у виглядi:

I∇i(2) = f0
i

{

LT,∇
i(2) ci ·XT + LV,∇

i(2) c
◦
i ci :∇V + LI,∇

i(2) ∇·V
}

, (153)
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де завдяки виразу (152) з ф. (143) отримуємо:






LT,∇
i(2) ci

LV,∇
i(2) c

◦
i ci

LI,∇
i(2)




 =

∑

j

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

qpπ yij3 (σql
ij )

qp
r 2µ̃ij

∫

dcjf
0
j × (154)

× θp(c)





G· [c2ip+02 I+ ip+22 cc] + pνqli
2
3j

p
3c

ip+22 c
◦c

2
3c

2jp+3



 .

Розрахунок Igi . Подiбно до попереднього випадку можемо запи-
сати:

Igi =
∑

j

c|r,a
∑

q

∑

l

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Iqlp,gij , (155)

де вигляд внескiв задається такою спiльною формулою:

Iqlp,gij = (σql
ij )

2

∫

dcjdσ̂ cjiσ θp(cjiσ)f0
i f

0
j × (156)

×






gij,12 (r, r+ σc1
ij )

+
r
− gij,12 (r, r− σc1

ij )
+
r

gij,12 (r, r− qσql
ij)

−q
r

− gij,12 (r, r+ qσql
ij)

−q
r

e−pǭqlijgij,12 (r, r+ qpσql
ij)

−qp
r − gij,12 (r, r− qpσql

ij)
qp
r




 ;

тут остання рiзниця стосується процесiв ⊕ та ⊖. Хоч вирази у ду-
жках не залежать вiд швидкостей, проiнтеґрувати по швидкостi cj
непросто через присутнiсть функцiй θ⊗ i θ⊖. Тому спробуймо об’єд-
нати їх. Рiзницю для p = ⊖ (третiй рядок у дужках),

θ⊖(cji)[e
+ǭqlijgij,12 (r, r− qσql

ij)
+q
r

− gij,12 (r, r+ qσql
ij)

−q
r

]

розбиймо на двi частини, вiднявши i додавши gij,12 (r, r − qσql
ij)

−q
r .

Внесок, пов’язаний iз першою частиною

θ⊖(cji)[e
+ǭqlijgij,12 (r, r− qσql

ij)
+q
r

− gij,12 (r, r− qσql
ij)

−q
r

] (157)

будемо розглядати окремо, а доданок вiд

θ⊖(cji)[g
ij,1
2 (r, r− qσql

ij)
−q
r

− gij,12 (r, r+ qσql
ij)

−q
r

] (158)

об’єднаймо iз внеском ⊗ з ф. (156) Ця сума (позначена значком ⊗⊖)
отримує бiля себе звичайну функцiю θ(cji). Проробiмо те ж у внеску
⊕ з ф. (156), додавши й вiднявши gij,12 (r, r+ qσql

ij)
q
r.
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Пiсля цього ф. (156) розпадається на двi частини, одна з яких
мiстить доданки типу (158), але з функцiєю θ(cjiσ)

Iqlp,gij(1)

∣
∣
∣
p={⊙,⊗⊖,⊕}

= (σql
ij )

2

∫

dcjdσ̂ cjiσ θ(cjiσ)f
0
i f

0
j × (159)

×
[

gij,12 (r, r + γpσ
ql
ij)

γp
r − gij,12 (r, r − γpσ

ql
ij)

γp
r

]

,

де γ⊗⊖ = −q, а iншi значення без змiн. Друга частина мiстить до-
данки типу (157) для процесiв ⊕ i ⊖:

Iqlp,gij(2)

∣
∣
∣
p={⊕,⊖}

= (σql
ij )

2

∫

dcjdσ̂ cjiσ θp(cjiσ)f0
i f

0
j × (160)

× [ e−pǭqlijgij,12 (r, r+ qpσql
ij)

−qp
r − gij,12 (r, r+ qpσql

ij)
qp
r ] .

Перший внесок (159) назвiмо умовно основним. Вiн перетворюється
подiбно до свого вiдповiдника для сумiшi твердих кульок [4]. Другий
внесок, ф. (160), характерний лише для обмiнних процесiв, назвiмо
залишковим. Тодi для сумарного доданка маємо:

Igi = Igi(1) + Igi(2),

де вираз для Igi(1) повторює ф. (155), а Igi(2) не має внескiв ⊙ i ⊗:

Igi(2) =
∑

j

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

Iqlp,1gij(2) .

Основний внесок Igi(1). Хоч залежнiсть вiд cji у ф. (159) про-
стiша, нiж вiд σ̂, однак спроба проiнтеґрувати по cji веде завдяки
θ(cjiσ) до ускладнень. Тому наступне перетворення Igij(1) покликане
усунути θ-функцiю.

У доданках квадратних дужок ф. (159), якi мiстять gij,12 з мiну-
сом, перейдiмо до нової змiнної σ̂′ = −σ̂. При цьому вони набувають
такого ж вигляду, як i залишенi доданки. У сумi на мiсцi θ(cjiσ) з’я-
ляється [θ(cjiσ) + θ(−cjiσ)], що тотожно дорiвнює 1, i тепер легко
проiнтеґрувани по cj з результатом:

Iqlp,gij(1)

∣
∣
∣
p={⊙,⊗⊖,⊕}

= −f0
i njci ·(σql

ij )
2

∫

dσ̂ σ̂ gij,12 (r, r+ γpσ
ql
ij)

γp
r . (161)

Для сумарного внеску, використавши формальний параметр b,
значення +1 якого вiдповiдає процесу ⊕ на сходинках {r, a}, а b = −1
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— внеску вiд ⊗⊖ на сходинках i ⊙ на твердiй серцевинi (c = −1),
маємо:

Igi(1) = −f0
i ci ·

∑

j

nj

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

(σql
ij )

2

∫

dσ̂ σ̂ gij,12 (r, r + bqσql
ij)

bq
r
. (162)

Поправка gij,12 пiд iнтеґралом мiстить ґрадiєнти {n} i βp0, тому цей
внесок розпадається на два

Igi(1) = Ig,ni(1) + Ig,βi(1). (163)

Їх вигляд одержуємо, замiнюючи gij,12 у ф. (162) на gij,1n2 чи gij,1β2 ,
ф. (349). У випадку сумiшi твердих кульок доданка Ig,βi(1) нема.

Подiбно до роботи [4], в Ig,ni(1) видiляємо ґрадiєнт локально-рiвно-
важної функцiї Майєра, записавши його так:

Ig,ni(1) = −f0
i ci ·

∑

j

nj

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

(σql
ij )

2 × (164)

×
∫

dσ̂ σ̂ W 0
ij(σ

ql
ij )

bq
r χ1n

ij (r1, r1 + bqσql
ij)r ,

де видiлено больцманiвський множник W 0
ij , ф. (361). Тут i надалi в

арґументах функцiй внеску Ig,ni(1) зручнiше писати r1 замiсть r (проте
r1 ≡ r). Вводячи δ-функцiї, iнтеґрал ф. (164) подаємо так:

(σql
ij )

2

∫

dr2

∫

dσ̂ σ̂W 0
ij(σ

ql
ij )

bq
r
δ(r21 − bqσql

ij)χ
1n
ij (r1, r2)r.

Розписавши δ-функцiю через змiннi сферичної системи координат

δ(r21 − bqσql
ij) = r−2

21 δ(r21 − σql
ij ) δ

(2)(r̂21 − bqσ̂),

можна зняти iнтеґрування по σ̂ i, просумувавши по всiх сходинках,
як у ф. (164), одержимо:

∫

dr2 r̂21

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

bqW 0
ij(σ

ql
ij )

bq
r δ(r21 − σql

ij )χ
1n
ij (r1, r2)r.

Пiд iнтеґралом бiля χ1n
ij стоїть ґрадiєнт функцiї Майєра для БС по-

тенцiала (додаток B.1), тому

Ig,ni(1) = −f0
i ci ·

∑

j

nj

∫

dr2
∂fM

ij (r12)r

∂r21
χ1n
ij (r1, r2)r. (165)
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Починаючи з цього мiсця, подальшi перетворення носять загаль-
ний характер в тому розумiннi, що справджуються для довiльного

потенцiала, а не тiльки багатосходинкового. Пiдставивши явний ви-
раз (360) для χ1n

ij i змiнивши порядок iнтеґрування й пiдсумовуван-
ня, прийдемо до такого вигляду:

Ig,ni(1) = −f0
i ci
∑

k

∇nk :

∫

dr3 r31
∑

j

nj

∫

dr2
∂fM

ij (r12)r

∂r21
Hn

ijk(r1, r2; r3)r.

(166)
Вираз пiд внутрiшньою сумою розглянули ван Бейєрен i Ернст для
сумiшi твердих кульок [4]. Вони показали, що вiн зводиться до ґрадi-
єнта функцiї cik(r13)r −χ0

ik(σ)rf
M
ik (r13)r, де cik — пряма кореляцiйна

функцiя, а χ0
ik(σ)r — контакте значення χ0

ik для сумiшi твердих ку-
льок. У випадку довiльного потенцiала цей результат модифiкується
лише в арґументi χ0

ik:

∑

j

nj

∫

dr2
∂fM

ij (r12)r

∂r21
Hn

ijk(r1, r2; r3)r =
∂cik(r13)r
∂r31

− ∂fM
ik (r13)r
∂r31

χ0
ik(r13)r,

(167)
тобто, повного ґрадiєнта не виходить завдяки додатковiй залежно-
стi вiд r13 через χ0

ik. Пiдставмо це у ф. (166): доданок iз cik iн-
теґрується за частинами, даючи дiаґональний тензор −c̃ik(0)rI, де
c̃ik(k)r ≡

∫
dr′ e−ik·r′cik(r′)r — фур’є-образ функцiї cik; другий дода-

нок зводимо, розписуючи ґрадiєнт fM
ik через δ-функцiї, до вигляду

2pikI. Остаточно одержуємо:

Ig,ni(1) = f0
i ci ·

∑

k

[

c̃ik(0)r + 2pik

]

∇nk. (168)

Розгляньмо тепер другий доданок ф. (163):

Ig,βi(1) = −f0
i ci ·

∑

j

nj

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

(σql
ij )

2

∫

dσ̂ σ̂gij,1β2 (r, r+ bqσql
ij)

bq
r . (169)

Застосуймо до нього спiввiдношення (362), додаток B.3, яке для
ф. (169) набуває вигляду:

gij,1β2 (r, r+ bqσql
ij)

bq
r = ∇βp0 ·[− 1

2bqσ
ql
ij ]φ

MS
ij (σql

ij )
bqgij,02 (σql

ij )
bq
r + (170)

+W 0
ij(σ

ql
ij )

bq
r χ

1β
ij (r, r+ bqσql

ij)r.
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Тут перший доданок зумовлено залежнiстю gij2 вiд βp через функцiо-
нал Wij , ф. (354). Завдяки попереднiй формулi внесок розпадається
на два доданки:

Ig,βi(1) = Ig,β0i(1) + Ig,β1i(1) , (171)

де верхнiй числовий iндекс вказує на порядок поправки до χij .
Iнтеґрал ф. (169) для Ig,β0i(1) дорiвнює:

− 1
2bqσ

ql
ij g

ij,0
2 (σql

ij )
bq
r φ

MS
ij (σql

ij )
bq ∇βp0 ·

∫

dσ̂ σ̂σ̂,

а iнтегрування дає 4π 1
3 I i ми, врештi, отримуємо:

Ig,β0i(1) = f0
i

∑

j

njY
β0
ij ci ·∇βp0, (172)

де позначено

Y β0
ij ≡ 2

3π

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

bqyij3 (σql
ij )

bq
r
φMS
ij (σql

ij )
bq. (173)

Другий доданок ф. (171) має такий же вигляд, як i ф. (164),
якщо там замiнити χ1n

ij на χ1β
ij . Його теж виражаємо через функцiю

Майєра:
Ig,β1i(1) = −f0

i ci ·
∑

j

njY
β1
ij ·∇βp0, (174)

де введено позначення для тензора

Y
β1
ij (r1) ≡

∫

dr2
∂fM

ij (r12)r

∂r21

∫

dr3H
β
ij(r1, r2; r3)r r31. (175)

Проте, ситуацiя з ф. (175) iнша тому, що функцiональна похiдна Hβ
ij

має iнакшу топологiчну структуру дiаґрам, нiж Hn
ijk. Щоб зрозу-

мiти, до якої форми має звестися вираз (174), звернiмося спочатку
до його односортного варiанта, додаток B.5. Як видно з ф. (368), ре-
зультат виражається через температурну похiдну вiд потенцiального
внеску в тиск.

Для кiлькасортного варiанту, фф. (174) i (175), зауважмо, що
тензор Y

β1
ij дiагональний Y

β1
ij = Y β1

ij I, бо через залежнiсть Hβ
ij ли-

ше вiд вiдносних вiдстаней внутрiшнiй iнтеґрал ф. (175) зводиться
(додаток B.4) до:

r̂21

∫

dr3H
β
ij(r1, r2; r3)r r31 ·r̂21.
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Тому ф. (174) можемо переписати так:

Ig,β1i(1) = −f0
i

∑

j

njY
β1
ij ci ·∇βp0.

Додавши її до результату (172), одержуємо перший варiант:

Ig,βi(1) = f0
i

∑

j

nj

θk0
[Y β1

ij − Y β0
ij ] ci ·∇ lnT k0. (176)

Спробуймо використати симетрiйнi арґументи (як це зроблено в
односортного випадку), розбивши Y

β1
ij у ф. (174) на симетризовану i

антисиметричну частини

Y
β1
ij = 1

2

(
Y
β1
ij + Y

β1
ji

)
+ 1

2

(
Y
β1
ij − Y

β1
ji

)
, (177)

де, використавши, що Hβ
ji(r1, r2; r3)r = Hβ

ij(r2, r1; r3)r, маємо:

Y
β1
ij ±Y

β1
ji ≡

∫

dr2
∂fM

ij (r12)r

∂r21

∫

dr3
{
Hβ

ij(r1, r2; r3)r±H
β
ij(r2, r1; r3)r

}
r31.

(178)
Для доданка з плюсом застосуймо зауваження про симетризацiю (до-
даток B.4) з таким результатом для внутрiшнього iнтеґрала:

1
2r212

∂χ0
ij(r12)r

∂βp0
.

Дiючи далi, як в односортному випадку, одержуємо:

1
2

(
Y
β1
ij + Y

β1
ji

)
= I

{ ∂pij
∂βp0

+ Y β0
ij

}

,

де другий доданок пропадає пiсля додавання виразу (172).
Як перетворювати пiврiзницю з ф. (177) нам невiдомо, але вона,

як зауважено ранiше, є дiаґональною I
1
2

(
Y β1
ij − Y β1

ji

)
. Пiдставляючи

це i попереднiй вираз у ф. (177), а її — у ф. (174), отримуємо пiсля
додавання ф. (172) другий варiант:

Ig,βi(1) = f0
i

∑

j

nj

θk0

{ ∂pij
∂βp0

+ 1
2

(
Y β1
ij − Y β1

ji

)}

ci ·∇ lnT k0. (179)

При j = i пiврiзниця у фiгурних дужках пропадає; в односортному
випадку вираз переходить у ф. (368).
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Об’єднавши фф. (168) i (179), записуємо кiнцевий вираз для Igi(1)
у виглядi

Igi(1) = f0
i

{∑

j

Ln,g
ij(1)ci ·∇nj + LT,g

i(1)ci ·XT

}

, (180)

де коефiцiєнти дорiвнюють:

Ln,g
ij(1) = c̃ij(0)r + 2pij , (181)

LT,g
i(1) =

∑

j

nj

θk0

{

−(θk0)2
∂pij
∂θk0

+ 1
2

(
Y β1
ij − Y β1

ji

)}

. (182)

Обидвi цi функцiї не залежать вiд швидкости ci. З ф. (176) маємо
ще альтернативний варiант: LT,g

i(1) =
∑

j(nj/θ
k0)[Y β1

ij − Y β0
ij ].

Залишковий внесок Igi(2). Рiзницю пiд iнтеґралом ф. (160) мо-
жна замiнити, згiдно ф. (350), на вираз

gij,02 (σql
ij )

qp
r
p ǫqlij

[
βp1(r) + 1

2qpσ
ql
ij ·∇βp0(r)

]
.

При цьому поправка gij,12 випадає iз розгляду, а висота сходинки ǫqlij
з’являється у ролi множника i з ф. (160) маємо:

Iqlp,gij(2)

∣
∣
∣
p={⊕,⊖}

= f0
i y

ij
2 (σql

ij )
qp
r pǫ

ql
ij × (183)

×
∫

dcjdσ̂f
0
j cjiσθ

p(cjiσ)
[
βp1 + 1

2qpσ
ql
ij ·∇βp0

]
.

Пiсля iнтеґрування по σ̂ за допомогою фф. (402) iнтеґрал цього ви-
разу набуває вигляду:

2π

∫

dcjf0
j θ

p(cji)
[
cjij

p
2 (cji)β

p1 + 1
2qpσ

ql
ij j

p
3 (cji) cji ·∇βp0

]
. (184)

Промiжний результат для внеску Igi(2) подаємо так:

Igi(2) = f0
i

{

LT,g
i(2)ci ·XT + Lβ,g

i(2)β
p1
}

, (185)

де функцiї виражаються через iнтеґрали:
[

LT,g
i(2)ci

Lβ,g
i(2)

]

=
∑

j

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

πyij2 (σql
ij )

qp
r

[

−qσql
ij ǭ

ql
ij

2pǫqlij

]
∫

dcjf0
j θ

p(c)

[
jp3 c

c jp2

]

,

(186)
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Табл. 1. Ґрадiєнти у внесках неоднорiдної частини.
Внесок ci ·∇ lnT k0 c ◦

i ci :∇V ∇·V ci ·∇nk βp1

D0
t,if

0
i L L L L —

I∇i(1) L L L L —
Igi(1) L — — L —
I∇i(2) L L L — —
Igi(2) L — — — L

де було враховано, що ∇βp0 = −(θk0)−1∇ lnT k0.
Нижче у пiдпараграфi, де розглядається рiвняння для ep у пер-

шому порядку, показано, що βp1 має лише одну компоненту по ґра-
дiєнтах: βp1 = Ωβ∇·V, а коефiцiєнт пропорцiйности Ωβ залежить
функцiонально вiд поправок {φ}. Тому внесок Igi(2) мiстить насправ-

дi, крiм ∇ lnT k0, ще i ∇·V.

Пiдсумок. У таблицi зведено вiдомостi про те, якi ґрадiєнти мiс-
тить кожен iз розрахованих доданкiв неоднорiдної частини. Вiдмiтка
L означає наявнiсть вiдповiдної функцiї бiля того чи iншого ґрадi-
єнта. Потоковий член у першому рядку є єдиним внеском у випадку
кiнетичного рiвняння Больцмана. У другому i третьому рядках сто-
ять внески, аналоги енскогiвських, але для випадку системи з БС
потенцiалом. Вiдмiнним тут є доданок у третьому рядку ∼ ∇ lnT k0

вiд Igi(1), якого кiнетичне рiвняння Енскога не дає. Внески четверто-
го i п’ятого рядкiв названо “залишковими”, оскiльки вони характернi
лише для БС потенцiала, а в енскогiвському випадку не виникають.
П’ятий рядок мiстить першу поправку до βp i забезпечує зв’язанiсть
рiвнянь для fi та ep у першому порядку за ґрадiєнтами.

3.3.2. Об’єднання внескiв

Пiсля об’єднання внескiв з одинаковими ґрадiєнтами, неоднорiдна
частина набуває вигляду:

D0
t,if

0
i − I∇i − Igi = f0

i

{

LT
i ci ·XT + LV

i c ◦
i ci :∇V + LI

i ∇·V+ (187)

+
∑

k L
µ
ik ci ·Xk − Lβ,g

i(2)β
p1
}

,

де дифузiйний внесок виражено через дифузiйнi сили {X}, пов’я-
занi з ґрадiєнтами хiмiчних потенцiалiв, див. ф. (194). Явнi вирази
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для LT
i , LV

i , LI
i та Lµ

ik подано нижче. Видiляючи у перших трьох
функцiях явну i неявну залежнiсть вiд ci, запишемо їх так:

LF
i = LF

i(1) + LF
i(2), (188)

де у першому доданку враховано лише основнi внески I∇i(1) та Igi(1).

Надалi LF
i(1) зручно представляти у формi лiнiйних комбiнацiй вiд

многочленiв Сонiна-Ляґера Sm
ν (C2

i ), додаток C.4, де Ci ≡
√
m̃ici.

Залишковi внески I∇i(2) та Igi(2), характернi лише для БС потенцiала,

вiднесено до LF
i(2) i залишено у формi iнтеґралiв по cj .

Температурна частина. Згiдно введених позначень, маємо:

LT
i(1) ≡ LT,D

i − LT,∇
i(1) − LT,g

i(1), LT
i(2) ≡ −LT,∇

i(2) − LT,g
i(2), (189)

де функцiї справа подано у фф. (136), (147), (182), (154) i (186).
Вираз для частини з явною залежнiстю зручно записати так:

LT
i(1) = LT,0

i(1) S
0
3/2(C

2
i ) + LT,1

i(1) S
1
3/2(C

2
i ),

де коефiцiєнти мають вигляд:

LT,0
i(1) ≡ 1− mi

kBρ

(
∂P

∂T k0

)

{n}
+ 2

∑

j

Minjpij − LT,g
i(1),

LT,1
i(1) ≡ −

(

1 + 12
5

∑

j

MiMjnjpij

)

.

LT,g
i(1) мiстить доданок, що виражається через iнтеґрал вiд функцiо-

нальної похiдної Hβ
ij , проте не залежить вiд ci.

Позадiаґональна в’язкiсна частина. Доданки з явною i неяв-
ною залежностями дорiвнюють:

LV

i(1) ≡ LV,D
i − LV,∇

i(1) , LV

i(2) ≡ −LV,∇
i(2) , (190)

де фф. (137), (148) i (154) задають вигляд функцiй справа. Перша
мiстить лише нульовий многочлен:

LV

i(1) = LV,0
i(1) S

0
5/2(C

2
i ), LV,0

i(1) ≡
mi

θk0

(

1 + 4
5

∑

j

Mjnjpij

)

.
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Дiаґональна в’язкiсна частина. Згiдно таблицi, внески iз ∇·
V присутнi у таких доданках D0

t,if
0
i , I∇i(1) i I∇i(2). Вiдповiднi функцiї

мають вигляд:

LI
i(1) ≡ LI,D

i − LI,∇
i(1), LI

i(2) ≡ −LI,∇
i(2). (191)

а фф. (138), (149) i (154) задають доданки у правих частинах. Для
першої функцiї легко знаходимо:

LI
i(1) = LI,1

i(1) S
1
1/2(C

2
i ), LI,1

i(1) ≡ −
( ωT

T k0
+ 2

3 + 4
3

∑

j

Mjnjpij

)

.

Тут доречно нагадати про внесок Lβ,g
i(2)β

p1 з останнього стовпця та-

блицi. Завдяки йому повна функцiя LI
i матиме ще поправку, оскiль-

ки βp1 ∼ ∇ ·V, ф. (221).

Дифузiйна частина. Четвертий стовпчик таблицi 1 (с. 46) мiс-
тить лише основнi внески: Ln,D

ij , Ln,∇
ij(1) та Ln,g

ij(1). Видно, що Ln,∇
ij(1),

ф. (150), лише знаком вiдрiзняється вiд другого доданка функцiї
Ln,g
ij(1), ф. (181). Їх суму Ln,∇

ij(1) + Ln,g
ij(1) = c̃ij(0)r вiднiмiмо вiд δij/ni

— першого доданка функцiї Ln,D
ij , ф. (139), який з’явився у внеску

D0
t,if

0
i завдяки ci ·∇ ln f0

i i, домноживши на ∇nj , просумуймо по j:

∑

j

[δij
ni

− c̃ij(0)r

]

∇nj =
1

θk0

∑

j

( ∂µi

∂nj

)

Tk0

{n}′j
∇nj . (192)

Цей перехiд зроблено на основi зв’язку мiж фур’є-образом прямої
кореляцiйної функцiї в нулi та частинними похiдними вiд хiмiчно-
го потенцiала. Сума справа дорiвнює ґрадiєнту хiмпотенцiала при
постiйнiй локально-рiвноважнiй температурi:

(∇µi)Tk0 ≡
∑

j

( ∂µi

∂nj

)

Tk0

{n}′j
∇nj .

Другий доданок функцiї Ln,D
ij , ф. (139), що походить вiд d0

tf
0
i , по-

множений на ∇nj i просумований по j, перетворюється за допомогою
змiни порядку пiдсумовування з використанням рiвности локальної
термодинамiки

(
∂P

∂nj

)

Tk0

{n}′j

=
∑

k

nk

(
∂µk

∂nj

)

Tk0

{n}′j

.
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Це приводить до такого результату:

− mi

ρθk0

∑

j

(
∂P

∂nj

)

Tk0

{n}′j

∇nj = − mi

ρθk0

∑

k

nk(∇µk)Tk0 . (193)

Вслiд за роботою [4] означмо дифузiйнi термодинамiчнi сили

Xk ≡ − 1

mk
(∇µk)Tk0 . (194)

Тодi сума результатiв (192) та (193) набуває вигляду:
∑

j

[

Ln,D
ij − Ln,∇

ij(1) − Ln,g
ij(1)

]

∇nj =
∑

k

Lµ
ik Xk,

де
Lµ
ik ≡ −(mi/θ

k0)
[
δik − ρk/ρ

]
, (195)

а повна дифузiйна частина дорiвнює

−f0
i

mi

θk0

∑

k

[

δik −
ρk
ρ

]

ci ·Xk.

Дифузiйнi сили {X} задовольняють умову
∑

k ρkXk = −(∇P )Tk0 . У
роботi [4] показано, що таке їх означення задовольняє умови взаєм-
ности Онзаґера лiнiйної нерiвноважної термодинамiки.

3.3.3. Додатковi умови першого порядку

Згiдно методу Чепмена-Енскога поправка першого порядку f1
i лi-

нiйна за ґрадiєнтами, ф. (40). Отже, поправку φi шукаємо у виглядi
лiнiйної комбiнацiї:

φi(Ci) = −AiCi ·XT −BiC
◦
iCi:∇V −Hi∇·V −

∑

k

EikCi ·Xk, (196)

де Ci ≡
√
m̃ici — безрозмiрна швидкiсть, а невiдомi функцiї Ai, Bi,

Hi та Eik залежать вiд C2
i . Їх шукатимемо у виглядi розкладiв по

системах многочленiв Сонiна-Ляґера: Ai й Eik — iндекса 3/2, Bi та
Hi — iндексiв 5/2 та 1/2, вiдповiдно4 (додаток C.4):

Ai(C
2
i ) =

∞∑

m=0

ami S
m
3/2(C

2
i ), Eik(C

2
i ) =

∞∑

m=0

emikS
m
3/2(C

2
i ), (197)

Bi(C
2
i ) =

∞∑

m=0

bmi S
m
5/2(C

2
i ), Hi(C

2
i ) =

∞∑

m=0

hmi S
m
1/2(C

2
i ). (198)

4Iндекс для кожної функцiї визначається степенем вектора Ci бiля неї.
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Рiвняння для цих функцiй розглянуто нижче у §3.4.

Розгляньмо, якого вигляду набувають додатковi умови (48) для
φi завдяки умовам самоузгодження (45). У першому порядку вони
означають: n1

i = 0, p1 = 0, e1 = 0. Двi з них скалярнi, а одна вектор-
на. Першi двi зостаються такими ж, як у випадку кiнетичних теорiй
Больцмана чи Енскога для сумiшей. Третю було детально проана-
лiзовано [39] для узагальненого кiнетичного рiвняння Больцмана у
зв’язку несуперечливим означенням температури i його впливом на
коефiцiєнт в’язкости. Проте в цьому аналiзi рiвняння для енергiї вза-
ємодiї не задiяно в теоретичну схему, що i становить вiдмiннiсть вiд
нашої ситуацiї.

Отже, проаналiзуймо третю умову. Для цього спочатку розра-
хуймо внески до ep1, що присутнi у фф. (62), (65). Середнє в ep∇

непарне по r21 i тому перетворюється в нуль:

ep∇ ∼
∫

dr21 g
ij,0
2 (r12)r r21

1
2φ

MS
ij (r12)

∣
∣
∣
r1→r

= 0. (199)

Внесок epg, згiдно ф. (348) для gij,12 , розпадається на два: epg =
epg,β + epg,n, де

epg,β ≡ ∇βp0 ·
∑

ij

ninj

∫

dr2 1
2φ

MS
ij (r12)

∫

dr3H̄
β
ij(r1, r2; r3)rr31

∣
∣
∣
r1→r

,

epg,n ≡
∑

k

∇nk ·
∑

ij

ninj

∫

dr2 1
2φ

MS
ij (r12)

∫

dr3H̄
n
ijk(r1, r2; r3)rr31

∣
∣
∣
r1→r

.

Покажiмо на прикладi першого, що обидва внески пропадають зав-
дяки симетрiї. Перепозначивши iндекси i→← j й узявши пiвсуму ре-
зультату й початкового виразу, отримуємо:

epg,β = ∇βp0 ·
∑

ij

ninj

∫

dr21 1
2φ

MS
ij (r12)× (200)

×
∫

dr3 1
2

{
H̄β

ij(r1, r2; r3)r + H̄β
ij(r2, r1; r3)r

}
r31,

де враховано, що H̄β
ji(r1, r2; r3)r = H̄β

ij(r2, r1; r3)r. Пiдiнтеґральна
функцiя внутрiшнього iнтеґрала симетрична вiдносно перестановки
r1→← r2, тому на основi зауваження про симетризацiю (додаток B.4)
внутрiшнiй iнтеґрал дорiвнює

1
2r21

∫

dr3 1
2

{
H̄β

ij(r1, r2; r3)r + H̄β
ij(r2, r1; r3)r

}
= 1

2r21
∂gij,02 (r12)r

∂βp0
.
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Тодi у ф. (200) пiд iнтеґралом по r21 виникає функцiя, непарна по
r21, i тому epg,β = 0. Так само epg,n = 0 i, отже, epg = 0. Разом з
результатом (199) це дає для всiєї поправки: ep1 = 0. Тобто й третя
додаткова умова теж виявляється такою, як у теорiях Больцмана й
Енскога:

ek1 = 0. (201)

Отже, поправка ep1 є лiнiйною комбiнацiєю ∇nk i ∇βp0, ф. (64),
з коефiцiєнтами, що, як ми показали, перетворюються в нуль. Проте
в роботi [22], де розглянуто це ж питання для односортної системи з
потенцiалом прямокутної ями, подано спiввiдношення

ep1 =
∂ep0

∂βp0
βp1,

хибне на нашу думку тому, що βp1 ∼ ∇ ·V, §3.3.4. Тому весь аналiз
цих авторiв стосовно поправки T k1 до кiнетичної температури також
не має пiдґрунтя, бо мусить справджуватись ф. (201).

Можемо зробити такi висновки: а) у першому порядку за ґрадiє-
нтами узагальненого методу Чепмена-Енскога немає обмiну мiж ek

й ep, хоч вiн може бути у другому порядку; а оскiльки βp1 6= 0, то
βp − 1/kBT

k0 не має сенсу iндикатора такого енергетичного обмiну
(принаймнi, в рамках методу Чепмена-Енскога); б) у виразах для ep1

не використовувалися нiякi властивостi БС потенцiала, тому пода-
ний аналiз годиться для всякого потенцiала; якби вдалося сформу-
лювати подiбну кiнетичну теорiю для нерозривного потенцiала, то
в першому порядку методу Чепмена-Енскога енергетичного обмiну
теж би не було; в) βp1 з’являється у виразах тiльки завдяки розрив-

ностi φMS
ij . Цi висновки — наслiдок умови самоузгодження (45) для

густини енергiї.

Вираженi через теплову швидкiсть ci додатковi умови (48) для
φi з урахуванням результату (201) набувають вигляду:
∫

dcif0
i φi = 0,

∑

i

mi

∫

dcif0
i ciφi = 0,

∑

i

1
2mi

∫

dcif0
i c

2
iφi = 0.

Кожна з них розпадається на чотири незалежнi умови за числом
функцiй. Деякi з них задовольняються автоматично (див. табли-
цю 2) з причин непарности (нп.) пiдiнтеґральних виразiв чи бездi-
вiрґентности (бд.) тензора C◦

iCi, для якого
∫

dĈiC
◦
iCi = 0.

Як видно з таблицi, жодна з умов нiяк не обмежує функцiю Bi.
Перша й третя умови зумовлюють обмеження на Hi, а друга — на
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Табл. 2. Умови для функцiй Ai, Bi, Hi, Eik.
Функцiя n1

i = 0 p1 = 0 ek1 = 0

Ai нп. + нп.
Bi бд. нп. бд.
Hi + нп. +
Eik нп. + нп.

Ai й Eik (всi вiдзначено плюсом)5:
∫

dCif
0
i Hi = 0,

∑

i

m
−3/2
i

∫

dCif
0
i C

2
iHi = 0,

∑

i

m−1
i

∫

dCif
0
i C

2
i

{
Ai

Eik

}

=

{
0

0

}

.

З них слiдують умови для коефiцiєнтiв розкладу hmi , ami та emik цих
функцiй по системах многочленiв {Sν}:

h0i = 0,
∑

i

nih
1
i = 0;

∑

i

√
mini

{
a0i
e0ik

}

=

{
0

0

}

. (202)

Завдяки їм в односортному випадку розкладH починається з h2S2
1/2,

а розклад функцiї A — з h1S1
3/2.

3.3.4. Рiвняння для ep у першому порядку

У попередньому пiдпараграфi отримано неоднорiдну частину iнте-
ґрального рiвняння першого порядку, яка мiстить невiдому величи-
ну — βp1. Щоб виразити її через градiєнти, скористаймося рiвнян-
ням першого порядку для густини потенцiальної енергiї. Цей крок
методологiчно вiдрiзняється вiд способу виключення βp1, запропо-
нованого в працi [22].

Отже, це рiвняння, ф. (73), можна записати у виглядi:

sφp = d0
t e

p0 + ep0∇·V − s∇p − sgp, (203)

5Можна зауважити, що скалярнi умови обмежують скалярну частину поправ-
ки φi, що описується функцiєю Hi, а векторна умова — функцiї Ai й Eik вектор-
ної частини. Для Bi, яка визначає недiаґональний тензорний внесок у поправцi
φi, всi умови (якi мають нижчу тензорну вимiрнiсть) задовольняються автома-
тично.
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де доданок ∇ · q0
p опущено, бо q0

p = 0. Внесок sφp — це лiнiйний
функцiонал вiд поправок {φ}

sφp [φ] ≡ s(0)p [f1, f0] + s(0)p [f0, f1],

а iншi два доданки

s∇p ≡ s(∇)
p [f0, f0], sgp ≡ s(g)p [f0, f0]

позначено згiдно ф. (60), подiбно до складових iнтеґрала зiткнень
I
(1)
i . Явнi вирази для цих внескiв отримуємо з ф. (101):




sφp
s∇p
sgp



 = −
∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

ninj
1
2p ǫ

ql
ij(σ

ql
ij )

2µ̃
−1/2
ij π−3 × (204)

×
∫

dGdgdσ̂gσθp(gσ) e−G2−g2






gij,02 (σql
ij )

qp
r

(
φi + φj

)

gij,02 (σql
ij )

qp
r (−qpσql

ij)·∇ ln f0
j

gij,12 (r, r− qpσql
ij)

qp
r




.

Права частина ф. (203) нагадує неоднорiднi частини рiвнянь для {φ},
ф. (126). Зауважмо, що ф. (203) не мiстить поправки ep1.

Далi ми виразимо d0
t e

p0 через ґрадiєнти гiдродинамiчних змiнних
i розрахуємо величини (204), проiнтеґрувавши по σ̂ i швидкостях.

Розрахунок d0
t e

p0. Величина ep0 залежить вiд {n} безпосередньо
й через gij,02 , а вiд βp0 — лише через gij,02 , ф. (105). Тому

d0
t e

p0 =

M∑

k=1

(
∂ep0

∂nk

)

βp0

{n}′k

d0
tnk +

(
∂ep0

∂βp0

)

{n}
d0
tβ

p0. (205)

Використавши для похiдних вiд nk та βp0 рiвняння нульового поряд-
ку (121) i (133), знаходимо:

d0
t e

p0 = ωep∇·V, (206)

ωep ≡
[

ωβ

(
∂ep0

∂βp0

)

{n}
−

M∑

k=1

nk

(
∂ep0

∂nk

)

βp0

{n}′k

]

. (207)

Частиннi похiднi можна шукати, виходячи з ф. (105):

(
∂ep0

∂βp0

)

{n}
=
∑

ij

ninj

∫

dr2
∂gij,02 (r12)r

∂βp0
1
2φ

MS
ij (r12)

∣
∣
∣
r1→r

, (208)
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(
∂ep0

∂nk

)

βp0

{n}′k

= 2
∑

j

nj〈12φ
MS
jk (r12)〉g

0
2 ,jk

r2 + (209)

+
∑

ij

ninj

∫

dr2
∂gij,02 (r12)r

∂nk

1
2φ

MS
ij (r12)

∣
∣
∣
r1→r

.

Проте, якщо використати спiввiдношення ep0 = ε − εk0, то пошук
значно спрощується. Маючи частиннi похiднi вiд ε (§A.2, фф. (336)
та (337)) й εk0,

(
∂εk0

∂T k0

)

{n}
= 3

2kBn,

(
∂εk0

∂nk

)

Tk0

{n}′k

= 3
2kBT

k0,

знаходимо такий вираз:

ωep = ωT

[
ρc̃v,{n} − 3

2kBn
]
−

M∑

k=1

ρk
ρ

[

ε+ P − T k0

(
∂P

∂T k0

)

v
{n}

]

+ εk0,

де використано зв’язок мiж ωβ i ωT , поданий пiсля ф. (133). Внески
вiд хiмiчних потенцiалiв випали з розгляду завдяки рiвностi (341).
Спростiмо цей вираз, пiдставивши у нього ф. (132) для ωT i заува-
живши, що множник у прямокутних дужках пiд сумою не залежить
вiд iндекса суми:

ωep = −
[

ep0 + P −
3
2kBn

ρc̃v,{n}
T k0

(
∂P

∂T k0

)

v
{n}

]

. (210)

Першi два доданки подiбнi на коефiцiєнт у рiвняннi (122) для ε, а
останнiй фiгурує в коефiцiєнтах ωT та ωβ. У чисельнику дробу перед
похiдною стоїть теплоємнiсть одиницi об’єму сумiшi iдеальних газiв
ρc̃ id.g.v,{n} або ж сумiшi твердих кульок ρc̃ hsv,{n} з дiйсними густинами
n1, . . . , nM . Ми подали термодинамiчне виведення ф. (210), тому вона
годиться для будь-якого потенцiала взаємодiї.

Розгляд sφp [φ]. Вираз (204) для sφp симетричний по сортах i та
j, тому досить знайти внесок вiд, напр., φi й помножити резуль-
тат на 2. Вiд iнтеґрування по σ̂ виникає iнтеґрал 0Ip

1 , який дорiвнює
2π θp(g) gjp2 (g), див. §D.1, ф. (402). Тодi вiдповiдний iнтеґрал ф. (204)
має вигляд:

2× gij,02 (σql
ij )

qp
r 2π

∫

dGdg θp(g) e−G2−g2

gjp2 (g)φi(Ci), (211)
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де Ci =
√
m̃ici — безрозмiрна швидкiсть.

З чотирьох доданкiв поправки φi з виглядом (196) залишається
лише внесок iз Hi. Справдi, функцiї Ai, Bi, Hi та Eik аналiтичнi,
тому розкладаються у ряди Тейлора за степенями C2

i . Внески iз XT й
Xk пропадають, оскiльки C2

i у довiльному степенi, помножене на Ci,
дає доданки непарного степеня по G або по g, якi пiсля iнтеґрування
по Ĝ чи ĝ перетворюються в нуль. Тензор бiля Bi зводиться до

C◦
iCi = MiG

◦
G +Mjg

◦g −M
1/2
i M

1/2
j 2(G◦g)‡,

тому пiсля розкладу Bi(C
2
i ) отримуємо ряд з доданками, векторна

частина яких може мати один iз 3-х типiв:

(Ĝ ·ĝ)k




Ĝ◦Ĝ
ĝ◦ĝ

2(Ĝ◦ĝ)‡





iз k ≥ 0. Кожен iз цих тензорiв перетворюється в нуль пiсля iнтеґру-
вання по орiєнтацiях Ĝ i ĝ (§D.2), тому внесок iз Bi пропадає. Отже
iнтеґрал ф. (211) зводиться до

−
∫

dGdg θp(g) e−G2−g2

gjp2 (g)Hi(C
2
i )∇·V. (212)

Не знаючи явного вигляду функцiй {H}, використовуємо тут роз-
клад по многочленах Сонiна-Ляґера, ф. (198). Виразивши Hi в на-
ближеннi другого многочлена

Hi(C
2
i ) ≈ h0i + h1i (

3
2 − C2

i ) + h2i (
15
4 − 5C2

i + C4
i )

через змiннi центра мас, можемо проiнтеґрувати по орiєнтацiях Ĝ та
ĝ з таким результатом:

(4π)2
{

h0i + h1i (
3
2 −MiG2 −Mjg

2) +

+ h2i
(
15
4 − 5[MiG2 +Mjg

2] +M2
i G4 +M2

j g
4 + 10

3 MiMjG2g2
)}

.

Пiсля iнтеґрування по G ф. (212) набуває вигляду:

−(4π)2 1
2Γ(

3
2 )
{

h0iJ p
g3[j

p
2 ] + h1iMjJ p

g3[S
1
1/2j

p
2 ] + h2iM

2
j J p

g3[S
2
1/2j

p
2 ]
}

∇·V,

де J p
g3 позначає характернi iнтеґрали по g, ф. (429). Сума внескiв

⊕ та ⊖ утворює характернi конструкцiї C2−
g3 вiд jp2 , S1

1/2j
p
2 та S2

1/2j
p
2 ,
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якi дорiвнюють 0, 1
4 ǭ

ql
ij та 1

4 [−(ǭqlij)
2 + ǭqlij ]. Врахувавши залишений у

ф. (211) коефiцiєнт, приходимо до такого остаточного результату в
наближеннi другого многочлена:

sφp [φ] = Ωφ[H ]∇·V, (213)

Ωφ[H ] ≡ 2
√
2π (θk0)3/2

∑

ij

ninjµ
−1/2
ij × (214)

×
{

h1iMjΛ
ij
2;01

[
ǭ2ij
]
+ h2iM

2
j Λ

ij
2;01

[
− ǭ3ij + ǭ2ij

]}

.

Саме цей внесок зв’язує рiвняння для ep в першому порядку по ґрадi-

єнтах iз одночастинковими функцiями розподiлу fi, а точнiше, з їх
об’ємно-в’язкiсними складовими {H}. З iншими складовими зв’язку
нема.

Розрахунок s∇p . Коефiцiєнт gij,02 (σql
ij )

qp
r
(−qpσql

ij ) у ф. (204) для s∇p
можна винести. Iнтеґрування по σ̂ дає 1Ip

1 = 2π g θp(g)jp3 (g) (§D.1,
ф. (402)). Щоб пiдiнтеґральний вираз був парний по швидкостях, у
∇ ln f0

j , ф. (388), треба вiдкинути доданки, що непарнi по G i парнi по

g — залишиться лише 2m̃1/2
j M

1/2
i g·∇V†. Тодi результат iнтеґрування

по орiєнтацiях Ĝ i ĝ векторної частини дорiвнює 2m̃1/2
j M

1/2
i (4π)2 1

3g
2∇·

V.
Iнтеґрування по G дає 1

2Γ(
3
2 ), а для g виникають характернi iнтеґ-

рали J p
g4[j

p
3 ]. Завдяки

∑

p утворюються комбiнацiї C2+
g4 [j

p
3 ], результат

для яких дорiвнює 1
4 Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij). Остаточно знаходимо:

s∇p = Ω∇∇·V, (215)

Ω∇ ≡ π
3 θ

k0
∑

ij

ninjΛ
ij
3;0q

[
Γ̃∗
1+2e(

3
2 ; ǭij) ǭij

]
. (216)

Локально-рiвноважна температура θk0 входить у коефiцiєнт Ω∇ ще
через gij,02 та безрозмiрнi висоти сходинок ǭqlij . У конструкцiях Λij

3;0q

внески вiд притягальних та вiдштовхувальних сходинок конкурують
мiж собою, входячи з рiзними знаками.

Розрахунок sgp. Явна залежнiсть gij,12 вiд σ̂ складна, тому вираз
для sgp, ф. (204), легше проiнтеґрувати по швидкостях. Для G це дає
2πΓ(32 ), а для ĝ виникає iнтеґрал, що тотожний до 0Ip

1 , якщо змiннi
помiняти ролями ĝ →← σ̂. Пiдставивши його результат 2π θp(g) gjp2 (g),

бачимо, що для g виникають характернi iнтеґрали J p
g3[j

p
2 ], §D.1.
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Для внеску ⊖ використовуємо зв’язок (352) для значень gij,12 по
рiзнi боки сходинок. Завдяки цьому спiввiдношенню в обiгу з’явля-

ється перша поправка до потенцiальної квазiтемператури βp1(r, t).
Сума двох внескiв ⊕ та ⊖ дорiвнює:

4π2Γ(32 )
{

J ⊕
g3[j

⊕
2 ]

∫

dσ̂ gij,12 (r, r − qσql
ij)

q
r
−

− J ⊖
g3[j

⊖
2 ]

∫

dσ̂ eǭ
ql
ij

[

gij,02 (σql
ij )

q
r ǫ

ql
ijβ

p1(r, t) + gij,12 (r, r + qσql
ij)

q
r

]}

,

де доданок iз ∇βp0 вiдкинуто, як непарний по σ̂.
Замiнивши в останнiй gij,12 змiнну σ̂ на σ̂′ = −σ̂ й об’єднавши її

з першою, отримуємо конструкцiю C2−
g3 [jp2 ], яка дорiвнює 0. Викори-

ставши, що J ⊖
g3[j

⊖
2 ] = 1

4 exp(−ǫ
ql
ij), зводимо попередню формулу до

−4π3Γ(32 )g
ij,0
2 (σql

ij )
q
r
ǫqlijβ

p1. Кiнцевий результат має вигляд:

sgp = Ωgβ
p1, (217)

Ωg ≡
√
2π(θk0)5/2

∑

ij

ninjµ
−1/2
ij Λij

2;01

[
ǭ2ij
]
. (218)

У коефiцiєнтi варто вiдмiтити степiнь θk0 i квадратичну залежнiсть
вiд ǭqlij , на противагу коефiцiєнту Ω∇.

Пiдсумок. Ми виявили, що всi доданки рiвняння (203), за виня-
тком sgp, пропорцiйнi до ∇·V. Пiдставляючи результати (206), (213),
(215) та (217) у це рiвняння, отримуємо:

Ωφ[H ]∇·V =
[
ω′
ep − Ω∇

]
∇·V − Ωgβ

p1, (219)

де коефiцiєнти задаються фф. (214), (216) i (218), а вираз для ω′
ep ≡

ωep + ep0 отримується з ф. (210):

ω′
ep = −P +

3
2kBn

ρc̃v,{n}
T k0

(
∂P

∂T k0

)

v
{n}

. (220)

Рiвняння (219) доповнює систему iнтеґральних рiвнянь для {φ},
даючи змогу виключити з них невiдому величину βp1. Вона ж вияв-
ляється пропорцiйною до дiверґенцiї гiдродинамiчної швидкости, а
iнших ґрадiєнтiв не мiстить:

βp1 = Ωβ [H ]∇·V, (221)

Ωβ [H ] ≡
(
ω′
ep − Ω∇

)/
Ωg − Ω−1

g Ωφ[H ]. (222)



58 Препринт

Коефiцiєнт Ωβ є рiзницею константи Ω0
β ≡ Ω−1

g

(
ω′
ep −Ω∇

)
i функцiо-

нала Ω1
β[H ] ≡ Ω−1

g Ωφ[H ]. Сама поправка βp1 перетворюється в нуль
у тих областях простору, де ∇·V = 0, або ж коли Ωβ = 0. З другого
боку, у нерiвноважних станах iз {H} = 0 поправка βp1(r) вiдмiнна
вiд нуля завдяки внеску Ω0

β .
Як вже було згадано, у працi [39] розглянуто проблему означення

температури з позицiй локальної термодинамiки i як воно впливає
на коефiцiєнт об’ємної в’язкости. Один з вагомих висновкiв полягав
у тому, що рiзнi означення можуть вiдрiзнятися в першому порядку
по ґрадiєнтах лише на доданок iз ∇·V. Така ж ситуацiя виникає i
в нашому випадку. Однак в цитованiй роботi розглянута кiнетична
теорiя базується лише на узагальненому рiвняннi Больцмана. Залу-
чення рiвняння для густини потенцiальної енергiї якiсно мiняє стру-
ктуру теорiї i, крiм того, βp не є температурою нi в сенсi локальної
термодинамiки, нi в iнших сенсах, обговорюваних у працi [39]. Тому
її висновки не зовсiм тут застосовнi, хоча виявлений збiг потребує
додаткового дослiдження. Питання означення температури розгля-
далося ще в роботах [40, 41].

3.4. Системи iнтеґральних рiвнянь

3.4.1. Перенормування

Iнтеґральне рiвняння (126) зазнає деяких змiн. Пiдставмо вираз (221)
для βp1 у його неоднорiдну частину, знайдену у виглядi (187), вра-
хувавши, що Ωβ = Ω0

β − Ω1
β [H ]. Другий доданок з невiдомими фун-

кцiями {H} потрiбно перенести в операторну частину до Ji[φ], одер-
жуючи з ф. (126) таке рiвняння:

Ji[φ]− Jβ
i [H ] = f0

i

{

LT
i ci ·XT + LV

i c ◦
i ci :∇V + (223)

+ LI∗
i ∇·V+

∑

k

Lµ
ikci ·Xk

}

,

де Jβ
i [H ] ≡ f0

i Ω1
β [H ]Lβ,g

i(2) та LI∗
i ≡ LI

i − Ω0
βL

β,g
i(2) (LI∗

i(2) ≡ LI
i(2) −

Ω0
βL

β,g
i(2)). Поправка до оператора якiсно вiдрiзняє кiнетичнi теорiї

для розривних потенцiалiв [16, 22], у яких береться до уваги баланс
потенцiальної енергiї, вiд теорiй, заснованих на моделi твердих ку-
льок чи таких, де цим балансом знехтувано [14, 18, 27]. Проте, це
пернормування iнтеґрального оператора зачiпає лише функцiї {H}
i впливає на коефiцiєнт об’ємної в’язкости [22].
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Пiдставивши ф. (196) у рiвняння (223) i прирiвнявши доданки
при однакових ґрадiєнтах, одержуємо рiвняння для кожної функцiї
зокрема:

−Ji





A(C2)C
B(C2)C◦C
E(C2)C



 = f0
i





LT
i ci

LV
i c◦ici

Lµ
ik ci



 , (224)

−J∗
i [H(C2)] = f0

i LI∗
i , (225)

де оператор J∗
i має додатковий внесок:

J∗
i [H ] ≡ Ji[H ] + Jβ

i [H ]. (226)

Щоби рiвняння (224) i (225) розглядати спiльно, введiмо позна-
чення C

[ν]
i для конструкцiй вектора Ci, яке означає: C

[3/2]
i ≡ Ci,

C
[5/2]
i ≡ C◦

iCi та C
[1/2]
i ≡ 1. Ще введiмо позначення m̃

[ν]
i таке, що

m̃
[ν]
i c

[ν]
i = C

[ν]
i , звiдки слiдує, що m̃

[3/2; 5/2; 1/2]
i ≡ {m̃1/2

i ; m̃i; 1}. За
допомогою цих позначень рiвняння (224) i (225) можна записати
спiльною формулою:

−Ji[F (C2)C[ν]] = f0
i LF

i c
[ν]
i , (227)

де F позначає одну з чотирьох функцiй, а LF
i — вiдповiдна функцiя

неоднорiдної частини. Оператори Ji та J∗
i можна представити для

кожного з рiвнянь (224) i (225) через матричнi елементи, побудованi
за допомогою вiдповiдних систем многочленiв. Для цього треба до-
множити обидвi частини ф. (227) на m̃[ν]

i Sn
ν (C

2
i )C

[ν]
i й проiнтеґрувати

по ci:

−m̃[ν]
i

∫

dciJi[FC[ν]]⊙ Sn
ν (C

2
i )C

[ν]
i = KF,n

i , (228)

де введено позначення для неоднорiдних частин

KF,n
i ≡ m̃

[ν]
i

∫

dcif
0
i LF

i c
[ν]
i ⊙ Sn

ν (C
2
i )C

[ν]
i ; (229)

тут ⊙ означає для ν = 3/2, 5/2 та 1/2, вiдповiдно ‘·’, ‘:’ i звичайне
перемноження. Перетворення цього рiвняння розглянуто нижче у
§3.4.2 i §3.4.3 для операторної та неоднорiдної частин.

3.4.2. Операторна частина

Перетворення оператора Ji. Оператор зiткнень (125) доречно
розбити на два доданки, що вiдповiдають “центральнiй” частинцi
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(сорт якої позначено через i) та частинцi, що налiтає (сорту j):

Jqlp
ij [φ] = J̃qlp

ij [φi] + J̃qlp
ij [φj ],

де, наприклад,

J̃qlp
ij [φi] ≡ yij2 (σ

ql
ij )

γp
r

∫

dcjdσ̂ сjiσθp(cjiσ)f0
i f

0
j [φ

qlp
i − φi]. (230)

Тодi лiва частина ф. (227) набуває вигляду:

−Ji[F (C2)C[ν]] = −
∑

j

{

J̃ij + J̃ijPij

}[
Fi(C

2
i )C

[ν]
i

]
, (231)

де Pij переставляє iндекси, а в прямокутних дужках стоїть арґумент
обох операторiв J̃ij . Пiдставивши розклад по многочленах Сонiна-

Ляґера, тобто Fi(C
2
i ) =

∞∑

m=0
fm
i S

m
ν (C2

i ), отримуємо:

−Ji[F (C2)C[ν]] = −
∑

j

∞∑

m=0

{

fm
i J̃ij + fm

j J̃ijPij

}[
Sm
ν (C2

i )C
[ν]
i

]
.

Алгебраїчнi рiвняння для невiдомих коефiцiєнтiв {fm} знаходи-
мо з ф. (228) у виглядi:

m̃
[ν]
i

∞∑

m=0

{

fm
i

[ M∑

j=1

B′;mn
ij;ν + B′′;mn

ii;ν

]

+

M∑

j 6=i

fm
j B′′;mn

ij;ν

}

= KF,n
i , (232)

де
∑

j розбито на дiагональний i недiагональнi внески i введено по-
значення для iнтеґральних дужок6:

Bk;mn
ij;ν ≡ −

∫

dciJ̃ij
[
Sm
ν (C2

k)C
[ν]
k

]
⊙Sn

ν (C
2
i )C

[ν]
i . (233)

Тут для випадку k = ′ треба покласти Ck = Ci, а для k = ′′ —
Ck = Cj . Цi величини виражено через Ω-iнтеґрали i наведено в до-
датку C.6.

6У лiтературi використовується позначення [Sm
ν (C2)C[ν], Sn

ν (C
2)C[ν]]′ij та

[. . .]′′ij , вiдповiдно.
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Перетворення J∗
i . Шукаємо представлення Jβ

i через його матри-
чнi елементи Bβ

ij , побудованi на наборi {S1/2} у виглядi:

∫

dciJ
β
i [H ]Sn

1/2(C
2
i ) =

∞∑

m=0

∑

j

hmj Bβ;mn
ij;1/2. (234)

Залежнiсть вiд {H} реалiзується через функцiонал Ω1
β ∼ Ωφ. Для

останнього можемо згiдно ф. (214) записати:

Ωφ[H ] =

∞∑

m=1

∑

j

hmj Ωm
φ,j , (235)

де коефiцiєнти представлення функцiонала через набiр многочленiв
{S1/2} мають вигляд:

Ωm
φ,j ≡

√
2π (θk0)3/2nj

∑

k

nkµ
−1/2
jk Mm

k Λjk
2;01

[
2√
π
ǭ2jk

2√
π

(
− ǭ3jk + ǭ2jk

)

]

. (236)

Тут верхня позицiя у прямокутних дужках вiдповiдає m = 1, а ни-
жня — m = 2. Для iнтеґрала, видiленого з ф. (234), маємо:

Kβg,n
i(2) ≡

∫

dcif0
i Lβ,g

i(2)

[
δ1nS

1
1/2(C

2
i ) + δ2nS

2
1/2(C

2
i ) + . . .

]
= (237)

= δ1nΩ
1
φ,i + δ2nΩ

2
φ,i + . . . ,

де ми скористалися тим, що його вигляд пiсля переходу до безроз-
мiрних швидкостей збiгається з iнтеґралом в sφp , ф. (204). Зiставля-
ючи цей результат i ф. (235) з початковим виразом (234) i ф. (222),
отримуємо:

Bβ;mn
ij;1/2 = Ω−1

g Ωm
φ,jΩ

n
φ,i. (238)

Тепер можемо записати загальний результат для оператора −J∗
i

замiсть лiвої частини ф. (232):

∞∑

m=0

{

hmi

[ M∑

j=1

B′;mn
ij;1/2 + B′′;mn

ii;1/2 − Bβ;mn
ii;1/2

]

+

M∑

j 6=i

hmj
[
B′′;mn
ij;1/2 − Bβ;mn

ij;1/2

]}

.

(239)
У цьому виразi перенормування оператора Ji представлено на мовi
матричних елементiв.

Отже, операторнi частини iнтеґральних рiвнянь задаються фор-
мулами (232) та (239). Вiдшукаймо вигляд неоднорiдних частинKF,n

i

для iнтеґральних рiвнянь (224) та (225).
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3.4.3. Неоднорiднi частини

Як зазначено у §3.3.2, функцiї LF
i складаються з двох доданкiв,

ф. (188). Перший з них явно залежить вiд Ci, а другий виражено
через iнтеґрал по cj . Тодi, згiдно ф. (229), маємо:

KF,n
i = KF,n

i(1) +KF,n
i(2). (240)

Внески вiд LF
i(1) розраховуємо подiбно до випадку кiнетичної теорiї

Енскога для твердих кульок. Зокрема, частиниKF,n
i(1) для {A,B,H,E}

вiдмiннi вiд нуля лише для кiлькох перших n:








KT,n
i(1)

KV,n
i(1)

KI∗,n
i(1)

Kµ,n
i(1)







=

2√
π
ni







1
(23 )
1
1







(
LF
i(1), S

n
ν

)

ν
= ni








δ0n
3
2L

T,0
i(1) + δ1n

15
4 L

T,1
i(1)

δ0n
5
2L

V,0
i(1)

δ1n
3
2L

I,1
i(1)

δ0n
3
2L

µ,0
i







,

(241)
де використано представлення LF

i(1) через многочлени (див. §3.3.2)
та умови їх нормування.

Розгляньмо другий внесок

KF,n
i(2) ≡ m̃

[ν]
i

∫

dcif0
i






LT
i(2)ci

LV

i(2)c
◦
ici

LI∗
i(2)




⊙ Sn

ν (C
2
i )C

[ν]
i .

Зважаючи на вигляд LF
i(2), фф. (189), (190) та (191), маємо:






KT,n
i(2)

KV,n
i(2)

KI∗,n
i(2)




 =






−KT∇,n
i(2) −KTg,n

i(2)

−KV∇,n
i(2)

−KI∇,n
i(2) − Ω0

βK
βg,n
i(2)




 . (242)

Отже, потрiбно розрахувати такi iнтеґрали, фф. (154) та (186):








KT∇,n
i(2)

KV∇,n
i(2)

KI∇,n
i(2)

KTg,n
i(2)







= m̃

[ν]
i

∫

dcif
0
i








LT,∇
i(2) ci

LV,∇
i(2) c

◦
ici

LI,∇
i(2)

LT,g
i(2)ci







⊙ Sn

ν (C
2
i )C

[ν]
i , (243)

де iнтеґрал Kβg,n
i(2) для Lβ,g

i(2) знайдено ранiше, ф. (237).
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Переходячи до безрозмiрних змiнних центра мас, попередня фор-
мула набуває такого вигляду:

m̃
[ν]
i

∑

j

r,a
∑

q

∑

l

⊕,⊖
∑

p

qp yij3 (σql
ij )

qp
r ninj2π

−2

∫

dGdg θp(g)× (244)

×e−G2−g2








m̃
−1/2
i+j G ·[g2ip+20 I+ ip+22 gg] + pαql

i µ̃
1/2
ij 2jp3g

ip+22 g
◦g

2
3g

2jp+3
(− 1

2 µ̃
−1/2
ij ǭqlij)p j

p
3g







⊙

⊙
(

δ0nS
0
ν(C

2
i ) + δ1nS

1
ν(C

2
i ) + δ2nS

2
ν(C

2
i ) + . . .

)

C
[ν]
i ,

де, нагадаємо, αql
i ≡ 1

2Mi(v
ql
ij )

2. Для ν =
{

3
2 ;

5
2 ;

1
2

}
обмежуємося пер-

шим, нульовим i другим многочленом у круглих дужках.
Далi розглядаємо сам iнтеґрал. Останнiй доданок першого рядка

в прямокутних дужках на коефiцiєнт −2Mi вiдрiзняється вiд остан-
нього рядка (обидва домножуються на Sn

3/2). Тому його вiдзначаємо
далi як α, а результати переворень пишемо для останнього рядка.
Рядок з многочленами виражаємо через G та g i, перемножаючи з
великими прямокутними дужками, вiдкидаємо непарнi по швидко-
стях доданки з таким результатом:








M√
m̃i+j

{

[G2g2ip+20 + ip+22 G2
g ]
(
δ0n + δ1nS

10
3/2

)
− δ1n4m

2g2jp+5 G2
g

}

+ α

δ0nm
2ip+22 g◦g :g◦g

2
3g

2jp+3
(
δ0n + δ1nS

10
1/2 + δ2nS

20
1/2

)

(− 1
2 µ̃

−1/2
ij ǭqlij)p j

p
3

[

mg2
(
δ0n + δ1nS

10
3/2

)
− δ1n2M

2mG2
g

]









.

Iнтеґруючи по орiєнтацiях Ĝ i ĝ й по величинi G, виносимо множник
(4π)2 1

2Γ(
3
2 ). Функцiї у великих дужках зводяться до Sn

ν (g
2). Для g

виникають характернi iнтеґрали J p
gk вiд вiдповiдних функцiй, якi

пiсля сумування по p творять комбiнацiї C2∓
gk (залишенi yij3 (σql

ij )
qp
r

слiд при цьому змiнити на yij3 (σql
ij )

q
r):

(4π)2 1
2Γ(

3
2 )× (245)

×










M√
m̃i+j

{

δ0nC2−
g4 [jp+3 ] + δ1nm

2
(

C2−
g4 [S

1
3/2j

p+
3 ]− 2C2−

g6 [jp+5 ]
)}

+ α

δ0n
2
3m

2C2−
g6 [i

p+
22 ]

2
3

(

δ0nC2−
g4 [jp+3 ] + δ1nm

2C2−
g4 [S1

1/2j
p+
3 ] + δ2nm

4C2−
g4 [S2

1/2j
p+
3 ]
)

(− 1
2 µ̃

−1/2
ij ǭqlij)m

(

δ0nC2+
g4 [j

p
3 ] + δ1nm

2C2+
g4 [S

1
3/2j

p
3 ]
)










.
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Врахуймо тепер, що {M,m}i = {M1/2
i ,−M1/2

j }, i пiдставмо явнi
вирази для комбiнацiй. Тодi ф. (244) набуває такого вигляду:

m̃
[ν]
i ni

∑

j

nj

r,a
∑

q

∑

l

q yij3 (σql
ij )

q
r
2π × (246)

×










δ1n3M
1/2
i Mjm̃

−1/2
i+j Ψ∇,1

3/2 −MiM
1/2
j µ

−1/2
ij

(

δ0nΨ
g,0
3/2 + δ1nMjΨ

g,1
3/2

)

δ0n(− 4
3 )MjΨ

∇,0
5/2

2
3

(

δ1nMjΨ
∇,1
1/2 + δ2nM

2
j Ψ

∇,2
1/2

)

1
2M

1/2
j µ̃

−1/2
ij

(

δ0nΨ
g,0
3/2 + δ1nMjΨ

g,1
3/2

)










,

де замiсть α пiдставлено результат четвертого рядка, домножений
на −2Mi. Зручно означити характерну функцiю

Ψ̃(ǭqlij) ≡ 1
2 Γ̃

∗
1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij)ǭ

ql
ij

й виразити через неї Ψ∇,1
3/2 = Ψ∇,0

5/2 = Ψ∇,1
1/2 = Ψ̃ i, крiм того,

Ψ∇,2
1/2 ≡ − 1

2 Γ̃
∗
1−2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij)(ǭ

ql
ij)

2 − 2√
π
(ǭqlij)

5/2;

для решти маємо: Ψg,0
3/2 = Ψ̃, Ψg,1

3/2 ≡ − 1√
π
(ǭqlij)

5/2, Ψg,1
1/2 ≡ 2√

π
(ǭqlij)

2,

Ψg,2
1/2 ≡ 2√

π

[
−(ǭqlij)

3 + (ǭqlij)
2
]
. Останнi двi означено згiдно ф. (236).

Подiбно до ф. (241), запишiмо результат у виглядi:





KT,n
i(2)

KV,n
i(2)

KI∗,n
i(2)




 = ni






δ0n
3
2L

T,0
i(2) + δ1n

15
4 L

T,1
i(2)

δ0n
5
2L

V,0
i(2)

δ1n
3
2L

I∗,1
i(2) + δ2n

15
2 L

I∗,2
i(2)




 , (247)

де коефiцiєнти LF,n
i(2), якi є проекцiями функцiй LF

i(2) на вiдповiднi
набори {Sν}, знаходимо з одержаних результатiв i ф. (242):

LT,0
i(2) ≡ 2

3π
∑

j

njMi−jΛ
ij
3;0q[Ψ

g,0
3/2], (248)

LT,1
i(2) ≡ 4

15π
∑

j

njMj

(

− 6MiΛ
ij
3;0q[Ψ

∇,1
3/2 ] +Mi−jΛ

ij
3;0q[Ψ

g,1
3/2]
)

, (249)

LV,0
i(2) ≡ mi

θk0
8
15π

∑

j

njMjΛ
ij
3;0q[Ψ

∇,0
5/2 ], (250)

LI∗,1
i(2) ≡ −

∑

j

njMj

(
8
9πΛ

ij
3;0q[Ψ

∇,1
1/2 ] + (251)
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+ 2
√
2

3 πΩ0
β(θ

k0)3/2µ
−1/2
ij Λij

2;01[Ψ
g,1
1/2]
)

,

LI∗,2
i(2) ≡ −

∑

j

njM
2
j

(
8
45πΛ

ij
3;0q[Ψ

∇,2
1/2 ] + (252)

+ 2
√
2

15 πΩ
0
β(θ

k0)3/2µ
−1/2
ij Λij

2;01[Ψ
g,2
1/2]
)

.

У випадку одного сорту LT,0
i(2) i доданок з Mi−j в LT,1

i(2) пропадають.
Матричнi елементи всiєї неоднорiдної частини дорiвнюють:







KT,n
i

KV,n
i

KI∗,n
i

Kµ,n
i






= ni







δ0n
3
2L

T,0
i + δ1n

15
4 L

T,1
i

δ0n
5
2L

V,0
i

δ1n
3
2L

I∗,1
i + δ2n

15
2 L

I∗,2
i

δ0n
3
2L

µ,0
i






, (253)

де, згiдно ф. (240), коефiцiєнти LF,n
i = LF,n

i(1) + LF,n
i(2) отримуються

з результатiв (241) i (247). Вирази (253) слiд використати в систе-
мах рiвнянь типу (232) для вiдшукання коефiцiєнтiв {a0, a1}, {b0},
{h1, h2} та {e0, e1}.

4. Потоки у першому порядку i лiнiйнi коефiцiєнти

переносу

Коефiцiєнти переносу зсувної η i об’ємної κ в’язкостей, теплопровiд-
ности λ, дифузiї Dij та термодифузiї DT

i означуються з лiнiйних за
ґрадiєнтами спiввiдношень для внескiв першого порядку до тензора
напружень, потоку тепла i дифузiйної швидкости:

P
1 = −2η S− κ (∇·V)I, (254)

q1 = −λ∇T k0 +

M∑

l=1

ωlXl, (255)

V
d,1
i = −DT

i ∇ lnT k0 +
M∑

j=1

DijXj , (256)

де S ≡ (
◦

∇V)‡ — тензор швидкостей зсуву, ωl — коефiцiєнти дифузiй-
ного теплопереносу. Плюс бiля доданкiв з {X} зумовлений прийня-
тим означенням Xj ≡ −m−1

j (∇µj)Tk0 .
Внески вiд взаємодiї до P1 i q1 зумовленi такими чинниками:

нерiвноважнiстю одночастинкових функцiй розподiлу, врахуванню
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просторової неоднорiдности у цих функцiях та нерiвноважнiстю пар-
них функцiй розподiлу. Вiдповiднi внески вiдзначено верхнiми iнде-
ксами φ, ∇ i g. Крiм того, q має ще внесок вiд потоку потенцiальної
енергiї, який вiдзначаємо нижнiм iндексом p. Перерахуймо в цих по-
значеннях ненульовi внески до η, κ i λ:

η = ηk + ηφ + η∇, (257)

κ = κ
φ + κ

∇ + κ
g, (258)

λ = λkk + λφk + λ∇k + λgk + λp, (259)

ωl = ωk
k,l + ωφ

k,l + ωp,l. (260)

4.1. Кiнетичнi внески у потоки

Розрахуймо за допомогою знайденої поправки внески першого по-
рядку до кiнетичних потокiв:






P
k,1
i

q
k,1
k,i

J
md,1
i




 =

∫

dcif0
i φi(Ci)





micici
1
2mic

2
i ci

mici



 . (261)

З результату для J
md,1
i зможемо одержати формулу для q

(0)1
p , ф. (76).

Iнтеґрал ф. (261), виражений через безрозмiрну швидкiсть, набуває
вигляду:

ρiπ
−3/2






m̃−1
i

m̃
−3/2
i

m̃
−1/2
i






∫

dCi e
−C2

i






−BiCiCiC
◦
iCi :XV −HiCiCiXI

{
−AiCi ·XT −

∑

k

EikCi ·Xk

}
(
C2

i Ci

Ci

)




 .

(262)
де опущено непарнi степенi Ci, що пропадають при iнтеґруваннi.

Верхнiй рядок других квадратних дужок мiстить незникомi вне-
ски вiд φi до P

k,1
i , а нижнiй — до q

k,1
k,i та J

md,1
i . Пiсля iнтеґрування

по dĈi iнтеґрал у ф. (262) зводиться до вигляду (XI ≡ XI I):

4
3π

∫ ∞

0

dCi e
−C2

i






−BiC
6
i
2
5S−HiC

4
i XI

{
−AiC4

i XT −∑k EikC4
i Xk

}
(

C2
i
1

)




 . (263)

Розгляньмо iнтеґрал ф. (263) для першого рядка. Використавши
розклад Bi й Hi по {Sν} i провiвши замiну C2

i = x, отримуємо:

− 2
3π

∫ ∞

0

dx e−x

(
x5/2

x1/2

) ∞∑

n=0

(

bni S
n
5/2(x)

hni S
n
1/2(x)

)(

S0
5/2(x)

3
2S

0
1/2(x)− S1

1/2(x)

)

= (264)
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= − 2
3πΓ(

5
2 )

( 5
2b

0
i

h0i − h1i

)

,

де було використано умови нормування многочленiв; верхнi позицiї
у круглих дужках стосується Bi, а нижнi — Hi. Верхнiй рядок тре-
ба домножити на 2

5S, а нижнiй — на XI . Пiдставивши отримане у
ф. (262) i врахувавши обмеження (202) для h0i , маємо:

P
k,1
i = −niθ

k0
[
b0i S− h1iXI

]
.

При сумуваннi по i другий доданок пропадає завдяки умовi (202)
для h1i :

P
k,1 = −θk0

∑

i

nib
0
i S. (265)

Розгляньмо нижнiй рядок ф. (263) для, напр., температурної ча-
стини. Ввiвши замiну C2

i = x, маємо:

− 2
3π

∫ ∞

0

dx e−xx3/2
∞∑

n=0

ani S
n
3/2(x)

(
5
2S

0
3/2(x)− S1

3/2(x)

S0
3/2(x)

)

= (266)

= − 2
3πΓ(

5
2 )

( 5
2 [a

0
i − a1i ]

a0i

)

,

Пiдстановка цього результату у ф. (262) дає змогу записати кiнцевi
вирази для дифузiйного потоку i внескiв у потiк тепла:

J
md,1
i = − 1√

2

√
θk0 ni

√
mi

(

a0iXT +
∑

k

e0ikXk

)

, (267)

q
k,1
k,i = − 5

2
√
2
(θk0)3/2

ni√
mi

(

[a0i − a1i ]XT +
∑

k

[e0ik − e1ik]Xk

)

. (268)

Сумарнi внески до потоку тепла вiд εk та ep мають вигляд:

q
k,1
k = − 5

2
√
2
(θk0)3/2

∑

i

ni√
mi

(

[a0i − a1i ]XT +
∑

k

[e0ik − e1ik]Xk

)

, (269)

q(0)1
p = − 1√

2

√
θk0
(∑

ij

m
−1/2
i ep0ij a

0
iXT +

∑

ijk

m
−1/2
i ep0ij e

0
ikXk

)

. (270)

З фф. (265), (267), (269) i (270) отримуємо вирази для внескiв у
коефiцiєнти переносу (врахувавши, що J

md,1
i = ρiV

d,1
i ):

ηk ≡ 1
2θ

k0
∑

i

nib
0
i , (271)



68 Препринт

DT
i ≡ 1√

2

√

kBT k0m
−1/2
i a0i , (272)

Dij ≡ − 1√
2

√

kBT k0m
−1/2
i e0ij , (273)

λkk ≡ 5
2
√
2

√

k3BT
k0
∑

i

ni√
mi

[a0i − a1i ], (274)

ωk
k,l ≡ − 5

2
√
2
(θk0)3/2

∑

i

ni√
mi

[e0il − e1il], (275)

λp ≡ 1√
2

√

kB/T k0
∑

ij

ep0ij√
mi

a0i , (276)

)ωp,l ≡ − 1√
2

√

kBT k0
∑

ij

ep0ij√
mi

e0il. (277)

4.2. Внески у потоки вiд взаємодiї

4.2.1. Розрахунок внескiв P1φ та q
1φ
k

Внески в потоки вiд нерiвноважних поправок {φ} мають вигляд:

(
P

qk

)1φ,p

=
∑

ij

c |r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

γpninj
1
2 (σ

ql
ij )

3gij,02 (σql
ij )

γp
r π

−32θk0× (278)

×
∫

dGdgdσ̂ e−G2−g2

θp(gσ)×

×






2g2σσ̂σ̂ [g2σ − gσQp]σ̂σ̂

pαql
j gσσ̂ +

2m̃
−1/2
i+j G ·g2σσ̂σ̂ + m̃

−1/2
i+j G ·[g2σ − gσQp]σ̂σ̂






[
φi + φj

]
.

Перш за все зауважмо, що вираз симетричний по сортах i та j за
винятком другого рядка у правих пiвдужках. Для всiх iнших додан-
кiв, можна провадити розрахунок для, скажiмо, φj , домноживши
весь вираз на 2. Або ж одержати результат для φi, взаємно замiни-
вши вкiнцi iндекси сортiв. Однак, через зазначений виняток, ми не
будемо вдаватися до цих спрощень.

Iнтеґрування по σ̂ великих круглих дужок дає:
(

2 2Ip
2 2Ip

2 − 2IpQ
2

2m̃
−1/2
i+j G · 2Ip

2 pαql
j 1Ip

1 + m̃
−1/2
i+j G ·[2Ip

2 − 2IpQ
2 ]

)

.

Надалi не вказуємо варiанти злiва вiд вертикальної риски. Їх можна
вiдтворити по варiантах справа, вiдкинувши доданки iз Qp, поклав-
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ши αql
j = 0 i домноживши на 2. Позначивши 2Ip−

2 ≡ 2Ip
2 − 2IpQ

2 i
пiдставивши попереднiй вираз в iнтеґрал ф. (278), маємо:

∫

dGdg e−G2−g2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2Ip−
2

pαql
j 1Ip

1+

+ m̃
−1/2
i+j G ·2Ip−

2






[
Pki + Pkj

]
φk, (279)

де, напр., Pki позначає перестановку iндексiв k та i.
У додатку C.5 поправку φk виражено через безрозмiрнi змiннi

центра мас G та g. Iнтеґрали 2Ip−
2 парний, а 1Ip

1 непарний вiдносно
g. Тому для першого рядка ф. (279) треба залишати з виразу (393)
доданки, парнi по G i g; для другого — парнi по G i непарнi по g; для
третього — непарнi по G i парнi по g. Тодi ф. (279) набуває вигляду:

−
∫

dGdg e−G2−g2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2Ip−
2

pαql
j 1Ip

1+

+ m̃
−1/2
i+j 2Ip−

2 ·






[
Pki + Pkj

]
× (280)

×







b0k
(
M2G

◦
G +m2g◦g

)
:XV +

(
h1kS

1,0
1/2 + h2kS

2,0
1/2

)
XI

m
[
a0k g + a1k

(
S1,0
3/2 g − 2M2 Gg G

)]
·XT + [d.p.]

M
[
a0kGG + a1k

(
S1,0
3/2GG − 2m2GGg g

)]
·XT + [d.p.]







,

де мається на увазi, що спочатку перемножуємо вирази у кожному
рядку, а потiм результати другого i третього додаємо. Через [d.p.] по-
значено дифузiйну частину, а результат для неї запишемо по анало-
гiї з результатом для температурної частини. Iнтеґрування фiгурних
дужок по Ĝ, фф. (424) i (425), дає:

4π







b0km
2g◦g :XV +

(
h1kS

1,0
1/2 + h2kS

2;Ĝ
1/2

)
XI

m
[
a0k g + a1k

(
S1,0
3/2 g − 2

3M
2G2g

)]
·XT + [d.p.]

1
3M

[
a0kG2 + a1k

(
S1,0
3/2G2 − 2m2G2gg

)]
·XT + [d.p.]







, (281)

де S2;Ĝ
1/2 позначає полiном S2

1/2(C
2
k), проiнтеґрований по Ĝ, ф. (392).

Далi ф. (281) можна проiнтеґрувати по модулю швидкости цент-
ра мас G. Пiдставляючи результат у ф. (280), одержуємо:

−2π2Γ(32 )

∫

dg e−g2

θp(g)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g2
[
ip−02 I+ ip−22 ĝĝ

]

pαql
j 2j

p
3 g +

+ m̃
−1/2
i+j g

2
[
ip−02 I+ ip−22 ĝĝ

]
·




× (282)

×
[
Pki + Pkj

]







m2
[
b0k g

◦g :XV +
(
h1kS

1
1/2(g

2) + h2km
2S2

1/2(g
2)
)
XI

]

m g
[
a0k + a1km

2S1
3/2(g

2)
]
·XT + [d.p.]

1
2M

[
a0k + a1km

2
(
S1
3/2(g

2)− 2 gg
)]
·XT + [d.p.]







,
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де було використано явний вигляд 2Ip−
2 та 1Ip

1 . Векторнi частини
кожного рядка великих “пiвдужок” перемножуємо iз вiдповiдними
рядками великих фiгурних дужок й iнтеґруємо по ĝ за допомогою
фф. (424) i (425) з таким результатом:

−8π3Γ(32 )

∫ ∞

0

dgg2θp(g) e−g2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g2

pαql
j 2j

p
3 +

+ m̃
−1/2
i+j g

2






[
Pki + Pkj

]
× (283)

×







m2
[

2
15b

0
k g

2ip−22 S+ 2
3

(
h1kS

1
1/2j

p−
3 + h2km

2S2
1/2j

p−
3

)
XI

]

1
3mg2

[
a0k + a1km

2S1
3/2

]
XT + [d.p.]

1
3M

[
a0kj

p−
3 + a1km

2
(
S1
3/2j

p−
3 − 2 g2jp−5

)]
XT + [d.p.]







,

де функцiї Sm
ν та jpn залежать вiд g i було використано спiввiдноше-

ння (403) i (409) для комбiнацiй ip−rk .
Використавши для iнтеґралiв позначення J p

gk, ф. (429), маємо:

−8π3Γ(32 )

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

2pαql
j +

+ 1
3m̃

−1/2
i+j






[
Pki + Pkj

]
× (284)

×







2
15b

0
km

2J p
g6[i

p−
22 ] S+

+ 2
3

(
h1km

2J p
g4[S

1
1/2j

p−
3 ] + h2km

4J p
g4[S

2
1/2j

p−
3 ]
)
XI

]

[
a0kmJ p

g4[j
p
3 ] + a1km

3J p
g4[S

1
3/2j

p
3 ]
]
XT + [d.p.]

M
[
a0kJ

p
g4[j

p−
3 ] + a1km

2
(
J p
g4[S

1
3/2j

p−
3 ]− 2J p

g6[j
p−
5 ]
)]
XT + [d.p.]







.

Результат для необмiнних процесiв ⊙ та ⊗ отримуємо з попередньої
формули, вiдкинувши другий рядок, домноживши на 2 i замiнивши
ϕp− → ϕp:

−8π3Γ(32 )

(
2
2
3m̃

−1/2
i+j

∣
∣
∣
∣

[
Pki + Pkj

]
× (285)

×







2
15b

0
km

2J p
g6[i

p
22] S+

+ 2
3

(
h1km

2J p
g4[S

1
1/2j

p
3 ] + h2km

4J p
g4[S

2
1/2j

p
3 ]
)
XI

]

M
[
a0kJ

p
g4[j

p
3 ] + a1km

2
(
J p
g4[S

1
3/2j

p
3 ]− 2J p

g6[j
p
5 ]
)]
XT + [d.p.]






.

Далi потрiбно згрупувати доданки бiля коефiцiєнтiв b0k, h
n
k та ank ,

просумувавши спочатку внески ⊗, ⊕ та ⊖ для кожної сходинки i
видiливши окремо внесок вiд твердої серцевини. Якщо використати
для ⊗ та ⊖ зв’язок мiж граничними значеннями gij,02 , то виявимо,
що для другого рядка ф. (284) виникають комбiнацiї C2+

gk [ϕ
p], а для
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першого i третього рядкiв цiєї формули i для обох рядкiв ф. (285)
виникають комбiнацiї C3−

gk [ϕp−], фф. (434) i (435), додаток D.3. Пiсля
дiї операторiв P i перемножень отримуємо такий кiнцевий результат:
(
P

qk

)1φ

=
∑

ij

c,r,a
∑

q

∑

l

ninj

[
1
q

]

yij3 (σql
ij )

[

+
q

]

r θk0(− 2
3π)× (286)

×























2
5 (b

0
iMj + b0jMi)

[
1
Φ0

B

]

S+

+
{

−(h1iMj + h1jMi)

[
1
Φ1

H

]

+ (h2iM
2
j + h2jM

2
i )

[
0
Φ2

H

]}

XI

1√
2

√
θk0

mi+j

{

(a0i
√
mi + a0j

√
mj)

[
1
Φ0′

A

]

−

− 3(a1i
√
miMj + a1j

√
mjMi)

[
1
Φ1′

A

]

+

+
(
a0i
√
mi[−mj/i] + a0j

√
mj

)
[
0
Φ0′′

A

]

+

+
(
a1i
√
miMj[−mj/i] + a1j

√
mjMi

)
[
1
Φ1′′

A

]}

XT + [d.p.]























,

де першi два рядки у великих дужках стосуються P
1φ, а чотири на-

ступнi — q
1φ
k . Верхнi позицiї у прямокутних дужках вiдповiдають

твердiй серцевинi, а нижнi — сходинкам. Введенi функцiї Φn
F зале-

жать вiд ǭqlij ; деякi з них виражаються через таку функцiю:

Φ(ǭqlij) ≡ 1− eǭ
ql
ij + 1

2 Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ǭ

ql
ij ,

зокрема, Φ0
B = Φ, Φ1

H = Φ, Φ1′
A = Φ,

Φ2
H(ǭqlij) ≡ 1

2 Γ̃
∗
1−2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij) (ǭ

ql
ij)

2 + 2√
π
(ǭqlij)

5/2,

Φ0′
A(ǭ

ql
ij) ≡ 1− eǭ

ql
ij ,

Φ0′′
A (ǭqlij) =

1
2 Γ̃

∗
1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ǭ

ql
ij ,

Φ1′′
A (ǭqlij) ≡ − 1√

π
(ǭqlij)

5/2.

Для перших чотирьох рядкiв у великих дужках ф. (286) хара-
ктерно те, що коефiцiєнти бiля величин b0j , h

n
j чи anj отримуються

з коефiцiєнтiв бiля i-тих величин за допомогою перестановки iнде-
ксiв i→← j. Тому один додаднок (напр., j-тий) iз кожної пари можна

опустити7, ввiвши множник 2. Однак останнi два рядки не виявля-
7Кожну подвiйну суму

∑

ij sij можна записати у симетризованому виглядi
1
2

∑

ij [sij + sji] i навпаки.
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ють симетрiї по сортах для anj . Тому ми їх спочатку симетризуємо з
результатом, наприклад, для a0j ,

1
2

(
a0i
√
mi [1−mj/i] + a0j

√
mj [1−mi/j ]

)
,

а потiм вiдкинемо внески iз anj , домноживши на 2. Тодi фiгурнi дуж-
ки бiля XT набувають вигляду:

2
{

a0i
√
mi

[
1
Φ0

A

]

− 3a1i
√
miMj

[
1
Φ1

A

]}

.

Новi функцiї Φ0
A ≡ Φ0′

A + 1
2 [1 −mj/i]Φ

0′′
A i Φ1

A ≡ Φ1′
A − 1

6 [1 −mj/i]Φ
1′′
A

мають такий явний вигляд:

Φ0
A = 1− eǭ

ql
ij + 1

4 [1−mj/i]Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ǭ

ql
ij ,

Φ1
A = Φ+ 1

6 [1−mj/i]
1√
π
(ǭqlij)

5/2.

Для внескiв до коефiцiєнтiв переносу знаходимо:

ηφ ≡ 4
15πθ

k0
∑

ij

ninjb
0
iMj Λ

ij
3;1q[Φ

0
B], (287)

κ
φ ≡ 4

3πθ
k0
∑

ij

ninj

{

−h1iMjΛ
ij
3;1q[Φ

1
H ] + h2iM

2
j Λ

ij
3;0q[Φ

2
H ]
}

, (288)

λφk ≡ 2
√
2

3 π kB
√
θk0
∑

ij

ninj

√
mi

mi+j
× (289)

×
{

a0iΛ
ij
3;1q[Φ

0
A]− 3a1iMjΛ

ij
3;1q[Φ

1
A]
}

,

ωφ
k,l ≡ − 2

√
2

3 π(θk0)3/2
∑

ij

ninj

√
mi

mi+j
× (290)

×
{

e0ilΛ
ij
3;1q[Φ

0
A]− 3e1ilMjΛ

ij
3;1q[Φ

1
A]
}

.

4.2.2. Розрахунок внескiв P1∇ та q1∇
k

Розрахуймо внески, зумовленi ґрадiєнтом лоґарифма у ф. (110):

(
P

qk

)1∇,p

=
∑

ij

c |r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

γ2pninj
1
4 (σ

ql
ij )

4gij,02 (σql
ij )

γp
r π

−3 2θk0 × (291)

×
∫

dGdgdσ̂ e−G2−g2

θp(gσ)×
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×






2g2σσ̂
3 [g2σ − gσQp]σ̂3

pαql
j gσσ̂σ̂ +

2m̃
−1/2
i+j G ·g2σσ̂3 + m̃

−1/2
i+j G ·[g2σ − gσQp]σ̂3




·∇ ln(f0

i /f
0
j ),

де σ̂3 ≡ σ̂σ̂σ̂. Розгляньмо цей iнтеґрал. Результат iнтеґрування по σ̂
виражається через тензори lIp

k та lIpQ
k , фф. (402) та (408):

(

2 3Ip
2 3Ip

2 − 3IpQ
2

2m̃
−1/2
i+j G · 3Ip

2 pαql
j 2Ip

1 + m̃
−1/2
i+j G ·[3Ip

2 − 3IpQ
2 ]

)

.

На мiсце ґрадiєнта лоґарифма у ф. (291) маємо пiдставити ф. (389),
яку наводимо тут:

∇ ln
ni

nj
+
(

2m̃
1/2
i−jM

1/2
i−jG − 4µ̃

1/2
ij g

)

·∇V† +

+
[

Mi−j(G2 − g2)− 4(MiMj)
1/2

G · g
]

XT .

Однак з цього виразу досить залишити лише тi доданки, що забез-
печують парнiсть по G i по g вiдповiдних добуткiв. Оскiльки 3Ip−

2

— непарний, а 2Ip
1 — парний по g, то опустивши непарнi доданки,

надаємо iнтеґралу ф. (291) такого вигляду:

∫

dGdg e−G2−g2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3Ip−
2

pαql
j 2Ip

1 +

+ m̃
−1/2
i+j G ·3Ip−

2




·







−4µ̃
1/2
ij g ·∇V†

∇ ln ni

nj
+Mi−j(G2 − g2)XT

− 4(MiMj)
1/2G · gXT







,

(292)
де ми не наводимо варiанти злiва вiд вертикальної риски, тому що
їх можна вiдтворити по варiантах справа, поклавши αql

j = 0 i до-
множивши на 2. Кожен рядок круглих пiвдужок домножується на
вiдповiдний рядок фiгурних дужок i пiсля цього другий i третiй ряд-
ки додаються.

Iнтеґруємо по Ĝ за допомогою фф. (424) та (425) i по G, ф. (427),
з таким результатом:

2πΓ(32 )

∫

dg e−g2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3Ip−
2 g

pαql
j 2Ip

1 +

+ m̃
−1/2
i+j 3Ip−

2 ·g












:
(
− 4µ̃

1/2
ij ∇V†)

·
(
∇ ln ni

nj
+Mi−j(

3
2 − g2)XT

)

·
(
− 2(MiMj)

1/2XT

)







.

(293)
Пiдставляємо явний вигляд тензорiв lIp−

k й iнтеґруємо круглi пiв-
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дужки по ĝ:

4π2θp(g)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1
3g

3
[
ip−12 + 1

5 i
p−
32

]
3(II)‡

pαql
j g
[
ip01 +

1
3 i

p
21

]
I+

+ m̃
−1/2
i+j

5
3g

3
[
ip−12 + 1

5 i
p−
32

]
I




 .

Спрощуючи характернi комбiнацiї функцiй за допомогою спiввiд-
ношень (403), (404) та (410), зводимо ф. (293) до вигляду:

8π3Γ(32 )

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2
15J

p
g5[j

p−
4 ]
{
− 4µ̃

1/2
ij 3(II)‡ :∇V†}

pαql
j

2
3

{
J p
g3[j

p
2 ]∇ ln ni

nj
+Mi−jJ p

g3[S
1
1/2j

p
2 ]XT

}
+

+ m̃
−1/2
i+j

2
3J

p
g5[j

p−
4 ]
{
− 2(MiMj)

1/2XT

}




 , (294)

де введено характернi iнтеґрали J p
gk[ϕ], означенi у ф. (429). Такий

же вираз для необмiнних процесiв ⊙ i ⊗ має вигляд:

8π3Γ(32 )

(

2× 2
15J

p
g5[j

p
4 ]
{
− 4µ̃

1/2
ij 3(II)‡ :∇V†}

2× m̃
−1/2
i+j

2
3J

p
g5[j

p
4 ]
{
− 2(MiMj)

1/2XT

}

∣
∣
∣
∣
∣
. (295)

Щоб знайти результат для однiєї сходинки, треба додати вiдповiд-
нi внески вiд процесiв ⊕, ⊖ та ⊗, якi утворять характерну комбiнацiю
C3+
g5 [j

p−
4 ], див. ф. (435). Другий рядок ф. (294), однак, утворює ком-

бiнацiї C2−
g3 . Використовуємо для цих комбiнацiй фф. (438) та (436)

i, спростивши коефiцiєнти, отримуємо:

(
P

qk

)1∇
= −

∑

ij

c,r,a
∑

q

∑

l

ninj y
ij
4 (σql

ij )

[

+
q

]

r θk0 4
3

√
2π

√
µij × (296)

×







1

5
√
θk0

[
1

Φ∇(ǭ
ql
ij)

]{

2 S+ 5
3XI

}

√
θk0

mi+j

{[
1

Φ∇(ǭ
ql
ij)

]

− 1
8 (1−mj/i)(ǭ

ql
ij)

2

[
0
1

]}

XT






,

де введено позначення

Φ∇(ǭ
ql
ij) ≡ eǭ

ql
ij − 1

2 ǭ
ql
ij − e

1
2 ǭ

ql
ij 1

2 ǭ
ql
ijK1(

1
2 ǭ

ql
ij),

аK1 — модифiкована функцiя Беселя другого роду. Верхня позицiя у
прямокутних дужках ф. (296) вiдповiдає твердiй серцевинi, а нижня
— сходинкам.
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З ф. (296) легко отримуємо внески до коефiцiєнтiв переносу зсув-
ної та об’ємної в’язкостей i теплопровiдности:

η∇ ≡ 4
15

√
2π

√
θk0
∑

ij

ninj
√
µij Λ

ij
4;11[Φ∇], (297)

κ
∇ = 5

3η
∇, (298)

λ∇k ≡ 4
3

√
2π kB

√
θk0
∑

ij

ninj

√
µij

mi+j
Λij
4;11[Φ∇ − 1

8 (1−mj/i) ǭ
2
ij ]. (299)

4.2.3. Розрахунок внескiв P1g та q
1g
k

Вiдшукаймо внески у тензор напружень i тепловий потiк, зумовленi
нерiвноважною частиною gij,12 парної функцiї розподiлу. У ф. (110) у
великих круглих дужках можна вiдкинути доданки iз G, як непарнi.
Iнтеґрування по dG дає множник 2πΓ(32 ). Вектор σ̂ входить у gij,12 ,
тому проiнтеґрувати по ньому непросто. Зате можна проiнтеґрувати
по орiєнтацiях вектора g, тобто, знайти

∫

dĝ θp(gσ)

(
2g2σσ̂σ̂ [g2σ − gσQp]σ̂σ̂

0 pαql
j gσσ̂

)

.

Вiднiсши модуль g до σ̂ у скалярних добутках g · σ̂, бачимо, що у
верхньому рядку виходять iнтеґрали 0Ip

2 та 0Ip−
2 , а в нижньому —

0Ip
1 , якщо вектори σ̂ i ĝ помiняти ролями в означеннях (400) i (405).

Пiдстановка результатiв (402) та (408) дає:

πθp(g)

(
4g2jp3 (g) 2g2jp−3 (g)

0 pαql
j 2gj

p
2 (g)

)(
σ̂σ̂
σ̂

)

.

Як бачимо, змiннi g i σ̂ вже не зв’язанi мiж собою, а iнтеґрали по
них факторизувалися. Тодi на мiсцi iнтеґрала, що слiдує з ф. (110),
отримуємо такий вираз:

2π2Γ(32 )

(

4J p
g4[j

p
3 ] 2J p

g4[j
p−
3 ]

0 pαql
j 2J

p
g3[j

p
2 ]

)

× (300)

×
∫

dσ̂

(
σ̂σ̂
σ̂

)∫ 1

0

dλgij,12 (r+ γpλσ
ql
ij , r− γpλ̃σ

ql
ij)

γp
r ,

де використано позначення для характерних iнтеґралiв, ф. (429).
Верхня позицiя у круглих дужках вiдповiдає P1g, а нижня — q

1g
k .

Розгляньмо далi цi величини окремо.
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Пошук q
1g
k . Пiдстановка результату (300) для q

1g
k у ф. (110) дає

такий вираз:

q
1g
k =

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

qninj
1
2 (σ

ql
ij )

3π−12θk02Γ(32 )α
ql
j

∑

p

[
1
2

1
2e

−ǭqlij

]

× (301)

×
∫

dσ̂ σ̂
∫ 1

0

dλgij,12 (r+ qpλσql
ij , r− qpλ̃σql

ij)
qp
r ,

де враховано, що p2 = 1, а в прямокутних дужках подано результати
для J p

g3[j
p
2 ], верхня позицiя вiдповiдає ⊕, а нижня — ⊖.

Для подальшого немає потреби явно iнтеґрувати gij,12 . Досить,
зробивши замiну σ̂′ = −σ̂ в доданку ⊖ (який через це отримує мно-
жник −1), врахувати зв’язок мiж граничними значеннями по рiзнi
боки сходинок i знайти суму внескiв вiд ⊕ та ⊖. Легко бачити, що
доданки iз gij,12 взаємно знищуються, а замiсть

∑

p . . . залишається:

1
2

∫

dσ̂ σ̂
∫ 1

0

dλ
[
− gij,02 (σql

ij )
q
r
ǫqlij
{
βp1(r)− 1

2qσ
ql
ij ·∇βp0(r)

}]
.

Внесок iз βp1 непарний по σ̂, тому отримуємо:

1
2 × 4

3π g
ij,0
2 (σql

ij )
q
r
ǫqlij

1
2qσ

ql
ij∇βp0.

Це дає такий остаточний результат для всього внеску:

q
1g
k = −

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

ninj y
ij
4 (σql

ij )
q
r
(ǭqlij)

2
[
θk0
]3/2

√
π

3
√
2

√
mj/i

mi+j
XT . (302)

Розрахунок P1g. Для внеску до тензора напружень маємо:

P
1g =

⊙|⊗,⊕,⊖
∑

p

∑

ij

c |r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

γp
1
2 (σ

ql
ij )

3ninjπ
−12θk02Γ(32 )× (303)

×








Γ(32 ) ⊙
Γ2(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ⊗

1
2 Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ⊕

− 1
2e

−ǭqlij Γ̃1−2e(
3
2 ; ǭ

ql
ij) ⊖







×

×
∫

dσ̂ σ̂σ̂
∫ 1

0

dλgij,12 (r+ γpλσ
ql
ij , r− γpλ̃σ

ql
ij)

γp
r ,
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де у великих прямокутних дужках явно вказано результати iнтеґру-
вання по g для кожного типу внеску. Використовуючи зв’язок мiж
граничними значеннями, можна позбутися iнтеґрування gij,12 по σ̂.
Спочатку ми об’єднаємо внески ⊕ та ⊖, а потiм, видiляючи у великих
прямокутних дужках Γ(32 ), отримаємо залишок, який дасть ненульо-
вий результат. Доданки iз Γ(32 ), як ми покажемо, перетворюються в
нуль.

Перейдiмо у внеску ⊖ до σ̂′ = −σ̂ i застосуймо зв’язок мiж гра-
ничними значеннями. Iнтеґрал набуває вигляду:
∫

dσ̂ σ̂σ̂
∫ 1

0

dλeǭ
ql
ij

[

gij,02 (σql
ij )

+q
r ǫqlij

{
βp1(r)− 1

2qσ
ql
ij ·∇βp0(r)

}
+

+ gij,12 (r+ qλσql
ij , r− qλ̃σql

ij)
+q
r

]

.

Внесок iз βp0 непарний по σ̂, а внесок iз βp1 позначаємо як

P
1g
1β =

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

[−q] 12 (σ
ql
ij )

3ninjπ
−12θk02Γ(32 )×

×
[
− 1

2 Γ̃1−2e(
3
2 ; ǭ

ql
ij)
]
4
3πIg

ij,0
2 (σql

ij )
q
r
ǫqlijβ

p1,

де було проiнтеґровано по σ̂. Залишений доданок iз gij,12 об’єднуємо
iз внеском ⊕. Пiсля спрощень одержуємо:

P
1g
1β ≡

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

qninjy
ij
3 (σql

ij )
q
r ǫ

ql
ijθ

k0 2
3

√
π Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij)β

p1
I. (304)

Головний доданок без знайденого дорiвнює:

P
1g − P

1g
1β =

⊙|⊗,⊕⊖
∑

p

∑

ij

c |r,a
∑

q

∑

l

γp
1
2 (σ

ql
ij )

3ninjπ
−12θk02Γ(32 )× (305)

×





Γ(32 ) ⊙
Γ2(

3
2 ; ǭ

ql
ij) ⊗

Γ̃1−2e(
3
2 ; ǭ

ql
ij) ⊕⊖





∫

dσ̂ σ̂σ̂
∫ 1

0

dλgij,12 (r+ γpλσ
ql
ij , r− γpλ̃σ

ql
ij)

γp
r ,

де для об’єднаного внеску γ⊕⊖ = q. Видiлiм у великих прямокутних
дужках Γ(32 ), а рiзницi для внескiв ⊗ i ⊕⊖, що дорiвнюють Γ̃2(

3
2 ; ǭ

ql
ij)

та Γ̃2e(
3
2 ; ǭ

ql
ij), вiднесiмо до окремого доданка:

P
1g
2β =

⊗,⊕⊖
∑

p

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

q(σql
ij )

3ninjθ
k0π−12Γ(32 )Γ̃2(

3
2 ; ǭ

ql
ij)× (306)
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×
[

1 ⊗
−eǭ

ql
ij ⊕⊖

]
∫

dσ̂ σ̂σ̂
∫ 1

0

dλgij,12 (r+
[
−q
q

]

λσql
ij , r−

[
−q
q

]

λ̃σql
ij)

[−q
q ]

r .

Перейдiмо у внеску ⊗ до σ̂′ = −σ̂. Використавши знову зв’язок мiж
граничними значеннями, бачимо, що внески iз gij,12 взаємно знищу-
ються, доданок iз ∇βp0 непарний по σ̂, тому одержуємо:

P
1g
2β =

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

qninjy
ij
3 (σql

ij )
q
r
ǫqlijθ

k0 4
3

√
π Γ̃2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij)β

p1
I. (307)

Цей внесок вiдрiзняється множником 4
3 i функцiєю Γ̃2e вiд ф. (304).

Їх сума дорiвнює:

P
1g
1+2,β =

∑

ij

r,a
∑

q

∑

l

qninjy
ij
3 (σql

ij )
q
r
ǫqlijθ

k0 1
3πΓ̃

∗
1+2e(

3
2 ; ǭ

ql
ij)β

p1
I. (308)

Головний внесок без цих двох має вигляд:

P
1g − P

1g
1+2,β = 1

2θ
k0
∑

ij

ninj

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

±1∑

b

bq(σql
ij )

3 × (309)

×
∫

dσ̂ σ̂σ̂
∫ 1

0

dλgij,12 (r1 + bqλσql
ij , r1 − bqλ̃σql

ij)
bq
r ,

де в аргументах функцiї gij,12 зручно було ввести r1 = r; для q =

c = −1 значення b = −1 дає gij,12 (.)−r = 0, а для b = +1 правильно
вiдтворює внесок вiд твердої серцевини.

Скористаймося тим, що вираз (309) нагадує формулу для функцiї
Майєра. Пiсля замiни σ̂′ = −σ̂ введiмо пiд iнтеґралом по σ̂ δ-функцiю
δ(r21 − bqσql

ij) = r−2
12 δ(r12 − σql

ij )δ
(2)(r̂21 − bqσ̂) з iнтеґруванням по r2.

Iнтеґруючи по σ̂, одержимо:

P
1g − P

1g
1+2,β = 1

2θ
k0
∑

ij

ninj

∫ 1

0

dλ
∫

dr2 r21r̂21 × (310)

×
c,r,a
∑

q

∑

l

±1∑

b

bq δ(r12 − σql
ij )g

ij,1
2 (r1λ, r2λ̄)

bq
r ,

де r1λ ≡ r1 − λr21, r2λ̄ ≡ r1 + [1− λ]r21. Конструкцiя мiж r̂21 та gij,12

нагадує вираз для ґрадiєнта локально-рiвноважної функцiї Майєра
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для БС потенцiала. Забраклий множник W 0
ij(r12)

bq
r можемо “видiли-

ти” з gij,12 . Згiдно фф. (361) i (362) можемо записати (враховуючи,
що r1 = r):

gij,12 (r1λ, r2λ̄)
bq
r

=W 0
ij(r12)

bq
r
×

×
{

∇βp0(r)·[ 12 − λ]r21φ
MS
ij (r12)

bqχ0
ij(r12)r + χ1

ij(r1λ, r2λ̄)r

}

.

Пiдставивши її, доданок iз ∇βp0 можна вiдкинути, як непарний по
r21, i все зводиться до виразу:

P
1g − P

1g
1+2,β = 1

2θ
k0

∫ 1

0

dλ
∫

dr2 r21r̂21
∑

ij

ninj

∂fM
ij (r12)r

∂r12
χ1
ij(r1λ, r2λ̄)r,

(311)
де

χ1
ij(r1, r2)r =

∫

dr3H
χ1
ij (r1, r2; r3)r · (r3 − r),

H
χ1
ij (r1, r2; r3)r =

∑

k

∇nk(r)H
n
ijk(r1, r2; r3)r +∇βp0(r)Hβ

ij(r1, r2; r3)r.

Покажiмо далi, що ф. (311) перетворюється в нуль. Завдяки по-
двiйнiй сумi по сортах, її можна подати у симетризованiй формi,
замiнивши χ1

ij на симетризовану

χ1,sym
ij (r1, r2)r ≡ 1

2 [χ
1
ij(r1, r2)r + χ1

ij(r2, r1)r].

Для останньої вiдповiдна функцiя H
χ1,sym
ij симетрична по перших

двох своїх арґументах. Тодi для

χ1,sym
ij (r1λ, r2λ̄)r =

∫

dr3H
χ1,sym
ij (r1λ, r2λ̄; r3)r · [r3 − r1λ + r1λ − r],

пiдставленої у ф. (311), можна застосувати симетризацiю (§B.4). Зок-
рема, r1λ − r = −λr21 (бо r1 = r) можна винести за iнтеґрал по r3, а
застосувавши твердження з §B.4 до r3 − r1λ, отримаємо:

[ 12 − λ]r21

∫

dr3H
χ1,sym
ij (r1λ, r2λ̄; r3)r.

Цей iнтеґрал зводиться до частинних похiдних по nk i βp0 вiд ло-
кально-рiвноважної χ0,sym

ij (r12)r, якi не залежать вiд орiєнтацiї r̂21.
Внаслiдок цього iнтеґрал у ф. (311) виявляється непарним по r̂21 i
тому дорiвнює нулю: P1g − P

1g
1+2,β = 0.
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У пiдсумку, з фф. (308) i (302) можемо записати вирази для вне-
скiв у коефiцiєнти об’ємної в’язкости i теплопровiдности:

κ
g ≡ − 1

3π(θ
k0)2 Ωβ [H ]

∑

ij

ninjΛ
ij
3;0q[Φg], (312)

λgk ≡ 1
6

√
2π kB

√
θk0
∑

ij

ninj

√
mj/i

mi+j
Λij
4;01[ǭ

2
ij ], (313)

де Φg(ǭ
ql
ij) ≡ Γ̃∗

1+2e(
3
2 ; ǭ

ql
ij) ǭ

ql
ij . Функцiя ǭ2ij у виразi для λgk нагадує

додатковий член бiля Φ∇ у ф. (299) для λ∇k .

4.3. Об’єднання внескiв

Наведiмо сумарнi вирази для основних коефiцiєнтiв переносу. Одно-
частинковi за своєю природою коефiцiєнти термодифузiї та взаємної
дифузiї подано вище за допомогою фф. (272) та (273).

Додавши усi внески до коефiцiєнта зсувної в’язкости, фф. (271),
(287) та (297), отримуємо такий кiнцевий вираз:

η = 1
2θ

k0
∑

i

ni

{

b0i

(

1 + 8
15π

∑

j

njMjΛ
ij
3;1q[Φ

0
B]
)

+ (314)

+ 8
15

√
2π(θk0)−1/2

∑

j

nj
√
µij Λ

ij
4;11[Φ∇]

}

.

Цiлком подiбно, сума фф. (288), (298) та (312) дає вираз для об’ємної
в’язкости:

κ = 4
3πθ

k0
∑

ij

ninj

{

−h1iMjΛ
ij
3;1q[Φ

1
H ] + h2iM

2
j Λ

ij
3;0q[Φ

2
H ] + (315)

+ 1
3

√

2/π(θk0)−1/2√µij Λ
ij
4;11[Φ∇]− 1

4θ
k0Ωβ [H ]Λij

3;0q[Φg]
}

.

Стосовно коефiцiєнта теплопровiдности, то внески λ∇k i λgk, заданi
фф. (299) i (313), частково компенсують однин одного:

λ∇+g
k = 4

3

√
2π kB

√
θk0
∑

ij

ninj

√
µij

mi+j
Λij
4;11[Φ∇ + 1

4mj/iǭ
2
ij ].

ICMP–11–06U 81

Додавши фф. (274), (276), (299) i знайдену, одержуємо такий ви-
раз:

λ = 5
2
√
2
kB

√
θk0
∑

i

ni√
mi

{

a0i

(

1 + 8
15π

∑

j

njMiΛ
ij
3;1q[Φ

0
A] + (316)

+
2

5θk0ni

∑

j

ep0ij

)

− a1i

(

1 + 8
5π
∑

j

njMiMjΛ
ij
3;1q[Φ

1
A]
)

+

+ 16
15

√
π
∑

j

njMi

√

Mj Λ
ij
4;11[Φ∇ + 1

4

mj

mi
ǭ2ij ]
}

.

Останнiй доданок в множнику бiля a0i — внесок вiд λp.
Так само, фф. (275), (277) i (290), у сумi дають:

ωl = − 5
2
√
2
(θk0)3/2

∑

i

ni√
mi

{

e0il

(

1 + 8
15π

∑

j

njMiΛ
ij
3;1q[Φ

0
A] + (317)

+
2

5θk0ni

∑

j

ep0ij

)

− e1il

(

1 + 8
5π
∑

j

njMiMjΛ
ij
3;1q[Φ

1
A]
)}

.

Наведенi вирази знайдено в наближеннi, коли в поправках до
одночастинкових функцiй розподiлу взято кiлька перших многочле-
нiв Сонiна-Ляґера: для η — один, для κ — три, для λ й ωl — два.
Якщо вiдкинути двочастинковi внески (всi

∑

j), отриманi вирази за
своєю формою представляють результати кiнетичної теорiї Больцма-
на. Якщо покласти, що всi Φα = 0, i врахувати будову конструкцiй
Λij , одержимо вигляд результатiв кiнетичної теорiї Енскога.

Стосовно порiвняння з результатами кiнетичних теорiй для пря-
мокутної ями [16,18, 21, 22], її варiанта для сумiшей [19, 20], а також
БС потенцiала [24–28], то головнi вiдмiнностi стосуються κ i λ й ωl: 1)
виявлено новий внесок у κ (останнiй доданок ф. (315)), зумовлений
врахуванням збереження повної енергiї i формулюнням теорiї через
βp; 2) виявлено новi внески у λ й ωl [другi

∑

j у фф. (316) i (317)],
зумовленi перенесенням енергiї мiжчастинкової взаємодiї; 3) об’єм-
ну в’язкiсть знайдено у вищому наближеннi (трьох многочленiв; див.
доданок iз коефiцiєнтом h2i ) для поправок {H} до одночастинкових
функцiй розподiлу, нiж це зроблено у попереднiх працях. Крiм того,
отриманi результати для кiлькасортної системи узагальнюють до-
сi вiдомi вирази для двосортної сумiшi з потенцiалом прямокутної
ями [19].
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5. Висновки

У препринтi запропоновано узагальнення кiнетичної теорiї густих
систем з багатосходинковим потенцiалом взаємодiї на випадок су-
мiшей. Такий потенцiал покликаний моделювати взаємодiї мiж ча-
стинками у реальних газах чи рiдинах. Вiн дає змогу, розвинути
в наближеннi парних зiткнень кiнетичну теорiю, подiбну до теорiї
Енскога, i отримати аналiтичнi вирази для лiнiйних коефiцiєнтiв пе-
реносу, у яких явним чином враховано парнi процеси на вiдстанях
мiжмолекулярного притягання.

Дотримання закону збереження енергiї у цих процесах призво-
дить до залучення рiвняння балансу для густини потенцiальної енер-
гiї в схему побудови кiнетичної теорiї. Це, своєю чергою, зумовлює
появу оберненої потенцiальної квазiтемператури, вiд якої залежить
парна функцiя розподiлу i через яку формулюється спiввiдношення
замикання.

Так побудована теорiя володiє кiлькома особливостями, серед
яких: а) виконання спiввiдношення взаємности Онзаґера для дифу-
зiйних термодинамiчних сил; б) перенормування iнтеґрального рiв-
няння для об’ємно-в’язкiсної компоненти поправки до функцiї розпо-
дiлу; в) додатковий внесок вiд нерiвноважної частини парної функцiї
розподiлу до об’ємної в’язкости i теплопровiдности i г) дифузiйний
внесок у теплопровiднiсть вiд переносу потенцiальної енергiї.

У наступних працях отриманi вирази буде апробовано в числових
розрахунках коефiцiєнтiв переносу реальних систем.

A. Термодинамiчнi спiввiдношення для локально-

рiвноважних станiв

При вираженнi похiдної ∂tT k0 через ґрадiєнти (§ 3.3.1) за допомогою
рiвнянь переносу нульового порядку постала проблема розрахунку
частинних похiдних вiд густини внутрiшньої енергiї. Тут для одно- й
кiлькасортного випадкiв цi похiднi виражено через iншi, бiльш зру-
чнi, термодинамiчнi характеристики .

A.1. Односортна система

В роботi [22] для односортного випадку запропоновано використати
термодинамiчне спiввiдношення

dε̃ = c̃v dT k0 +

[

T k0

(
∂P

∂T k0

)

v

− P

]

dv, (318)
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де хвилькою вiдзначено питомi внутрiшню енергiю ε̃ i теплоємнiсть
c̃v при постiйному питомому об’ємi v. Всi величини цього рiвняння
локальнi, тобто стосуються точки r i моменту часу t, а саме рiвняння
годиться тiльки за умов локальної рiвноваги.

Локальна термодинамiка. Спiввiдношення для станiв локальної
рiвноваги узагальнюють вiдповiднi вирази рiвноважної термодина-
мiки i формулюються на їх основi [42]. При виведеннi можна виходи-
ти з першого закону термодинамiки dU = TdS − P dV . Його вигляд
для питомих рiвноважних величин одержимо, подiливши на масу M
системи: d(U/M) = Td(S/M)− P d(V/M). Далi робиться припущен-
ня, що таке ж спiввiдношення для питомих величин справджується
i для локально-рiвноважних станiв

dε̃ = T ds̃− P dv, (319)

у яких ε̃, s̃ i v, а також T i P плавно змiнюються вiд точки до точки,
будучи функцiями r i t. Припускається, що ε̃ така ж функцiя s̃ i v,
як це є для питомих величин у рiвновазi. Як наслiдок, T (r, t) i P (r, t)
є частинними похiдними вiд ε̃ по вiдповiдних змiнних.

Зауважмо, що це узагальнення зручно робити саме для питомих

величин, оскiльки в цьому разi термодинамiчними змiнними є ло-
кальнi питома ентропiя s̃ i питомий об’єм v. Можна робити таке ж
припущення i для густин, але тодi локальними змiнними для густи-
ни енергiї ε мусять бути густини ентропiї s i маси ρ, ε = ε(s, ρ), або
ж числа частинок ε = ε(s, n).

Нижче показано, як ф. (318) слiдує з першого закону термодина-
мiки для локально-рiвноважних станiв (319). Перейшовши в ньому
вiд локальної питомої ентропiї до локальної температури за допомо-
гою спiввiдношення

ds̃ =

(
∂s̃

∂T

)

v

dT +

(
∂s̃

∂v

)

T

dv,

отримуємо:

dε̃ = T

(
∂s̃

∂T

)

v

dT +

[

T

(
∂s̃

∂v

)

T

− P

]

dv. (320)

З означення локальної питомої теплоємности c̃ ≡ δQ̃

dT
= T

ds̃
dT

бачи-

мо, що бiля dT у ф. (320) стоїть локальна питома теплоємнiсть c̃v
при постiйному питомому об’ємi, як i записано у ф. (318).
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Похiдну вiд питомої ентропiї у другому доданку ф. (320) добре
було б виразити через спостережуванi величини. Для цього викори-
стаймо рiвнiсть мiшаних похiдних питомої вiльної енергiї f̃ = ε̃−T s̃:

[
∂

∂v

(
∂f̃

∂T

)

v

]

T

=

[
∂

∂T

(
∂f̃

∂v

)

T

]

v

.

Звiдси й зi спiввiдношення df̃ = − s̃ dT − P dv слiдує рiвнiсть
[
∂s̃

∂v

]

T

=

[
∂P

∂T

]

v

,

яка пiсля пiдстановки у вираз (320) дає аналог ф. (318):

dε̃ = c̃v dT +

[

T

(
∂P

∂T

)

v

− P

]

dv. (321)

Залишається тiльки ототожнити локальну температуру T (r, t), вве-
дену для локально-рiвноважних станiв, iз кiнетичною температу-
рою T k0(r, t), введеною в нульовому порядку модифiкованого методу
Чепмена-Енскога.

Густина внутрiшньої енергiї. Використаймо ф. (321) у виразi
для диференцiала густини внутрiшньої енергiї ε = ρε̃ у змiнних T
й n. Пiдставивши її у dε = ρ dε̃ + ε̃ dρ й узявши до уваги зв’язок
dv = − ρ−2dρ, отримуємо:

dε = ρc̃v dT + n−1

[

ε+ P − T

(
∂P

∂T

)

v

]

dn, (322)

де було перейдено вiд dρ до dn. Зiставляючи це з формулою

dε =

(
∂ε

∂T

)

n

dT +

(
∂ε

∂n

)

T

dn, (323)

отримуємо явнi вирази для частинних похiдних:
(
∂ε

∂T

)

n

= ρc̃v,

(
∂ε

∂n

)

T

= n−1

[

ε+ P − T

(
∂P

∂T

)

v

]

. (324)

Вводячи T k0 замiсть T , знаходимо з ф. (323) потрiбну похiдну:

d0
tT

k0 = − [ρc̃v]
−1 T k0

(
∂P

∂T k0

)

v

∇·V. (325)

Для твердих кульок цей вираз зводиться до ф. (338), оскiльки в
цьому разi тиск залежить вiд температури лiнiйно, а питома тепло-
ємнiсть при постiйному об’ємi дорiвнює c̃hsv = 3

2kBm
−1.
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A.2. Кiлькасортна сумiш

Будемо дiяти як в односортному випадку: а) виходитимемо з ди-
ференцiального спiввiдношення для питомої внутрiшньої енергiї ε̃;
б) замiсть питомої ентропiї s̃ в ролi незалежної змiнної введемо ло-
кальну температуру T ; в) похiднi вiд s̃ виразимо через похiднi вiд
експериментально спостережуваних величин, використовуючи тер-
модинамiчнi спiввiдношення для питомої вiльної енергiї; г) одержа-
ний вираз для dε̃ використаємо, щоб знайти dε = d[ρε̃] у змiнних
{T, ρ1, . . . , ρM}, а потiм перейдемо вiд dρk до dnk.

Рiвноважний вираз для диференцiала внутрiшньої енергiї бага-
тосорної сумiшi має вигляд:

dU = T dS − P dV +
∑

k

µk dMk, (326)

де µk — хiмiчний потенцiал сорту k, який стосується одиницi маси.8

При переходi до рiвноважного спiввiдношення для питомих величин
є одна особливiсть, яку треба прояснити. У ф. (326) диференцiали
dMk є незалежними змiнними (можна сказати, що з погляду ста-
тистичної механiки їм вiдповiдає багатосорний великий канонiчний
ансамбль). Щоб перейти до питомих величин, треба зафiксувати за-
гальну масу системи M =

∑

kMk = const, щоб мати змогу подiлити
на неї кожен з диференцiалiв:

d
(
U
M

)
= T d

(
S
M

)
− P d

(
V
M

)
+
∑

k

µk d
(
Mk

M

)
. (327)

Така фiксацiя означає для питомих змiнних
(
Mk

M

)
термодинамiчну

в’язь — вони стають залежними, оскiльки
∑

k
Mk

M = 1. Щоб спiввiд-
ношення (326) i (327) були еквiвалентними, введена термодинамiчна
в’язь апостерiорi має стосуватися i першого з них. Такого формулю-
вання рiвноважної термодинамiки для питомих величин достатньо,
щоб сформулювати спiввiдношення локальної термодинамiки.

Локальна термодинамiка сумiшi. Для локальних питомих ве-
личин, залежних вiд r i t, припускають, що питома внутрiшня енер-
гiя ε̃ така ж функцiя змiнних s̃, v i ξk, як у рiвновазi (де ξk(r, t) =
ρk(r, t)/ρ(r, t) — масовi концентрацiї сорту k з умовою

∑

k dξk = 1).

8Суму можна подати й через диференцiали числа частинок
∑

k
µ′
k dNk, де µ′

k

— хiмiчний потенцiал, що стосується однiєї частинки; тодi µk = µ′
k/mk .
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Тому для ε̃ справджується спiввiдношення, подiбне до ф. (327):

dε̃ = Tds̃− P dv +
∑

k

µk dξk, (328)

Величини T (r, t), P (r, t) i µk(r, t) є частинними похiдними вiд ε̃ по
вiдповiдних змiнних.

Перейдiмо у ф. (328) вiд локальної питомої ентропiї s̃ до локаль-
ної температури T , записавши для диференцiала

ds̃ =

(
∂s̃

∂T

)

v
{ξ}

dT +

(
∂s̃

∂v

)

T
{ξ}

dv +
∑

k

(
∂s̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

dξk,

де {ξ} ≡ {ξ1, ξ2, . . .}, а {ξ}′k означає всi ξl крiм l = k. Пiдстановка
цього виразу у ф. (328) дає:

dε̃ = T

(
∂s̃

∂T

)

v
{ξ}

dT +
[

T

(
∂s̃

∂v

)

T
{ξ}

− P
]

dv +
∑

k

[

T

(
∂s̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

+ µk

]

dξk.

(329)
Коефiцiєнт бiля dT — це питома теплоємнiсть c̃v,{ξ} при постiйних
питомому об’ємi й сортовому складi сумiшi.

Виразiм похiднi вiд питомої ентропiї через iншi термодинамiчнi
похiднi. Диференцiал питомої вiльної енергiї сумiшi f̃ = ε̃−T s̃ дорi-
внює:

df̃ = − s̃ dT − P dv +
∑

k

µk dξk. (330)

З рiвности мiшаних похiнних
[
∂

∂v

(
∂f̃

∂T

)

v
{ξ}

]

T
{ξ}

=

[
∂

∂T

(
∂f̃

∂v

)

T
{ξ}

]

v
{ξ}

,

[
∂

∂ξk

(
∂f̃

∂T

)

v
{ξ}

]

T,v
{ξ}′k

=

[
∂

∂T

(
∂f̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

]

v
{ξ}

i виразу (330) отримуємо спiввiдношення
[
∂s̃

∂v

]

T
{ξ}

=

[
∂P

∂T

]

v
{ξ}

,

[
∂s̃

∂ξk

]

T,v
{ξ}′k

= −
[
∂µk

∂T

]

v
{ξ}

,

якi пiсля пiдстановки у ф. (329) надають їй такого вигляду:

dε̃ = c̃v,{ξ}dT +
[

T

(
∂P

∂T

)

v
{ξ}

−P
]

dv+
∑

k

[

µk − T

(
∂µk

∂T

)

v
{ξ}

]

dξk. (331)
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Коефiцiєнти бiля диференцiалiв дорiвнюють вiдповiдним частинним
похiдним вiд ε̃.

Густина внутрiшньої енергiї. Вiдшукаймо, як виражається dε
через цi похiднi. Пiдставивши у dε = ε̃dρ+ ρdε̃ вираз (331) у формi

dε̃ = c̃v,{ξ}dT − ρ−2

(
∂ε̃

∂v

)

T
{ξ}

dρ+
∑

k

(
∂ε̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

dξk, (332)

де використано, що dv = −ρ−2dρ, отримаємо:

dε = ρc̃v,{ξ}dT + ρ−1
[

ε−
(
∂ε̃

∂v

)

T
{ξ}

]

dρ+ ρ
∑

k

(
∂ε̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

dξk. (333)

Оскiльки dρ =
∑

l

dρl i dξk = ρ−1
∑

l

[δlk−ρl/ρ] dρl, то у ф. (333) можна

перейти до парцiальних густин маси:

dε = ρc̃v,{ξ}dT + (334)

+
∑

l

{

ρ−1
[

ε−
(
∂ε̃

∂v

)

T
{ξ}

−
∑

k

ρk

(
∂ε̃

∂ξk

)

T,v
{ξ}′k

]

+

(
∂ε̃

∂ξl

)

T,v
{ξ}′l

}

dρl.

Зауважмо, що доданок у прямих дужках не залежить вiд iндекса
l зовнiшньої суми, тому його можна винести, а

∑

l dρl бiля нього
дасть dρ. Проте, ми шукаємо вираз для dε у змiнних {T, n1, n2, . . .},
а для них такого кроку вже не можна зробити. Справдi, ввiвши
dρl = mldnl й обмiнявши iндекси для зовнiшньої та внутрiшньої сум,
отримаємо:

dε = ρc̃v,{ξ}dT + (335)

+
∑

k

mk

{

ρ−1
[

ε−
(
∂ε̃

∂v

)

T
{ξ}

]

+
∑

l

(
δlk − ρl/ρ

)
(
∂ε̃

∂ξl

)

T,v
{ξ}′l

}

dnk.

Пiдставляючи частиннi похiднi вiд ε̃ з ф. (331), одержимо для ε:
(
∂ε

∂T

)

{n}
= ρc̃v,{ξ} (336)

(
∂ε

∂nk

)

T
{n}′k

= mk

{

ρ−1
[

ε+ P − T

(
∂P

∂T

)

v
{ξ}

]

+ (337)

+
∑

l

(
δlk − ρl/ρ

)[

µl − T

(
∂µl

∂T

)

v
{ξ}

]}

.
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Сюди входять лише похiднi по T при постiйних v i {ξ}, якi еквiва-
лентнi похiдним при постiйних питомому об’ємi v i густинах числа
частинок {n}. Отже треба знати теплоємнiсть c̃v,{n} та температурнi
залежностi тиску P й хiмiчних потенцiалiв µl.

Пошук d0
tT

k0. У випадку твердих кульок густина внутрiшньої
енергiї не має потенцiального внеску, а (кiнетична) температура озна-
чується як 3

2nkBThs ≡ εkhs. Тодi з рiвнянь для n i для густини внутрi-
шньої (кiнетичної) енергiї d0

t ε
k
hs = − (εkhs + Phs)∇·V (яке не мiстить

джерела!) отримується:

d0
tThs = − 2

3

Phs

kBn
∇·V. (338)

Для БСП-системи ситуацiя ускладнюється тим, що, хоч зв’язок
мiж T k0 i εk0 такий самий, як i для твердих кульок, сама густина εk0

вже не є повiльною змiнною. Тому вихiдною є ф. (122) для повної
внутрiшньої енергiї. Щоб знайти d0

tT
k0, використовуємо спiввiдно-

шення:

d0
t ε =

(
∂ε

∂T k0

)

{n}
d0
tT

k0 +
M∑

k=1

(
∂ε

∂nk

)

Tk0

{n}′k

d0
tnk, (339)

з якого одержуємо:

d0
tT

k0 =

[(
∂ε

∂T k0

)

{n}

]−1





− (ε+ P ) +

M∑

k=1

(
∂ε

∂nk

)

Tk0

{n}′k

nk






∇·V, (340)

де для похiдних вiд nk й ε було використано рiвняння нульового
порядку (121) i (122).

Ототожнивши термодинамiчну T з T k0, можемо пiдставити ча-
стиннi похiднi (336) та (337) у рiвняння (340). При цьому внесок, що
мiстить похiдну по nk у фiгурних дужках ф. (340) сильно спрощує-
ться, оскiльки

∑

k

mknk

∑

l

(
δlk − ρl/ρ

)[

µl − T

(
∂µl

∂T

)

v
{n}

]

= 0, (341)

так, що хiмiчнi потенцiали випадають з розгляду. Остаточна форму-
ла така ж, як i ф. (325) для односортної системи:

d0
tT

k0 = − [ρc̃v,{n}]
−1 T k0

(
∂P

∂T k0

)

v
{n}

∇·V, (342)

ICMP–11–06U 89

де c̃v,{n} i P — питома теплоємнiсть i тиск сумiшi. Вираз бiля ∇·V i є
коефiцiєнтом ωT , який введено у ф. (131). У випадку сумiшi твердих
кульок знаходимо, що c̃ hsv,{n} = 3

2kB n/ρ i вираз (342) теж переходить
у ф. (338).

B. Функцiонал парної функцiї розподiлу

B.1. Локально-рiвноважна функцiя Майєра для БСП

Тут наведено деякi спiввiдношення, кориснi для роботи з розклада-
ми парної функцiї розподiлу.

Багатосходинковий потенцiал. На кожному промiжку мiж сусi-
днiми точками розриву, значення БС потенцiала можна задати ана-
лiтично за допомогою добутку θ-функцiй

θ2(r12; a, b) = θ(r − a) θ(b − r), b > a.

Графiком цiєї функцiї є прямокутний бар’єр одиничної висоти. Весь
БС потенцiал можна подати у виглядi суми таких бар’єрiв:

φMS
ij (r12) = φc1ij θ(σ

c1
ij − r12) +

Kr
ij∑

l=1

φrlij θ2(r12;σ
r,l−1
ij , σrl

ij) +

+

Ka
ij∑

l=1

φa,l−1
ij θ2(r12;σ

a,l−1
ij , σal

ij ),

де φc1ij = +∞, φrlij та φalij — висоти бар’єрiв. Нумерацiю стiнок i плато
вибрано так, що для вiдштовхувальної частини потенцiала плато з
номером l йде пiсля, а для притягальної частини — перед стiнкою
з тим же номером l. Дно потенцiальної ями вiднесено до суми при-

тягальних плато (з ототожненням σa0
ij ≡ σ

r,Kr
ij

ij ), а останнє плато з

номером Ka
ij не включено в суму, оскiльки φ

a,Ka
ij

ij = 0.
Значення потенцiала на плато можна подати як лiвi чи правi гра-

ничнi значення функцiї φMS
ij (r12) в точках розриву:

φrlij = φMS
ij (σrl

ij)
−, φa,l−1

ij = φMS
ij (σal

ij )
−;

φr,l+1
ij = φMS

ij (σrl
ij)

+, φalij = φMS
ij (σal

ij )
+.

(343)
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Функцiя Майєра. На кожному промiжку (σq,l−1
ij ;σql

ij ) потенцiал
φMS
ij задається незалежно, тому ми можемо змоделювати локально-

рiвноважну функцiю Майєра (358) окремо для кожного значення φ
мiж стiнками. Для φ̄ ≡ βp0(r)φ має мiсце рiвнiсть

e−φ̄ θ2(r;a,b) = e−φ̄θ2(r; a, b) + θ(a− r) + θ(r − b),

тому
e−φ̄ θ2(r;a,b) − 1 = [e−φ̄ − 1] θ2(r; a, b).

Функцiю Майєра будуємо як суму прямокутних бар’єрiв з висотами,
заданими правою частиною попереднього виразу:

fM
ij (r12)r = [e−φ̄c1

ij − 1] θ(σc1
ij − r12) +

+

Kr
ij∑

l=1

[e−φ̄rl
ij − 1] θ2(r12;σ

r,l−1
ij , σrl

ij) +

+

Ka
ij∑

l=1

[e−φ̄a,l−1

ij − 1] θ2(r12;σ
a,l−1
ij , σal

ij ).

Ґрадiєнт функцiї Майєра. Пошук ґрадiєнта

∂fM
ij (r12)r

∂r21
= r̂21

∂fM
ij (r12)r

∂r12

зводиться до пошуку похiдної по r12. Залежнiсть вiд вiдстанi мiсти-
ться лише в θ-функцiях, для яких

∂θ2(r; a, b)/∂r = δ(r − a)θ(b − r) + θ(r − a)[−δ(b− r)] =

= δ(r − a)− δ(r − b).

Тому, позначивши fM;ql
ij ≡ e−φ̄ql

ij − 1, маємо:

∂fM
ij (r12)r

∂r12
= −fM;c1

ij δ(r12 − σc1
ij ) +

+

Kr
ij∑

l=1

fM;rl
ij

[
δ(r12 − σr,l−1

ij )− δ(r12 − σrl
ij)
]
+

+

Ka
ij∑

l=1

fM;a,l−1
ij

[
δ(r12 − σa,l−1

ij )− δ(r12 − σal
ij )
]
.
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Перейдiмо вiд сумувань по номерах плато до сумувань по номерах
стiнок, змiнивши iндекс на l′ = l − 1 у доданках з першими δ-функ-
цiями пiд обома сумами й об’єднавши внески з однаковими σql

ij :

∂fM
ij (r12)r

∂r12
= [fM;r1

ij − fM;c1
ij ] δ(r12 − σc1

ij ) +

+

Kr
ij∑

l=1

[
fM;r,l+1
ij − fM;rl

ij

]
δ(r12 − σrl

ij) +

+

Ka
ij∑

l=1

[
fM;al
ij − fM;a,l−1

ij

]
δ(r12 − σal

ij ),

де взято до уваги, що f
M;r,Kr

ij+1

ij = fM;a0
ij i f

M;a,Ka
ij

ij = 0.

Зауваживши рiвнiсть fM;ql
ij − fM;q,l−1

ij = e−φ̄ql
ij − e−φ̄q,l−1

ij , можемо
за допомогою спiввiдношень (343) виразити цi рiзницi так:

fM;al
ij − fM;a,l−1

ij =
±1∑

b

b exp{−φ̄MS
ij (σal

ij )
b} =

±1∑

b

bW 0
ij(σ

al
ij )

b
r
,

де другу суму записано через локально-рiвноважний больцманiв-
ський множник, ф. (356). Такий же вираз отримується i для r-стiнок.
Кiнцева формула для ґрадiєнта набуває вигляду:

∂fM
ij (r12)r

∂r21
= r̂21

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l=1

±1∑

b

bW 0
ij(σ

ql
ij )

b
r
δ(r12 − σql

ij ). (344)

Пiдсумний член ще можна записати як bqW 0
ij(σ

ql
ij )

bq
r δ(r12 − σql

ij ) на
основi того, що при значеннi q = −1 доданки iз b = +1 й b = −1
просто мiняються мiсцями.

B.2. Ґрадiєнтний розклад парної функцiї розподiлу

При локалiзацiї iнтеґралiв зiткнень Iqlpij й джерела sp, для gij2 , як
функцiонала {n} i βp, використовується розклад по ґрадiєнтах, взя-
тих у точцi r. Нижче показано, як отримується такий розклад i на-
водяться у явному виглядi спiввiдношення для gij2 .

Функцiональний i ґрадiєнтний розклади. Довiльний “доста-
тньо хороший” функцiонал Φ[n], що залежить вiд функцiї n(x), мо-
жна розкласти у функцiональний ряд бiля деякої фiксованої функцiї
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ν(x):

Φ[n] = Φ[ν] +

∫

dx1
δΦ

δn(x1)

∣
∣
∣
ν
[n(x1)− ν(x1)] + (345)

+ 1
2!

∫

dx1dx2
δ2Φ

δn(x1)δn(x2)

∣
∣
∣
ν
[n(x1)− ν(x1)][n(x2)− ν(x2)] + . . . ,

де бiля варiацiйних похiдних вказано, що вони обчислюються для де-
якого фiксованого аргумента ν(x). Якщо в ролi ν(x) взяти константу
n0, що дорiвнює значенню функцiї n у певнiй точцi x0,

n0 ≡ n(x0) = const −→ ν(x)

то функцiональний ряд набуває вигляду:

Φ[n] = Φ[n0] +

∫

dx1
δΦ

δn(x1)

∣
∣
∣
n0

[n(x1)− n0] + (346)

+ 1
2!

∫

dx1dx2
δ2Φ

δn(x1)δn(x2)

∣
∣
∣
n0

[n(x1)− n0][n(x2)− n0] + . . . ,

де x0 називається точкою локалiзацiї функцiонала Φ.
Розклавши рiзницi в прямокутних дужках у ряди бiля x0,

n(xi) = n(x0) + xi0 ·∇n(x)
∣
∣
∣
x0

+ 1
2!xi0xi0 :∇∇n(x)

∣
∣
∣
x0

+ . . . ,

тут xi0 ≡ xi − x0, ∇ ≡ ∂/∂x, i пiдставивши їх у ф. (346), одержуємо
ґрадiєнтний розклад функцiонала Φ:

Φ[n] = Φ[n0] +∇0n(x0)·
∫

dx1
δΦ

δn(x1)

∣
∣
∣
n0

x10 + (347)

+ 1
2!∇0∇0n(x0) :

∫

dx1
δΦ

δn(x1)

∣
∣
∣
n0

x10x10 +

+ 1
2! [∇0n(x0)]∇0n(x0) :

∫

dx1dx2
δ2Φ

δn(x1)δn(x2)

∣
∣
∣
n0

x10x20 + . . . ,

де ∇0 ≡ ∂/∂x0. У другому i третьому рядках ф. (347) наведено члени
другого порядку по ґрадiєнтах.

Ґрадiєнтний розклад для gij2 . Взявши точку r, для якої записа-
но рiвняння балансу, в ролi точки локалiзацiї функцiонала
gij2 (r1, r2|{n}, βp), можемо записати:

gij2 (r1, r2|.) = gij,02 (r12)r + gij,12 (r1, r2)r + . . . (348)
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Внесок першого порядку gij,12 мiстить M ґрадiєнтiв вiд густин {n} i
один вiд оберненої потенцiальної квазiтемператури βp:

gij,12 (r1, r2)r = gij,1n2 (r1, r2)r + gij,1β2 (r1, r2)r, (349)

gij,1n2 (r1, r2)r =

M∑

k=1

∇nk(r)·
∫

dr3 H̄
n
ijk(r1, r2; r3)r (r3 − r),

gij,1β2 (r1, r2)r = ∇βp(r)·
∫

dr3 H̄
β
ij(r1, r2; r3)r (r3 − r),

де введено позначення для варiацiйних похiдних

H̄n
ijk(r1, r2; r3)r ≡

δgij2 (r1, r2|.)
δnk(r3)

∣
∣
∣
r

, H̄β
ij(r1, r2; r3)r ≡

δgij2 (r1, r2|.)
δβp(r3)

∣
∣
∣
r

.

Нижнiй iндекс r пiсля аргументiв позначає точку локалiзацiї, а сим-

вол
∣
∣
∣
r

бiля будь-якого функцiонала означає, що всi його функцiї-

арґументи покладаються рiвними своїм значенням у точцi r. У вне-
ску нульового порядку gij,02 вiдображено, що вiн залежить вiд мiжча-
стинкової вiдстанi та вiд r. Явнi вирази для наведених внескiв подано
у §B.3.

Граничнi значення gij,02 та gij,12 . З формули зв’язку (22) мiж гра-
ничними значеннями функцiонала gij2 слiдують спiввiдношення для
членiв розкладу (348): gij,02 , gij,12 i вищих. У ф. (22) фiгурує пiвсума

βp
ij(r, r ± σ

ql
ij) =

1
2 [β

p(r) + βp(r± σ
ql
ij)].

Розкладаючи в ряд значення βp у змiщенiй точцi

βp(r± σ
ql
ij) = βp(r)± δσql

ij ·∇βp(r) + . . . ,

де δ — формальний параметр, подаємо ф. (22) так:

gij,02 (r, r ± σ
ql
ij)

−q
r

+ δ gij,12 (r, r± σ
ql
ij)

−q
r

+ . . . = (350)

= exp
{
[βp(r) ± δ 1

2σ
ql
ij ·∇βp(r) + . . . ] ǫqlij

}
×

×
[

gij,02 (r, r± σ
ql
ij)

q
r
+ δ gij,12 (r, r± σ

ql
ij)

q
r
+ . . .

]

.

Використавши розклад (42) в експонентi ф. (350), розкладiмо її
у ряд, вважаючи βp1 i ∇βp0 малими величинами:

eβ
p0(r) ǫqlij ǫqlij

[
1 + ε̄ βp1(r)± δ 1

2σ
ql
ij ·∇βp0(r) + . . .

]
.
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Прирiвнюючи внески однакових порядкiв, отримуємо зв’язок мiж
граничними значеннями поправок до gij2 :

gij,02 (σql
ij )

−q
r

= eβ
p0(r) ǫqlij gij,02 (σql

ij )
q
r
, (351)

gij,12 (r, r ± σ
ql
ij)

−q
r = eβ

p0(r) ǫqlij × (352)

×
[

gij,02 (σql
ij )

q
r ǫ

ql
ij

{
βp1(r) ± 1

2σ
ql
ij ·∇βp0(r)

}
+

+ gij,12 (r, r± σ
ql
ij)

q
r

]

.

Перша рiвнiсть — узагальнення рiвноважного спiввiдношення на ло-
кально-рiвноважний стан. Друга — нерiвноважна поправка першого
порядку до цього узагальнення, справедлива при умовi малого вiд-
хилення вiд локальної рiвноваги.

Цiкаво, що коли у ф. (352) видiлити окремо βp1,

βp1(r) = ∓ 1
2σ

ql
ij ·∇βp0(r) +

(

e−βp0(r) ǫqlijgij,12 (r, r± σ
ql
ij)

−q
r − (353)

− gij,12 (r, r± σ
ql
ij)

q
r

)[

gij,02 (σql
ij )

q
r ǫ

ql
ij

]−1

,

то виникає певний парадокс: справа стоять внески з ґрадiєнтами {n}
i βp0, ф. (349), а злiва — доданок iз ∇·V, ф. (221).

B.3. Груповий розклад функцiонала gij2 по густинi

Згiдно способу замикання [21] рiвнянь кiнетичного рiвня опису (див.
§2.3) функцiонал парної функцiї розподiлу має вигляд:

gij2 (r1, r2|{n}, βp) =Wij(r1, r2, t)χij(r1, r2|{n}, βp), (354)

де функцiї справа

Wij(r1, r2, t) ≡ exp
{

− 1
2 [β

p(r1, t) + βp(r2, t)]φ
MS
ij (r12)

}

,

χij(r1, r2|.) ≡ 1 +
∑

k

∫

dr3 nk(r3, t)V
(3)
ijk (r1r2; r3, t) +

+ 1
2!

∑

kl

∫

dr3dr4 nk(r3, t)nl(r4, t)V
(4)
ijkl(r1r2; r3r4, t) + . . .

— це нерiвноважний больцманiвський множник, залежний лише вiд
βp, i нерiвноважний груповий розклад по густинi. V (s)

ij... — це суми всiх
майєрiвських дiаграм з s пронумерованими вершинами, якi стають
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двозв’язними пiсля додавання зв’язка (12). Топологiчна структура
дiаграм у V (s)

ij... подiбна до рiвноважної (див. напр. [38]), однак кожен
зв’язок у дiаграмах представляє нерiвноважну функцiю Майєра

fM
ij (r

′, r′′, t) ≡ exp
{

− 1
2 [β

p(r′, t) + βp(r′′, t)]φMS
ij (|r′ − r′′|)

}

− 1. (355)

Таким чином, Wij(r
′, r′′, t) = fM

ij (r
′, r′′, t)+1. Функцiонал gij2 розрив-

ний у конфiґурацiях розривности потенцiала φMS
ij , а функцiонал χij

— неперервний.

Розгляньмо явний вигляд gij,02 та gij,12 з ґрадiєнтного розкладу
(348). Для них введенi нерiвноважнi функцiї Wij , fM

ij та iн. перехо-
дять у локально-рiвноважнi, залежнi через локальнi {n} i βp0 вiд
точки локалiзацiї r i часу t (що ми, як i ранiше, вiдзначатимемо
нижнiм iндексом r). Для внеску нульового порядку маємо:

gij,02 (r12)r = gij2 (r1, r2|.)
∣
∣
∣
r

=W 0
ij(r12)r χ

0
ij(r12)r,

W 0
ij(r12)r ≡ e−βp0(r)φMS

ij (r12), (356)

χ0
ij(r12)r ≡ 1 +

∑

k

nk(r)

∫

dr3V
(3)
ijk (r1r2; r3)r + (357)

+ 1
2!

∑

kl

nk(r)nl(r)

∫

dr3dr4V
(4)
ijkl(r1r2; r3r4)r + . . .

У функцiях V (s)
ij...(.)r фiгурують локально-рiвноважнi функцiї Майє-

ра
fM
ij (|r′ − r′′|)r = e−βp0(r)φMS

ij (|r′−r
′′|) − 1. (358)

Запишiмо, подiбно до gij2 , ґрадiєнтний розклад для χij :

χij(r1, r2|.) = χ0
ij(r12)r + χ1

ij(r1, r2)r + . . . ; (359)

внесок першого порядку теж розпадається на двi частини

χ1
ij(r1, r2)r = χ1n

ij (r1, r2)r + χ1β
ij (r1, r2)r, (360)

χ1n
ij (r1, r2)r =

M∑

k=1

∇nk(r)·
∫

dr3Hn
ijk(r1, r2; r3)r (r3 − r),

χ1β
ij (r1, r2)r = ∇βp(r)·

∫

dr3H
β
ij(r1, r2; r3)r (r3 − r),
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де використано позначення для варiацiйних похiдних:

Hn
ijk(r1, r2; r3)r ≡

δχij(r1, r2)

δnk(r3)

∣
∣
∣
r

, Hβ
ij(r1, r2; r3)r ≡

δχij(r1, r2)

δβp(r3)

∣
∣
∣
r

.

Дiаґрамнi суми V
(s)
ij... симетричнi по змiнних пiсля крапки з ко-

мою, тому знаходимо в явному виглядi:

Hn
ijk(r1, r2; r3)r = V

(3)
ijk (r1r2; r3)r +

∑

l

nl(r)

∫

dr4V
(4)
ijkl(r1r2; r3r4)r +

+ 1
2!

∑

lm

nl(r)nm(r)

∫

dr4dr5V
(5)
ijklm(r1r2; r3r4r5)r + . . .

Пошук явного вигляду для Hβ
ij(r1, r2; r3)r значно громiздкiший.

Вiдшукаймо внески до gij,12 , ф. (349). Лише функцiонал χij зале-
жить вiд густин, ф. (354), тому

H̄n
ijk(r1, r2; r3)r = W 0

ij(r12)rH
n
ijk(r1, r2; r3)r,

H̄β
ij(r1, r2; r3)r = − 1

2φ
MS
ij (r12) g

ij,0
2 (r12)r

[
δ(r31) + δ(r32)

]
+

+W 0
ij(r12)rH

β
ij(r1, r2; r3)r,

де у варiацiйної похiдної по βp з’являється завдяки Wij ще один
доданок. У результатi одержуємо:

gij,1n2 (r1, r2)r = W 0
ij(r12)r χ

1n
ij (r1, r2)r, (361)

gij,1β2 (r1, r2)r = ∇βp0 ·
[
r− r1 + r2

2

]
φMS
ij (r12) g

ij,0
2 (r12)r + (362)

+ W 0
ij(r12)r χ

1β
ij (r1, r2)r.

B.4. Зауваження про симетризацiю

Перетворення iнтеґралiв з варiацiйними похiдними вiд парної фун-
кцiї розподiлу, наведене у роботi [4], використовує лише симетрiйнi
властивостi, тому тут його виокремлено у виглядi твердження.

Твердження. Якщо функцiя H(r1, r2; r3) є симетрична вiдносно
двох перших аргументiв, H(r2, r1; r3) = H(r1, r2; r3) i залежить лише
вiд вiдносних вiдстаней r12, r23 та r31, то має мiсце рiвнiсть:

∫

dr3H(r1, r2; r3) r31 = 1
2r21

∫

dr3H(r1, r2; r3). (363)
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Доведення. Розбиймо r31 на складову r
‖
31 вздовж вектора r̂21 i

перпендикулярну до r̂21, позначену через r⊥31:

r
‖
31 ≡ r31 ·r̂21r̂21, r⊥31 ≡ r31 ·(I− r̂21r̂21).

Можна переконатися, що внесок вiд r⊥31 пропадає при iнтеґруваннi
по азимутальному куту вектора r31 у бiполярнiй системi координат,
пов’язанiй з частинками 1 i 2 внаслiдок залежности H лише вiд вiд-

носних вiдстаней.
У внеску вiд r

‖
31

r̂21

∫

dr3H(r1, r2; r3) r31 · r̂21 (364)

пiдiнтеґральний вираз не змiнюється при перестановцi r1→← r2. Це
тому, що кожнiй конфiгурацiї (1;2;3) з проекцiєю r31 · r̂21 вiдповiдає
дзеркально симетрична (вiдносно середньої лiнiї вiдрiзка [1;2]) кон-
фiгурацiя (2; 1; 3′) з такою ж самою проекцiєю за величиною. То-
му цей iнтеґрал дорiвнює

∫
dr3H(r2, r1; r3) r32 · r̂12. Взявши пiвсуму

останнього й iнтеґрала у ф. (364), i врахувавши ще раз симетрiй-
ну властивiсть H , отримуємо ф. (363). Її також можна довести [43],
розглянувши все у бiполярнiй системi координат.

B.5. Перетворення Ig,β1(1) в односортному випадку

Функцiя Hβ у внутрiшньому iнтеґралi ф. (175) з виглядом
∫

dr3H
β(r1, r2; r3)r r31 (365)

є симетрична: Hβ(r2, r1; r3)r = Hβ(r1, r2; r3)r. Тодi його можна пе-
ретворити подiбно до того, як це зроблено в працi [4] з односортним
вiдповiдником, що мiститьHn (див. додаток B.4). В результатi таких
перетворень iнтеґрал (365) дорiвнює

1
2r21

∫

dr3H
β(r1, r2; r3)r =

1
2r21

∂χ0(r12)r
∂βp0

,

а тензор Yβ1 з ф. (175) зводиться до дiагонального:

∫

dr2
∂fM(r12)r
∂r21

1
2r21

∂χ0(r12)r
∂βp0

= 2
3πI

∫

dr12r
3
12

∂fM(r12)r
∂r12

∂χ0(r12)r
∂βp0

.
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Якщо похiдну вiд функцiї Майєра у правiй частинi розписати
через δ-функцiї, ф. (344), то результат стає подiбний на внесок вiд
φMS
ij у локально-рiвноважний тиск:

Y
β1 = 2

3πI

c,r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

±1∑

b

bqW 0(σql)bq
∫

dr12 r
3
12δ(r12 − σql)

∂χ0(r12)r
∂βp0

.

Пiсля iнтеґрування, вводячи g02 замiсть χ0 за допомогою

∂gij,02 (r12)
bq
r

∂βp0
= −φMS

ij (r12)
bqgij,02 (r12)

bq
r +W 0

ij(r12)
bq
r

∂χ0
ij(r12)r

∂βp0
, (366)

приходимо до такого результату:

Ig,β1(1) = −f0c1 ·∇βp0n
{ ∂

∂βp0

[ Pφ

n2θk0

]

+ Y β0
}

, (367)

де Y β0 — односортний аналог величини Y β0
ij , ф. (173). Вочевидь, цей

результат отримано на основi симетрiйних мiркувань.
Врештi, врахувавши фф. (172) i (367), одержуємо для односортно-

го варiанта ф. (171) такий кiнцевий вираз:

Ig,β(1) = −f0θk0
∂

∂θk0

[ Pφ

nθk0

]

c1 ·∇ lnT k0, (368)

де було перейдено до ∇ lnT k0 i ∂/∂θk0. Цей же результат можна було
б вивести з односортного варiанту ф. (169), скориставшись симетрiєю
варiацiйної похiдної H̄β, через яку виражається g1β2 .

C. Функцiї швидкостей

Крiм мас mi та mj , у формулах природнiм чином виникають їх ком-
бiнацiї, для яких ми наводимо означення: µij ≡ mimj/(mi +mj) —
приведена маса, Mi ≡ mi/(mi +mj) та Mj ≡ mj/(mi +mj) — вiдно-
снi маси. Очевидно, що Mi +Mj = 1, miMj = mjMi = µij . Поруч з
приведеною, часто використовується сумарна маса mi+j ≡ mi+mj i
дещо рiдше — iншi комбiнацiї мас: mi−j ≡ mi−mj та mi/j ≡ mi/mj.
Легко бачити, що mi+jµij = mimj .

Для експоненти локально-рiвноважного розподiлу Максвела зру-
чно ввести m̃i ≡ mi/(2θ

k0) i m̃j ≡ mj/(2θ
k0), а також µ̃ij ≡ µij/(2θ

k0),
m̃i+j ≡ mi+j/(2θ

k0) i подiбнi, де θk0 ≡ kBT
k0 — кiнетична темпера-

тура в нульовому порядку.
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C.1. Змiннi центра мас

У бiльшостi випадкiв в iнтеґралах по двох швидкостях ci й cj (cj ≡
vj − V(r, t)) зручнiше перейти до змiнних центра мас — швидкос-
ти центра мас G у локальнiй рухомiй системi координат i вiдносної
швидкости c ≡ cji:

G ≡ Mici +Mjcj , c ≡ cj − ci. (369)

Означмо безрозмiрнi швидкостi Ci ≡
√
m̃ici та Cj ≡

√
m̃jcj i без-

розмiрнi змiннi центра мас G ≡
√
m̃i+jG та g ≡

√
µ̃ijc iз модулями

G ≡ |G| та g ≡ |g|.
Iз введених означень i маємо, що

G = (m̃iMi)
1/2ci + (m̃jMj)

1/2cj =M
1/2
i Ci +M

1/2
j Cj ,

g = µ̃
1/2
ij cj − µ̃

1/2
ij ci =M

1/2
i Cj −M

1/2
j Ci.

Легко знайти зворотнi спiввiдношення:

ci = G−Mjc, cj = G+Mic; (370)

ci = m̃
−1/2
i+j G −Mjµ̃

−1/2
ij g, cj = m̃

−1/2
i+j G +Miµ̃

−1/2
ij g; (371)

Ci =M
1/2
i G −M

1/2
j g, Cj =M

1/2
j G +M

1/2
i g. (372)

Якобiани переходу до нових змiнних при iнтеґруваннi, напр.,
∫

dcidcj [. . .] =

∫

dGdg J{cicj}→{Gg} [. . .]

дорiвнюють:

J{cicj}→{Gc} = J{CiCj}→{Gg} = 1,

J{cicj}→{CiCj} = J{cicj}→{Gg} = m̃
−3/2
i m̃

−3/2
j .

Для квадратiв швидкостей знаходимо, що

с2i = G2 +M2
j c

2 − 2MjG·c, с2j = G2 +M2
i c

2 + 2MiG·c. (373)

Використавши рiвнiсть m̃iс2i + m̃jc
2
j = G2 + g2 у добутку f0

i f
0
j , отри-

муємо формулу переходу:
∫

dcidcj f0
i f

0
j [. . .] = ninjπ

−3

∫

dGdg e−G2−g2

[. . .], (374)

де коефiцiєнт перед iнтеґралом походить вiд характерного добутку
A0

iA
0
jm̃

−3/2
i m̃

−3/2
j при переходi до безрозмiрних швидкостей.
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C.2. Швидкостi пiсля зiткнень

У супровiднiй системi вiдлiку, що рухається зi швидкiстю V(r, t),
закони парних зiткнень подiбнi до фф. (7) та (8):

[
c′i
c′j

]

=

[
ci

cj

]

+ 2

[
Mj

−Mi

]

cσσ̂, (375)

[
c
qlp
i

c
qlp
j

]

=

[
ci

cj

]

+

[
Mj

−Mi

]

[cσ −Qp] σ̂, (376)

де Qp ≡
√

c2σ + p(vqlij )
2 — величина, що залежить вiд проекцiї c на

напрямок σ̂. Легко бачити, що c′i та c
qlp
i у фф. (375) i (376) переходять

у c′j та c
qlp
j й навпаки при взаємнiй замiнi iндексiв i→← j (при цьому

c ≡ cji переходить у −c). Тому надалi результати для cj можна
отримати з таких же результатiв для ci.

Вирази для квадратiв швидкостей мають вигляд:

c′2i = c2i + 4Mjci ·σ̂cσ + 4M2
j c

2
σ, (377)

(cqlpi )2 = c2i + 2Mjci ·σ̂cσ + 2M2
j c

2
σ + (378)

+ pM2
j (v

ql
ij )

2 − 2Mjci ·σ̂Qp − 2M2
j cσQ

p.

Передачi iмпульсу й кiнетичної енергiї у парному процесi p, вираженi
через змiннi центра мас, дорiвнюють:

mi[c
p
i − ci] =

{
2µijcσσ̂,
µij [cσ −Qqlp]σ̂;

(379)

1
2mi[(c

p
i )

2 − c2i ] =

{
2µijG·σ̂cσ,
1
2pMjµij(v

ql
ij )

2 + µijG·σ̂[cσ −Qqlp].
(380)

Верхнi позицiї стосуються необмiнних {⊙,⊗}, а нижнi — обмiнних
{⊕,⊖} процесiв.

Суми c
p
j + cj та (cpj )

2 + c2j зустрiчаються при розрахунку I∇i . На
основi зазначеної вище властивости симетрiї знаходимо:

c
p
j + cj =

{
2cj − 2Micσσ̂,
2cj −Mi[cσ −Qp ]σ̂;

(381)

(cpj )
2 + c2j =







2c2j − 4Micj ·σ̂cσ + 4M2
i c

2
σ,

2 c2j − 2Micj ·σ̂cσ + 2M2
i c

2
σ +

+ pM2
i (v

ql
ij )

2 + 2Micj ·σ̂Qp − 2M2
i cσQ

p.

(382)
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Суму квадратiв можна записати компактнiше через G:

(cpj )
2 + c2j =

{
2c2j − 4MiG·σ̂cσ,
2c2j + pM2

i (v
ql
ij )

2 − 2MiG·[cσ −Qp]σ̂.
(383)

C.3. Локально-рiвноважний розподiл Максвела

Локальна функцiя розподiлу Максвела

f0
i (r, ci, t) = ni

( mi

2πθk0

)3/2

e−mic
2
i/(2θ

k0), (384)

де f0
i залежить вiд r i t через ni, V i θk0. Тому для всякого ди-

ференцiального оператора D̂rt, що дiє на функцiї r i t, має мiсце
спiввiдношення:

D̂rt ln f
0
i =

[

D̂rtni ∂ni + D̂rtV· ∂V + D̂rtT
k0∂Tk0

]

ln f0
i . (385)

Розписавши лоґарифм у виглядi

ln f0
i = lnni +

3
2 ln

mi

2πkB
− 3

2 lnT
k0 − m̃ic

2
i ,

легко знаходимо частиннi похiднi




∂ni

∂V

∂Tk0



 ln f0
i =





n−1
i

2m̃ici
(T k0)−1[m̃ic

2
i − 3

2 ]



 .

Пiдставивши їх у ф. (385), одержуємо результат:

D̂rt ln f
0
i = n−1

i D̂rtni+2m̃ici· D̂rtV+(T k0)−1[m̃ic
2
i − 3

2 ]D̂rtT
k0. (386)

За його допомогою отримуємо необхiднi нам формули, вираженi,
де треба, через безрозмiрнi швидкостi:

∇ ln f0
i = ∇lnni + 2m̃ici ·∇V† + [m̃ic

2
i − 3

2 ]∇ lnT k0, (387)

∇ ln f0
j = ∇ lnnj + 2m̃

1/2
j

(

M
1/2
j G +M

1/2
i g

)

·∇V† + (388)

+
[

MjG2 +Mig
2 + 2M

1/2
i M

1/2
j G ·g − 3

2

]

XT ,

∇ ln
f0
i

f0
j

= ∇ ln
ni

nj
+ 2
(
m̃

1/2
i Ci− m̃

1/2
j Cj

)
·∇V† + [C2

i − C2
j ]XT (389)

= ∇ ln
ni

nj
+
(

2m̃
1/2
i−jM

1/2
i−jG − 4µ̃

1/2
ij g

)

·∇V† +

+
[

Mi−j(G2 − g2)− 4M
1/2
i M

1/2
j G · g

]

XT ,
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де XT ≡ ∇ lnT k0. Цiлком подiбно, для ґрадiєнта в Iqlp,∇ij , ф. (141),
можемо записати:

∇ ln
{

f0
j (c

qlp
j )f0

j (cj)
}

= 2∇ lnnj + 2m̃j

(
c
qlp
j + cj

)
·∇V† + (390)

+
[
m̃j

{
(cqlpj )2 + c2j

}
− 3
]
∇ lnT k0.

Подальший вигляд цього виразу залежить вiд типу процесу p i одер-
жується за допомогою фф. (381) та (382).

C.4. Многочлени Сонiна-Ляґера

Многочлени iндекса ν задаються формулою [45]

Sm
ν (x) ≡

m∑

s=0

(−x)s m!

s! (m− s)!

Γ(ν + 1 +m)

Γ(ν + 1 + s)

i задовольняють умову нормування:

(Sm
ν , S

n
ν )ν ≡

∫ ∞

0

dxxνe−x Sm
ν (x)Sn

ν (x) = δmnm! Γ(ν + 1 +m).

Наведiмо явно першi три многочлени кожного iндекса:

S0
1/2(x) = 1, S1

1/2(x) =
3
2 − x, S2

1/2(x) =
15
4 − 5x+ x2;

S0
3/2(x) = 1, S1

3/2(x) =
5
2 − x, S2

3/2(x) =
35
4 − 7x+ x2;

S0
5/2(x) = 1, S1

5/2(x) =
7
2 − x, S2

5/2(x) =
63
4 − 9x+ x2.

C.5. Вираження φi та φj через G та g

Щоб не писати окремо вирази для φi та φj , ми скористаємося по-
дiбнiстю виразiв для Ci та Cj , ф. (372). Введiмо формальнi змiн-
нi M та m такi, що пара (M,m) для випадкiв i та j, дорiвнюючи
(M,m)i = (M

1/2
i ,−M1/2

j ) та (M,m)j = (M
1/2
j ,M

1/2
i ) з властивiстю

M2 +m2 = 1, вiдтворює ф. (372). Тодi вираз

φk(Ck) = −AkCk ·XT −BkC
◦
kCk :XV −HkXI −

∑

n

EknCk ·Xn,

де XV ≡ ∇V й XI ≡ ∇·V, охоплює випадки i та j, якщо прийняти
Ck ≡MG +mg. В прийнятому наближеннi поправка дорiвнює:

φk(Ck) ≈ −
{[
a0k + a1kS

1
3/2(C

2
k)
]
Ck ·XT + [d.p.] + (391)

+ b0kC
◦
kCk :XV +

[
h1kS

1
1/2(C

2
k) + h1kS

2
1/2(C

2
k)
]
XI

}

,
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де [d.p.] вiдзначає дифузiйну частину; результат для неї отримується
формально з результату для температурної частини.

Запишiмо алгебраїчнi комбiнацiї вектора Ck, необхiднi для
ф. (391), вiддiляючи скалярну i векторну частини вiдносно G i g,
а в кожнiй з них — парну i непарну частини стосовно цих векторiв:

CkCk = M2
GG +m2gg +Mm 2(Gg)‡,

C◦
kCk = M2

G
◦
G +m2g◦g +Mm 2(G◦g)‡,

C2
k = M2G2 +m2g2 + 2MmGg,

C4
k = (M2G2 +m2g2)2 + 4M2m2G2

g + 4(M2G2 +m2g2)MmGg,

де Gg ≡ G · g. Для многочленiв одержуємо:

S1
ν(C

2
k) = S1,0

ν − 2MmGg,

S1
ν(C

2
k)Ck = S1,0

ν MG − 2M2mGg G + S1,0
ν mg − 2Mm2Gg g,

S2
1/2(C

2
k) = S2,0

1/2 − 4MmS1,0
3/2Gg,

де частини многочленiв, парнi по G i g, позначено як

S1,0
ν ≡ ν + 1− (M2G2 +m2g2),

S2,0
1/2 ≡ 15

4 − 5(M2G2 +m2g2) + (M2G2 +m2g2)2 + 4M2m2G2
g .

У ходi розрахункiв виникає ще проiнтеґрований по Ĝ многочлен
S2
1/2(C

2
k), вигляд якого теж наводимо:

S2;Ĝ
1/2 ≡ 15

4 − 5(M2G2 +m2g2)+ (M2G2 +m2g2)2 + 4
3M

2m2G2g2. (392)

Головний результат для поправки має вигляд:

φk(Ck) ≈ −
{[
a0k(MG +mg) + (393)

+ a1k
(
− 2M2mGg G + S1,0

3/2mg + S1,0
3/2MG − 2Mm2Gg g

)]
·XT +

+ [d.p.] + b0k
[
M2

G
◦
G +m2g◦g +Mm 2(G◦g)‡

]
:XV +

+
[
h1k
(
S1,0
1/2 − 2MmGg

)
+ h2k

(
S2,0
1/2 − 4MmS1,0

3/2Gg

)]
XI

}

.

C.6. Iнтеґральнi дужки

Згiдно будови оператора J̃ij , яка слiдує з ф. (124), iнтеґральнi дужки
(233) мають внески вiд процесiв на твердiй серцевинi та сходинках:

Bk;mn
ij;ν =

c|r,a
∑

q

Kq
ij∑

l

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Bk;mn;qlp
ij;ν , (394)
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де

Bk;mn;qlp
ij;ν ≡ yij2 (σ

ql
ij )

γp
r

∫

dcidcjdσ̂ сjiσθ
p(cjiσ)f

0
i f

0
j × (395)

×
[
Sm
ν (C2

k)C
[ν]
k − Sm

ν

(
(Cqlp

k )2
)
C

qlp[ν]
k

]
⊙Sn

ν (C
2
i )C

[ν]
i

iз k = {′, ′′}, ν = { 3
2 ,

5
2 ,

1
2} i γ{⊙,⊗,⊕,⊖} = {+1,−q, q,−q}. Результати

для усiх цих внескiв отримуються у виглядi:

Bk;mn;qlp
ij;ν = ninjg

ij,0
2 (σql

ij )
γp
r 8×

[
. . .
]
.

Нижче ми наводимо вирази, якi слiд пiдставити замiсть [. . .].

Дiаґональнi внески. Для k = ′ отримано такi результати:

B′;00;qlp
ij;3/2 : MjΩ

(11)
ij ,

B′;01;qlp
ij;3/2 : M2

j

[
5
2Ω

(11)
ij − Ω

(12)
ij

]
,

B′;10;qlp
ij;3/2 : M2

j

[
5
2Ω

(11)
ij − Ω

(12)
ij + pǭ

(
5
2mi/jΩ

(0̄0)
ij +Ω

(1̄1)
ij

)]
,

B′;11;qlp
ij;3/2 : M3

j

[
(254 + 15

2 m
2
i/j)Ω

(11)
ij − 5Ω

(12)
ij +Ω

(13)
ij + 2mi/jΩ

(22)
ij +

+ pǭ
(
25
4 mi/jΩ

(0̄0)
ij − 7

2mi/jΩ
(0̄1)
ij + 5

2Ω
(1̄1)
ij − Ω

(1̄2)
ij

)]
;

B′;00;qlp
ij;5/2 : M2

j

[
10
3 mi/jΩ

(11)
ij +Ω

(22)
ij + 1

3pǭΩ
(0̄1)
ij

]
;

B′;10;qlp
ij;1/2 : Mj pǭΩ

(0̄0)
ij ,

B′;11;qlp
ij;1/2 : M2

j

[
2mi/jΩ

(11)
ij + pǭ

(
3
2Ω

(0̄0)
ij − Ω

(0̄1)
ij

)]
,

B′;12;qlp
ij;1/2 : M3

j

[
10mi/jΩ

(11)
ij − 4mi/jΩ

(12)
ij +

+ pǭ
(
15
4 Ω

(0̄0)
ij − 5Ω

(0̄1)
ij +Ω

(0̄2)
ij

)]
,

B′;20;qlp
ij;1/2 : M2

j pǭ
(
[5− pǭ]Ω

(0̄0)
ij − 2Ω

(0̄1)
ij

)
,

B′;21;qlp
ij;1/2 : M3

j

[
10mi/jΩ

(11)
ij − 4mi/jΩ

(12)
ij +

+ pǭ
(
[ 152 +m2

i/j − 3
2pǭ]Ω

(0̄0)
ij − [8− pǭ]Ω

(0̄1)
ij + 2Ω

(0̄2)
ij +

+ 4mi/jΩ
(1̄1)
ij

)]
,

B′;22;qlp
ij;1/2 : M4

j

[
(50mi/j + 20m3

i/j)Ω
(11)
ij − 40mi/jΩ

(12)
ij + 8mi/jΩ

(13)
ij +

+ 8m2
i/jΩ

(22)
ij + pǭ

(
[ 754 + 25m2

i/j − 15
4 pǭ]Ω

(0̄0)
ij −
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− [ 652 + 14m2
i/j − 5pǭ]Ω

(0̄1)
ij + [15− pǭ]Ω

(0̄2)
ij − 2Ω

(0̄3)
ij +

+ 20mi/jΩ
(1̄1)
ij − 8mi/jΩ

(1̄2)
ij − 8m2

i/jΩ
(2̄1)
ij

)]
;

крiм того, B′;0n;qlp
ij;1/2 = 0.

Недiаґональнi внески. Для k = ′′ отримано такi результати:

B′′;00;qlp
ij;3/2 :

√

MiMj

[
− Ω

(11)
ij

]
,

B′′;01;qlp
ij;3/2 :

√

MiM3
j

[
− 5

2Ω
(11)
ij +Ω

(12)
ij

]
,

B′′;10;qlp
ij;3/2 :

√

M3
i Mj

[
− 5

2Ω
(11)
ij +Ω

(12)
ij + pǭ

(
5
2Ω

(0̄0)
ij − Ω

(1̄1)
ij

)]
,

B′′;11;qlp
ij;3/2 :

√

M3
i M

3
j

[
− 55

4 Ω
(11)
ij + 5Ω

(12)
ij − Ω

(13)
ij + 2Ω

(22)
ij +

+ pǭ
(
25
4 Ω

(0̄0)
ij − 7

2Ω
(0̄1)
ij − 5

2Ω
(1̄1)
ij +Ω

(1̄2)
ij

)]
;

B′′;00;qlp
ij;5/2 : MiMj

[
− 10

3 Ω
(11)
ij +Ω

(22)
ij + 1

3pǭΩ
(0̄1)
ij

]
;

B′′;10;qlp
ij;1/2 : Mi pǭΩ

(0̄0)
ij ,

B′′;11;qlp
ij;1/2 : MiMj

[
− 2Ω

(11)
ij + pǭ

(
3
2Ω

(0̄0)
ij − Ω

(0̄1)
ij

)]
,

B′′;12;qlp
ij;1/2 : MiM

2
j

[
− 10Ω

(11)
ij + 4Ω

(12)
ij + pǭ

(
15
4 Ω

(0̄0)
ij − 5Ω

(0̄1)
ij +Ω

(0̄2)
ij

)]
,

B′′;20;qlp
ij;1/2 : M2

i pǭ
(
[5− pǭ]Ω

(0̄0)
ij − 2Ω

(0̄1)
ij

)
,

B′′;21;qlp
ij;1/2 : M2

i Mj

[
− 10Ω

(11)
ij + 4Ω

(12)
ij +

+ pǭ
(
[ 172 − 3

2pǭ]Ω
(0̄0)
ij − [8− pǭ]Ω

(0̄1)
ij + 2Ω

(0̄2)
ij − 4Ω

(1̄1)
ij

)]
,

B′′;22;qlp
ij;1/2 : M2

i M
2
j

[
− 70Ω

(11)
ij + 40Ω

(12)
ij − 8Ω

(13)
ij + 8Ω

(22)
ij +

+ pǭ
(
[ 1754 − 15

4 pǭ]Ω
(0̄0)
ij − [ 932 − 5pǭ]Ω

(0̄1)
ij +

+ [15− pǭ]Ω
(0̄2)
ij − 2Ω

(0̄3)
ij − 20Ω

(1̄1)
ij + 8Ω

(1̄2)
ij − 8Ω

(2̄1)
ij

)]
;

крiм того, B′′;0n;qlp
ij;1/2 = 0.

У наведених виразах замiсть ǭ слiд пiдставити ǭqlij . Кожен Ω-iнте-
ґрал є внеском вiд процесу p на сходинцi (ql) i тому мiстить додатковi
iндекси, Ω

(tr)qlp
ij , не виписанi задля компактности. Для процесiв ⊕

i ⊖, крiм стандартних Ω-iнтеґралiв, присутнi доданки Ω
(t̄r)
ij iншого
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типу, якi домножуються на pǭ i пов’язанi зi змiною модуля вiдносної
швидкости. Для процесiв ⊙ i ⊗ цi внески вiдсутнi (i слiд покласти p =
0). Отриманi вирази узагальнюють результати для сумiшей, вiдомi
в лiтературi [2, 3, 36, 44].

Ω-iнтеґрали обох типiв означуються звичним чином [2, 3, 36]:

Ω
(tr)qlp
ij ≡

(kBT
k0

2πµij

)1/2
∞∫

0

dg e−g2

g2r+3Q
(t)qlp
ij (g),

де

Q
(t)qlp
ij (g) ≡ (σql

ij )
2

∫

dσ̂ (ĝ ·σ̂) θp(ĝ ·σ̂)
[
1− cost χqlp

σ

]
,

Q
(t̄)qlp
ij (g) ≡ (σql

ij )
2

∫

dσ̂ (ĝ ·σ̂) θp(ĝ ·σ̂)
[
cost(χqlp

σ )
]
;

тут χqlp
σ ≡ π− 2θσ — кут розсiяння в процесi p на сходинцi (ql), θσ —

полярний кут (див. §D.1). Кожну з останнiх двох величин можна по-
дати у бiльш звичному виглядi [2,3,36], виразивши через прицiльний
параметр b ≡ σql

ij cos
1
2χ

qlp
σ . Напр., перша дорiвнює:

Q
(t)qlp
ij (g) = 2π

∫

db b
[
1− cost χqlp

σ

]
.

D. Iнтеґрали

Характернi θ-функцiї для процесiв p = ⊙,⊕,⊖,⊗ позначаємо через
θp(ζ), тобто

θ⊙(ζ) = θ⊕(ζ) ≡ θ(ζ), θ⊖(ζ) ≡ θ(ζ − v), θ⊗(ζ) ≡ θ(ζ) θ(v − ζ).

Для них має мiсце рiвнiсть θ⊖(ζ) + θ⊗(ζ) = θ⊕(ζ).

D.1. Iнтеґрування по σ̂

В нульовому й першому порядках методу Чепмена-Енскога зустрi-
чаються iнтеґрали, якi спiльно можна записати так:

lI[f ] ≡
∫

dσ̂ f(cσ) σ̂ . . . σ̂︸ ︷︷ ︸

l

, (396)

де cσ = c·σ̂. Надалi тензорну частину будемо позначати як σ̂l. Iнте-
ґрування проводиться по орiєнтацiях вектора σ̂, а саме — по поляр-
ному θσ i азимутальному ϕσ кутах:

∫

dσ̂ [. . .] ≡
∫ π

0

dθσ sin θσ

∫ 2π

0

dϕσ[. . .].
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Спрямувавши полярну вiсь вздовж видiленого напрямку, вектора
c, пiдiнтеґральну функцiю розбиваємо на двi частини. Одна з них
не залежить вiд ϕσ, а друга є степенем вектора

σ̂ = (sin θσ cosϕσ, sin θσ sinϕσ, cos θσ),

тобто тензором ранґу l. Тодi

lI[f ] =
∫ 1

−1

dtσ f(ctσ)
∫ 2π

0

dϕσ σ̂
l, (397)

де введено замiну tσ = cos θσ. Для l = 0, 1, 2, 3 знаходимо:

2π∫

0

dϕσ







1
σ̂
σ̂σ̂
σ̂σ̂σ̂






= π







2
2 tσ ĉ
(1 − t2σ)I+ (−1 + 3t2σ)ĉĉ
(tσ − t3σ)

{
Iĉ+ I13ĉ+ ĉI

}
+ (−3tσ + 5t3σ)ĉĉĉ






,

(398)
де ĉ ≡ c/c, I — одиничний тензор, а (I13ĉ)αβγ ≡ δαγ ĉβ .

D.1.1. Випадок без кореня

Пошук lI[f ] для випадку f(cσ) = θp(cσ) c
k
σ зводиться, враховуючи

ф. (398), до вiдшукання iнтеґрала
∫ 1

−1
dtσ θp(ctσ) tnσ. Для трьох ви-

падкiв параметра p знаходимо:

∫ 1

−1

dtσ θ









⊕

⊖

⊗









(ctσ) t
n
σ =

1

n+ 1





θ⊕(c)
θ⊖(c)

{
1− (v/c)n+1

}

θ⊗(c) + θ⊖(c) (v/c)n+1



 . (399)

Сума результатiв для ⊖ i ⊗ дає результат для ⊕. Зручно ввести
позначення для функцiй вiд c, якi виникли при iнтеґруваннi:

j⊖n (c) ≡ 1
n [1− (v/c)n], j⊗n (c) ≡ 1

n [θ
⊗(c) + θ⊖(c) (v/c)n]

i доозначити для ⊕, що j⊕n (c) ≡ 1
n . Тодi θ⊖(c)j⊖n + j⊗n = θ⊕(c)j⊕n .

Найпростiшi iнтеґрали

lIp
k (c) ≡

∫

dσ̂ θp(cσ) ckσσ̂
l, (400)

де l вказує на тензорний ранґ, задовольняють рiвнiсть:

lI⊗
k + lI⊖

k = lI⊕
k . (401)
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Користуючись фф. (398) i (399) знаходимо9 для l = 0, 1, 2, 3:







0Ip
k

1Ip
k

2I p
k

3I p
k






= πθp(c)ck









2 jpk+1(c)

2 jpk+2(c) ĉ

ip0k(c) I+ ip2k(c) ĉĉ

ip1k(c)
{
Iĉ+ I13ĉ+ ĉI

}
+ ip3k(c) ĉĉĉ









. (402)

Результати для p = ⊗ вiдрiзняються вiд наведених тим, що множни-
ка θ⊗ пiсля π нема, а θ⊗ i θ⊖ входять в означення функцiй j⊗n та
i⊗rk. Тензори 2I p

k та 3I p
k виражено через новi функцiї iprk. Iндекс r

означає степiнь ĉ в тензора, бiля якого iprk стоїть у ф. (402). Явнi
вирази для ip0k та ip2k зручнiше записати через v̄ ≡ v/c:

i⊕0k(c) =
2

(k+1)(k+3) ,

i⊕2k(c) =
2k

(k+1)(k+3) ,

i⊖0k(c) =
2

(k+1)(k+3) − v̄k+1

k+1 + v̄k+3

k+3 ,

i⊖2k(c) =
2k

(k+1)(k+3) +
v̄k+1

k+1 − 3 v̄
k+3

k+3 ,

i⊗0k(c) = θ⊗(c) 2
(k+1)(k+3) + θ⊖(c)

(
v̄k+1

k+1 − v̄k+3

k+3

)

,

i⊗2k(c) = θ⊗(c) 2k
(k+1)(k+3) + θ⊖(c)

(

− v̄k+1

k+1 + 3 v̄
k+3

k+3

)

.

Функцiї ip1k та ip3k, що входять в 3Ip
k , дорiвнюють:

i⊕1k(c) =
2

(k+2)(k+4) ,

i⊕3k(c) =
2k−2

(k+2)(k+4) ,

i⊖1k(c) =
2

(k+2)(k+4) − v̄k+2

k+2 + v̄k+4

k+4 ,

i⊖3k(c) =
2k−2

(k+2)(k+4) + 3 v̄
k+2

k+2 − 5 v̄
k+4

k+4 ,

i⊗1k(c) = θ⊗(c) 2
(k+2)(k+4) + θ⊖(c)

(
v̄k+2

k+2 − v̄k+4

k+4

)

,

9 Iнтеґрали lI
⊕
k можна записати як

∫

Ω+

dσ̂ ckσσ̂
l (де Ω+ — одинична пiвсфера,

для якої c · σ̂ > 0). При диференцiюваннi по c пiдвищується тензорний ранґ
iнтеґрала: ∂c lI

⊕
k = k[l+1I

⊕
k−1]. Тому одержуємо рекурентну формулу:

lI
⊕
k = 1

k+1
∂c [l−1I

⊕
k+1].

За допомогою ф. (402) для 0I
⊕
k+1 i спiввiдношень ∂c{c, c, ĉ} = {I, ĉ, c−1[I− ĉĉ]},

можна знайти lI
⊕
k iз l = 1, 2, 3, . . . i будь-яким k ≥ 0.
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i⊗3k(c) = θ⊗(c) 2k−2
(k+2)(k+4) + θ⊖(c)

(

− 3 v̄
k+2

k+2 + 5 v̄
k+4

k+4

)

.

Як бачимо, функцiї i⊕rk не залежать вiд c, а для i⊗kr функцiї θ⊗ i θ⊖

включено в їхнi означення. Неважко перевiрити, що результати (402)
задовольняють спiввiдношення (401).

Корисними в розрахунках є характернi комбiнацiї введених фун-
кцiй:

ip0k +
1
3 i

p
2k = 2

3j
p
k+1, ip0k + ip2k = 2jpk+3; (403)

ip1k +
1
5 i

p
3k = 2

5j
p
k+2, ip1k +

1
3 i

p
3k = 2

3j
p
k+4. (404)

D.1.2. Випадок iз коренем

Розгляньмо iнтеґрали, характернi лише для процесiв p = {⊕,⊖}:

lIpQ
k ≡

∫

dσ̂ θp(cσ) ck−1
σ Qpσ̂l, (405)

де Qp ≡
√

c2σ + pv2. Тут f(cσ) = θp(cσ) c
k−1
σ Qp з ф. (396) не залежить

вiд азимутального кута. Застосувавши ф. (398) для iнтеґрування по
ϕσ, виявимо, що результати виражаються через iнтеґрали вигляду
∫ 1

−1
dtσθp(ctσ) tmσ Q

p, якi дорiвнюють

θp(c) c

1∫

−1

dtσ θ(tσ − δ−1,pv̄) t
m
σ

√

t2σ + pv̄2. (406)

Пiдiнтеґральна θ-функцiя визначає нижнi межi, якi для процесiв ⊕
i ⊖ дорiвнюють 0 i v̄. Позначмо характерний iнтеґрал як

jpQm (c) ≡
1∫

{0;v̄}

dt tm−2
√

t2 + pv̄2, m ≥ 2, (407)

зауваживши, що c входить у нього тiльки через v̄ = v/c. Його роз-
раховано у наступному пiдпараграфi й наведено явнi вирази для
m = 2÷ 7.

Враховуючи фф. (398) i (406), отримуємо [порiвн. iз ф. (402)]:







0IpQ
k

1IpQ
k

2IpQ
k

3IpQ
k






= πθp(c)ck









2 jpQk+1(c)

2 jpQk+2(c) ĉ

ipQ0k (c) I+ ipQ2k (c) ĉĉ

ipQ1k (c)
{
Iĉ+ I13ĉ+ ĉI

}
+ ipQ3k (c) ĉĉĉ









, (408)
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де введено позначення

ipQ0k ≡ jpQk+1 − jpQk+3, ipQ2k (c) ≡ −jpQk+1 + 3jpQk+3;

ipQ1k ≡ jpQk+2 − jpQk+4, ipQ3k (c) ≡ −3jpQk+2 + 5jpQk+4.

З них знаходимо спiввiдношення, подiбнi до (403) i (404):

ipQ0k + 1
3 i

pQ
2k = 2

3j
pQ
k+1, ipQ0k + ipQ2k = 2jpQk+3; (409)

ipQ1k + 1
5 i

pQ
3k = 2

5j
pQ
k+2, ipQ1k + 1

3 i
pQ
3k = 2

3j
pQ
k+4. (410)

У розрахунках iнтеґрали lIpQ
k зустрiчаються в рiзницях та сумах

iз lIp
k . Для цих комбiнацiй вводимо позначення:

lIp∓
k ≡ lIp

k ∓ lIpQ
k . (411)

Подiбно позначаємо вiдповiднi функцiї, напр., ip∓rk ≡ iprk ∓ ipQrk .

D.1.3. Розрахунок iнтеґралiв jpQm

Для iнтеґрала (407) спочатку розглянуто випадок непарних m, а
потiм отримано рекурентну формулу i подано вирази для кiлькох
перших непарних i парних значень m.

Непарнi m. Замiна y = t2 + pv̄2 перетворює ф. (407) до вигляду

jpQm+2 = 1
2

1+pv̄2
∫

{v̄2;0}

dy
(
y − pv̄2

)m−1
2

√
y .

Iнтеґрал легко знайти, якщо n ≡ m−1
2 — цiле невiд’ємне число:

jpQ2n+3 =
n∑

l=0

Cl
n(−pv̄2)n−l 1

2l+3

{
(1 + v̄2)l+3/2 − v̄2l+3

(1− v̄2)l+3/2

∣
∣
∣
∣

⊕
⊖

}

= (412)

= (1 + pv̄2)3/2
n∑

l=0

(−p)n−lCl
n

2l+ 3
(1 + pv̄2)l(v̄2)n−l −

− δ1pv̄
2n+3

n∑

l=0

(−1)n−lCl
n

2l + 3
,

де Cl
n = n!/(l! [n− l]!) — бiномiальнi коефiцiєнти. Останнiй доданок

вiдмiнний вiд нуля лише для p = ⊕. Вирази для m = 3, 5, 7 подано
нижче.
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Рекурентна формула. Проiнтеґруймо ф. (407) для jpQm+2 в межах

вiд τ1 до τ2 за частинами (з u = tm−1 i dv = t
√

t2 + pv̄2 dt):

jpQm+2 = 1
3 t

m−1(t2 + pv̄2)3/2
∣
∣
∣

τ2

τ1
− m−1

3 jpQm+2 − m−1
3 pv̄2jpQm ,

де (t2 + pv̄2)3/2 пiд iнтеґралом було подано як (t2 + pv̄2)
√

t2 + pv̄2.
Перенiсши другий доданок у лiву частину, отримуємо рекурентну
формулу:

jpQm+2 = 1
m+2 t

m−1(t2 + pv̄2)3/2
∣
∣
∣

τ2

τ1
− m−1

m+2pv̄
2jpQm . (413)

Цей вираз для меж [0; 1] i [v̄; 1], що у ф. (407), набуває вигляду:

jpQm+2 = 1
m+2 (1 + pv̄2)3/2 − pm−1

m+2 v̄
2jpQm . (414)

Парнi m. Щоб застосувати рекурентну формулу для парних m,
треба вiдшукати

jpQ2 ≡
∫ τ2

τ1

dt
√

t2 + pv̄2.

Його знаходимо за допомогою пiдстановок t = v̄ sinhx|p=⊕ i t =
v̄ coshx|p=⊖. Для обох значень p результат можна подати спiльно:

jpQ2 =
(

1
2 t
√

t2 + pv̄2 + 1
2pv̄

2 ln[t+
√

t2 + pv̄2]
)∣
∣
∣

τ2

τ1
.

Для меж [0; 1] та [v̄; 1], що вiдповiдають p = ⊕ i ⊖, знаходимо:

jpQ2 = 1
2

√

1 + pv̄2 + 1
2pv̄

2 ln
1 +

√

1 + pv̄2

v̄
. (415)

Далi за допомогою ф. (414) одержуємо для парних m:

jpQ4 = 1
4 (1 + pv̄2)3/2 − p 1

4 v̄
2jpQ2 , (416)

jpQ6 = (1 + pv̄2)3/2[ 16 − p 1
8 v̄

2] + 1
8 v̄

4jpQ2 . (417)

Явнi вирази для непарних m можна знайти рекурентним спосо-
бом або ж за допомогою ф. (412):

jpQ3 = 1
3 (1 + pv̄2)3/2 − δ1p

1
3 v̄

3, (418)

jpQ5 = (1 + pv̄2)3/2[ 15 − p 2
15 v̄

2] + δ1p
2
15 v̄

5, (419)

jpQ7 = (1 + pv̄2)3/2[ 17 − p 4
35 v̄

2 + 8
105 v̄

4]− δ1p
8

105 v̄
7. (420)
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D.2. Iнтеґрування по кутових змiнних ĉ i Ĝ

Орiєнтацiя Ĝ швидкости центра мас нiчим не обмежується i може
бути будь-якою, тому iнтеґрування по Ĝ напростiшi. Для першого
порядку потрiбно мати лише iнтеґрали вiд 1, ĜĜ та Ĝ◦Ĝ. Вони є
граничним випадком складнiших iнтеґрувань, розглянутих для ĉ.
Потрiбнi для Ĝ результати подано у фф. (424) i (425).

Iнтеґрали по орiєнтацiях вектора c схожi на розрахованi ранiше
iнтеґрали Iplk, ф. (400). Однак, тут немає нiяких обмежень на скаляр-
ний добуток Gc ≡ G· ĉ (накладених, напр., за допомогою θ-функцiй).
В розрахунках виникають такi iнтеґрали:

lJk(G) ≡
∫

dĉ Gk
c ĉ

l, (421)

де l в позначеннi вказує на тензорний ранґ iнтеґрала. Прямий розра-
хунок для l = 3, 4, . . . стає особливо громiздкий. Результат ще можна
знайти за допомогою рекурентної по l формули, отриманої шляхом
послiдовного диференцiювання по G (див. зноску на с. 108):

lJk(G) = 1
k+1∂G[l−1Jk+1(G)]. (422)

0Jk знаходимо, безпосередньо iнтеґруючи у ф. (421), а наступнi —
за допомогою рекурентної формули (422):

0Jk = π 2
k+1 [1 + (−1)k]Gk,

1Jk = π 2
k+2 [1 + (−1)k+1]GkĜ,

2Jk = π 2
(k+1)(k+3) [1 + (−1)k]Gk

{
I+ kĜĜ

}
,

3Jk = π 2
(k+2)(k+4) [1 + (−1)k+1]Gk

{
3(IĜ)‡ + (k − 1)ĜĜĜ

}
,

4Jk = π 2
(k+1)(k+3)(k+5) [1 + (−1)k]Gk ×

×
{
3(II)‡ + k6(IĜĜ)‡ + (k − 2)kĜĜĜĜ

}
,

де повнiстю симетризованi тензори 3-го i 4-го ранґiв, утворенi з тен-
зора I та вектора Ĝ дорiвнюють:

3(IĜ)‡ ≡ IĜ+ I13Ĝ+ ĜI,

3(II)‡ ≡ II+ I13I24 + I14I23,

6(IĜĜ)‡ ≡ IĜĜ+ I13ĜĜ+ I14ĜĜ+ ĜIĜ+ ĜI24Ĝ+ ĜĜI.

Деякi властивостi lJk можна вивести з мiркувань симетрiї. Зокрема,
покажiмо, що вiн перетворюється в нуль, коли l i k мають рiзну парнiсть.
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Iнтеґрали по додатнiй Ω+ (Gc > 0) та вiд’ємнiй Ω− (Gc < 0) пiвсферах,

lJ
Ω±
k (G) ≡

∫

dĉ θ(±Gc)G
k
c ĉ

l (423)

теж задовольняють рекурентне спiввiдношення (422). Ясно, що lJk =

lJ
Ω+
k + lJ

Ω−

k . Зауваживши, що lJ
Ω−

k (G) = (−1)klJ
Ω+
k (−G) i той факт, що

lJ
Ω+
k (G) парний по G, коли l — парне, i непарний по G, коли l — непарне,

маємо:

lJk(G) = lJ
Ω+
k (G)×

{

[1 + (−1)k], l — парне,

[1 + (−1)k+1], l — не парне.

Це узгоджується з явними виразами. Можна навести простiшi мiркування,

записавши ф. (421) у виглядi lJk(G) = G
k

k
⊙

∫

dĉ ĉk+l, де
k
⊙ позначає k-

кратний скалярний добуток. Тут iнтеґрал по ĉ вiдмiнний вiд нуля, якщо
його степiнь — парний, а отже, коли k i l мають однакову парнiсть.

Нижче наведено результати для iнтеґрувань, якi найчастiше зу-
стрiчаються. Поклавши k = 0, отримуємо:

∫

dĉ





1
ĉĉ
ĉĉĉĉ



 = 4π





1
1
3 I

1
15 3(II)

‡



 , (424)

а для непарних степенiв iнтеґрал дорiвнює нулю. За допомогою цих
формул можемо записати готовi результати i для iнших тензорiв,
складених iз ĉ та I, що виникають безпосередньо у розрахунках:

∫

dĉ





ĉ◦̂c
ĉĉĉ◦̂c
3(Iĉ)‡ĉ



 = 4π





0
1
15

[
3(II)‡ − 5

3 II
]

1
3 3(II)

‡



 . (425)

Очевидно, що фф. (424) i (425) справедливi й для змiнної Ĝ.
За допомогою результатiв для 1Jk та 2Jk знаходимо:

∫

dĉ (Ĝ·ĉ)k
[

2(Ĝ◦ĉ)‡

ĉ◦ĉ

]

= 4π

[
1

k+2 [1 + (−1)k+1]Ĝ◦Ĝ
k

2(k+1)(k+3) [1 + (−1)k]Ĝ◦Ĝ

]

. (426)

Скалярнi перемноження з тензорами. Наведiмо результати для
деяких скалярних добуткiв, що виникають у перетвореннях:

3(Iĉ)‡ · ĉ = I+ 2ĉĉ,

I :∇V = ∇·V,

3(II)‡ :∇V† = 2(
◦

∇V)‡ + 5
3 I(∇·V).
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D.3. Iнтеґрування по модулях G i c

D.3.1. Опис позначень

Iнтеґрали по модулю швидкости центра мас G можна виразити через
гамма-функцiю, § D.4:

∫ ∞

0

dGe−m̃G2

Gk = 1
2m̃

−k+1
2 Γ(k+1

2 ). (427)

Результат iнтеґрування по безрозмiрнiй швидкостi G ≡
√
m̃G не мi-

стить множника з m̃.
Iнтеґрування по модулю вiдносної швидкости c дещо рiзноманiт-

нiшi, тому позначмо

J p
ck ≡

∫ ∞

0

dс θp(c) e−µ̃с
2

сk, (428)

де в нижньому iндексi позначення вказано змiнну iнтеґрування та її
степiнь, а p може означати ⊕, ⊖ чи ⊗. Зокрема, iнтеґрал у ф. (427)
можна позначити як J⊕

Gk.
Якщо в iнтеґралi ф. (428) крiм ck присутня як множник ще iнша

функцiя ϕ(c), то її будемо вказувати як функцiональний арґумент:

J p
ck[ϕ] ≡

∫ ∞

0

dс θp(c) e−µ̃с
2

сkϕ(c). (429)

Найпростiшi iнтеґрування по c, ф. (428), виражаються через пов-
ну й неповнi гамма-функцiї, § D.4:

J p
ck = 1

2 µ̃
−k+1

2







Γ(k+1
2 ) ⊕

Γ̃2(
k+1
2 ; ǭ) ⊖

Γ2(
k+1
2 ; ǭ) ⊗






, (430)

де у правiй колонцi вказано значення p i ще використано спiввiдно-
шення µ̃v2 = ǭ. За допомогою цих формул можна знайти iнтеґрали
J p
ck[ϕ] для функцiй jpn, iprk та iн. Зокрема, одержуємо:

J p
ck[j

p
n] =

1
2n µ̃

−k+1
2







Γ(k+1
2 ) ⊕

Γ̃2(
k+1
2 ; ǭ)− ǭn/2Γ̃2(

k+1−n
2 ; ǭ) ⊖

Γ2(
k+1
2 ; ǭ) + ǭn/2Γ̃2(

k+1−n
2 ; ǭ) ⊗







. (431)

Надалi всi результати наводимо для iнтеґралiв по безрозмiрнiй
вiдноснiй швидкостi g ≡ µ̃1/2c, оскiльки

J p
ck[ϕ] = µ̃− k+1

2 J p
gk[ϕ].
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Для добуткiв функцiї ϕ iз S1
ν(g

2) ≡ ν+1−g2 та S2
1/2(g

2) ≡ 15
4 −5g2+g4

легко знаходимо:

J p
gk[S

1
νϕ] = (ν + 1)J p

gk[ϕ]− J p
g,k+2[ϕ], (432)

J p
gk[S

2
1/2ϕ] =

15
4 J

p
gk[ϕ]− 5J p

g,k+2[ϕ] + J p
g,k+4[ϕ]. (433)

Табл. 3. Характернi iнтеґрали та їх комбiнацiї.
§ J p

gk[ϕ
p] Комб. J p

gk[ϕ
pQ] Комб.

D.3.2 jp3 , Sm
ν j

p
3 C2∓

gk jpQ3 , Sm
ν j

pQ
3 C2∓

gk

D.3.2 jp5 , ip22 C2∓
gk jpQ5 , ipQ22 C2∓

gk

D.3.3 jp2 , S1
1/2j

p
2 C2∓

gk

D.3.3 jp4 C2∓
gk , C3−

gk jpQ4 C2−
gk

Розрахунки цих iнтеґралiв для всiєї сходинки зводяться до хара-
ктерних комбiнацiй двох (⊕ i ⊖) i трьох (⊕, ⊖ та ⊗) внескiв, узятих
для вiдповiдних функцiй:

C2∓
gk [ϕ

p] ≡ J⊕
gk[ϕ

⊕]∓ eǭJ ⊖
gk[ϕ

⊖], (434)

C3∓
gk [ϕ

p] ≡ ∓2 eǭJ ⊗
gk[ϕ

⊗] + J ⊕
gk[ϕ

⊕]∓ eǭJ ⊖
gk[ϕ

⊖], (435)

де у верхньому iндексi позначень вiдображено знак бiля внескiв ⊖ i
⊗. Комбiнацiї C2∓

gk виникають як для функцiй типу ϕp, так i типу ϕpQ.

Комбiнацiю C3−
gk для ϕp− ≡ ϕp −ϕpQ треба розумiти з доозначенням

ϕ⊗Q ≡ 0.
Нижче подаємо результати для J p

gk[ϕ], C2∓
gk [ϕp] i C3−

gk [ϕp], обчи-

слених як для самих функцiй jpn, jpQn , iprk та ipQrk з необхiдними кон-
кретними значеннями iндексiв, так i для деяких добуткiв iз Sm

ν . По-
слiдовнiсть наведення результатiв вiдзначено у таблицi 3. У всiх ви-
разах неповнi гамма-функцiї з пiвцiлим значеня першого аргумента
зведено до їх значення при z = 3

2 .

D.3.2. Результати для непарних iндексiв

Функцiї jp3 . Для неї потрiбно найбiльше характерних iнтеґралiв:

J p
g4[j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : Γ(32 ), ⊖ : Γ̃2(

3
2 ; ǭ), ⊗ : Γ2(

3
2 ; ǭ)

}
,

J p
g6[j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : 5

2Γ(
3
2 ), ⊖ : 5

2 Γ̃2(
3
2 ; ǭ) + e−ǭǭ3/2,
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⊗ : 5
2Γ2(

3
2 ; ǭ)− e−ǭǭ3/2

}
,

J p
g8[j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : 35

4 Γ(32 ), ⊖ : 35
4 Γ̃2(

3
2 ; ǭ) + e−ǭ(ǭ5/2 + 9

2 ǭ
3/2),

⊗ : 35
4 Γ2(

3
2 ; ǭ)− e−ǭ(ǭ5/2 + 9

2 ǭ
3/2)

}
.

За їх допомогою знаходимо результати для добуткiв jp3 iз S1
ν :

J p
g4[S

1
1/2j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : −Γ(32 ), ⊖ : −Γ̃2(

3
2 ; ǭ)− e−ǭǭ3/2,

⊗ : −Γ2(
3
2 ; ǭ) + e−ǭǭ3/2

}
,

J p
g4[S

1
3/2j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : 0, ⊖ : e−ǭ[−ǭ3/2], ⊗ : e−ǭǭ3/2

}

та iз S2
1/2:

J p
g4[S

2
1/2j

p
3 ] =

1
4

{
⊕ : 0, ⊖ : e−ǭ[ǭ5/2− 1

2 ǭ
3/2], ⊗ : e−ǭ[−ǭ5/2+ 1

2 ǭ
3/2]
}
.

Для характерних комбiнацiй двох внескiв ⊕ та ⊖ маємо:

C2∓
g4 [jp3 ] =

1
4 Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ),

C2∓
g6 [jp3 ] =

1
4

[
5
2 Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)∓ ǭ3/2

]
,

C2∓
g8 [jp3 ] =

1
4

[
35
4 Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)∓ ǭ5/2 ∓ 9

2 ǭ
3/2
]
;

C2∓
g4 [S1

1/2j
p
3 ] =

1
4

[
− Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)± ǭ3/2

]
,

C2∓
g4 [S1

3/2j
p
3 ] =

1
4

[
± ǭ3/2

]
,

C2∓
g4 [S2

1/2j
p
3 ] =

1
4

[
∓ ǭ5/2 ± 1

2 ǭ
3/2
]
,

де три останнi вирази стосуються добуткiв iз Sm
ν .

Функцiї jpQ3 . Для них потрiбнi такi ж характернi iнтеґрали, що й
для jp3 :

J p
g4[j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ), ⊖ : Γ(32 ) e

−ǭ
}
,

J p
g6[j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ)[−ǭ + 5

2 ] + ǭ3/2, ⊖ : Γ(32 ) e
−ǭ[ǭ+ 5

2 ]
}
,

J p
g8[j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ)[ǭ

2 − 5ǭ+ 35
4 ]− ǭ5/2 + 9

2 ǭ
3/2,

⊖ : Γ(32 ) e
−ǭ[ǭ2 + 5ǭ+ 35

4 ]
}
.

За їх допомогою знаходимо iнтеґрали для добуткiв iз Sm
ν :

J p
g4[S

1
1/2j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ)[ǭ− 1]− ǭ3/2, ⊖ : Γ(32 ) e

−ǭ[−ǭ− 1]
}
,

J p
g4[S

1
3/2j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ) ǭ− ǭ3/2, ⊖ : Γ(32 ) e

−ǭ[−ǭ ]
}
;

J p
g4[S

2
1/2j

pQ
3 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

2 − ǭ5/2 − 1
2 ǭ

3/2, ⊖ : Γ(32 ) e
−ǭ ǭ2

}
.
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Для комбiнацiй внескiв ⊕ та ⊖ отримуємо:

C2∓
g4 [jpQ3 ] = 1

4

[
∓ Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)

]
,

C2∓
g6 [jpQ3 ] = 1

4

[
∓ Γ̃1±2e(

3
2 ; ǭ) ǭ∓ 5

2 Γ̃1∓2e(
3
2 ; ǭ) + ǭ3/2

]
,

C2∓
g8 [jpQ3 ] = 1

4

[
∓ Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)ǭ

2 ∓ 5Γ̃1±2e(
3
2 ; ǭ) ǭ∓ 35

4 Γ̃1∓2e(
3
2 ; ǭ)−

− ǭ5/2 + 9
2 ǭ

3/2
]
;

C2∓
g4 [S1

1/2j
pQ
3 ] = 1

4

[
± Γ̃1±2e(

3
2 ; ǭ) ǭ± Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)− ǭ3/2

]
,

C2∓
g4 [S1

3/2j
pQ
3 ] = 1

4

[
± Γ̃1±2e(

3
2 ; ǭ) ǭ− ǭ3/2

]
,

C2∓
g4 [S2

1/2j
pQ
3 ] = 1

4

[
∓ Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)ǭ

2 − ǭ5/2 − 1
2 ǭ

3/2
]
.

де три останнi формули стосуються добуткiв iз Sm
ν .

Функцiї jp5 та ip22. Для них потрiбно мати такi iнтеґрали:

J p
g6[j

p
5 ] =

1
4

{
⊕ : 3

2Γ(
3
2 ), ⊖ : 3

2 Γ̃2(
3
2 ; ǭ) + e−ǭǭ3/2,

⊗ : 3
2Γ2(

3
2 ; ǭ)− e−ǭǭ3/2

}
,

J p
g6[i

p
22] =

1
4

{
⊕ : 2Γ(32 ), ⊖ : 2Γ̃2(

3
2 ; ǭ) + 2e−ǭǭ3/2,

⊗ : 2Γ2(
3
2 ; ǭ)− 2e−ǭǭ3/2

}
.

Характернi комбiнацiї внескiв ⊕ та ⊖ дорiвнюють:

C2∓
g6 [jp5 ] =

1
4

[
3
2 Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)∓ ǭ3/2

]
,

C2∓
g6 [ip22] =

1
4

[
2Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ)∓ 2ǭ3/2

]
.

Цi результати узгоджуються з тим, що ip22 = −jp3 + 3jp5 .

Функцiї jpQ5 та ipQ22 . Перелiк необхiдних iнтеґралiв такий же, як i
в попередньому випадку:

J p
g6[j

pQ
5 ] = 1

4

{
⊕ : Γ̃2e(

3
2 ; ǭ)[−ǭ+ 3

2 ] + ǭ3/2, ⊖ : Γ(32 ) e
−ǭ[ǭ+ 3

2 ]
}
,

J p
g6[i

pQ
22 ] =

1
4

{
⊕ : 2Γ̃2e(

3
2 ; ǭ)[−ǭ+ 1] + 2ǭ3/2, ⊖ : 2Γ(32 ) e

−ǭ[ǭ+ 1]
}
.

Характернi комбiнацiї внескiв ⊕ та ⊖ дорiвнюють:

C2∓
g6 [j

pQ
5 ] = 1

4

[
∓ Γ̃1±2e(

3
2 ; ǭ) ǭ∓ 3

2 Γ̃1∓2e(
3
2 ; ǭ) + ǭ3/2

]
,

C2∓
g6 [i

pQ
22 ] =

1
4

[
∓ 2Γ̃1±2e(

3
2 ; ǭ) ǭ ∓ 2Γ̃1∓2e(

3
2 ; ǭ) + 2ǭ3/2

]
.

Цi результати узгоджуються з тим, що ipQ22 = −jpQ3 + 3jpQ5 .
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Комбiнацiї C2−
gk для функцiй ϕp∓. Тут наводимо результат для

комбiнацiй внескiв ⊕ та ⊖, що стосуються ϕp∓ ≡ ϕp ∓ ϕpQ. Їх легко
отримуємо, знайшовши рiзницю чи суму комбiнацiй C2−

gk для функцiй
ϕp та ϕpQ. Зокрема, для ϕp− маємо:

C2−
g4 [jp−3 ] = 1

4 × 2Γ̃1−2e(
3
2 ; ǭ),

C2−
g6 [jp−3 ] = 1

4

[
Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ+ 5Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ)− 2ǭ3/2

]
,

C2−
g8 [jp−3 ] = 1

4

[
Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ)ǭ

2+ 5Γ̃1+2e(
3
2 ; ǭ)ǭ +

35
2 Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ)− 9ǭ3/2

]
;

C2−
g4 [S1

1/2j
p−
3 ] = 1

4

[
− Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ − 2Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ) + 2ǭ3/2

]
,

C2−
g4 [S1

3/2j
p−
3 ] = 1

4

[
− Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ + 2ǭ3/2

]
,

C2−
g4 [S2

1/2j
p−
3 ] = 1

4

[
Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

2 + ǭ3/2
]
;

C2−
g6 [jp−5 ] = 1

4

[
Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ+ 3Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ)− 2ǭ3/2

]
,

C2−
g6 [ip−22 ] =

1
4

[
2Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ+ 4Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ)− 4ǭ3/2

]
.

Для фуккцiй ϕp+ знаходимо:

C2−
g4 [j

p+
3 ] = 0,

C2−
g4 [S

1
1/2j

p+
3 ] = 1

4 Γ̃1+2e(
3
2 ; ǭ) ǭ,

C2−
g4 [S

1
3/2j

p+
3 ] = 1

4 Γ̃1+2e(
3
2 ; ǭ) ǭ,

C2−
g4 [S

2
1/2j

p+
3 ] = 1

4

[
− Γ̃1−2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

2 − 2ǭ5/2
]
;

C2−
g6 [j

p+
5 ] = 1

4

[
− Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

]
,

C2−
g6 [i

p+
22 ] =

1
4

[
− 2Γ̃1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

]
.

D.3.3. Результати для парних iндексiв

Функцiї jp2 . Для неї потрiбно лише два характернi iнтеґрали:

J p
g3[j

p
2 ] =

1
4

{
⊕ : 1, ⊖ : e−ǭ, ⊗ : [1− e−ǭ]

}
,

J p
g5[j

p
2 ] =

1
4

{
⊕ : 2, ⊖ : e−ǭ(ǭ+ 2), ⊗ : [2− e−ǭ(ǭ+ 2)]

}
.

За їх допомогою знаходимо для добутку jp2 iз S1
1/2:

J p
g3[S

1
1/2j

p
2 ] =

1
4

{
⊕ : − 1

2 , ⊖ : e−ǭ(−ǭ− 1
2 ), ⊗ : [− 1

2 + e−ǭ(ǭ+ 1
2 )]
}
.

Для комбiнацiй внескiв ⊕ та ⊖ знаходимо:

C2∓
g3 [j

p
2 ] =

1
4

[
0

2

]

, C2∓
g5 [jp2 ] =

1
4

[ −ǭ
ǭ+ 4

]

, C2∓
g3 [S1

1/2j
p
2 ] =

1
4

[
ǭ

−ǭ− 1

]

.

(436)
Функцiї jpQ2 у розрахунках не виникають явно.
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Функцiї jp4 . Зустрiчається лише такий iнтеґрал:

J p
g5[j

p
4 ] =

1
4

{
⊕ : 1, ⊖ : e−ǭ(ǭ+ 1), ⊗ : [1− e−ǭ(ǭ+ 1)]

}
.

Характернi комбiнацiї двох i трьох внескiв дорiвнюють:

C2∓
g5 [jp4 ] =

1
4

[ −ǭ
ǭ+ 2

]

, C3∓
g5 [jp4 ] =

1
4

{

∓2 eǭ ± ǭ+

[
2

0

]}

.

Функцiї jpQ4 . Для неї потрiбно знати такий iнтеґрал, ф. (443):

J p
g5[j

pQ
4 ] = 1

4

{
⊕ : eǭ/2 1

2 ǭK1(ǭ/2), ⊖ : e−ǭ/2 1
2 ǭK1(ǭ/2)

}
,

де K1 — модифiкована функцiя Бесселя другого роду, ф. (442). Ха-
рактернi комбiнацiї двох внескiв дорiвнюють:

C2∓
g5 [jpQ4 ] = 1

4

[
0

eǭ/2 ǭK1(ǭ/2)

]

.

Комбiнацiї C3−
gk для функцiй ϕp−. До них зводяться розрахунки

внескiв першого порядку до тензора напружень i потоку тепла, тому
доречно подати їх разом для усiх функцiй:

C3−
g4 [jp−3 ] = 1

2Γ(
3
2 )[1 − eǭ], (437)

C3−
g6 [jp−3 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{

5
2 [1− eǭ] + 1

2 Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

}
,

C3−
g8 [jp−3 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{

35
4 [1− eǭ] + 1

2 Γ̃
∗
1−2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

2 + 5
2 Γ̃

∗
1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ +

+ 2√
π
ǭ5/2

}
;

C3−
g4 [S1

1/2j
p−
3 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{
− 1 + eǭ − 1

2 Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

}
,

C3−
g4 [S1

3/2j
p−
3 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{
− 1

2 Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

}
,

C3−
g4 [S2

1/2j
p−
3 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{

1
2 Γ̃

∗
1−2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

2 + 2√
π
ǭ5/2

}
;

C3−
g6 [jp−5 ] = 1

2Γ(
3
2 )
{

3
2 [1− eǭ] + 1

2 Γ̃
∗
1+2e(

3
2 ; ǭ) ǭ

}
,

C3−
g6 [ip−22 ] =

1
2Γ(

3
2 )
{
2[1− eǭ] + Γ̃∗

1+2e(
3
2 ; ǭ) ǭ

}
.

Наведiмо ще потрiбний результат для jp−4 :

C3+
g5 [j

p−
4 ] = 1

4

{
2 eǭ − ǭ− eǭ/2 ǭK1(ǭ/2)

}
. (438)
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D.3.4. Зведення деяких iнтеґралiв до гамма-функцiй

Для розрахунку J p
gk[ϕ

pQ] потрiбно знати такi iнтеґрали:

J p
ck[Q̄

l] ≡
∞∫

0

dс θp(c) e−µ̃с
2

сk [1 + pv̄2] l/2, (439)

де p = {⊕,⊖}, l непарне, k ≥ l, Q̄ ≡
√

1 + pv̄2 — безрозмiрний корiнь
i v̄ ≡ v/c. Степiнь Q̄ можна понизити до одиницi:

J p
ck[Q̄

l] = J p
ck[(1 + pv̄2)mQ̄] =

m∑

r=0

Cr
m(pv̄2)rJ p

c,k−2r[Q̄], (440)

де m ≡ (l − 1)/2. Для l = 3; 5 маємо:

J p
ck[Q̄

3] = J p
ck[Q̄] + pv̄2J p

c,k−2[Q̄], (441)

J p
ck[Q̄

5] = J p
ck[Q̄] + p2v̄2J p

c,k−2[Q̄] + v̄4J p
c,k−4[Q̄].

Непарнi степенi швидкости. Коли k непарне, J p
ck[Q̄

l] можна
подати як лiнiйну комбiнацiю, ф. (440). Вирази (415) та (416) по-
даємо у виглядi jpQ2 = 1

2 [Q̄ + pv̄2jpQ−2 ] та jpQ4 = 1
4 [Q̄

3 − pv̄2jpQ2 ], де

jpQ−2 = ln[(1 + Q̄)/v̄]. Звiдси i з ф. (441) отримуємо для jpQ4 :

J p
ck[j

pQ
4 ] = 1

4J
p
ck[Q̄] + p 1

8v
2J p

c,k−2[Q̄]− 1
8v

4J p
c,k−4[j

pQ
−2 ];

для k = 5 маємо:

J p
c5[j

pQ
4 ] = 1

4J
p
c5[Q̄] + p 1

8v
2J p

c3[Q̄]− 1
8v

4J p
c1[j

pQ
−2 ].

Проте цi iнтеґрали можна виразити явно (як це зроблено у [18])
через модифiкованi функцiї Бесселя другого роду Kν(z), якi мають,
напр., таке iнтеґральне представлення [45]:

Kν(z) =

∫ ∞

0

dx e−z cosh x cosh(νx). (442)

Це досягається завдяки серiї замiн змiнних, якi тут наводимо.
Замiни t = v̄ sinhx|⊕ i t = v̄ coshx|⊖ приводять iнтеґрал jpQm ≡

0∫

tp

dt tm−2
√

t2 + pv̄ iз t{⊕;⊖} = {0; 1} до вигляду:

jpQm = v̄m
∫ xp

0

dx

{
cosh2 x sinhm−2 x

sinh2 x coshm−2 x

∣
∣
∣
∣

⊕
⊖

}

, xp =

{
arcsh v̄−1

arcch v̄−1

∣
∣
∣
∣

⊕
⊖

}

.
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Надалi варiанти для p = {⊕; ⊖} беремо у фiгурнi дужки, а для
рiзних m — у прямокутнi. Для m = {2; 4} знаходимо:

jpQ[2
4

] =

[ 1
2 v̄

2

1
4 v̄

4

]∫ xp

0

dx

[
cosh 2x+ p

cosh2 2x− 1

]

.

Замiна g =
√
ǭq в J p

gk[j
pQ
m ] дає:

J p
gk[j

pQ
m ] = ǭ−

k+1
2

∫ ∞

0

dq θ
({

q
q−1

})
e−ǭq2qkjpQm (g =

√
ǭq)
∣
∣
v̄=q−1 .

Звiдси одержуємо:

J p
gk[j

pQ
[

2
4

]] = ǭ−
k+1
2

[ 1
2
1
4

]∫ ∞

0

dq θ
({

q
q−1

})
e−ǭq2

[
qk−2

qk−4

]∫ xp

0

dx

[
cosh 2x+ p

cosh2 2x− 1

]

.

Змiнюємо порядок iнтеґрування (новi межi — x ∈ [0; +∞) та q ∈
[qp; +∞), де q{⊕;⊖} = {sinhx; coshx}) i вводимо замiни y = ǭq2 та
t = 2x; внутрiшнiй iнтеґрал являє собою функцiю Γ̃2:

J p
gk[j

pQ
[

2
4

]] = ǭ

[

1
2

]
[ 1

2
1
4

]

1
4

∫ ∞

0

dt

[
cosh t+ p

cosh2 t− 1

]

Γ̃2
(
1
2

[
k−1
k−3

]
; yp
)
,

де yp = 1
2 ǭ [cosh t− p] Для перших цiлих значень арґумента функцiї

Γ̃2 знаходимо, ф. (449):

Γ̃2

( [ 1
2
3

]

; yp

)

= ep
1
2 ǭe−

1
2 ǭ cosh t γ̃2

( [ 1
2
3

]

; yp

)

,

γ̃2

( [ 1
2
3

]

; yp

)

≡





1
1
2 ǭ(cosh t− p) + 1
1
4 ǭ

2(cosh2 t− p2 cosh t+ 1) + ǭ(cosh t− p) + 2



 .

Отже, кiнцевi результати для рiзних k та m = {2; 4} виражаються
через такi характернi iнтеґрали:

G̃[

2
4

](z;n) ≡
∫ ∞

0

dte−z cosh t

[
cosh t+ p

cosh2 t− 1

]

γ̃2
(
n; z[cosh t−p]

)
, z = 1

2 ǭ.

Для k = 5,m = 4 знаходимо:

G̃4(z; 1) =
1
2

[
K2(z)−K0(z)

]
= K1(z)/z,

де використано властивiсть Kν+1(z) − Kν−1(z) = 2νz−1Kν(z), [45].
Тодi для потрiбного нам iнтеґрала маємо:

J p
g5[j

pQ
4 ] = ep

1
2 ǭ 1

8 ǭ K1(
1
2 ǭ). (443)
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Парнi степенi швидкости. Для парного k iнтеґрал J p
ck[Q̄

l] зво-
диться до неповних гамма-функцiй. Запишiмо його у виглядi:

J p
ck[Q̄

l] =

∞∫

{0; v}

dс e−µ̃с
2

сk−l [c2 + pv2] l/2, (444)

де 0 i v у нижнiй межi вiдповiдають значенням p = ⊕ i ⊖. Ввiвши у
ф. (444) замiну µ̃c2 = x i врахувавши, що µ̃v2 = ǭ, маємо:

J p
ck[Q̄

l] = 1
2 µ̃

−k+1
2

∞∫

{0;ǭ}

dx e−x x
k−l−1

2 [x+ pǭ] l/2. (445)

Друга замiна x + pǭ = t зводить цей iнтеґрал до неповних гамма-
функцiй, якщо n ≡ k−l−1

2 — невiд’ємне цiле число, тобто, коли k
парне. В результатi отримуємо:

J p
ck[Q̄

l] = 1
2 µ̃

−k+1
2 epǭ

n∑

s=0

Cs
n(−pǭ)n−s

{
Γ̃2(s+ 1 + l

2 ; ǭ)
Γ(s+ 1 + l

2 )

∣
∣
∣
∣

⊕
⊖

}

. (446)

Бачимо, що результат бiльшою мiрою залежить вiд рiзницi k− l. Для
перших трьох значень n кiнцева формула набуває вигляду:

n = 0: 1
2 µ̃

−k+1
2

{
Γ̃2e(

l+2
2 ; ǭ)

e−ǭΓ( l+2
2 )

}

,

n = 1: 1
2 µ̃

−k+1
2

{
−Γ̃2e(

l+2
2 ; ǭ)ǭ + Γ̃2e(

l+4
2 ; ǭ)

e−ǭ
[
Γ( l+2

2 )ǭ + Γ( l+4
2 )
]

}

,

n = 2: 1
2 µ̃

−k+1
2

{
Γ̃2e(

l+2
2 ; ǭ)ǭ2 − 2Γ̃2e(

l+4
2 ; ǭ)ǭ + Γ̃2e(

l+6
2 ; ǭ)

e−ǭ
[
Γ( l+2

2 )ǭ2 + 2Γ( l+4
2 )ǭ + Γ( l+6

2 )
]

}

.

D.4. Повна i неповнi гамма-функцiї

Наведiмо iнтеґральнi означення повної i неповних гамма-функцiй:

Γ(z) ≡
∫ ∞

0

dt e−t tz−1, (447)

Γ2(z;x) ≡
∫ x

0

dt e−t tz−1, Γ̃2(z;x) ≡
∫ ∞

x

dt e−t tz−1. (448)

Функцiю Γ̃2 будемо називати доповненням неповної гамма-функцiї
Γ2, оскiльки

Γ2(z;x) + Γ̃2(z;x) = Γ(z).

Очевидно, що Γ2(z; +∞) = Γ̃2(z; 0) = Γ(z).
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Деякi властивостi. Для цiлих додатнiх z = n гамма-функцiя зво-
диться до факторiала Γ(n) = (n − 1)!, зокрема Γ(2) = Γ(1) = 1.
Для пiвцiлих значень арґумента Γ(n + 1

2 ) =
√
π (2n−1)!!

2n , зокрема
Γ(32 ) =

1
2

√
π.

Iнтеґруючи у фф. (447) i (448) за частинами, отримаємо власти-
вiсть Γ(z + 1) = z Γ(z) i рекурентнi формули:

Γ2(z + 1;x) = z Γ2(z;x)− e−xxz , Γ̃2(z + 1;x) = z Γ̃2(z;x) + e−xxz.

Знайшовши iнтеґрали (448) для z = 1 i користуючись поданими
спiввiдношеннями, знаходимо для наступних цiлих z:

Γ2(1;x) = 1− e−x, Γ̃2(1;x) = e−x,

Γ2(2;x) = 1− e−x[1 + x], Γ̃2(2;x) = e−x[1 + x],

Γ2(3;x) = 2− e−x[2 + 2x+ x2], Γ̃2(3;x) = e−x[2 + 2x+ x2],

Γ2(4;x) = 6− e−x[6 + 6x+ 3x2 + x3], Γ̃2(4;x) = e−x[6 + 6x+
+ 3x2 + x3].

(449)
Так само функцiї вiд пiвцiлих значень z виражаємо через вiдповiднi
значення вiд 3

2 , зокрема:

Γ̃2(
1
2 ;x) = 2Γ̃2(

3
2 ;x)− e−x2x1/2, (450)

Γ̃2(
5
2 ;x) = 3

2 Γ̃2(
3
2 ;x) + e−xx3/2,

Γ̃2(
7
2 ;x) = 5

2 Γ̃2(
5
2 ;x) + e−xx5/2 = 15

4 Γ̃2(
3
2 ;x) + e−x[ 52x

3/2 + x5/2],

Γ̃2(
9
2 ;x) = 7

2 Γ̃2(
7
2 ;x) + e−xx7/2 = 35

4 Γ̃2(
5
2 ;x) + e−x[ 72x

5/2 + x7/2] =

= 105
8 Γ̃2(

3
2 ;x) + e−x[ 354 x

3/2 + 7
2x

5/2 + x7/2].

Комбiнацiї Γ̃2-функцiй. У записi результатiв ми широко викори-
стовуємо позначення для комбiнацiй, у яких фiгурує добуток Γ̃2 з
експонентою, та вiдповiдних приведених комбiнацiй:

Γ̃2e(z;x) ≡ exΓ̃2(z;x), (451)

Γ̃1±2e(z;x) ≡ Γ(z)± Γ̃2e(z;x), (452)

Γ̃∗
1±2e(z;x) ≡ Γ̃1±2e(z;x)/Γ(z) = 1± exΓ̃2(z;x)/Γ(z). (453)
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