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Пуанкаре-iнварiантнiсть частково-редукованих моделей ти-
пу Юкави

I.Загладько, А.Дувiряк

Анотацiя. Ми розглядаємо скалярну модель типу Юкави у форма-
лiзмi частково-редукованої теорiї поля, в якiй лагранжiан мiстить
доданки, що вiдповiдають вiльним скалярним полям, i нелокальний
член взаємодiї струмiв цих полiв. В першому наближеннi за констан-
тою взаємодiї знайдено вирази для збережуваних величин в iмпуль-
сному представленнi, що вiдповiдають iнварiантностi системи щодо
групи Лоренца. Проведено вторинне квантування системи. Показа-
но, що разом з вiдомим ранiше гамiльтонiаном та iмпульсом системи
знайденi збережуванi величини задовольняють комутацiйнi спiввiд-
ношення групи Пуанкаре.

Poincaré-invariance of partially reduced Yukawa-like models

I.Zagladko, A.Duviryak

Abstract. We consider a scalar Yukawa-like model in the framework
of partially reduced quantum field theory. The Lagrangian of the model
consists of free scalar field terms and nonlocal current interaction term.
Hamiltonian expressions for conserved quantities arose from a Lorentz-
invariance of the model in the momentum representation have been found
in the first-order coupling constant approximation. Canonical quantiza-
tion of the system is performed. It is shown that the obtained conserved
quantities and previously founded the Hamiltonian and the momentum
of the system satisfy the commutational relations of the Poincaré group.
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1. Вступ

Формалiзм частково редукованих лагранжiанiв [1–4] у поєднаннi з
варiацiйним методом квантової теорiї поля [5] останнiм часом ви-
користовується для опису релятивiстичної задачi про зв’язанi ста-
ни [6–9]. Цi методи дозволяють отримати релятивiстичнi хвильовi
рiвняння та знайти спектри енергiї для систем з рiзними типами вза-
ємодiй. Однак недослiдженими залишаються деякi важливi питання,
зокрема пуанкаре-iнварiантнiсть такого опису. У данiй роботi це пи-
тання вивчається на прикладi порiвняно простої теоретико-польової
моделi типу Юкави, що використовувалась для опису сильних вза-
ємодiй, а також для вивчення особливостей квантування теоретико-
польових систем.

Гамiльтонiзацiя редукованого лагранжiана, що мiстить член вза-
ємодiї з часовою нелокальнiстю, здiйснюється за загальною схемою,
розвиненою в роботах Лльози та Вiвеса [10] для нелокальних ла-
гранжiанiв в механiцi. Процедура здiйснюється методом послiдовних
наближень i приводить до втрати явної коварiантностi [4]. Некова-
рiантнiсть i наближенiсть опису можуть викликати (i викликають)
сумнiви у фiзичнiй змiстовностi пiдходу, зокрема, в його релятивi-
стичнiй iнварiантностi. Проте вiдомо, що коварiантнiсть не є необ-
хiдною умовою пуанкаре-iнварiантностi системи, а саме остання має
фiзичний змiст i є необхiдною умовою вiрностi результатiв теорiї.

В данiй роботi розглянуто гамiльтонове формулювання редуко-
ваної скалярної теоретико-польової моделi в першому наближеннi за
константою взаємодiї i доводиться її пуанкаре-iнварiантнiсть. Для
цього, на основi нетериних iнтегралiв руху, шляхом переходу до га-
мiльтонового формалiзму i подальшого квантування, побудовано де-
сять генераторiв групи Пуанкаре i показано, що в рамках даного на-
ближення вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри
Пуанкаре.

Mи користуємося часоподiбною метрикою Мiнковського: ‖ηµν‖ =
diag(+,−,−,−), а також покладаємо c = ~ = 1.

2. Редукований лагранжiан та збережуванi вели-

чини

Модель, що розглядається, походить вiд скалярної моделi Юкави [4],
яка описує динамiку двох комплексних скалярних полiв φr(x) (r =
1, 2), та дiйсного скалярного поля χ(x), що є посередником взаємодiї.

Редукцiя поля χ(x) у вихiдному лагранжiанi моделi Юкави при-
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водить до ефективного лагранжiану з нелокальним членом взаємо-
дiї струмiв полiв φr(x) через симетричну функцiю Ґрiна рiвняння
Кляйна-Ґордона [4]. Для загальностi моделi функцiю Ґрiна замiни-
мо довiльним симетричним пуанкаре-iнварiантним ядром K(x−x′) =
K(x′ − x).

Вихiдним пунктом в нашiй роботi є густина лагранжiана:

L =

2∑

r=1

Lr +
1

2

∫
d4xρ(x)K(x − x′)ρ(x′), (1)

де
Lr = (∂µφ

∗

r)(∂
µφr)−m2

rφ
∗

rφr, r = 1, 2, (2)

ρ(x) = −
2∑

r=1

grφ
∗

rφr. (3)

Пуанкаре-iнварiантнiсть моделi Юкави дає такi збережуванi вели-
чини, як 4-iмпульс Pµ та 4-момент iмпульсу Mλσ.

Для лагранжiану (1) цi вирази були знайденi в [4]:

Pµ(t) =

2∑

r=1

∫
d3xT 0µ

r (x)|x0=t

− η0µ
∫

d3x

∫
d4x′ρ(x)K(x − x′)ρ(x′)|x0=t

− 1

2

∫
dx4

∫
d4x′Ξ(x0 − t, x′0 − t)ρ(x){∂νK(x− x′)}ρ(x′), (4)

Mλσ(t) =

2∑

r=1

∫
d3xT 0[λ

r (x)xσ]|x0=t

−
∫

d3x

∫
d4x′ρ(x)η0[λxσ]K(x− x′)ρ(x′)|x0=t

− 1

2

∫
dx4

∫
d4x′Ξ(x0 − t, x′0 − t)ρ(x){∂[λK(x− x′)xσ]}ρ(x′). (5)

Тут a[µbν] = aµbν − aνbµ та Ξ(t, s) ≡ Θ(t)Θ(−s) − Θ(−t)Θ(s) =
1
2 (sign(t)− sign(s)), де Θ(t) – сходинкова функцiя Гевiсайда, а

T µν
r = {(∂µφ∗

r)(∂
νφr) + (∂νφ∗

r)(∂
µφr)} − ηµνLr (6)

є тензором енергiї-iмпульсу для вiльного поля φr(x).
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Для зручностi подальших розрахункiв запишемо кожне компле-
ксне поле через комбiнацiю дiйсних полiв φrα(x) (r = 1, 2; α = 1, 2):

φr =
1√
2
(φr1 + iφr2), φ∗

r =
1√
2
(φr1 − iφr2), (7)

a для мульти-iндексу rα будемо надалi вживати позначення a (a =
1, 4). Тодi, наприклад,

ρ(x) = −1

2

∑

a

gaφ
2
a(x). (8)

В [4] було здiйснено перехiд до гамiльтонового опису з допомогою
процедури гамiльтонiзацiї нелокальних лагранжiанiв [10]. Перехiд
здiйснюється пертурбативно, використовуючи iмпульсне представ-
лення полiв, що в першому наближеннi має простий вигляд:

φa(x) =
1

(2π)3/2

∑

A=±

∫
d3k√
2ka0

aAa (k)e
iAka·x, a = 1, ..., 4, (9)

де k = {ka0,k}, ka0 =
√
m2

a + k2, k = {ki, i = 1, 2, 3}, а величини
aAa – амплiтуди нормальних мод полiв, що при квантуваннi стають
операторами породження (A = +) або знищення (A = −) частинок.

Для генераторiв часових трансляцiй H = P 0 (гамiльтонiану) та
просторових трансляцiй P = {P i; i = 1, 2, 3} (iмпульсу) в [4] були
знайденi такi вирази:

H = Hfree +Hint, P = Pfree,

де

Hfree =
1

2

∑

a

∑

A

∫
d3k ka0a

A
a (k)a

−A
a (k), (10)

Pfree =
1

2

∑

a

∑

A

∫
d3k kaAa (k)a

−A
a (k), (11)

Hint =
1

2

∑

ab

∑

ABCD

∫
d3k d3q d3u d3v TABCD

ab (k,q,u,v)

×aAa (k)a
B
a (q)a

C
b (u)a

D
b (v), (12)

i де

TABCD
ab (k,q,u,v) = − gagb

16(2π)3
δ(Ak+Bq+ Cu+Dv)√

ka0qa0ub0vb0
K̃(Aka +Bqa),

(13)
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K̃(k) =

∫
d4x e−ik·xK(x). (14)

У виразах (10) та (11) можна здiйснити пiдсумовування за А та
записати їх так:

Hfree =
∑

a

∫
d3k ka0a

+
a (k)a

−

a (k), (15)

Pfree =
∑

a

∫
d3k ka+a (k)a

−

a (k). (16)

Для подальшого дослiдження пуанкаре-iнварiантностi даної систе-
ми генератори трансляцiй H та P потрiбно доповнити генераторами
групи Лоренца, що становлять 4-момент iмпульсу системи.

3. Момент iмпульсу

Нульове наближення

Знайдемо спершу просторовi компоненти моменту iмпульсу в ну-
льовому наближеннi. Для цього в перший доданок виразу (5) пiдста-
вимо тензор енергiї-iмпульсу для комплексних скалярних полiв (6).
Таким чином отримаємо вираз (тут i, j = 1, 2, 3):

M ij
(0) =

∑

r

∫
d3x{φ̇r

∗

(xj∂iφr − xi∂jφr) + φ̇r(x
j∂iφ∗

r − xi∂jφ∗

r)}. (17)

Перейшовши до дiйсних полiв (7), врахувавши (9) та перейменував-
ши iндекси (rα → a), отримаємо компоненти вектора моменту iм-
пульсу:

Mk
(0) ≡

1

2
εkijM

ij
(0) =

i

2
εkij

∑

a

∑

A

∫
d3kAaAa (k)k

i∂ja−A
a (k), k = 1, 2, 3,

(18)
а, здiйснивши пiдсумовування за A,

Mk
free ≡ Mk

(0) = iεkij
∑

a

∫
d3k a+a (k)k

i∂ja−a (k); (19)

тут ∂ia(k) = ∂a(k)/∂ki i т.д.
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Перше наближення

Використовуючи вирази (5) та (6), запишемо першу поправку до
моменту iмпульсу:

M ij
(1) =

∫
d4x

∫
d4x′ Ξ(x0, x′0)ρ(x′)K(x− x′)[∂iρ(x)xj − ∂jρ(x)xi].

(20)
Далi, розклавши поля з допомогою формул (7) та врахувавши (8) i
(9), маємо:

M ij
(1) = 4i

∑

ab

∑

ABCD

∫
d3k d3q d3u d3v SABCD

ab (k,q,u,v)aAa (k)a
B
a (q)

× {ujaDb (v)∂iaCb (u)− uiaDb (v)∂jaCb (u)

+ vjaCb (u)∂
iaDb (v) − viaCb (u)∂

jaDb (v)}, (21)

де ядро

SABCD
ab (k,q,u,v) =

gagb
8(2π)3

δ(Ak+Bq+ Cu+Dv)√
ka0qa0ub0vb0

× P K̃(Aka +Bqa)− K̃(Cub +Dvb)

Aka0 +Bqa0 + Cub0 +Dvb0
(22)

було отримано в роботi [4]1.

4. Iнтеграл центра мас

Нульове наближення

Як i у випадку моменту iмпульсу, спершу знайдемо вираз для iн-
тегралу центра мас (що вiдповiдає чистим перетворенням Лоренца)
у нульовому наближеннi. Для цього у перший доданок виразу (5),
в якому покладаємо λ = 0, µ = i, пiдставимо вираз (6) для тензора
енергiї-iмпульсу:

Ki
(0) ≡ M0i

(0) =
∑

r

∫
d3x {2φ̇r

∗

φ̇r x
i − x0(φ̇r

∗

∂iφr + ∂iφ∗

rφ̇r)}. (23)

1Один з авторiв (А.Дувiряк) просить вибачення за помилку, допущену в [4] у
рiвняннi (5.22), де замiсть множника 1/16 повинен бути множник 1/8.
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Перейшовши до дiйсних полiв, пiсля певних перетворень та пiдста-
новок матимемо:

Ki
(0) =

i

2

∑

a

∑

A

∫
d3k AaAa (k){ka0∂ia−A

a (k) +
ki

ka0
a−A
a (k)}. (24)

Оскiльки другий член мiститиме однаковi доданки з протилежними
знаками, якщо здiйснити в ньому пiдсумовування за А, лишиться
тiльки перший доданок:

Ki
free ≡ Ki

(0) =
i

2

∑

a

∫
d3k ka0a

+
a (k)

↔

∂i a−a (k), (25)

де a
↔

∂i b ≡ a∂ib− (∂ia)b.

Перше наближення

Перше наближення iнтегралу центра мас, згiдно з формулою (5),
пiсля ряду обрахункiв буде:

Ki
(1) = Ki

int +Ki
nc,

де

Ki
int = − i

2

∑

ab

∑

ABCD

A

∫
d3k d3q d3u d3v TCDAB

ba (u,v,k,q)

× {∂iaAa (k) −
ki

2k2a0
aAa (k)}aBa (q)aCb (u)aDb (v),

(26)

Ki
nc = 4i

∑

ab

∑

ABCD

∫
d3k d3q d3u d3v SABCD

ab (k,q,u,v)aAa (k)a
B
a (q)

× {ub0a
D
b (v)∂iaCb (u) + vb0a

C
b (u)∂

iaDb (v) +
aDb (v)aCb (u)

2

(
ui

ub0
− vi

vb0

)
}.

(27)

5. Замiна змiнних. Канонiчне квантування

Як показано в роботi [4], змiннi a+a , a
−
a не є канонiчними. Тому здiй-

снюємо перехiд до канонiчних змiнних a, таких, щоб дужки Пуассо-
на:

{a+a (k), a−b (q)} = iδabδ(k− q). (28)
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Цi змiннi пов’язанi з вихiдним спiввiдношенням, знайденим в [4]:

aAa (k) = aAa (k) +
A

2

∑

b

∑

BCD

∫
d3q d3u d3v S−ABCD

ab (k,q,u,v)

×aBa (q)a
C
b (u)a

D
b (v) + o(g2). (29)

Тодi, у нових змiнних a, вирази для моменту iмпульсу та iнтеграла
центра iнерцiї можна записати так:

M = M(0)[a] +M(1)[a] = Mfree[a] +Mnc[a] = Mfree[a] + o(g2), (30)

K = K(0)[a] +K(1)[a] = Kfree[a] +Kint[a] +Knc[a]

= Kfree[a] +Kint[a] + o(g2). (31)

Для зручностi надалi писатимемо нову змiнну без риски внизу,
тобто перепозначимо: a → a. Тодi остаточнi вирази для моменту
iмпульсу та iнтеграла центра iнерцiї в iмпульсному представленнi
задаються формулами (19), (25) i (26). Разом iз виразами (16), (15),
(12) вони дають нам основнi величини, що характеризують динамiку
системи двох взаємодiючих скалярних полiв.

Далi проведемо операцiю вторинного квантування. Змiннi a+a бу-
дуть тепер операторами породження частинок, а змiннi a−a – опера-
торами знищення. Для всiх виразiв матиме мiсце нормальне впоряд-
кування. А дужки Пуасона слiд замiнити на комутатори:

{A,B} −→ −i[A,B]. (32)

Для операторiв a± справедливi такi комутацiйнi спiввiдношення:

[a+a (k), a
+
b (q)] = [a−a (k), a

−

b (q)] = 0, [a−a (k), a
+
b (q)] = δabδ(k − q). (33)

6. Пуанкаре-iнварiантнiсть

Щоб дiзнатись, чи володiє система пуанкаре-iнварiантнiстю, потрi-
бно переконатись, що вищезнайденi оператори задовольняють ал-
гебру Пуанкаре. Тобто, потрiбно перевiрити виконання наступних
спiввiдношень [11]:

[P i, H ] = [P i, Hfree] + [P i, Hint] = 0,

[M i, H ] = [M i, Hfree] + [M i, Hint] = 0,

[P i, P j] = 0, [M i, P j] = iεijkP
k, [M i,M j] = iεijkM

k,
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[M i,Kj] = [M i,Kj
free] + [M i,Kj

int] = iεijkK
k,

[Ki, H ] = [Ki
free, Hfree] + [Ki

free, Hint] + [Ki
int, Hfree] + o(g2) ≃ iP i,

[Ki, P j ] = [Ki
free, P

j] + [Ki
int, P

j ] = iδijH, (34)

[Ki,Kj] = [Ki
free,K

j
free]+[Ki

free,K
j
int]+[Ki

int,K
j
free]+o(g2)≃−iεijkM

k.

Легко перевiрити, що комутацiйнi спвiдношення для вiльних по-
лiв виконуються. Тому покажемо обрахунки комутаторiв в першому
наближеннi за константою взаємодiї.

6.1. Обчислення комутаторiв [P, Hint], [M, Hint]

Перш за все зробимо два зауваження, що стосуються обчислення усiх
комутаторiв iз членами взаємодiї. Перше – щодо нормального впо-
рядкування добуткiв операторiв народження i знищення. Легко за-
уважити, що на кожному кроцi поданих нижче обрахункiв нормаль-
не впорядкування зберiгається безвiдносно то того, чи воно здiйснено
явно, чи нi. Тому надалi для спрощення викладок будемо вважати,
що як вихiднi члени взаємодiї ґенераторiв, так i результати кому-
тування є нормально впорядкованими неявно. Друге зауваження –
щодо поверхневих членiв, що виникають в ходi обчислень. Такi члени
упускатимуься, оскiльки вони дають нульову дiю у просторi Фока.

Покажемо тут детально обчислення першого комутатора:

[P, Hint] =
1

2

∑

abc

∑

ABCDF

∫
d3p d3k d3q d3u d3v TABCD

ab (k,q,u,v)

× p[a+c (p)a
−

c (p), a
A
a (k)a

B
a (q)a

C
b (u)a

D
b (v)].

Надалi для простоти позначень використовуватимемо iндекси p,
k,. . . , якi включатимуть змiннi iнтеґрування p, k,. . . та iндекси с,
a,. . . : a+c (p) ≡ a+p ,. . . . Послiдовними перестановками добутку опера-
торiв a+p a

−
p з операторами aAk ...a

D
v , отримуємо:

[a+p a
−

p , a
A
k a

B
q a

C
u a

D
v ] = aAk a

B
q a

C
u a

D
p δ(p− v)D + aAk a

B
q a

C
p a

D
v δ(p− u)C

+ aAk a
B
p a

C
u a

D
v δ(p− q)B + aAp a

B
q a

C
u a

D
v δ(p− k)A.

Зазначимо, що δ-функцiї, якi тут виникають, неявно мiстять та-
кож i символ Кронекера δca або δcb. Надалi будемо вживати скороченi
позначення: δpk ≡ δcaδ(p− k) i т.д.
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Проiнтегрувавши цi вирази i використавши основну властивiсть
δ-функцiї, отримаємо:

∫
d3p d3k d3q d3u d3v p[a+p a

−

p , a
A
k a

B
q a

C
u a

D
v ]

=

∫
d3k d3q d3u d3v (Ak+Bq+ Cu+Dv)aAk a

B
q a

C
u a

D
v .

Враховуючи, що вираз (13) для TABCD
ab мiстить δ-функцiю, маємо

∫
d3k d3q d3u d3v (Ak+Bq+Cu+Dv)δ(Ak+Bq+Cu+Dv)... = 0,

де врахована така властивiсть δ-функцiї:
∫
dx δ(x)xf(x) = 0 для до-

вiльної f(x), реґулярної в x = 0. Отже:

[P, Hint] = 0.

Другий комутатор обчислюється аналогiчно. Проте, в ньому тра-
плятимуться доданки, що мiстять похiдну вiд δ-функцiї. В такому
випадку диференцiювання слiд перекидати на один з операторiв а

(упускаючи поверхневi члени). Врештi отримуємо, що даний кому-
татор теж рiвний нулю:

[M, Hint] = 0.

6.2. Обчислення комутаторiв [Hfree,Kint] та [Hint,Kfree]

Оскiльки вiльно-польовi ґенератори задовольняють алгебру Пуанка-
ре (34), залишається довести таку рiвнiсть:

[Hfree,Kint]− [Kfree, Hint] = 0. (35)

Для спрощення обрахункiв ми вдалися до замiни позначень, пере-
йшовши вiд операторiв a до операторiв b за допомогою спiввiдноше-
ння:

a±k =
√
k0b

±

k . (36)

В нових позначеннях:

Hfree =

∫
d3k k20b

+
k b

−

k , (37)

Kfree =
i

2

∫
d3k k20b

+
k

↔

∇ b−k , (38)
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Hint =
∑

ABCD

∫
d3k d3q d3u d3vΠABCD

kquv bAk b
B
q b

C
u b

D
v , (39)

Kint = −i
∑

ABCD

∫
d3k d3q d3u d3v DΠABCD

kquv bAk b
B
q b

C
u∇bDv (40)

(iнтегрування за d3k d3q d3u d3v включає також пiдсумовування за
iндексами a, b, c, d, якi в формулах явно не вказанi). Тут ΠABCD

kquv

– подiбне за структурою до означеного в попереднiх пунктах ядра
TABCD
ab (k,q,u,v):

ΠABCD
kquv ≡ ΠABCD

ab (k,q,u,v) =
1

2

√
ka0qa0ub0vb0 T

ABCD
ab (k,q,u,v)

= − gagb
32(2π)3

δ(Ak +Bq+ Cu+Dv)K̃(Aka +Bqa). (41)

Як i TABCD
ab (k,q,u,v), це ядро, має кориснi для подальших обчи-

слень властивостi симетрiї:

ΠABCD
ab (−k,−q,−u,−v) = Π−A−B−C−D

ab (k,q,u,v) = ΠABCD
ab (k,q,u,v),

Π−A−BCD
ab (k,q,u,v) = ΠABCD

ab (k,q,−u,−v),

ΠBACD
ab (q,k,u,v) = ΠABCD

ab (k,q,u,v), (42)

ΠAB−CD
ab (k,q,−u,v) = ΠABC−D

ab (k,q,u,−v) = ΠABCD
ab (k,q,u,v).

Якщо здiйснити сумацiю за A, B, C, D у виразах (39), (40) та вико-
ристати деякi симетрiйнi властивостi (42) ядра ΠABCD

kquv , отримаємо:

Hint =

∫
d3k...d3v {Π−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u b
−

v

+ 2(Π+−−−

kquv + Π−−+−

uvkq )b+k b
−

q b
−

u b
−

v

+ (Π++−−

kquv +Π−−++
uvkq + 4Π+−+−

kuqv )b+k b
+
q b

−

u b
−

v

+ 2(Π+++−

kquv +Π+−++
uvkq )b+k b

+
q b

+
u b

−

v

+Π++++
kquv b+k b

+
q b

+
u b

+
v },

(43)
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Kint = i

∫
d3k...d3v {Π−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u∇vb
−

v

+ 2Π+−−−

kquv b+k b
−

q b
−

u∇vb
−

v +Π−−+−

uvkq b+k ∇qb
−

q b
−

u b
−

v −Π−−+−

uvkq ∇kb
+
k b

−

q b
−

u b
−

v

+ (Π++−−

kquv + 2Π+−+−

kuqv )b+k b
+
q b

−

u∇vb
−

v − 2iΠ+−+−

kuqv b+k ∇qb
+
q b

−

u b
−

v

− iΠ−−++
uvkq ∇kb

+
k b

+
q b

−

u b
−

v

+Π+++−

kquv b+k b
+
q b

+
u∇vb

−

v −Π+++−

kquv b+k b
+
q ∇ub

+
u b

−

v − 2Π+−++
uvkq ∇kb

+
k b

+
q b

+
u b

−

v

−Π++++
kquv b+k b

+
q b

+
u∇vb

+
v }.

(44)

Пiсля цього рахуємо по черзi комутатори для доданкiв з фiксо-
ваною кiлькiстю операторiв породження та знищення. Обчислимо
один з них.

Спочатку зауважимо, що:

[b−k , b
+
q ] =

δkq
q0

, [∇kb
−

k , b
+
q ] =

∇kδkq
q0

, [b−k ,∇qb
+
q ] =

∇qδkq
k0

. (45)

Знайдемо комутатор Hfree з першим рядком виразу для Kint

(44):

∫
d3p d3k...d3v [p20b

+
p b

−

p , iΠ
−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u∇vb
−

v ]

= i

∫
d3p...d3v p20Π

−−−−

kquv ([b+p , b
−

k ]b
−

p b
−

q b
−

u∇vb
−

v + [b+p , b
−

q ]b
−

p b
−

k b
−

u∇vb
−

v

+ [b+p , b
−

u ]b
−

p b
−

k b
−

q ∇vb
−

v + [b+p ,∇vb
−

v ]b
−

p b
−

k b
−

q b
−

u )

= i

∫
d3p d3k...d3v p20Π

−−−−

kquv (−δpk
k0

b−p b
−

q b
−

u∇vb
−

v − δpq
q0

b−p b
−

k b
−

u∇vb
−

v

− δpu
u0

b−p b
−

k b
−

q ∇vb
−

v − ∇vδpv
p0

b−p b
−

k b
−

q b
−

u )

= −i

∫
d3k...d3v {Π−−−−

kquv (k0 + q0 + u0)b
−

k b
−

q b
−

u∇vb
−

v

+ iv0∇vΠ
−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u b
−

v }

= i

∫
d3k...d3v∇vΠ

−−−−

kquv (k0 + q0 + u0 + v0)b
−

k b
−

q b
−

u b
−

v .

(46)
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Комутатор Kfree з першим рядком виразу для Hint (43):

i

2

∫
d3p...d3v [p20(b

+
p ∇pb

−

p −∇pb
+
p b

−

p ),Π
−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u b
−

v ]

=
i

2

∫
d3p...d3v p20Π

−−−−

kquv ([b+p , b
−

k ]∇pb
−

p b
−

q b
−

u b
−

v + [b+p , b
−

q ]∇pb
−

p b
−

k b
−

u b
−

v

+ [b+p , b
−

u ]∇pb
−

p b
−

k b
−

q b
−

v + [b+p , b
−

v ]∇pb
−

p b
−

k b
−

q b
−

u − [∇pb
+
p , b

−

k ]b
−

p b
−

q b
−

u b
−

v

− [∇pb
+
p , b

−

q ]b
−

p b
−

k b
−

u b
−

v − [∇pb
+
p , b

−

u ]b
−

p b
−

k b
−

q b
−

v − [∇pb
+
p , b

−

v ]b
−

p b
−

k b
−

q b
−

u )

= ...

= i

∫
d3k...d3v (∇kΠ

−−−−

kquv k0 +∇qΠ
−−−−

kquv q0 +∇uΠ
−−−−

kquv u0

+∇vΠ
−−−−

kquv v0)b
−

k b
−

q b
−

u b
−

v .

(47)

Тепер потрiбно показати, що рiзниця знайдених iнтеґралiв (46)
та (47) дорiвнює нулю. Виявляється, навiть бiльше: рiзниця пiдiнте-
ґральних виразiв рiвна нулю, тобто:

(k0 + q0 + u0 + v0)∇vΠ
−−−−

kquv − k0∇kΠ
−−−−

kquv − q0∇qΠ
−−−−

kquv

− u0∇uΠ
−−−−

kquv − v0∇vΠ
−−−−

kquv = 0. (48)

Щоб показати це, врахуємо структуру ядра (41), а саме, що

ΠABCD
kquv ∝ δ(Ak +Bq+ Cu+Dv)K̃(Ak +Bq), (49)

де K̃(Ak +Bq) ≡ K̃[(Ak +Bq)2].

Тодi легко переконатись у справедливостi тотожностi:

k0∇kK̃(k ± q) + q0∇qK̃(k ± q) = 0. (50)

Розписуючи вираз у лiвiй частинi (48), отримуємо:

(k0 + q0 + u0 + v0)∇δ(k + q+ u+ v)K̃(k + q)

− k0∇δ(k + q+ u+ v)K̃(k + q)− k0δ(k + q+ u+ v)∇kK̃(k + q)

− q0∇δ(k + q+ u+ v)K̃(k + q)− q0δ(k+ q+ u+ v)∇qK̃(k + q)

− u0∇δ(k+ q+ u+ v)K̃(k + q)− v0∇δ(k+ q+ u+ v)

= −δ(k+ q+ u+ v)(k0∇kK̃(k + q) + q0∇qK̃(k + q)) = 0,

тобто рiвнiсть (48) справджується.
Аналогiчно обчислюємо комутатори членiв з iншим спiввiдноше-

нням операторiв народження i знищення. В результатi отримуємо
виконання рiвностi (35).
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6.3. Обчислення комутаторiв [P i,Kj
int] та [Mk,Kj

int]

Обчислюючи цi комутатори, зручно скористатись спрощенням по-
значень, запропонованим в попередньому пiдроздiлi. Тодi вираз для
компонентiв iмпульсу матиме вигляд:

P i =

∫
d3k pip0b

+
p b

−

p ,

а вираз для компонентiв моменту iмпульсу:

Mk = iεkij
∑

a

∫
d3p pip0b

+
p ∂

jb−p .

В результатi нескладних обчислень першого комутатора, отримуємо:

[P i,Kj
int] = iδijHint.

Для другого комутатора потрiбно довести, що:

[Mk,K l
int] = iεklmKm

int. (51)

Покажемо, що рiвнiсть (51) виконується окремо для доданкiв вира-
зу Kj

int (44) з даною кiлькiстю операторiв породження i знищення.
Наприклад, для доданкiв, що мiстять тiльки оператори знищення:

εkij

∫
d3p pip0Π

−−−−

kqu∂lv
[b+p ∂

jb−p , b
−

k b
−

q b
−

u b
−

v ]

= εkij

∫
d3p pip0∂

l
vΠ

−−−−

kquv (−δpk
k0

∂jb−p b
−

q b
−

u b
−

v

− δpq
q0

b−k ∂
jb−p b

−

u b
−

v −−δpu
u0

b−k b
−

q ∂
jb−p b

−

v − δpv
v0

b−k b
−

q b
−

u ∂
jb−p )

= −εkij∂
l
vΠ

−−−−

kquv (ki∂jb−k b
−

q b
−

u b
−

v + qib−k ∂
jb−q b

−

u b
−

v

+ uib−k b
−

q ∂
jb−u b

−

v + vib−k b
−

q b
−

u ∂
jb−v ).

Перекинемо усi похiднi з операторiв на ядро i вiдкинемо неiстотнi
поверхневi члени. Завдяки антисиметричностi множника εkij отри-
маємо простий вираз:

L̂k∂
l
vΠ

−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u b
−

v , (52)

де L̂k ≡ εkij(k
i∂j

k + qi∂j
q + ui∂j

u + vi∂j
v) – iнфiнiтезимальний оператор

повороту. Розпишемо:

L̂k∂l
vΠ

−−−−

kquv = ∂l
vL̂kΠ

−−−−

kquv +
[
L̂k, ∂

l
v

]
Π−−−−

kquv .
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Перший доданок у правiй частинi рiвний нулю, оскiльки ядро є

обертово-iнварiантним. Обчисливши комутатор
[
L̂k, ∂l

v

]
= −εklj∂

j
v,

отримаємо шуканий вираз (52) як:

−εkij∂
j
vΠ

−−−−

kquv b−k b
−

q b
−

u b
−

v .

Легко бачити, що вiн дає увесь внесок у праву частину рiвностi (51),
який мiстить лише оператори знищення.

Далi аналогiчно шукаються комутатори моменту iмпульсу з iн-
шими рядками виразу (44) для Kj

int (що мiстять i оператори наро-
дження). Зрештою отримуємо виконання рiвностi (51).

6.4. Обчислення комутаторiв [Ki
free,K

j
int] та [Ki

int,K
j
free]

Знайдемо [Ki
free,K

j
int] + [Ki

int,K
j
free].

Скористаємось виразами для цих величин через оператори b± –
(38) та (44), а також комутацiйними спiввiдношеннями для цих опе-
раторiв (45). Як i в деяких попереднiх пiдроздiлах, знайдемо споча-
тку комутатори з першим рядком виразу для iнтегралу центра мас
(44).

В ходi нескладних обрахункiв, подiбних до обрахунку комутатора
(51), дiстанемо вираз:
∫

d3k...d3v
{
(k0∂

i
k∂

j
v + q0∂

i
q∂

j
v + u0∂

i
u∂

j
v + v0∂

i
v∂

j
v

−k0∂
j
k∂

i
v − q0∂

j
q∂

i
v + u0∂

j
u∂

i
v − v0∂

j
v∂

i
v)Π

−−−−

kquv

}
b−k b

−

q b
−

u b
−

v .

Врахувавши структуру ядра (49) та очевиднi рiвностi:

∂i
k∂

j
vδ(k + q+ u+ v) ≡ ∂i∂jδ(k+ q+ u+ v) = ∂j

k∂
i
vδ(k + q+ u+ v)

i т.д., отримаємо вираз:
∫

d3k d3q d3u d3v (k0∂
j
vδ(k+ q+ u+ v)∂i

kK̃(k + q)

+ q0∂
j
vδ(k+ q+ u+ v)∂i

qK̃(k + q)− k0∂
i
vδ(k+ q+ u+ v)∂j

kK̃(k + q)

− q0∂
i
vδ(k+ q+ u+ v)∂j

qK̃(k + q)b−k b
−

q b
−

u b
−

v ,

який рiвний нулю в силу (50). Отже

[Ki
free,K

j
int] + [Ki

int,K
j
free] = 0.
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7. Висновки

Ми розглянули скалярну модель типу Юкави у формалiзмi частко-
во редукованої теорiї поля. У цьому формалiзмi лаґранжiани є нело-
кальними у часi функцiоналами, а перехiд до гамiльтонового форма-
лiзму є нетривiальною задачею. У попереднiй роботi [4] було запро-
поновано пертурбативну процедуру гамiльтонiзацiї та квантування
моделi. Процедура приводить до втрати явної коварiантностi опису.
Чи втрачається при цьому релятивiстична iнварiантнiсть моделi –
питання залишалось вiдкритим.

Метою даної роботи було доведення пуанкаре-iнварiантностi
квантового гамiльтонового опису редукованої моделi типу Юкави.
Для цього на основi знайдених ранiше [4] нелокальних нетериних iн-
теґралiв моменту iмпульсу та центра iнерцiї системи побудовано їх
гамiльтоновi вiдповiдники у першому наближеннi за константою вза-
ємодiї g2 та здiйснено їх квантування. Для гарантування пуанкаре-
iнварiантностi цi оператори разом з отриманими ранiше [4] гамiль-
тонiаном та iмпульсом системи повиннi задовольняти комутацiйнi
спiввiдношення алгебри Пуанкаре, принаймнi з точнiстю до g2. Са-
ме це продемонстровано у роботi.

В ходi обрахунку комутаторiв було зауважено, що наявнiсть чи
вiдсутнiсть нормального впорядкування у виразах для ґенераторiв
не впливає на результат обчислення їх комутаторiв. Навiть бiльше,
комутацiйнi спiввiдношення зберiгаються i в тому випадку, коли у
канонiчних ґенераторах враховувати лише члени взаємодiї з даним
фiксованим числом операторiв народження i знищення (тобто, лише
певнi стрiчки у виразах (43) i (44)). Останнє можна iнтерпретувати
так, що пуанкаре-iнварiантнiсть зберiгається як у кожнiй задачi про
зв’язанi стани, так i в кожному каналi задачi розсiяння.

Розгляд бiльш реалiстичних систем, таких як частково редукова-
на спiнорна електродинамiка, буде провадитись в наступних роботах.

Можна сподiватися, що пуанкаре-iнварiантнiсть зберiгається i в
вищих порядках за константою взаємодiї, хоча справдити це дуже
складно вже в 2-му наближеннi.
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