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Вiд моделi Iзiнґа до статистичної фiзики складних систем

Ю.Головач

Анотацiя. Стаття є коротким нарисом про статистичну фiзику
складних систем – напрямок дослiджень, що зараз набуває характер-
них рис добре сформованої дiлянки науки зi своїм об’єктом дослi-
джень, понятiйним апаратом, методами аналiзу. Вiдправною точкою
розповiдi обрано модель Iзiнґа. Крiм концептуальної простоти, такий
вибiр дозволяє простежити за становленням та розвитком теорiї фа-
зових переходiв у львiвськiй школi статистичної фiзики. Приведенi
мiркування є стислим викладом доповiдi, виголошеної на читаннях,
присвячених 85-рiччю академiка I.Р.Юхновського.

From the Ising model to statistical physics of complex systems

Yu. Holovatch

Abstract. It is a short essay about statistical physics of complex sys-
tems, a direction of studies which nowadays acquires all features of a
well defined branch of science with its own subject of analysis, system of
notions and methods. The Ising model is chosen as a starting point for
an exposé. Besides conceptual simplicity such a choice allows to follow
formation and development of the phase transitions theory in the Lviv
school of statistical physics. Adduced here considerations give a brief
account of a talk given at the workshop on the occasion of academician
I.R.Yukhnovskii 85th anniversary.
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1. Вступ. Що вивчає статистична фiзика складних

систем

Поняття складна система поступово стає одним iз пiдставових по-
нять сучасної науки, чи, ширше, все частiше виступає в загально-
культурному контекстi. Так, пошук за запитом complex system на
пошуковому серверi Google знаходить понад 79 млн. цитувань. Для
порiвняння: цей же сервер на запит “atom” дає 266 млн. покликiв, а
“molecule” – понад 24 млн. Зростання кола застосувань цього понят-
тя, а також виявлення чи усвiдомлення все ширшого кола явищ, де
воно застосовне, приводить до труднощiв при його строгому означен-
нi. Як правило, мається на увазi система, яка складається з багатьох
з’єднаних мiж собою частин, що, як цiле володiють властивостями,
не очевидними iз властивостей окремих її частин [1].1 Таким чином,
наука про складнi системи вивчає, як складовi частини породжу-
ють колективну поведiнку системи. У читача-фiзика, мабуть, вiд-
разу виникне думка про безперспективнiсть такої iнтерпретацiї для
фiзичних багаточастинкових систем. I дiйсно, у фiзицi виникло (чи,
точнiше, зараз формується) iнше розумiння складної системи: систе-
ма є складною, якщо її поведiнка кардинальним чином залежить вiд
деталей системи [2]. При цьому маються на увазi такi явища як де-
термiнiстичний хаос, квантове заплутування, виникнення третинної
структури макромолекул бiлкiв, виникнення стану спiнового скла,
тощо. Згаданi явища дуже рiзнi i теоретично дослiджуються рiзни-
ми дiлянками фiзики (теорiя динамiчних систем, квантова механiка,
статистична фiзика). Проте їх спiльною рисою є те, що iнфiнiтези-
мальна змiна у (рiзних за фiзичною природою) початкових умовах
приводить до докорiнно рiзних сценарiїв еволюцiї.

В цiй статтi йтиме мова про статистичну фiзику складних систем.
А отже, про колективнi ефекти. More is different – такий заголовок
статтi Нобелiвського лауреата Фiлiпа Андерсона [3], що часто приво-
диться як певний початок вiдлiку цiєї науки. В першу чергу, мається
на увазi колективна поведiнка, яку не можна передбачити на пiдста-
вi властивостей окремих складових або i взаємодiй мiж декiлькома
складовими [4]. Така поведiнка може виникати, наприклад, пiд впли-
вом фрустрацiй чи структурного безладу. Як результат, рiвноважний
стан тяжко досягнути, а вiдгук на збурення є дуже повiльним i часто
випадковим [2, 4–6]. Аналiз таких ефектiв привiв до розробки мето-
дiв та виникнення концепцiй, що з часом були успiшно застосованi

1Поклики на лiтературнi джерела вказують на деякi важливi чи цiкавi, з
погляду автора, роботи. Їх перелiк не претендує на вичерпнiсть чи повноту.



2 Препринт

для опису формально подiбних явищ у хiмiчних, бiологiчних, соцi-
альних та iнших системах, що складаються з багатьох так званих
агентiв нефiзичної природи (див., наприклад [7, 8]). Тому часто до
задач статистичної фiзики складних систем вiдносять i так званi ек-
зотичнi задачi статичної фiзики, коли методи i концепцiї цiєї науки
застосовуються до нефiзичних об’єктiв [11].

Нижче ми приведемо короткий нарис про статистичну фiзику
складних систем – напрямок дослiджень, що зараз набуває хара-
ктерних рис добре сформованої дiлянки науки iз своїм об’єктом до-
слiджень, понятiйним апаратом, методами аналiзу. Вiдправною то-
чкою розповiдi оберемо модель Iзiнґа. Крiм концептуальної просто-
ти, такий вибiр дозволяє простежити за становленням та розвитком
теорiї фазових переходiв у львiвськiй школi статистичної фiзики.
Приведенi мiркування є стислим викладом доповiдi, виголошеної на
читаннях, присвячених 85-рiччю академiка I.Р. Юхновського. Автор
вважає високою честю для себе подати цю статтю у збiрку, присвя-
чену Iгоревi Рафаїловичу, i тим самим долучитися до щирих вiтань
його численних i вдячних учнiв.

План дальшої розповiдi такий: в роздiлi 2 на пiдставi моделi Iзiнґа
буде введено основнi фiзичнi поняття, важливi для подальшої розпо-
вiдi, а також коротко згадано про дослiдження цiєї моделi в роботах
I.Р. Юхновського та його учнiв. Роздiли 3 та 4 присвяченi розгляду
деяких задач статистичної фiзики складних систем, причому в роз-
дiлi 3 розглянуто традицiйнi фiзичнi об’єкти, а роздiл 4 присвячений
екзотичним задачам статистичної фiзики. Мiркування про сучасне i
майбутнє статистичної фiзики складних систем приведенi в роздiлi
5.

2. Модель Iзiнґа в свiтi та модель Iзiнґа у Львовi

Традицiйно, iсторiя моделi Iзiнґа розпочинається iз задачi, постав-
леної Вiльгельмом Ленцом своєму учневi, Ернсту Iзiнґу. Розв’язок
одновимiрного (d = 1) варiанту цiєї моделi став основою доктор-
ської дисертацiї Ернста Iзiнґа [9] i спричинив певне розчарування
вiдсутнiстю феромагнетизму, виникнення якого модель якраз i була
покликана пояснити. Однак, як стало зрозумiло з подальших до-
слiджень, виклад яких є основою пiдручникiв з теорiї фазових пе-
реходiв та критичних явищ [10], просторова вимiрнiсть d = 1 є ни-
жньою критичною вимiрнiстю цiєї моделi: феромагнетизм присутнiй
при d > 1. Iсторiя дослiджень та застосувань цiєї моделi багата i рi-
зноманiтна [7, 10, 11] як багатим на подiї i насиченим було життя
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самого Ернста Iзiнґа (Ernst Ising, 10.05.1900, Кьольн, Нiмеччина –
11.05.1998, Пеорiа, Iллiнойс, США) [12].

Рис. 1. Син Ернста Iзiнґа Том в мiстi Рекiнґен/Мерш (Люксембурґ)
на вулицi, що носить iм’я батька [13]. Тут сiм’я Iзiнґiв рятувалась в
часи другої свiтової вiйни.

В контекстi подальшої розповiдi буде важливо записати гамiль-
тонiан моделi Iзiнґа. Нагадаємо, що модель описує систему N взає-
модiючих класичних векторiв (“спiнiв”), розташованих на вузлах d-
вимiрної ґратки. Кожен вектор може перебувати в двох станах (вго-
ру i вниз):

H = −
∑

<i,j>

SiSj − h
∑

i

Si. (2.1)

Тут пiдсумовування ведеться за найближчими сусiдами на d-
вимiрнiй ґратцi, Si = ±1, а h – зовнiшнє магнiтне поле. Такий
простий гамiльтонiан багаточастинкової взаємодiючої системи при-
водить (при d > 1) у термодинамiчнiй границi N → ∞ до виникне-
ння колективного ефекту: при низьких температурах T < Tc при
вiдсутностi зовнiшнього поля h = 0 у системi присутня спонтанна
намагнiченiсть M , а при малих τ = |T − Tc|/Tc i h термодинамiчнi
величини описуються степеневими законами (законами скейлiнґу).
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Так, температурна залежнiсть спонтанної намагнiченостi, питомої
теплоємностi i iзотермiчної сприйнятливостi при h = 0 має вигляд:

M ≃ Bτβ , ch ≃ A±τ−α , χT ≃ Γ±τ−γ , (2.2)

де B,A±,Γ± – критичнi амплiтуди при T − Tc → 0±, вiдповiдно, а
β, α, γ – критичнi показники. При τ = 0 цi ж термодинамiчнi вели-
чини є степеневими функцiями магнiтного поля:

h ≃ DcM |M |δ−1 , ch ≃ Ach
−αc , χT ≃ Γch

−γc , (2.3)

з критичними амплiтудами Dc, Ac,Γc i критичними показниками
δ, αc, γc. В самiй критичнiй точцi степеневою стає i асимптотика спiн-
спiнової кореляцiйної функцiї. Окрiм скейлiнґу, особливою рисою
критичної поведiнки є її унiверсальнiсть: критичнi показники та пев-
нi спiввiдношення критичних амплiтуд залежать лише вiд так званих
глобальних змiнних (таких як вимiрнiсть простору, вимiрнiсть та си-
метрiя параметра порядку). Тому критична поведiнка дуже рiзних
систем описується тими ж самими законами (кажуть, що цi рiзнi си-
стеми залежать до одного класу унiверсальностi), i тому така проста
модель, як модель Iзiнґа, дає кiлькiсно адекватний опис критичностi
таких рiзних об’єктiв, як одновiснi магнетики, простi рiдини, бiнарнi
сплави та iн.

Звернемо увагу читача на три концепцiї, змiст яких дозволяє про-
яснити розгляд моделi Iзiнґа: (i) виникнення складної критичної по-
ведiнки генерованої простим законом мiжчастинкової взаємодiї; (ii)
скейлiнґ; (iii) унiверсальнiсть [14]. У двох наступних роздiлах ми
проiлюструємо, яким новим змiстом наповнюються цi концепцiї при
розглядi рiзних задач статистичної фiзики складних систем. Перед
тим, як перейти до розгляду таких задач, зазначимо, що виникнення
цих концепцiй пов’язане i з дiяльнiстю львiвської школи статисти-
чної фiзики. Першi роботи I.Р. Юхновського та його учнiв, в яких
розглядалась тривимiрна модель Iзiнґа, датуються початком 70-х ро-
кiв минулого столiття (див. пiдсумковi монографiї [16] та Рис. 2). Це
час, коли творилась сучасна теорiя фазових переходiв, i хочеться
з приємнiстю вiдзначити вклад Iгора Рафаїловича та його учнiв i
послiдовникiв в становлення та розвиток цiєї теорiї.

3. Фiзичнi об’єкти як складнi системи

Тяжка i марна справа перелiчувати рiзнi фiзичнi об’єкти, чи навiть
класи об’єктiв, в яких спостерiгається характерна для складних си-
стем поведiнка. Нижче ми приведемо лише два приклади, один iз них
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Рис. 2. Сторiнка з препринту I.Р. Юхновського, Ю.К. Рудавського
Применение метода коллективных переменных к модели Изинга. I.

Статистическая сумма [15]: так починалися дослiдження триви-
мiрної моделi Iзiнґа у Львовi.

стосується фiзики твердого тiла, а iнший – м’якої речовини (soft mat-
ter). Цi приклади приведено i тому, що вони стосуються зовсiм рiзних
за своєю природою об’єктiв – фрустрованих i структурно невпоряд-
кованих магнетикiв (пiдроздiл 3.1) i полiмерних макромолекул (пiд-
роздiл 3.2), i тому, що складна кооперативна поведiнка керується в
них рiзними параметрами – температурою та хiмiчним потенцiалом,
i, нарештi, тому, що їх дослiдження стосувалось кола зацiкавлення
автора i його колег [17–19].

3.1. Спiновi ґратковi системи

Класичним прикладом складної системи, що описується методами
статистичної фiзики, є спiнове скло – структурно невпорядкований
магнетик iз фрустрованими взаємодiями. Спiнове скло характерне
багатьма метастабiльними станами, що, в свою чергу, приводить до
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присутностi в системi багатьох часових масштабiв [20]. Складнiсть
опису спiнового скла привела, зокрема, до розгляду часткових ви-
падкiв, що описуються регулярними (структурно-впорядкованими)
фрустрованими моделями, чи структурно невпорядкованими моде-
лями, але без фрустрацiй [17]. Розглянемо декiлька таких спiнових
моделей.

В той час як кiлькiсний аналiз критичної поведiнки при фазовому
переходi в магнетовпорядкований стан в iдеалiзованих базових мо-
делях (таких, як описана в попередньому роздiлi модель Iзiнґа), на
сьогоднi здiйснений з високою точнiстю i, фактично, складає голов-
ний змiст сучасної теорiї фазових переходiв [10, 21], опис критично-
стi за присутностi таких реалiстичних умов як структурний безлад,
анiзотропiя, фрустрацiї, чи ефекти скiнченого об’єму є актуальною,
важкою i цiкавою задачею. Така задача актуальна, бо реальнi об’є-
кти, в яких вiдбувається магнiтний фазовий перехiд, часто характе-
ризуються структурним безладом замiщення (твердi розчини анти-
феромагнетикiв та їх немагнiтних iзоморфiв), локальною випадко-
вою анiзотропiєю (аморфнi сплави рiдкiсноземельних з перехiдними
металами), фрустрацiями (шаруватi трикутнi антиферомагнетики,
гелiмагнетики). Така задача важка, бо поряд iз звичайними трудно-
щами, що виникають при описi критичностi, доводиться долати тру-
днощi теорiї невпорядкованих систем. А цiкавiсть i перспективнiсть
такої задачi полягає i в тому, що завдяки унiверсальностi критичної
поведiнки, описанi ефекти можуть спостерiгатися не лише в магнi-
тних системах i не лише в об’єктах фiзики конденсованих систем.

Одним iз способiв узагальнення моделi Iзiнґа для розгля-
ду структурно-невпорядкованих систем є ґраткова модель m-
векторного розведеного магнетика (див. Рис. 3) з гамiльтонiаном:

H = −
∑

<i,j>

SiSjcicj . (3.1)

Гамiльтонiан (3.1) записаний за вiдсутностi зовнiшнього поля i мi-
стить скалярний добуток m-компонентних векторiв Si, Sj , локалiзо-
ваних на вузлах i, j, вiдповiдно, а числа заповнення ci приймають
значення 1, якщо вузол i зайнятий спiном i 0, якщо вузол i вiль-
ний (чи зайнятий немагнiтним атомом). Розглянемо ситуацiю, коли
магнiтнi i немагнiтнi вузли зафiксованi в певнiй конфiгурацiї: це так
званий заморожений безлад (quenched disorder) [17], вiн реалiзується,
наприклад, при швидкiй змiнi температури розплаву, коли час рела-
ксацiї системи до рiвноважного стану набагато бiльший вiд типового
часу спостереження. Виявляється, що навiть при слабкому розве-
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Рис. 3. Ґраткова модель m-векторного розведеного магнетика: части-
на вузлiв d-вимiрної ґратки зайнята класичними m-компонентними
векторами (елементарними магнiтними моментами), що взаємодiють
мiж собою. Решта вузлiв вiльна або зайнята немагнiтними атома-
ми [17]b.

деннi немагнiтною компонентою, коли концентрацiя магнiтних ву-
злiв c . 1, а кореляцiї в розподiлi зайнятих i вiльних вузлiв вiдсутнi,
в системi спостерiгається складна критична поведiнка. При цьому
може вiдбуватися, зокрема, змiна класу унiверсальностi – коли при
розведеннi змiнюються асимптотичнi значення критичних показни-
кiв та вiдношень критичних амплiтуд, або складна ефективна крити-
чна поведiнка – коли при наближеннi до критичної точки в системi
послiдовно спостерiгаються степеневi закони (2.2), (2.3) характернi
для декiлькох рiзних класiв унiверсальностi.

На Рис. 4a зображено один iз результатiв теоретичного аналiзу
критичної поведiнки моделi (3.1) при d = 3, m = 1 (тривимiрна роз-
ведена модель Iзiнґа) методом теоретико-польової ренормалiзацiйної
групи [17]a. При наближеннi до критичної точки (ℓ(T → Tc) → 0) мо-
жуть спостерiгатися рiзнi сценарiї ефективної критичної поведiнки,
що супроводжує фазовий перехiд другого роду в магнетовпорядко-
ваний стан. Бiльше того, може змiнюватися i тип фазового переходу.

Спричинену замороженим безладом змiну типу фазового перехо-
ду добре прослiдкувати на прикладi моделi з випадковою анiзотро-
пiєю, що описується гамiльтонiаном [17]c:

H = −
∑

<i,j>

SiSj −
∑

i

D (Six̂i)
2
. (3.2)



8 Препринт

G

P

R

γeff

ln l1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

-50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

-100 -75 -50 -25 0

0,95

1,00

1,05

1,10

1,15

1,20

1,25

1,30

1,35

1,40

1,45

1,50

1,55

1,60

 

 

10

7 6

9

5

8

γ
eff

ln l

a) b)

Рис. 4. Теоретичнi обчислення змiни значення ефективного крити-
чного показника iзотермiчної сприйнятливостi γeff при наближеннi
до критичної точки. Рiзнi кривi вiдповiдають рiзним можливим сце-
нарiям ефективної критичної поведiнки. Граничне значення теорети-
чного ренормгрупового параметру ℓ → 0 вiдповiдає границi T → Tc.
a: тривимiрна розведена модель Iзiнґа ((3.1) при d = 3, m = 1) [17]a.
Спостерiгається критична поведiнка, що вiдповiдає класам унiвер-
сальностi ґаусової моделi (G), чистої (P) i розведеної (R) моделi
Iзiнґа. b: тривимiрна модель з вiссю анiзотропiї, випадково розподi-
леною вздовж ребер m-вимiрного гiперкуба ((3.2) при d = 3, m = 2)
[17]c. Рiзнi плато вiдповiдають рiзним класам унiверсальностi.

На вiдмiну вiд гамiльтонiану розведеної моделi (3.1), тут магнiтнi мо-
менти займають всi вузли ґратки. Структурний безлад описується в
(3.2) другим доданком, де x̂i – випадково спрямований заморожений
одиничний вектор, а D > 0 – стала анiзотропiї. Цей доданок робить
спрямування локального магнiтного моменту вздовж локальної осi
випадкової анiзотропiї енергетично вигiдним. Така модель широко
застосовується для опису аморфних магнетикiв. Як пiдтверджують
результати експериментiв, теоретичних розрахункiв i числового мо-
делювання, навiть слаба (D ≪ 1) анiзотропiя може спричинити кар-
динальнi змiни у критичнiй поведiнцi. Зокрема, в тривимiрнiй моделi
феромагнетизм вiдсутнiй при iзотропно розподiленiй локальнiй осi
анiзотропiї i низькотемпературна фаза є фазою спiнового скла. Для
анiзотропного розподiлу фазовий перехiд може залишатися фазовим
переходом другого роду, проте клас унiверсальностi змiнюється (див.
Рис. 4b i огляд [17]c).

Природними узагальненнями та урiзноманiтненням описаних ви-
ще моделей (3.1), (3.2) є врахування кореляцiй мiж випадковими
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змiнними (для опису так званих протяжних домiшок), розгляд iн-
ших типiв структурного безладу (випадковi поля, випадковi взаємо-
дiї) та їх сукупного впливу. Такi задачi якраз i розглядаються при
аналiзi кооперативної поведiнки спiнових ґраткових моделей [17,21].
Саме при їх розглядi виникає сучасне розумiння кооперативної по-
ведiнки складних систем, для якої характернi виникнення складної
критичної поведiнки генерованої простим законом мiжчастинкової
взаємодiї, скейлiнґ та унiверсальнiсть – концепцiї запровадженi в по-
передньому роздiлi на прикладi моделi Iзiнґа.

3.2. М’яка речовина

Концепцiя скейлiнгу в околi фазового переходу другого роду зна-
йшла свiй дальший розвиток i численнi застосування у фiзицi м’я-
кої речовини. Ще в роботах Нобелiвського лауреата та закордонного
дiйсного члена НАН України П’єра-Жiля де Жена (Pierre-Gilles de

Gennes, 1932 – 2007) вказано на глибокий зв’язок мiж фiзикою кри-
тичних явищ i фiзикою макромолекул [22]. Зокрема, поняття скла-
дностi фiгурує у формулюваннi Нобелiвського комiтету: премiя 1991
року була присуджена П.-Ж. де Жену за “...discovering that methods
developed for studying order phenomena in simple systems can be gen-
eralized to more complex forms of matter, in particular to liquid crystals
and polymers...” [23]2.

Добре вiдомо, що конформацiйнi властивостi довгих полiмерних
ланцюгiв в доброму розчиннику пiдлягають степеневим законам –
законам скейлiнґу. На вiдмiну вiд температурної чи польової зале-
жностi термодинамiчних величин в околi точки фазового переходу
(2.2), (2.3), для гнучких полiмерних ланцюгiв степеневi закони вини-
кають в границi N → ∞, де N – кiлькiсть мономерiв, що утворюють
полiмерний ланцюг. Так, середнiй характерний розмiр R i кiлькiсть
конфiгурацiй Z полiмерного клубка зростають з N як

R ∼ Nν , Z ∼ zNNγ−1 . (3.3)

Тут z – неунiверсальна стала (фугативнiсть), а ν, γ – приклади полi-
мерних критичних показникiв. Подiбно як в теорiї критичних явищ,
для гнучкого полiмеру цi показники унiверсальнi – незалежнi вiд
особливостей хiмiчного складу макромолекули i залежать лише вiд
вимiрностi простору. Пошук форми законiв (3.3) привiв не лише до
створення сучасної теоретичної фiзики i хiмiї полiмерiв, але i дозво-
лив встановити глибокий зв’язок, що iснує мiж фiзикою критичних

2Курсив мiй, Ю.Г.
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явищ i фiзикою макромолекул. Зокрема, скейлiнґовi властивостi по-
лiмерних ланцюгiв належать до того ж класу унiверсальностi, що i
властивостi ґраткових блукань iз самоуниканням (self avoiding walks,
SAW). А останнi, в свою чергу, iдеально описуються m-векторною
моделлю в границi m → 0. В попередньому пiдроздiлi ми приводи-
ли гамiльтонiан розведеної m-векторної моделi, формула (3.1). При
вiдсутностi розведення цей гамiльтонiан має просту форму:

H = −
∑

<i,j>

SiSj . (3.4)

Тут вимiрнiсть m входить як вимiрнiсть вектора S =
(S(1), S(2), . . . , S(m)) i тому границя m → 0, строго кажучи, не
має сенсу для гамiльтонiану (3.4). Як показано в роботах де Жена
i його школи, ця границя набуває сенсу при обчисленнi термоди-
намiки: аналiтичне продовження за m робить задачу обчислення
термодинамiчних функцiй моделi добре означеною в границi m → 0.
Бiльше цього, в цiй границi природнiм чином виникає статистика
блукань iз самоуниканнями [22].

Степеневим законам пiдлягають i iншi спостережуванi, що опи-
сують конформацiйнi властивостi полiмерних ланцюгiв та iнших ма-
кромолекулярних утворень, складних як за топологiєю (полiмернi
сiтки та зiрки), так i за хiмiчним складом (кополiмери та кополi-
мернi сiтки). Так, кiлькiсть конфiгурацiй зiркового полiмера – ма-
кромолекули, що складається з полiмерних лакцюгiв, приєднаних до
спiльного кору – подiбно до (3.3) пiдлягає законам скейлiнґу [18]a:

Zf ∼ zNfNγf−1 ∼ Rηf−fη2 . (3.5)

Тут f – кiлькiсть ланцюгiв, N, R – кiлькiсть мономерiв у окремому
ланцюгу та його характерний розмiр, а γf , ηf – унiверсальнi кри-
тичнi показники. Однак тепер глобальними змiнними, вiд яких за-
лежать критичнi показники є не лише вимiрнiсть простору d а i
функцiональнiсть зiркового полiмера (кiлькiсть окремих ланцюгiв
в зiрцi) f . Таким чином, скейлiнґ зiркових полiмерiв рiзної фун-
кцiональностi керується рiзними значеннями критичних показникiв.
Кiлькiсть глобальних змiнних зростає при розглядi багатосортних
зiркових полiмерiв. Так, для зiркового кополiмера – полiмерної зiр-
ки, що складається з f1 ланцюгiв сорту 1 i f2 ланцюгiв сорту 2 –
кiлькiсть конфiгурацiй змiнюється з R як:

Zf1f2 ∼ Rηf1f2
−f1η20−f2η02 . (3.6)
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Тут критичнi показники ηf1f2 залежать вiд трьох глобальних змiн-
них d, f1, f2.

Знання приведених вище законiв (3.3), (3.5), (3.6) дозволяє не
тiльки здiйснити кiлькiсний опис низки явищ, що вiдбуваються за
участю полiмерiв, а i теоретично пояснити рiзнi ефекти, для яких ва-
жлива статистика випадкових блукань. Серед таких ефектiв – фазо-
ве розшарування сумiшi зiркових полiмерiв в пористому середовищi;
змiна властивостей керованих дифузiєю реакцiй iз пастками, якщо
пастка знаходиться на полiмерному ланцюговi або на полiмернiй зiр-
цi; виникнення мультифрактальної поведiнки у макромолекулярних
системах; змiна роду фазового переходу при розчепленнi молекули
ДНК (unzipping transition) [18].

На Рис. 5 зображенi результати теоретичного аналiзу скейлiнґу
складних полiмерiв [18]a,b. Рис. 5a зображає показник ηf1f2 (3.6) дво-
вимiрної двосортної полiмерної зiрки як функцiю кiлькостi ланцю-
гiв f1 i f2. При отриманнi цього результату вважалося, що окремi
ланцюги ведуть себе як випадковi блукання (їм дозволено перети-
натися). У фiзицi макромолекул така ситуацiя вiдповiдає так званiй
Θ-точцi (аналогiчнiй точцi Бойля в термодинамiцi, коли реальний
газ веде себе як iдеальний). Однак, статистицi випадкових блукань
пiдлягають i iншi задачi, зокрема, задача про дифузiю, коли блу-�Gf1;f2f1 f2 01234560 1 2 3 4 5 6-15-10-50 65432m = 1

�

f m(�)

32.521.510.5
10.50-0.5-1

a) b)

Рис. 5. Унiверсальнi характеристики скейлiнґу складних полiме-
рiв та пов’язаних з цим явищ. a: показник ηf1f2 (3.6) двовимiрної
(d = 2) полiмерної зiрки утвореної двома наборами f1 i f2 взаєм-
ноуникних випадкових блукань (random walks) [18]a. Сходинки на
"килимi"вiдповiдають рiзницi у значеннях, отриманих в рiзних те-
оретичних пiдходах. Значення на дiагоналi вiдповiдають показнику
скейлiнґу однорiдної полiмерної зiрки η2f (3.5). b: Спектральна фун-
кцiя, що кiлькiсно описує явище дифузiї частинок бiля адсорбера у
формi зiрки з m полiмерних ланцюгiв [18]b.
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кання описує траєкторiю частинки. Така iнтерпретацiя дозволила
застосувати результати для показникiв ηf1f2 (i теорiю, що дозволяє
отримати цi результати) для опису явища дифузiї частинок бiля по-
лiмерного адсорбера [18]b. Виявляється, що кiлькiснi характеристи-
ки такого явища описуються мультифрактальними спектрами [24],
якi, як правило, важко пiддаються аналiтичному опису i переважно
аналiзуються числовими методами. Рис. 5b показує один iз резуль-
татiв аналiтичних розрахункiв для так званої спектральної функцiї,
що кiлькiсно описує явище дифузiї частинок бiля адсорбера у фор-
мi зiрки з m полiмерних ланцюгiв. Зауважимо, що результати для
показникiв ηf1f2 (Рис. 5a) отриманi за допомогою методу теоретико-
польової ренормалiзацiйної групи. Таким чином, їх застосування для
обчислення спектральної функцiї прокладає мiсток мiж теорiєю поля
та теорiєю мультифракталiв, що само по собi є цiкавим результатом,
який може мати добрi перспективи.

На закiнчення цього пiдроздiлу звернемо увагу на особливостi ко-
оперативної поведiнки складних полiмерних систем, спiльнi з особли-
востями ґраткових магнетикiв пiдроздiлу 3.1. Це знову складна кри-
тичної поведiнки генерована простим законом взаємодiї (3.4), скей-
лiнґ (3.3), (3.5), (3.6) та унiверсальнiсть.

4. Екзотичнi задачi статистичної фiзики

В цьому роздiлi ми наведемо декiлька прикладiв задач, де методи i
концепцiї статистичної фiзики використовуються для аналiзу систем
багатьох агентiв нефiзичної природи, що взаємодiють мiж собою –
так званих екзотичних задач статистичної фiзики. При цьому знову
наголос буде зроблено на складну поведiнку, що виникає в таких
системах i прослiдковано подiбнiсть цiєї поведiнки до вiдповiдних
ефектiв, що спостерiгаються в багаточастинкових фiзичних задачах.

4.1. Соцiофiзика, Еконофiзика, та iншi

Можна вибирати рiзнi початки вiдлiку застосування концепцiй при-
родничих наук для опису явищ, що вiдбуваються в суспiльствi. Так,
як приклад такого пошуку аналогiй наводять висловлювання дав-
ньогрецького фiлософа Емпедокла (’Eµπεδoκλη̃ζ, ∼ 490 − −430 до
Р.Х.) про те, що люди подiбнi до рiдин: деякi легко змiшуються мiж
собою, як вино i вода, а деякi – нi, як олiя i вода.3 Набагато пiзнi-

3Подiбна iдея знайшла кiлькiсне вираження в так званiй моделi Шелiнґа,
див. [25].
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ше, iталiйський економiст Вiльфредо Парето (Vilfredo Pareto, 1848 –
1923) порiвнював вiдкритий ним в 1906 роцi закон розподiлу багат-
ства з законами Кеплера.

Сам термiн соцiофiзика зустрiчається в назвi книжки бельгiй-
ського астронома, математика i соцiолога Адольфа Кетлє (Adolphe

Quetelet, 1796 – 1874): Sur l’hommee et le developpement de ses facultés,

essai d’une physique sociale (англiйський переклад див. в [26]). В цiй
роботi Кетлє простежує низку аналогiй мiж фiзикою та астрономi-
єю, з одного боку, та суспiльним життям, з iншого; пояснює важли-
вiсть нормального розподiлу для опису суспiльних явищ; запрова-
джує концепцiю “середньої людини” з iндивiдуальними випадковими
флюктуацiями; запропонований ним iндекс Кетлє (вiдношення ва-
га/рiст) є прикладом фiзичної концепцiї характеристичної сталої в
життi людини. Хоча термiн еконофiзика виник лише наприкiнцi XX
столiття, одним iз нарiжних каменiв цiєї науки вважається дисерта-
цiя французького математика Луї Башельє (Louis Bachelier, 1870 –
1946) Théorie de la spéculation [27]. В цiй роботi Башельє вперше за-
провадив концепцiї випадкових блукань (до появи моделi Айнштай-
на броунiвського руху в 1905 р.) i стохастичного процесу (до робiт
А. Маркова (1906) та Н. Вiнера (1940)) i використав їх для аналiзу
фiнансiв, а для виведення ґаусового розподiлу ймовiрностi вiн вико-
ристав порiвняння з аналiтичною теорiєю переносу тепла.

Однак, не зважаючи на застосування кiлькiсних методiв аналi-
зу, фiзичних концепцiй та аналогiй з фiзичними системами, згаданi
роботи Кетлє, Башельє та iнших корифеїв привели до виникнення
таких наук як соцiологiя i фiнансова математика, якi, очевидно, не
є дiлянками фiзики.4 Cучасне розумiння задач соцiо- та еконофi-
зики сформувалося набагато пiзнiше, а певною мiрою формується i
тепер. I пов’язане воно, в першу чергу, iз кiлькiсним аналiзом того
кола явищ в суспiльствi чи в економiцi, де прослiдковуються пря-
мi аналогiї iз поведiнкою складних багаточастинкових систем. Так,
при розглядi функцiї розподiлу змiни цiн на ринку виявилося [28],
що хвiст цiєї функцiї мiстить набагато бiльше подiй, нiж це слiдує
iз запровадженого в роботах Башельє ґаусового розподiлу. Такi роз-
подiли отримали назву розподiлiв iз товстим хвостом (fat tail dis-
tributions), а подiї, що описувалися таким хвостом отримали назву
рiдкiсних подiй (rare events) чи цунамi. Як правило, такi хвости мали

4Коли французький фiлософ i засновник соцiологiї Оґюст Конт (Auguste

Comte, 1798 – 1857) дiзнався, що Кетлє використовує його термiн соцiальна фi-

зика, вiн запровадив термiн sociologie (соцiологiя), бо не погоджувався iз стати-
стичним вiдбором Кетлє.
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степеневу асимптотику i ця асимптотика часто виявлялася однако-
вою для рiзних явищ [29]. А отже, емпiрично спостерiгався скейлiнґ
i унiверсальнiсть – риси, характернi для поведiнки складних систем,
для кiлькiсного опису i пояснення яких можна було застосувати по-
тужний апарат статистичної фiзики.

Сам термiн еконофiзика завдячує своїй появi в 1994 американ-
ському фiзиковi Джiну Стенлi (H. Eugene (Gene) Stanley), перша
конференцiя з цiєї дисциплiни була органiзована в Будапештi в ли-
пнi 1997 р. Яношем Кертешом (János Kertész) та Iмре Кондором
(Imre Kondor). Дещо ранiше виник тепер майже невживаний термiн
phynance (= physics + finance). Зараз еконофiзицi присвячено цiлу
низку монографiй (найбiльш цитованою залишається [28]), окремi
журнали чи їх роздiли, щороку вiдбуваються численнi конференцiї,
а вже використаний на початку цiєї статтi експеримент iз викори-
станням пошукового сервера Google дає понад 575 тис. покликiв у
вiдповiдь на запит “econophysics”. Загалом, предметом задач еконо-
фiзики є зрозумiти i кiлькiсно описати, як взаємодiя мiж багатьма
агентами приводить до складної поведiнки, при якiй в системi вини-
кають новi властивостi, якi не можна отримати простим накопичен-
ням властивостей окремих її компонент.

Незважаючи на те, що термiну соцiофiзика вже майже двiстi ро-
кiв [26], сучасне його розумiння сформувалося також зовсiм недавно,
початком нового вiдлiку можна вважати 80-тi роки XX столiття [30].
Завданням соцiофiзики є моделювання методами статистичної фiзи-
ки таких великомасштабних соцiальних явищ як формування точки
зору (opinion formation), розповсюдження культур, походження i ево-
люцiя мови, поведiнка юрми, динамiка популяцiй, поширення епiде-
мiй, тощо. I знову, як i в приведених вище прикладах, робляться
спроби вивчати колективну поведiнку, що виникає iз взаємодiй мiж
iндивiдуумами як елементарними одиницями соцiальних структур. I
знову, скейлiнґ i унiверсальнiсть виявляються центральними рисами
цiєї поведiнки.

4.2. Зiпф, Парето, Бредфорд...

Оскiльки виникнення степеневого закону є майже неодмiнним атри-
бутом поведiнки складних багаточастинкових систем, розглянемо в
цьому пiдроздiлi декiлька прикладiв його виникнення i дiї в скла-
дних системах нефiзичної природи. Як правило, такий закон нази-
вають законом Зiпфа, за iменем американського лiнґвiста Джорджа
Зiпфа (George Kingsley Zipf, 1902 – 1950). Застосовуючи кiлькiснi ме-
тоди до аналiзу слiв у текстi, вiн виявив, що частота f , з якою задане
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r f слово r f слово
1 439 я 1 165 вiн
2 323 не 2 163 в
3 312 в 3 143 не
4 272 i 4 140 i
5 233 ти 5 128 той
6 222 що 6 125 що
7 214 на 7 125 на
...

...
...

...
...

...
16 140 лис 12 87 капець
21 109 Микита 18 69 Абу-Касим
23 98 вовк 40 28 пан
25 88 цар 41 27 суддя

Табл. 1. Приклади впорядкованих за рангом r слiв iз творiв Iвана
Франка „Лис Микита” (лiва частина таблицi) та „Абу-Касимовi ка-
пцi” (права частина). f – кiлькiсть появ (частота) слова в текстi [19]b.

слово зустрiчається в текстi, є степеневою функцiєю рангу r цього
слова – його мiсця у впорядкованому за спаданням частоти списку
всiх слiв тексту [32] (див. табл. 1):

f(r) =
A

rα
, (4.1)

де A – стала нормування, а показник степеня α довший час вважав-
ся однаковим для рiзних мов (α ≃ 1 – див. Рис. 6) i незалежним
вiд таких факторiв як автор, жанр, час написання твору тощо. Як
показує детальнiший огляд лiтературних джерел, Джорджа Зiпфа
не був першим, хто зауважив степеневе спадання функцiї (4.1) для
слiв у текстi: ранiше подiбнi мiркування висловлювали Ж. Б. Есту
(J. B. Estoup, 1916) та Е. У. Кондон (E. U. Condon, 1928) [31].

В рiзний час степеневi розподiли, що описують статистику систем
багатьох взаємодiючих агентiв були вiдкритi у рiзних специфiчних
дiлянках, i часто носять iм’я своїх першовiдкривачiв: в економiцi
це вже згаданий в попередньому пiдроздiлi розподiл прибуткiв мiж
власниками (Парето, 1896), в демографiї – розподiл мiст за їх розмi-
ром (Ауербах, F. Auerbach, 1913), в бiологiї це розподiл бiологiчних
родин за кiлькiстю видiв, що у них входять (Вiллiс i Юль, J. C.

Willis, G. Yule, 1922), в наукометрiї – розподiл статей, написаних
окремими вченими (Лотка, A. J. Lotka, 1926), наукових журналiв за
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Рис. 6. Залежнiсть частота-ранг для слiв iз твору Iвана Франка „Лис
Микита” [19]b. Суцiльна пряма – апроксимацiя степеневою функцiєю
(4.1) iз показником α = 1.00.

кiлькiстю опублiкованих статей (Бредфорд, S. C. Bradford 1934), ци-
тувань наукових статей (Прайс, D. de S. Price, 1965). Цей перелiк
можна продовжити [31].

Широке коло явищ, що описуються розподiлами з “товстими хво-
стами”, породжує принаймнi два пiдставовi твердження: (i) причини
їх виникнення мають бути достатньо загальними i не залежати вiд
iндивiдуальних особливостей їх складових, (ii) те, що рiзнi явища
описуються однаковими степеневими законами, ще не означає, що
причини їх виникнення – однаковi. На сьогоднi немає єдиної дум-
ки про те, чому перелiченi вище розподiли мають степеневу фор-
му, бiльше того, їх виникнення можна пояснити рiзними механiзма-
ми [19, 31]. Зараз робляться спроби класифiкувати рiзнi моделi, що
описують виникнення степеневих законiв за певними принциповими
ознаками, подiбно до того, як в теорiї критичних явищ видiляються
рiзнi класи унiверсальностi. При такiй класифiкацiї, окремий клас
вiдводиться самим критичним явищам (при цьому механiзмом, що
породжує степеневi закони є наростання флуктуацiй при наближен-
нi до критичної точки), до iншого класу вiдносяться явища само-
органiзованої критичностi (тут степеневi закони виникають завдяки
нелiнiйним взаємодiям мiж складовими системи). Явища, про якi
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йшла мова в цьому пiдроздiлi, як правило вважають спричиненими
або так званим сценарiєм переважного приєднання (preferential at-
tachment) або сценарiєм оптимiзацiї. Сценарiй оптимiзацiї, запропо-
нований Мандельбротом (Benoit Mandelbrot, 1924 – 2010), базується
на теорiї iнформацiї i степеневi закони в ньому виникають внаслi-
док оптимiзацiї середньої кiлькостi переданої iнформацiї i затраче-
них витрат. Сценарiй переважного приєднання передбачає, що при
еволюцiї системи її новi елементи переважно утворюють зв’язки з
тими, що вже мають бiльше зв’язкiв, iнколи такий сценарiй нази-
вають reach gets reacher. Серед найбiльш вiдомих моделей, в яких
реалiзується такий сценарiй – модель Саймона (Herbert Simon, 1916
– 2001) [33]. Зокрема, такий сценарiй застосовується для пояснення
виникнення безмасштабних мереж, про якi мова йтиме в наступному
пiдроздiлi. Проте деякi моделi стохастичних процесiв не попадають
у жоден iз перелiчених вище класiв (такi як модель черг в теорiї ма-
сового обслуговування [34], [19]c чи запропонована американським
психологом Мiллером (G. A Miller, 1957) модель випадкового дру-
кування [31]).

4.3. Складнi мережi

Останнiм часом у фiзичнiй лiтературi все частiше зустрiчається по-
няття складної мережi – complex network [35]. З математичної точки
зору кожна мережа – це граф, що складається з набору вершин i ре-
бер (у фiзичнiй лiтературi часто вживаються термiни вузли - links -
i зв’язки - nodes). Багато природних або створених людиною систем
мають форму мереж: це нейроннi мережi, мережi метаболiзму, хар-
чування, iнтернет, www, транспортнi, розподiльчi (наприклад крово-
носнi артерiї чи поштова служба), соцiальнi мережi, та багато iнших.
Об’єктами фiзичного аналiзу мережi стали недавно, першi статтi да-
туються кiнцем 1990-их рокiв. Мета дослiджень змiнилася вiд ана-
лiзу невеликих графiв та властивостей окремих вершин та ребер до
розгляду статистичних властивостей цих графiв (мереж). Iз змiною
мети змiнилися i методи аналiзу i зараз в цiй дiлянцi успiшно засто-
совуються методи статистичної фiзики складних систем.

З емпiричних дослiджень стало зрозумiлим, що найбiльш важли-
вi мережi мають специфiчну структуру, яка характеризується роз-
подiлом ступенiв вузлiв P (k) з товстим хвостом:

P (k) ∼ k−λ, k ≫ 1. (4.2)

Тут k – ступiнь вузла, тобто кiлькiсть приєднаних до нього зв’язкiв,
а P (k) – iмовiрнiсть того, що ступiнь довiльно вибраного вузла мере-
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жi рiвний k. Мережi, якi характеризуються степеневим загасанням
функцiї P (k) називаються безмасштабними – scale-free. Такi мережi
володiють цiлою низкою унiкальних властивостей, що вiдрiзняють їх
вiд мереж з, наприклад, експоненцiйним загасанням P (k). На час ви-
никнення науки про мережi математична теорiя випадкових ґрафiв
була добре розроблена фактично для найпростiшого об’єкту, так зва-
ного випадкового ґрафу Ердiша-Реньї (P. Erdös, A. Rényi), функцiя
P (k) якого загасає експоненцiйно.5 То ж передбачення цiєї теорiї не
працювали при застосуваннi до мереж реального свiту. Саме тодi i
виникло поняття складна мережа, пiд яким, фактично, розумiлась
будь-яка мережа, складнiша за класичний випадковий ґраф Ердiша-
Реньї. Складнi мережi володiють надзвичайно короткою середньою
вiдстанню мiж вузлами (так званi мережi тiсного свiту – small world
networks), це сильно скорельованi структури, яким притаманнi ефе-
кти самоорганiзацiї. Такi особливостi будови складних мереж, в свою
чергу, спричиняють цiлий ряд особливостей процесiв, що вiдбуваю-
ться на мережах. Приведемо нижче два приклади, що iлюструють це
твердження. Перший приклад стосується поведiнки складної мережi
при поступовому усуненнi її компонент (вузлiв чи зв’язкiв), другий
– це поведiнка системи взаємодiючих частинок, локалiзованих на ву-
злах складної мережi. Очевидно, що у фiзичний термiнологiї, пер-
ший приклад стосується задачi про перколяцiю, а другий – задачi
про фазовий перехiд лад-безлад.

З перколяцiєю пов’язанi рiзноманiтнi явища, що вiдбуваються з
мережами i на них. Величина, що виступає як перколяцiйний кла-
стер, коли розглядається перколяцiя на мережi – це гiгантська зв’я-
зана компонента, ГЗК (giant connected component). ГЗК мережi –
це множина взаємно досяжних вузлiв, що мiстить скiнчену частку
вузлiв навiть у границi, коли розмiр мережi N → ∞. Як можна
побудувати мережу, що мiстить ГЗК, та якими є властивостi ме-
режi, коли з’являється цей кластер? Якi стратегiї знищення ГЗК i
наскiльки стiйкою є мережа до застосування рiзних сценарiїв атак?
Як мережею поширюється iнфекцiя i яка оптимальна стратегiя iму-
нiзацiї, щоб зупинити це поширення? Пошук вiдповiдь на цi та iншi
схожi запитання привiв до вiдкриття багатьох незвичних ефектiв,
що характернi для складних мереж.

Першi докази того, що перколяцiя на безмасштабних мережах

5Iснують двi моделi класичного випадкового графа: у першiй вважається, що
M ребер розподiленi довiльно та незалежно мiж парами з N вершин графа; у
другiй моделi фiксується ймовiрнiсть m, з якою може об’єднуватись кожна пара
вершин. При m → 0, N → ∞ для обох моделей P (k) визначається формулою
Пуассона.
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сильно вiдрiзняється вiд перколяцiї на d-вимiрних ґратках, були
отриманi при емпiричному аналiзi кiлькох реальних безмасштабних
мереж: www та iнтернету, метаболiзму, мережi харчування (food
web), протеїнiв [35]. Явищем, яке викликало особливе зацiкавлення,
стала стiйкiсть цих мереж до викидання їх вузлiв. З одного боку ви-
являється, що цi мережi надзвичайно стiйкi до випадкових уражень,
з iншого боку, вони вразливi до так званих запланованих атак, ко-
ли усуваються вiдiбранi за певними характеристиками компоненти
мережi. Аналiтичнi дослiдження привели до ще бiльш несподiваного
результату: для безмежної безмасштабної мережi ГЗК iснує при до-
вiльнiй частцi викинутих вузлiв, якщо лише показник λ < 3 в (4.2),
а отже порiг протiкання на такiй мережi вiдсутнiй, pc = 0. Таким чи-
ном, мережа володiє надзвичайною стiйкiстю до випадкових усувань
вузлiв, а переходи, якi спостерiгалися для реальних систем, є лише
ефектом скiнченного розмiру i зникають при (формальнiй) границi
до безмежних систем. Для прикладу, щоб знищити ГЗК мережi iн-
тернету, треба випадковим чином усунути 99 % її вузлiв. З iншого
боку, ГЗК цiєї мережi дуже вразлива до спрямованих атак (коли,
наприклад, викидаються вузли з найбiльшими ступенями – габи).

На Рис. 7 показано результат комп’ютерного моделювання стiй-
костi мережi громадського транспорту Парижу до атак – послiдов-
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Рис. 7. Стiйкiсть мережi громадського транспорту Парижу до атак –
послiдовного усування вузлiв мережi [19]d. Вздовж вертикальної осi
вiдкладено нормалiзований розмiр найбiльшої компоненти мережi,
вздовж горизонтальної – процент усунутих вузлiв. Рiзнi кривi вiдпо-
вiдають рiзним сценарiям атак, при яких вiдбiр вузлiв виконувався
згiдно рiзних характеристик вузлiв.
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ного усування вузлiв мережi [19]d. Оскiльки ГЗК строго означена
лише в границi безмежної мережi, про стiйкiсть мереж реального
свiту часто судять за поведiнкою найбiльшої компоненти мережi. З
рисунку видно, як реагує найбiльша компонента мережi на поступо-
ве усування її вузлiв (в даному випадку вузли вiдповiдають окремим
зупинкам громадського транспорту). Реакцiя найбiльшої компонен-
ти змiнюється вiд поступового рiвномiрного спадання (якщо вузли
усуваються випадковим чином – тонка червона крива, на рисунку
позначена RV), до швидкого зникнення при усуненнi 10 – 15 % ву-
злiв (якщо спочатку усуваються вузли з найбiльшими ступенями –
зелена крива, позначена k на рисунку). В залежностi вiд обрано-
го сценарiю усування вузлiв спостерiгається якiсно рiзна поведiнка
найбiльшої компоненти, як зображено рiзними кривими (детальнiшi
пояснення можна знайти в [19]d). З практичної точки зору, такi до-
слiдження можуть сприяти плануванню ефективних транспортних
мереж, на фундаментальному рiвнi вони вiдкривають можливiсть
аналiзу явища перколяцiї на випадкових неґраткових системах.

На закiнчення цього роздiлу – декiлька слiв про особливостi пе-
реходу лад-безлад, коли система, в якiй вiдбувається фазовий пере-
хiд, знаходиться на вузлах безмасштабної мережi. В цьому випадку
доречним буде розглянутий в роздiлi 2 приклад з моделлю Iзiнґа,
але тепер пiдсумовування в гамiльтонiанi (2.1) ведеться не за най-
ближчими сусiдами на вузлах d-вимiрної ґратки, а за за найближ-
чими сусiдами на вузлах безмасштабної мережi iз функцiєю розпо-
дiлу (4.2). Така змiна в моделi приводить до суттєвих змiн в її кри-
тичнiй поведiнцi [35], [19]e. Описанi у виразах (2.2)-(2.3) степеневi
залежностi зберiгають свою форму, критичнi показники i далi ви-
значають асимптотику спостережуваних термодинамiчних величин
при наближеннi до критичної точки, однак поняття унiверсальностi
модифiкується. В число глобальних змiнних, якi визначають клас
унiверсальностi системи тепер входить i змiнна λ, що описує загаса-

α β γ δ αc γc
λ ≥ 5 0 1/2 1 3 0 2/3

3 < λ < 5 λ−5
λ−3

1
λ−3 1 λ− 2 λ−5

λ−2
λ−3
λ−2

Табл. 2. Критичнi показники, що описують температурнi i польовi
залежностi термодинамiчних величин (2.2) – (2.3) в околi точки фа-
зового переходу для для безмасштабної мережi при рiзних значеннях
λ [35], [19]e.
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ння P (k) (4.2). Так, при λ > 5 спiнова система не вiдчуває прису-
тностi мережi: критичнi показники показники є показниками теорiї
середнього поля (див. другий рядок таблицi 2), в дiлянцi 3 < λ < 5
критичнi показники стають функцiями λ (див. третiй рядок), а при
λ < 3 система залишається впорядкованою при будь якiй скiнче-
нiй температурi. Цей результат легко зрозумiти, якщо згадати, що iз
зменшенням λ товстiшає хвiст розподiлу (4.2), а отже зростає роль
вузлiв з найбiльшими ступенями – габiв. Саме габи є визначальними
у формуваннi незвичних властивостей складних мереж.

5. Quo vadis, ϕύσις ?

Спосiб побудови цiєї статтi дозволяє обiйтися без розлогих виснов-
кiв: основнi твердження – що таке складна система взагалi, що таке
складна система для фiзика i чим займається статистична фiзика
складних систем – сформульованi вже у Вступi. У решта роздiлiв
приведено iлюстрацiї, що мають на метi увести в коло задач i по-
нять цiєї науки. За кадром залишилися методи, а це, фактично, весь
спектр методiв сучасної статистичної фiзики. Зокрема, для отрима-
ння конкретних результатiв, якi приводилися в роздiлах 3, 4 були за-
стосованi як аналiтичнi пiдходи (теоретико-польова ренормалiзацiй-
на група, функцiональне iнтегрування, пересумовування розбiжних
рядiв, феноменологiчний термодинамiчний пiдхiд) так i комп’ютерне
моделювання та емпiричний аналiз баз даних [17–19]. Саме методи,
понятiйний апарат i концепцiї статистичної фiзики кооперативних
явищ допомагають виявити спiльнi риси, що вiдбуваються в доко-
рiнно вiдмiнних за своєю природою системах, зрозумiти їх причини,
застосувати спiльнi моделi для їх кiлькiсного опису i прогнозування
їх поведiнки. Якраз цим i займається статистична фiзика складних
систем.

На закiнчення висловлюю щиру подяку своїм колегам – Райнгар-
довi Фольку (Лiнц), Бертрановi Бершу (Нансi), Бертрановi Делямо-
ту, Домiнiковi Муанi (Париж), Тарасовi Головачу, Ральфовi Кеннi,
Крiстiановi фон Ферберу (Ковентрi), Василевi Пальчикову (Гельсiн-
кi), Тарасовi Яворському (Майнц), Вiкторiї Блавацькiй, Максимовi
Дудцi, Олександровi Капiкраняну, Олесi Мриглод (Львiв), у спiвпра-
цi з якими були отриманi результати [17–19], приведенi в роздiлах 3,4
цiєї статтi.
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