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Анотацiя. Розглянуто обмежений твердою стiнкою флюїд з вiд-
штовхувальною i притягальною складовими потенцiальної енергiї
взаємодiї мiж частинками, що описується подвiйним потенцiалом
Юкави. На основi розв’язку рiвняння Орнштейна-Цернiке отрима-
но аналiтичнi вирази для парних кореляцiйних функцiй та профiлю
густини числа частинок. Проаналiзовано вплив характеру взаємо-
дiї на термодинамiчнi i структурнi властивостi системи. Перевiрено
контактну теорему для профiлю густини числа частинок. Отримано
аналiтичнi вирази для коефiцiєнта адсорбцiї.

Spatially confined system interacting with the double Yukawa

potential
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Abstract. We consider a fluid with a repulsive and an attractive com-
ponents of the double Yukawa potential of inter-particle interaction con-
fined by a hard wall. By solving the Ornstein-Zernike equation we obtain
analytical expressions for the pair correlation functions and the particle
density profile. The effect of the nature of interaction on thermodynamic
and structural properties of the system is analyzed. The contact theorem
for the particle density profile is verified. Analytical expressions for the
adsorption coefficient are calculated.
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1. Вступ

Дослiдження систем з далекосяжною складовою потенцiалу взаємо-
дiї мiж частинками типу потенцiалу Юкави представляє значний
теоретичний iнтерес. Вiн зумовлений простотою самого потенцiалу,
крiм того iснують аналiтичнi розв’язки середньо сферичного набли-
ження для системи твердих сфер з юкавiвською взаємодiєю. Потен-
цiал Юкави можна застосовувати до опису як систем заряджених
частинок, так i для нейтральних систем. Набори юкавiвських по-
тенцiалiв використовуються для апроксимацiї реальних потенцiалiв
взаємодiї в простих рiдинах, колоїдних флюiдах та iнших системах.

Не дивлячись на значнi успiхи при дослiдженнi просторово одно-
рiдних систем частинок з потенцiалом Юкави, дослiдження просто-
рово неоднорiдних систем залишається актуальною задачею. Значно
бiльших результатiв досягнуто в дослiдженнях просторово неоднорi-
дних систем заряджених частинок. В працях отримано вирази для
парних та унарних функцiй розподiлу системи точкових iонiв обме-
женої твердою стiнкою [1–3]. Розглядаючи поверхню як тверду сфе-
ру з безмежними розмiрами, Гендерсон, Абрагам i Баркер [4] сфор-
мулювали пiдхiд, що дозволив отримати аналiтичний вигляд внеску
близькосяжних взаємодiй у структурнi властивостi просторово обме-
жених систем. Цi та iншi дослiдження суттєво поглибили розумiння
поверхневих ефектiв у системах з електростатичною взаємодiєю.

При розрахунках структурних властивостей просторово неодно-
рiдних систем важливим моментом є вiдповiднiсть отриманих ре-
зультатiв певним точним спiввiдношенням. В [5] показано, що для
обмеженої непроникною стiнкою системи справедлива контактна те-
орема, яка зв’язує значення густини на стiнцi з тиском. Для такої
системи точкових iонiв показано, що в наближеннi хаотичних фаз
отриманi вирази для профiлiв густини вiдповiдають умовi конта-
ктної теореми [6].

В роботi [7] для системи точкових частинок обмежених твердою
стiнкою, з потенцiалом мiжчастинкової взаємодiї у формi Юкави, бу-
ло отримано аналiтичнi вирази для парної кореляцiйної функцiї та
профiлю густини числа частинок. Показано, що значення профiлю
густини на поверхнi стiнки вiдповiдає контактнiй теоремi. Отримано
аналiтичнi вирази для коефiцiєнта адсорбцiї i виявлено, що у випад-
ку притягальної мiжчастинкової взаємодiї коефiцiєнт адсорбцiї при
збiльшеннi густини системи частинок мiняє знак.

В данiй роботi отриманi в [7] результати узагальнюються на випа-
док системи частинок, взаємодiя мiж якими описується двома потен-
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цiалами Юкави, один з яких має притягальний, а другий - вiдштов-
хувальний характер. По викладенiй в [7] методицi отриманi аналiти-
чнi вирази для вiльної енергiї системи, парної кореляцiйної функцiї
та розподiлу густини системи частинок. Показано, що для останньо-
го виконується контактна умова.

2. Постановка задачi

Розглянемо систему точкових частинок у об’ємi V , обмежену твер-
дою стiнкою. Нехай система знаходиться у верхнiй частинi просто-
ру ( z > 0 ), де густина числа частинок рiвна ρ. У нижнiй частинi
простору ( z < 0 ) розташована стiнка i густина частинок частинок
системи у цiй обтастi рiвна нулю. Потенцiал взаємодiї мiж двома ча-
стинками, розташування яких задається радiусами-векторами ~R1 та
~R2 декартової системи координат, представимо у виглядi суми

Φ(R12) = Φsh(R12) + Φl(R12) (2.1)

вiдштовхувального близькосяжного потенцiалу Юкави

Φsh(R12) = A1
e−α1R12

R12
, (2.2)

та притягувального далекосяжного потенцiалу Юкави

Φl(R12) = −A2
e−α2R12

R12
, (2.3)

де: A1 > 0, A2 > 0 – константи iнтенсивностi взаємодiї, α1, α2 –
показники загасання взаємодiї, R12 = |~R1 − ~R2| – вiдстань мiж ча-
стинками.

Потенцiальна енергiя системи складається з енергiї взаємодiї мiж
частинками та енергiї частинок у зовнiшньому полi

UN =
∑

j<i

Φsh(Rij) +
∑

j<i

Φl(Rij) +

N
∑

i

w(~Ri) (2.4)

де: w(~R) – потенцiал твердої стiнки, яке формує межу подiлу фаз

w(~R) =

{

0, z > 0 ,
∞, z < 0 ,

(2.5)

z – вiддаль мiж частинкою i поверхнею.
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Слiд вiдзначити, що для притягувальної i вiдштовхувальної ча-
стин потенцiалу iснують фур’є-образи. Це дозволяє в рамках мето-
ду колективних змiнних [1] розрахувати вiльну енергiю системи для
обох складових потенцiалу. Введемо

ρ̂(~R) =

N
∑

i=1

δ(~R − ~Ri) (2.6)

i здiйснимо в (2.4) фур’є-перетворення парного потенцiалу взаємодiї
Φ(Rij)

Φ̃(k) =

∫

V

Φ(R) ei~k ~R d~R (2.7)

Видiливши власноенергетичну частину i = j, для потенцiальної
енергiї системи отримаємо рiвнiсть

UN =
1

2

1

V

∑

~k

Φ̃(k)ρ̂~k
ρ̂−~k

−
1

2

N

V

∑

~k

Φ̃(k) +

N
∑

i

w(zi) , (2.8)

в якiй

ρ̂~k
=

N
∑

i

exp(i~k ~Ri) (2.9)

Вiльна енергiя системи взаємодiєю мiж частинками визначається
за спiввiдношенням

FN = F id
N + F ex

N = F id
N − T lnQN , (2.10)

де: F id
N – вiльна енергiя системи без взаємодiї мiж частинками

F id
N = −T

N
∑

a,i

Na

{

1 − ln
(

ρaΛ3
)}

, (2.11)

QN – конфiгурацiйний iнтеграл системи

QN =
1

V N

∫

V

N
∏

i

~Ri exp

(

−
1

T
UN

)

, (2.12)

а F ex
N представляє собою вклад у вiльну енергiю далекосяжних вза-

ємодiй, T – вимiрювана в одиницях енергiї температура системи, N+

i N− число частинок вiдповiдно у верхньому i нижньому пiвпросторi
i Λ довжина теплової хвилi де Бройля.
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3. Наближення хаотичних фаз для вiльної енергiї

та профiлю густини

Конфiгурацiйний iнтеграл QN в рамках методу колективних змiнних
має наступний вигляд:

QN =

∫

∏

i

d~Ri

∫

∏

~k

dρ~k

∫

∏

~k

dω~k
exp







−
1

2

∑

~k

ν̃(k)ρ~k
ρ−~k

+

1

2
N

∑

~k

ν̃(k) −
1

T

N
∑

i

w(zi) + 2iπ
∑

~k

ω ~−k

(

ρ−~k
− ρ̂−~k

)







, (3.1)

де для зручностi розрахунку ми позначили

ν̃k =
1

T V
Φ̃(k) =

A1

T V

4π

k2 + α2
1

−
A2

T V

4π

k2 + α2
2

. (3.2)

Скориставшись отриманими в працях [1–3, 7] результатами, за-
пишемо конфiгурацiйний iнтеграл у наближеннi хаотичних фаз у
наступному виглядi:

QRPA
N = exp







M0 +
1

2
N

∑

~k

ν̃(k) −
1

2
N

∑

~k

ln ν̃(k)+ (3.3)

1

2
ln det G −

1

2

∑

~k1,~k2

ν̃(~k1, ~k2)M1(~k1)M1(~k2)







,

де: M0(~k), , M1(~k) , M2(~k1, ~k2) представляють собою нульовий, пер-
ший та другий кумулянти вiдповiдно

M0 = N+ ln{
1

V

∫

V

d~R e−
1

T
w(z)} , (3.4)

M1(~k) = δ~p,0ρ+

∫

V

d~R e−
1

T
w(z)eiqz , (3.5)

M2(~k1, ~k2) = δ~p1+~p2,0ρ+

∫

V

d~R e−
1

T
w(z) ei(q1+q2)z −
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δ~p1,0δ~p2,0ρ+
1

V+

∫

V

d~R e−
1

T
w(z) eiq1z

∫

V

d~R e−
1

T
w(z)eiq2z , (3.6)

V+ =

∫

V

d~R e−
1

T
w(z).

де: ~p – проекцiя вектора ~k на площину z = 0, а δ(~p) – представляє
собою символiчний запис добутку функцiй Дiрака δ(~p) = δ(kx)δ(ky).

В (3.4) ми ввели безмежну матрицю G, елементи якої визначаю-
ться з рiвняння

g̃(~k1, ~k2) = −ν̃(k1) − ν̃(k1)
∑

~k

M2(−~k1, ~k2)g̃(~k1, ~k2) , (3.7)

Тодi для вiльної енергiї системи при врахуваннi лише далекося-
жних взаємодiй мiж частинками у наближеннi хаотичних фаз мати-
мемо:

1

T
F RPA

N =
1

T
F id

N − M0 −
1

2
N

∑

~k

ν̃(k) + (3.8)

1

2
ln det{1 + ν̃M2} +

1

2

∑

~k

ν̃(k)M1(~k)M1(−~k) ,

де 1 + ν̃M2 являє собою матрицю, елементи якої визначаються на-
ступним виразом

δ~k1+~k2, 0 + ν̃(k)1 M2(−~k1, ~k2). (3.9)

Отриманий вираз для вiльної енергiї дозволяє шляхом функцiональ-
ного диференцiювання FN (3.9) за зовнiшнiм полем знайти густину
числа частинок системи

ρ(z1) =
1

T

δ

δw(z1)
FN . (3.10)

В [7] у наближеннi хаотичних фаз отримано вираз для густи-
ни числа частинок системи при врахуваннi далекосяжних взаємо-
дiй. Узагальнюючи отриманi там результати на випадок потенцiалу з
вiдштовхувальною короткосяжною i притягувальною далекосяжною
взаємодiєю, у наближеннi хаотичних фаз для густини частинок ма-
тимемо:

ρ(~R1) = ρ e−
1

T
w(~R1) { 1 +

1

2
g(~R1) −



6 Препринт

ρ
1

T

∫

V

d~R2 Φsh(|~R1 − ~R2|) [ e−
1

T
w(~R2) − 1 ] } −

ρ
1

T

∫

V

d~R2 Φl(|~R1 − ~R2|) [ e−
1

T
w(~R2) − 1 ] , (3.11)

де: g(~R1) - представляє собою регулярну частину екранованого по-
тенцiалу

g(~R1) =
∑

~k1,~k2

[ 1 − δ~k1 +~k2, 0 ] g̃(~k1, ~k2) e
−i(~k1 +~k2)~R1 . (3.12)

Останнi два доданки в (3.11), як це вiдзначалося у працi [7] мають
характер потенцiалу взаємодiї частинок з поверхнею. Вони виника-
ють внаслiдок просторової обмеженостi дiї парного потенцiалу. По-
дiбним чином з просторово однорiдного потенцiалу можна отримати
поверхневий потенцiал, як наприклад, потенцiал ”3−9 ” iз потенцiа-
лу Ленард-Джонса ”6−12 ” [1]. Завдяки умовi загальної електричної
нейтральностi системи в iонних системах такого доданку у профiлi
густини числа частинок не виникає.

4. Розв’язок просторово неоднорiдного рiвняння

Орнштейна-Цернiке для парної кореляцiйної

функцiї

Рiвняння (3.7) для знаходження фур’є-образiв екранованих потенцi-
алiв у просторi координат повнiстю спiвпадає з просторово неодно-
рiдним рiвнянням Орнштейна-Цернiке

h(~R1, ~R2) = c(~R1, ~R2) +

∫

V

d~R3 ρ(~R3) c(~R1, ~R3)h(~R3, ~R2) , (4.1)

якщо в останнє записати у середньо сферичному наближеннi для
системи точкових частинок, а для густини за нульове наближення
для густини числа частинок використати густину вiльних частинок
у зовнiшньому полi w(~R).

ρ(~R1) = ρe−
1

T
w(~R1) , c(~R1, ~R2) = −

1

T
Φ(R12) , (4.2)

Розв’яжемо просторово неоднорiдне рiвняння Орнштейна-
Цернiке для системи точкових частинок у наближеннi (3.5). Вра-
ховуючи симетрiю потенцiйної енергiї запишемо парну кореляцiйну
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функцiю та потенцiал Юкави наступним чином

h(~R1, ~R2) = h(s12, z1, z2) ,

Φ(R12) = A1
exp (−α1

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

+

A2
exp (−α2

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

. (4.3)

де: ~si - проекцiя радiус-вектор ~Ri на площину z = 0, а sij = |~si − ~sj |
- вiдстань мiж проекцiями, z1 та z2 координати частинок у напрямi
перпендикулярному поверхнi.

Рiвняння Орнштейна-Цернiке, враховуючи сходинковий характер
наближення для густини частинок системи, матиме вигляд

h(s12, z1, z2) = −
A1

T

exp (−α1

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

−

A2

T

exp (−α2

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

−

ρ+

∫

S

d~s3

∞
∫

0

dz3

{

A1

T

exp (−α1

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z3)2

−

A2

T

exp (−α2

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z3)2

}

h(s32, z3, z2) +

ρ−

∫

S

d~s3

0
∫

−∞

dz3

{

A1

T

exp (−α1

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z2)2

−

A2

T

exp (−α2

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z3)2

}

h(s32, z3, z2), (4.4)

де iнтегрування по ~s3 виконується у нескiнченiй площинi S (z = 0).
Продовжимо визначення парної кореляцiйної функцiї у рiвняннi

(4.4) на весь простiр i введемо одностороннi парнi кореляцiйнi фун-
кцiї h+(s12, z1, z2) та h−(s12, z1, z2) [2, 8] .

h(s12, z1, z2) = hl
+(s12, z1, z2) − hl

+(s12, z1, z2),

h+(s12, z1, z2) =

{

h(s12, z1, z2), z1 > 0,
0, z1 < 0,

(4.5)
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h−(s12, z1, z2) =

{

0, z1 > 0,
−h(s12, z1, z2), z1 < 0,

В результатi перетворення Фур’є у рiвностi (4.4), для фур’є-
образiв одностороннiх парних кореляцiйних функцiй отримаємо рiв-
няння:
(

1 + 4π
A1ρ

T

1

q2
1 + p2 + α2

1

− 4π
A2ρ

T

1

q2
1 + p2 + α2

2

)

h̃+(p, q1, q2) −

h̃−(p, q1, q2) = −4π
1

T

(

A1

q2
2 + p2 + α2

1

−
A2

q2
2 + p2 + α2

2

)

δ(q1 + q2) , (4.6)

в якому

h̃±(p, q1, q2) = (4.7)
∫

S

d~s12

∞
∫

−∞

dz1

∞
∫

−∞

dz2 h±(s12, z1, z2) e
i~p~s12 + iq1z1 + iq2z2 ,

а δ(q1 + q2) – узагальнена δ-функцiя Дiрака. Рiвняння для фур’є-
образiв одностороннiх парних кореляцiйних функцiй (4.6) запишемо
у наступному виглядi

P+(p, q1) h̃+(p, q1, q2) − P−(p, q1) h̃−(p, q1, q2) = −L(q2) δ(q1 + q2),(4.8)

де введено позначення:

L(q2) = 4π
1

T

{

A1(q
2
2 + p2 + α2

2) − A2(q
2
2 + p2 + α2

1)
}

, (4.9)

P+(p, q1) = (p2 + q2
1 + α2

1)(p
2 + q2

1 + α2
2) +

κ
2
1(p2 + q2

1 + α2
2) − κ

2
2(p2 + q2

1 + α2
1), (4.10)

P+(p, q1) = (p2 + q2
1 + α2

1)(p
2 + q2

1 + α2
2),

κ
2
1 = 4π

A1ρ

T
, κ

2
2 = 4π

A2ρ

T
. (4.11)

Слiд вiдзначити, що функцiї h̃+(p, q1, q2), h̃−(p, q1, q2) мають ана-
лiтичне продовження вiдповiдно у верхню та нижню комплекснi пiв-
площини. Рiвняння (4.8) вiдоме, як задача Рiмана [8]. Розв’язок цiєї
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задачi грунтується на факторизацiї рiвняння (4.8) [8,9]. Вона полягає
у представленнi дробу P−(p, q1)/P+(p, q1) у виглядi

P−(p, q1)

P+(p, q1)
=

Q+(p, q1)

Q−(p, q1)
, (4.12)

в якому функцiї Q+(p, q1), Q−(p, q1), як функцiї змiнної q1, аналiти-
чнi i не мають нулiв у верхнiй + або нижнiй − пiвплощинах компле-
ксної площини. Останнi легко знайти, оскiльки коефiцiєнти рiвняння
(4.8) бiквадратнi полiноми змiнної q1

Q+(p, q1) =
(q1 + iα1(p))(q1 + iα2(p))

(q1 + iγ1(p))(q1 + iγ2(p))
,

Q−(p, q1) =
(q1 − iγ1(p))(q1 − iγ2(p))

(q1 − iα1(p))(q1 − iα2(p))
, (4.13)

де:

α1(p) =
√

p2 + α2
1 , α2(p) =

√

p2 + α2
2,

γ1(p) =
√

p2 + γ2
1 , γ2(p) =

√

p2 + γ2
2 , (4.14)

а оберненi радiуси ефективної взаємодiї γ1, γ2 визначаються з бiква-
дратного рiвняння

γ4 − (α2
1 + α2

2 + κ
2
1 − κ

2
2)γ2 + (α2

1 + κ
2
1)(α2

2 − κ
2
2) + κ

2
1κ

2
2 = 0. (4.15)

Звiдки

2
[

γ2
]

1,2
= α2

1 + α2
2 + κ

2
1 − κ

2
2 ± (4.16)

√

(α2
1 + α2

2 + κ2
1 − κ2

2)2 − 4[(α2
1 + κ2

1)(α2
2 − κ2

2) + κ2
1κ2

2 ].

Виберемо коренi рiвняння (4.15) так, щоб iγ1(p), iγ2(p) знаходилися
у верхнiй, а −iγ1(p), −iγ2(p) у нижнiй половинах комплексної пло-
щини.

Врахувавши (4.12), результатi факторизацiї рiвняння (4.8) можна
переписати наступним чином:

h̃+(p, q1, q2)

Q+(p, q1)
−

h̃−(p, q1, q2)

Q−(p, q1)
= −4π

A

T

L(q2) δ(q1 + q2)

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)
. (4.17)

Представимо в рiвностi (4.8) δ-функцiю Дiрака у виглядi рiзницi
одностороннiх δ-функцiй

δ(q1 + q2) = δ+(q1 + q2) − δ−(q1 + q2), (4.18)
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аналiтичних, вiдповiдно, у верхнiй та нижнiй пiвплощинах компле-
ксної площини. Оскiльки iндекс задачi (4.8) рiвний нулю [8], то для
фур’є-образiв одностороннiх парних кореляцiйних функцiй отрима-
ємо:

h̃+(p, q1, q2) = −4π
A

T

L(q2)Q+(p, q1)

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)
δ+(q1 + q2)

h̃−(p, q1, q2) = −4π
A

T

L(q2)Q−(p, q1)

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)
δ−(q1 + q2). (4.19)

Пiдставимо (4.9), (4.12) та (4.13) у (4.19), тодi для h̃±(p, q1, q2)
отримаємо:

h̃+(p, q1, q2) =

−4π
1

T

A1(q
2
2 + α2

2)(p) − A2(q
2
2 + α2

1(p))

(q2 − iα1(p))(q2 − iα2(p))(q2 + iγ1(p))(q2 + iγ2(p))

(q1 + iα1(p))(q1 + iα2(p))

(q1 + iγ1(p))(q1 + iγ2(p))
δ+(q1 + q2), (4.20)

h̃−(p, q1, q2) =

−4π
1

T

A1(q
2
2 + α2

2) − A2(q
2
2 + α2

1)

(q2 − iα1(p))(q2 − iα2(p))(q2 + iγ1(p))(q2 + iγ2(p))

(q1 − iγ1(p))(q1 − iγ2(p))

(q1 − iα1(p))(q1 − iα2(p))
δ−(q1 + q2), (4.21)

Здiйснивши обернене перетворення Фур’є

h(s12, z1, z2) =

∫

d~p

(2π)2
e−i~p~s12

∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq1z1

∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq2z2

{

h̃+(p, q1, q2) − h̃−(p, q1, q2)
}

, (4.22)

знайдемо оригiнали одностороннiх парних кореляцiйних функцiй.
Дослiджувана система знаходиться у верхнiй частинi, тому розгляне-
мо оригiнал h(s12, z1, z2), коли обидвi частинки знаходяться у верхнiй
частинi простору, тобто z1 > 0, z2 > 0. Представимо одностороннi
δ-функцiї у виглядi:

δ+(q1 + q2) = lim
ε→0

i

q1 + q2 + iε
,

δ−(q1 + q2) = lim
ε→0

i

q1 + q2 − iε
(4.23)
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i розрахуємо iнтеграл за змiнною q1. Тодi для z1 > 0, замикаючи
контур iнтегрування у нижнiй половинi комплексної площини, зна-
ходимо

lim
ε→0

∞
∫

−∞

dq1

2π

(q1 + iα1(p))(q1 + iα2(p))

(q1 + iγ1(p))(q1 + iγ2(p))

i

q1 + q2 + iε
e−iq1z1 =

(q2 − iα1(p))(q2 − iα2(p))

(q2 − iγ1(p))(q2 − iγ2(p))
eiq2z1 −

i
(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

((γ1(p) − γ2(p))(q2 − iγ1(p))
e−γ1(p)z1 +

i
(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ1(p) − γ2(p))(q2 − iγ2(p))
e−γ2(p)z1 . (4.24)

Виконаємо тепер iнтегрування за змiнною q2. Розглянемо випадок,
коли друга частинка знаходиться у верхнiй частинi простору z2 > 0.
Тодi врахувавши (4.12), маємо

∞
∫

−∞

dq2

2π

[

A1(q
2
2 + α2

2(p)) − A2(q
2
2 + α2

1(p))
]

e−iq2z2

(q2 − iα1(p))(q2 − iα2(p))(q2 + iγ1(p))(q2 + iγ2(p))

{

(q2 − iα1(p))(q2 − iα2(p))

(q2 − iγ1(p))(q2 − iγ2(p))
eiq2z1−

i
(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ1(p) − γ2(p))(q2 − iγ1(p))
e−γ1(p)z1+

i
(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ1(p) − γ2(p))(q2 − iγ2(p))
e−γ2(p)z1

}

=

−
A1(γ

2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

2γ1(p)(γ2
2 − γ2

1)
e−γ1(p)|z1−z2| +

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

2γ2(p)(γ2
2 − γ2

1)
e−γ2(p)|z1−z2| + (4.25)

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

2γ1(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))
e−γ1(p)(z1+z2) −

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
e−γ1(p)z1−γ2(p)z2 −
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A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))
e−γ2(p)z1−γ1(p)z2 +

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

2γ2(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
e−γ2(p)(z1+z2)

Здiйснивши обернене перетворення Фур’є за плоским вектором ~p,
отримаємо вираз для парної кореляцiйної функцiї у випадку, коли
частинки 1 i 2 перебувають у верхнiй частинi простору z1 > 0, z2 > 0.

h+(s12, z1, z2) =
1

T

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

(γ2
2 − γ2

1)

e−γ1R12

R12
−

1

T

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

(γ2
2 − γ2

1)

e−γ2R12

R12
−

1

T

∞
∫

0

p J0(ps12) dp

{

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

2γ1(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))
e−γ1(p)(z1+z2)−

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
e−γ1(p)z1−γ2(p)z2−

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))
e−γ2(p)z1−γ1(p)z2

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

2γ2(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
e−γ2(p)(z1+z2)

}

(4.26)

де

J0(ps12) =
1

π

π
∫

0

dϕ ei ps12 cos ϕ . (4.27)
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- функцiя Бесселя першого роду.
Першi два доданки тут вiдповiдають просторово однорiднiй ча-

стинi парної кореляцiйної функцiї, а iншi - вклад у парну кореляцiй-
ну колективних ефектiв зумовлених просторовою обмеженiстю си-
стеми. Як частковий випадок рiвностi (4.27) можна отримати резуль-
тат працi [7] для парної кореляцiйної функцiї, коли обидвi частинки
розташованi у верхнiй частинi простору. Для цього слiд покласти
A1 = 0, α = α1 = α2, тодi iз (4.10), (4.12) та (4.15)

γ2(p) = α(p), γ2 = α. (4.28)

Подiбним чином розраховуємо парну кореляцiйну функцiю для
iнших дiлянок простору. В данiй роботi ми обмежимося розглядом
парної кореляцiйної функцiї, коли обидвi частинки знаходяться у
верхнiй частинi простору.

5. Профiль густини

Для профiлю густини числа частинок з рiвностi (4.3), врахувавши
iнтегровування доданкiв з вихiдним потенцiалом, отримуємо

ρ(z1) = ρ e−
1

T
w(z1)

{

1 +
κ2

1

2α2
1

e−α1 z1 −
κ2

2

2α2
2

e−α2 z1 +
1

2
g(z1)

}

, (5.1)

У наближеннi хаотичних фаз вклад колективних ефектiв у про-
фiль густини визначається доданком 1

2g(z1). З рiвностi (3.12), враху-
вавши вигляд фур’є-образу парної кореляцiйної функцiї (4.19), отри-
муємо:

g(z1) = −
1

T

∞
∫

0

p dp

{

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

2γ1(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))
e−2γ1(p)z1−

[

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ1(p) − α1(p))(γ1(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
−

A1(γ
2
1 − α2

2) − A2(γ
2
1 − α2

1)

(γ2(p) + γ1(p))(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ1(p) + α1(p))(γ1(p) + α2(p))

]

e−[γ1(p)+γ2(p)]z1



14 Препринт

A1(γ
2
2 − α2

2) − A2(γ
2
2 − α2

1)

2γ2(p)(γ2(p) − γ1(p))2

(γ2(p) − α1(p))(γ2(p) − α2(p))

(γ2(p) + α1(p))(γ2(p) + α2(p))
e−2γ2(p)z1

}

(5.2)

Присутнiсть у потенцiалi мiжчастинкової взаємодiї двох складо-
вих з рiзним степенем загасання значно ускладнює вигляд профiлю
густини. В ньому неможливо вiдокремити вклади складових взаємо-
дiї. Внесок колективних ефектiв у профiль густини числа частинок,
подiбно, як i у парну кореляцiйну функцiю, є результатом рiвно-
правної участi як притягання, так i вiдштовхування у формуваннi
ефективної мiжчастинковiй взаємодiї.

6. Рiвняння стану

Вiльна енергiя просторово обмеженої системи може бути записана у
виглядi суми об’ємної F b та поверхневої F s складових:

F = F b + F s. (6.1)

Взаємодiя частинок системи з поверхнею враховано у поверхневiй
складовiй вiльної енергiї, повний диференцiал якої рiвний:

dF s = −σsdS. (6.2)

де: σs – коефiцiєнт поверхневого натягу, а dS прирiст площi поверхнi
системи.

Об’ємна частина вiльної енергiї представляє собою вiльну енер-
гiю системи без врахування поверхневих ефектiв. В вона визначалася
шляхом введення у розгляд параметра включення взаємодiї. Скла-
дна залежнiсть вiльної енергiї вiд коефiцiєнтiв iнтенсивностi взаємо-
дiї для системи з вiдштовхувальною i притягувальною складовими
потенцiалу унеможливлює застосування цього методу. Однак, при
вiдсутностi зовнiшнього поля об’ємну частину вiльної енергiї можна
розрахувати безпосередньо з рiвностi (3.9). Вiднесемо вклад вiд обме-
женостi системи до поверхневої вiльної енергiї. Тодi, врахувавши ви-
гляд кумулянтiв, для вiльної енергiї отримаємо

1

T
F RPA

N =
1

T
F id

N − (6.3)

1

2
N

∑

~k

ν̃(k) +
1

2

∑

~k

ln(1 + Nν̃(k)) +
1

2
N2ν̃(0) ,
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Розрахуємо −1
2 N

∑

~k

ν̃(k) + 1
2

∑

~k

ln(1 + Nν̃(k)). Перейшовши вiд за-

сумовування до iнтегрування за змiнною k та iнтегруючи за части-
нами, матимемо

1

2

∑

~k

ln(1 + Nν̃(k)) −
1

2
N

∑

~k

ν̃(k) =

1

4π2
V

∞
∫

0

k2dk



ln(1 + Nν̃(k)) − N
∑

~k

ν̃(k)



 =

1

12π2
N2V

∞
∫

0

k3dk
ν̃(k)

1 + Nν̃(k)

d ˜ν(k)

dk
. (6.4)

З рiвностей (4.11) та (4.16) запишемо константи iнтенсивностi взає-
модiї через γ1 i γ2

A1 = −
T

4πρ

(

α1
2 − γ1

2
) (

α1
2 − γ2

2
)

α1
2 − α2

2
,

A2 = −
T

4πρ

(

α2
2 − γ1

2
) (

α2
2 − γ2

2
)

α1
2 − α2

2
. (6.5)

Пiдставивши їх у (6.4), пiсля iнтегрування отримаємо:

1

12π2
V N2

∞
∫

0

k3dk
ν̃(k)

1 + Nν̃(k)

d ν̃(k)

dk
=

1

12π
(γ1

3 + γ2
3) +

1

24π
(α1

3 + α2
3) −

1

8π

(

γ1
2 + γ2

2
)

(α1 + α2) +

1

8π

1

α1 + α2

(

γ1
2 + α1α2

) (

γ2
2 + α1α2

)

. (6.6)

Для доданку зв’язаного iз значенням фур’є-образу потенцiалу
взаємодiї у нулi з рiвностi (3.2) отримуємо

1

2
N2 ν̃(0) =

1

2
ρ V

κ1
2

α1
2
−

1

2
ρ V

κ2
2

α2
2

(6.7)

Тодi об’ємну частину вiльної енергiї запишемо у наступному виглядi:

F − F id

TV
= (6.8)
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1

2
ρ

(

κ1
2

α1
2
−

κ2
2

α2
2

)

−
1

12π
(γ1

3 + γ2
3) −

1

24π
(α1

3 + α2
3)

+
1

8π

(

γ1
2 + γ2

2
)

(α1 + α2) −
1

8π

(

γ1
2 + α1α2

) (

γ2
2 + α1α2

)

α1 + α2
.

При переходi до вiдштовхувального юкавiвського потенцiалу у
(6.8) слiд покласти A2 = 0 i в отриманому виразi для тиску спряму-
вати α2 до нуля. Згiдно (6.8) випливає, що γ2 = 0 та γ2

1 = κ2 + α2
1. У

цьому випадку вираз для вiльної енергiї вiдповiдає результату пра-
цi [7].

Тиск системи можна визначити шляхом безпосереднього дифе-
ренцiюванням об’ємної складової вiльної енергiї (6.8) за об’ємом си-
стеми при постiйнiй температурi та числу частинок

P = −
∂

∂V
FN

T ,N
= −

∂

∂V

[

F id
N + F ex

N

]

T ,N
. (6.9)

Це диференцiювання стосується вiдповiдно до рiвностей (4.11), (4.16)
γ1, γ2 та κ1, κ2. Оскiльки

[

∂ κ1

∂ V

]

N,T

= −
1

2V
κ1,

[

∂ κ2

∂ V

]

N,T

= −
1

2V
κ2,

[

∂ γ1

∂ V

]

N,T

= −
1

2V

κ1
2
(

γ1
2 − α2

2
)

− κ2
2
(

γ1
2 − α1

2
)

γ1 (γ1
2 − γ2

2)
,

[

∂ γ2

∂ V

]

N,T

=
1

2V

κ1
2
(

γ2
2 − α2

2
)

− κ2
2
(

γ2
2 − α1

2
)

γ2 (γ1
2 − γ2

2)
, (6.10)

та

1

T
P id = ρ , (6.11)

можна знайти вираз для тиску системи.
З iншої сторони тиск системи можна одержати, диференцiюючи

за об’ємом вирази (6.4), (6.7)

−
d

dV

1

12π2
N2V

∞
∫

0

k3dk
ν̃(k)

1 + Nν̃(k)

d ν̃(k)

dk
=

1

12π2
ρ2 V 3

∞
∫

0

k3dk

[

ν̃(k)

1 + Nν̃(k)

]2
d ν̃(k)

dk
. (6.12)
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В результатi iнтегрування в рiвностi (6.4) для тиску системи
отримаємо наступний вираз:

P

T
= ρ +

1

2
ρ

(

κ1
2

α1
2
−

κ2
2

α2
2

)

−

1

24π
(γ1

3 + γ2
3) −

1

12π
(α1

3 + α2
3) +

1

8π

(

α1
2 + α2

2
)

(γ1 + γ2)

−
1

8π

1

γ1 + γ2

(

α1
2 + γ1γ2

) (

α2
2 + γ1γ2

)

. (6.13)

Результати працi [7] для тиску можна отримати, коли в остан-
ньому виразi перейти до системи з однiєю складовою потенцiалу
взаємодiї мiж частинками α2 = 0 та A2 = 0. Рiвнiсть (6.13) добре
узгоджується з результатами для систем з кулонiвською взаємодiєю.

7. Контактна теорема

Для систем частинок у контактi з непроникним середовищем спра-
ведливi певнi точнi спiввiдношення, якi встановлюють зв’язок мiж
структурними властивостями системи у поверхневiй областi i її тер-
модинамiчними властивостями [5]. Зокрема, контактна теорема вста-
новлює зв’язок мiж значення густини числа частинок на поверхнi та
тиском системи.

ρa(z1 = 0) =
1

T
P. (7.1)

В [6] у наближеннi хаотичних фаз було показано справедливiсть цьо-
го спiввiдношення для просторово обмеженої системи заряджених
частинок. Контактна теорема була доведена також для просторово
обмеженої системи з юкавiвським потенцiалом взаємодiї мiж частин-
ками [7]. Покажемо, що у випадку розглядуваної взаємодiї мiж ча-
стинками (2.1), розрахований профiль густини вiдповiдає умовi кон-
тактної теореми. Для цього розрахуємо значення профiлю на конта-
ктi з твердою стiнкою. З рiвностей (5.2) i (6.5) для g(0) знаходимо

g(0) = −
1

T

∞
∫

0

p dp

{

α1(p) + α2(p) −
1

2
[γ1(p) + γ2(p)] −

1

2

[

α2
2(p) + γ1(p)γ2(p)

] [

α1
2(p) + γ1(p)γ2(p)

]

γ1(p)γ2(p) [γ1(p) + γ2(p)]

}

. (7.2)
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Тодi для контактного значення профiлю густини g(0) з (5.1) отри-
маємо:

ρ(0) = ρ

(

1 +
κ2

1

2α2
1

−
κ2

2

2α2
2

−

1

T

∞
∫

0

p dp

{

α1(p) + α2(p) −
1

2
[γ1(p) + γ2(p)] −

1

2

[

α2
2(p) + γ1(p)γ2(p)

] [

α1
2(p) + γ1(p)γ2(p)

]

γ1(p)γ2(p) [γ1(p) + γ2(p)]

})

. (7.3)

Порiвнюючи вираз для тиску (6.13) та значення профiлю густи-
ни на стiнцi (7.3), можна побачити, що першi три доданки у обох
виразах спiвпадають. Тому для доведення контактної теореми необ-
хiдно показати, що величина g(0) рiвна вкладу у тиск колективних
ефектiв. При розрахунку iнтегралу у (7.2) виникають суттєвi тру-
днощi зумовленi присутнiстю значної кiлькостi радикалiв у виразi
пiд iнтегралом.

Довести контактну теорему можна iншим шляхом. Для цього у
вихiдному спiввiдношеннi (6.12) для розрахунку тиску у наближен-
нi хаотичних фаз перейдемо до цилiндричної системи координат i
виконаємо у цьому виразi iнтегрування за аксiальною компонентою
вектора фурє-перетворення.

P

T
=

ρ2 V 3

4π2

∞
∫

0

pdp

∞
∫

−∞

qdq

[

ν̃(
√

p2 + q2)

1 + Nν̃(
√

p2 + q2)

]2
d ν̃(

√

p2 + q2)

dq

= −
1

T

∞
∫

0

p dp

{

α1(p) + α2(p) −
1

2
[γ1(p) + γ2(p)] −

1

2

[

α2
2(p) + γ1(p)γ2(p)

] [

α1
2(p) + γ1(p)γ2(p)

]

γ1(p)γ2(p) [γ1(p) + γ2(p)]

}

. (7.4)

Що повнiстю спiвпадає iз значенням g(0). Таким чином показано,
що розрахованi у наближеннi хаотичних фаз профiль густини числа
частинок i тиск системи вiдповiдають умовi контактної теореми.
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8. Адсорбцiя

При дослiдженнi поверхневих властивостей системи важливим є роз-
рахунок коефiцiєнт адсорбцiї

Γ =

∞
∫

0

dz [ρ(z) − ρ] , (8.1)

який з врахуванням рiвностi (5.1) можна записати у виглядi

Γ = ρ
κ2

1

2α3
1

− ρ
κ2

2

2α3
2

+
1

2
ρ

∞
∫

0

g(z1) dz1. (8.2)

Розрахуємо останнiй доданок у виразi для коефiцiєнта адсорбцiї (5.1)

∞
∫

0

g(z1) dz1 =

∞
∫

0

p dp

{

−
1

2
+

α1(p) + α2(p)

γ1(p) + γ2(p)
−

1

2

α2
1(p)α2

2(p)

γ2
2(p)γ2

1(p)
+

α1(p)α2(p) [α1(p) + α2(p)]

γ1(p)γ2(p) [γ1(p) + γ2(p)]
−

[

γ1(p)γ2(p) + α2
1(p)

] [

γ1(p)γ2(p) + α2
2(p)

]

γ1(p)γ2(p) [γ1(p) + γ2(p)]
2

}

. (8.3)

Слiд зазначити, що iнтеграл у рiвностi (8.3) iснує, оскiльки немає
особливостей i на безмежностi спадає, як 1

p3 . Розрахувавши iнтеграл

у явному виглядi, для коефiцiєнта адсорбцiї отримаємо:

Γ = ρ
κ2

1

2α3
1

− ρ
κ2

2

2α2
3

+

1

8
(γ1 + γ2)

2
+

1

8
α1

2 +
1

8
α2

2 −
1

4
(γ1 + γ2) (α1 + α2) −

1

4

(

γ2γ1 + α2
2
) (

γ2γ1 + α1
2
)

(γ1 + γ2)
2 +

1

4

(α1 + α2) (γ2γ1 + α2α1)

γ1 + γ2
+

−
1

4

(

γ1
2 + γ2

2 − α1
2 − α2

2
)

ln [2 (γ1 + γ2)] +

1

4

(

γ1
2 − α1

2
) (

γ1
2 − α2

2
)

γ1
2 − γ2

2
ln

[

1

γ1
(γ1 + α1) (γ1 + α2)

]

−

1

4

(

γ2
2 − α1

2
) (

γ2
2 − α2

2
)

γ1
2 − γ2

2
ln

[

1

γ2
(γ2 + α1) (γ2 + α2)

]

. (8.4)
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9. Висновки

Розглянута нами просторово неоднорiдна система точкових части-
нок iз двома потенцiалами взаємодiї Юкави аналогiчно як i з одним
потенцiалом Юкави [7] дозволила виявити вiдмiнностi у структур-
них i термодинамiчних властивостях мiж системами заряджених i
нейтральних частинок. Цi вiдмiнностi мають мiсце i в просторово
однорiдних системах, зокрема у наявностi у виразi для вiльної енер-
гiї вкладу потенцiалу взаємодiї мiж частинками. В системах заря-
джених частинок такий доданок вiдсутнiй внаслiдок умови загаль-
ної електричної нейтральностi [1]. Цей доданок у випадку просторово
неоднорiдних систем приводить до появи у профiлях густини окрiм
просторової залежностi, зв’язаної з ефективною взаємодiєю, зале-
жностi, зумовленої обмеженiстю дiї вихiдного потенцiалу. В парнiй
кореляцiйнiй кореляцiйнiй функцiї нейтральних частинок не виникає
додаткових функцiональних залежностей вiд координат в порiвняннi
з просторово неоднорiдними системами заряджених частинок. Отри-
маний шляхом функцiонального диференцiювання вiльної енергiї за
зовнiшнiм полем вираз для профiлю густини системи мiстить до-
данки вiд вихiдного потенцiалу та парної кореляцiйної функцiї. При
цьому знайдений профiль густини частинок вiдповiдає умовi конта-
ктної теореми. Аналiз отриманого для коефiцiєнта адсорбцiї вира-
зу показує, що у випадку притягальної взаємодiї з ростом густини
вiдбувається змiна знаку взаємодiї. Для достатньо густих систем ад-
сорбцiя залишається вiд’ємною незалежно вiд взаємодiї.
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