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Класи подiбних матриць Адамара та їх властивостi

М.В.Шовгенюк, Л.А.Дiдух

Анотацiя. Проведено класифiкацiю множини всiх матриць Адама-
ра розмiрнiстю 4х4 за ознакою подiбностi. Дослiджено властивостi
4-ох типiв матриць Адамара - канонiчного, «свiтлого», матриць 50/50
та напiвканонiчного. Сформульовано необхiдну та достатню умови
подiбностi матриць Адамара вiдносно матриць перестановок. Вста-
новлено, що iснує 384 матрицi Адамара 3-ох типiв - канонiчного,
«свiтлого» та матриць 50/50, якi належать до 6 рiзних класiв по-
дiбностi. Кожен клас подiбних матриць Адамара характеризується
спектром власних значень. Визначено число матриць Адамара 3-ох
типiв. Виявленi матрицi Адамара напiвканонiчного типу, множина
яких нараховує також 384 базовi матрицi, якi подiляються на 4 кла-
си подiбностi. Встановлена загальна кiлькiсть - 768 базових матриць
Адамара розмiрнiстю 4х4, якi подiляються на 10 класiв подiбностi.

The classes of similar Hadamard matrices and their properties

M.V.Shovgenyuk, L.A.Didukh

Abstract. The classification for the set of all Hadamard matrices with
dimension 4x4 is performed on the basis of similarity. The properties of
four Hadamard matrix types, namely, canonical, light, 50/50 and sem-
icanonical ones are investigated. The necessary and sufficient condition
for Hadamard matrices similarity according to the permutation matri-
xes is formulated. It is established the existence of 384 such matrixes
belonging to 6 different classes. The every similar Hadamard matrices
class is characterized by the eigenvalues spectrum. It is defined the three
types of matrixes belonging to the every similarity class. Half-canonical
Hadamard matrices the set of which as well consists of 384 basis matrixes
classified into 4 similarity classes, are found. It is established the general
number of basis Hadamard matrices, namely 768, which are classified
into 10 similarity classes.
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1. Вступ

З появою цифрової обчислювальної технiки у свiтi не послаблює-
ться iнтерес до проблеми дослiдження унiкальних властивостей ор-
тогональних матриць Адамара, їх систематизацiя та пошук нових
областей практичного використання [1]. На основi матриць Адамара
побудоване дискретне ортогональне перетворення Уолша-Адамара
[2, 3], яке широко використовується для цифрової обробки зобра-
жень, дискретного спектрального аналiзу сигналiв та зображень,
криптографiї та кодування зображень [4]. Вiдомi працi [5, 6] по ви-
користанню матриць Адамара для комбiнаторного аналiзу та ство-
рення рiзноманiтних кодiв перетворення i передачi iнформацiї.

Авторами [7–10] запропонований метод кодування графiчних зо-
бражень впорядкованими неперiодичними бiнарними структурами,
побудованих на основi одного типу матриць Адамара. Зокрема вста-
новлено [10, 11], що кодуючi структури можна класифiкувати за їх
частотною характеристикою.

Метою даної роботи є класифiкацiя за ознакою подiбностi мно-
жини всiх ортогональних матриць Адамара розмiрнiстю 4 × 4, що
дозволяє виявити бiльш загальнi властивостi таких матриць для по-
шуку нових ефективних методiв кодування графiчних зображень.

2. Матрицi Адамара та їх властивостi

Матриця Адамара розмiрнiстю 4× 4 визначається за правилом кро-
некерiвського добутку

H4 =
1√
2

[

H2 H2

H2 −H2

]

=
1

2













1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1













, (2.1)

де H2 - мiнiмальна матриця Адамара розмiрнiстю 2× 2 [2, 3, 12]:

H2 =
1√
2

[

1 1

1 −1

]

. (2.2)

Правило (2.1) можна використати на випадок побудови матриць
Адамара вищих розмiрностей. Якщо заданi двi матрицi Адамара роз-
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мiрнiстю 4× 4

HA =
1

2













a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44













, HB =
1

2













b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

b41 b42 b43 b44













,

(2.3)
коефiцiєнти aij , bij яких приймають значення +1,−1, то матриця
Адамара розмiрнiстю 16× 16 визначається за правилом кронекерiв-
ського добутку:

HA ⊗HB =
1

2













a11HB a12HB a13HB a14HB

a21HB a22HB a23HB a24HB

a31HB a32HB a33HB a34HB

a41HB a42HB a43HB a44HB













. (2.4)

Формула (2.4) бiльш загальна, нiж (2.1), оскiльки матриць Ада-
мара розмiрностi 4× 4 значно бiльше.

Надалi будемо розглядати загальний випадок квадратних ма-
триць Адамара H = [hij ] розмiрнiстю 4× 4, де елементи матрицi hij

рiвнi 1,−1. Якщо розглядати елементи i-того рядка матрицi (2.1) як
координати базового вектора ei (hi1, hi2, hi3, hi4), то iз рiвняння (2.6)
випливає, що скалярний добуток

(ei, ej) =

4
∑

n=1

hinhjn = 0 (2.5)

є умовою ортогональностi i-го i j-го рядкiв матрицi H = [hij ]. Тодi
система 6 рiвнянь (2.5) буде складати умову ортогональностi всiх
рядкiв матрицi Адамара. Аналогiчно (2.5) можна записати умову
ортогональностi всiх векторiв-стовпцiв матрицi Адамара.

Для довiльної матрицi Адамара HN добуток

HN ·HT
N = HN ·H−1

N = I, (2.6)

де I - одинична матриця. Таким чином, матрицi Адамара HN вiдно-
сяться до класу ортогональних матриць [13, 14]: транспонована ма-
триця Адамара HT

N є i оберненою матрицею Адамара H−1

N .
Зауважимо, що при множеннi всiх рядкiв/стовпцiв матриць (2.1-

2.3) на -1 отримуємо iнверсну матрицю Адамара −H .
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Матрицi Адамара H характеризуються фундаментальною вла-
стивiстю [1–3]: при довiльних перестановках рядкiв чи стовпцiв ма-
трицi Адамара новоутворенi матрицi Адамара залишаються ортого-
нальними. Також властивiсть ортогональностi матриць Адамара не
змiнюється при множеннi на -1 всiх елементiв hij i-того рядка чи
j-того стовпця матрицi (2.1).

Для аналiтичного опису процесу перестановок рядкiв/стовпцiв
введемо, як приклад, матрицю перестановок

P =













0 k12 0 0

0 0 0 k24

0 0 k33 0

k41 0 0 0













(2.7)

з 4-ма коефiцiєнтами kij 6= 0, якi знаходяться на перетинi i-того
рядка та j-того стовпця. Кожен коефiцiєнт може характеризуватися
двома значеннями: 1,−1. Тодi в залежностi вiд величини коефiцiєн-
тiв kij матриця (2.7) має 16 рiзних варiантiв. Всього нараховується
24 рiзних матриць перестановок (2.7).

Матрицi перестановок (2.7) вiдносяться до класу ортогональних
матриць. Як i для матриць Адамара, для довiльної матрицi пере-
становок виконується рiвнiсть (2.6), де одинична матриця I описує
тотожну перестановку рядкiв/стовпцiв.

2.1. Типи матриць Адамара

Серед множини матриць Адамара розмiрностi 4× 4 можна видiлити
чотири групи. Критерiєм подiлу матриць Адамара на рiзнi типи є
спiввiдношення елементiв «+1/− 1».

До першої з них належать матрицi Адамара канонiчного типу,
в яких всi елементи одного рядка i одного стовпця рiвнi +1. Тодi
всi iншi три рядки/стовпцi будуть мати рiвну кiлькiсть елементiв
+1 i −1. В загальному випадку матрицi Адамара канонiчного типу
характеризуються спiввiдношенням «10/6».

Типовим прикладом цiєї групи є симетрична канонiчна матриця
Адамара

HC =
1

2













1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1













, (2.8)
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впорядкована за числом змiни знаку в рядках/стовпцях [2, 15].
До другої групи можна вiднести матрицi Адамара з однаковою

кiлькiстю елементiв рiвних +1 i −1, якi будемо називати «матри-

цi 50/50». Характерним для цiєї групи матриць Адамара є те, що
два рядки i два стовпцi характеризуються спiввiдношенням «3/1» i,
вiдповiдно, наступна пара рядкiв/стовпцiв буде характеризуватися
спiввiдношенням «1/3».

Прикладом таких матриць є S-подiбна матриця Адамара [7]

HS =
1

2













1 −1 −1 −1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

−1 −1 −1 1













. (2.9)

Група матриць Адамара 50/50 особлива тим, що iнверснi матрицi
зберiгають те саме спiввiдношення «8/8». Ця обставина має принци-
пово важливе значення для кодування графiчних зображень [7–11].

До третьої групи належать матрицi Адамара з мiнiмальною кiль-
кiстю елементiв, рiвних −1, якi будемо називати «свiтлими». Ця
група характеризується спiввiдношенням «12/4».

Прикладом є, як аналог матрицi I, дiагональна матриця Адамара

HL =
1

2













−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1













. (2.10)

Зауважимо, що матриця Адамара (2.2), як i всi подiбнi їй матрицi
розмiрностi 2 × 2, вiдносяться до одного канонiчного типу матриць
Адамара. Як видно, множина матриць Адамара розмiрнiстю 4 × 4
вже включає три рiзнi типи.

Покажемо, що iснує четвертий тип матриць Адамара розмiрнiстю
4× 4, який, як показує аналiз наукових публiкацiй, є маловiдомий.

Утворимо добутки матриць Адамара рiзних типiв. Добуток ма-
триць (2.8) i (2.10)

HC ·HL =
1

2













1 1 1 1

−1 −1 1 1

−1 1 1 −1

−1 1 −1 1













= HD (2.11)
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дає нову матрицю Адамара HD, яка не належить до описаних ви-
ще трьох типiв. За ознакою структури рядкiв ця матриця вiдповiдає
канонiчному типу матриць Адамара. Проте за ознаками структури
стовпцiв вона не належить нi до матриць типу 50/50, нi до «свi-
тлих» матриць. Перший стовпець характеризується спiввiдношен-
ням «3/1», а наступнi три стовпцi - спiввiдношеннями «1/3». Групу
матриць з такою структурою рядкiв/стовпцiв будемо називати ма-
трицями Адамара «напiвканонiчного» типу. Як буде показано далi,
напiвканонiчний тип нараховує велику кiлькiсть матриць Адамара.

Слiд вiдмiтити, що при множеннi двох довiльних канонiчних ма-
триць, для прикладу матриць (2.1) i (2.8)

H4 ·HC =













1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0













= P1 (2.12)

отримуємо матрицю перестановок P1, яка не належить до множини
матриць Адамара. Ця властивiсть добуткiв матриць Адамара поши-
рюється на матрицi типу 50/50 та «свiтлих» матриць, включаючи
добутки матриць цих двох типiв:

HS ·HL =













−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1













= P2. (2.13)

3. Необхiдна i достатня умови подiбностi матриць

З теорiї матриць вiдомо [14, 15], що матриця H2 подiбна до матрицi
H1 тодi, коли iснує невироджена матриця перестановок (2.7) така,
що виконується умова перетворення подiбностi (необхiдна умова)

H2 = P ·H1 · P−1. (3.1)

Тут матриця виконує функцiю трансформуючої матрицi. Тодi ми
можемо дослiджувати класи подiбних матриць Адамара вiдносно
всеможливих перестановок рядкiв/стовпцiв однiєї матрицi Адамара.
Вiдношення «H2 подiбна H1» будемо скорочено записувати H2 ∼ H1.
Перетворення подiбностi (3.1) характеризується трьома цiнними вла-
стивостями [14].
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Матриця Адамара H завжди подiбна сама до себе, тобто H ∼ H ,
коли P ≡ I.

Якщо H2 ∼ H1, то виконується симетричне перетворення подi-
бностi H1 ∼ H2, тобто обернене перетворення подiбностi

H1 = P−1 ·H2 · P. (3.2)

Якщо H1 ∼ H2 i H2 ∼ H3, то автоматично випливає, що H1 ∼ H3.
Ця властивiсть виводиться аналiтично

H1 = P1·H2·P−1

1
, H2 = P2·H3·P−1

2
→ H1 = (P1 · P2)·H3·(P1 · P2)

−1
.

(3.3)
Побудуємо для довiльної матрицi Адамара H характеристичну

матрицю H − λI. Знайдемо визначник цiєї матрицi:

∆(λ) = det (H − λI) = λ4 − a3λ
3 + a2λ

2 − a1λ± 1, (3.4)

який дає характеристичний многочлен 4-ої степенi, коефiцiєнти ai
якого однозначно визначаються елементами hij матрицi Адамара.
Розв’язок характеристичного рiвняння ∆(λ) = 0 дає спектр власних
значень λ1, λ2, λ3, λ4 матрицi Адамара.

Звiдси отримуємо критерiй подiбностi [3, 12, 15]: для того, щоб
двi матрицi Адамара H1 i H2 були подiбними, необхiдно i достатньо,
щоб вони мали один i той самий характеристичний многочлен (3.4)
i, вiдповiдно, однаковий спектр власних значень: λ1, λ2, λ3, λ4.

4. Характеристичнi рiвняння рiзних класiв

матриць Адамара

Покажемо, що вся множина матриць Адамара розмiрнiстю 4 × 4
подiляється на 6 рiзних класiв. Належнiсть тiєї чи iншої матрицi
Адамара до кожного з цих класiв описується характерним спектром
власних значень.

Клас I. Для визначення групи матриць цього класу виберемо си-
метричну канонiчну матрицю Адамара (2.8). Характеристичне рiв-
няння матрицi має вигляд:

λ4 − 2λ2 + 1 = 0. (4.1)

Звiдси отримуємо, що клас I матриць Адамара описується наступним
спектром дiйсних власних значень:

λ1 = 1; λ2 = 1; λ3 = −1; λ4 = −1. (4.2)
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Зауважимо, що при множеннi власних значень (4.2) на -1 спектр
власних значень не змiнюється. Таким чином, iнверсна канонiчна
матриця Адамара −HC також описується спектром (4.2).

Тепер, використовуючи формулу (3.1), можна визначити число
матриць Адамара класу I, якi подiбнi до канонiчної матрицi (2.8).
Проведенi дослiдження показали, що iснує лише три вiдмiннi мiж
собою матрицi перестановок P , якi утворюють клас I подiбних ма-
триць Адамара зi спектром власних значень (4.2).

Для наглядностi на рис. 1 приведений клас I подiбних матриць
Адамара у виглядi дiаграм, де кольором позначенi елементи -1, а
елементам 1 вiдповiдають свiтлi комiрки. Як бачимо, до класу I вхо-
дять матрицi Адамара всiх трьох типiв. Серед них найбiльша кiль-
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Рис. 1. Дiаграми, що характеризують клас I подiбних симетричних
матриць Адамара.

кiсть канонiчних матриць - 12, в позначеннях яких фiгурує лiтера С;
6 матриць 50/50, в позначеннях яких фiгурує буква М; 6 «свiтлих»
матриць, позначених лiтерою L, серед яких 3 iнверснi свiтлi матрицi
Адамара. Загалом клас I включає 24 симетричнi матрицi Адамара
плюс 24 iнверснi симетричнi матрицi, кожна з яких характеризується
спектром власних значень (4.2).

Клас II. Цей клас побудований на базi симетричної «свiтлої» ма-
трицi Адамара (2.10), яка описується характеристичним рiвнянням

λ4 + 2λ3 − 2λ− 1 = 0. (4.3)
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Тодi клас II матриць Адамара має спектр власних значень

λ1 = 1; λ2 = −1; λ3 = −1; λ4 = −1. (4.4)

Використання умови подiбностi (3.1) для довiльно вибраної матри-
цi перестановок P дає лише 8 симетричних матриць Адамара, якi
приведенi на рис. 2.
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Рис. 2. Дiаграми, якi характеризують клас II подiбних симетричних
матриць Адамара.

Як видно, до класу II входить 4 iнверснi симетричнi матрицi Ада-
мара канонiчного типу i така ж кiлькiсть «свiтлих» матриць Адама-
ра, серед яких крiм базової матрицi H2 − L1, всi iнверснi матрицi
Адамара.

Якщо вибрати за базову iнверсну «свiтлу» матрицю Адамара
(2.10), то маємо характеристичне рiвняння

λ4 − 2λ3 + 2λ− 1 = 0, (4.5)

яке в порiвняннi з рiвнянням (4.3) для непарних степенiв змiнює знак
i, вiдповiдно, спектр власних значень рiвняння (4.5)

λ1 = −1; λ2 = 1; λ3 = 1; λ4 = 1. (4.6)

Таким спектром характеризуються ще 8 матриць Адамара класу II:
4 матрицi Адамара канонiчного типу (рис. 2) i кожна з L-матриць
iнверсна. Матрицi 50/50 в цьому класi вiдсутнi.

До класiв I i II входять всi симетричнi матрицi Адамара, якi ма-
ють дiйснi спектри власних значень (4.2), (4.4) i (4.6).

Клас III. Для визначення матриць Адамара цього класу вибе-
ремо за базову S-подiбну матрицю Адамара (2.9). Характеристичне
рiвняння цiєї матрицi має вигляд

λ4 − 1 = 0. (4.7)

Розв’язками цього рiвняння є два дiйсних та два комплексно-
спряжених власних значення:

λ1 = 1; λ2 = −1; λ3 = exp(iπ/2); λ4 = exp(−iπ/2). (4.8)
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Слiд зауважити, що при домножуваннi на -1 розв’язки (4.8) пе-
реходять самi в себе. Таким чином, iнверсна S-подiбна матриця Ада-
мара також буде мати характеристичне рiвняння (4.7).

На рис. 3 приводяться 8 подiбних матриць Адамара групи III,
якi генеруються дiагональною матрицею перестановок. Як видно, в
цю групу входять 4 матрицi Адамара канонiчного типу, причому 2 з
них iнверснi, i чотири матрицi 50/50. «Свiтлих» матриць в групi III
немає.

Рис. 3. Дiаграми, якi характеризують III клас подiбних матриць Ада-
мара.

Характерно, що всi подiбнi матрицi Адамара групи III утворюють
пари обернених матриць Адамара. Проведенi дослiдження показали,
що група III подiбних матриць Адамара генерується вiдповiдно до
формули (3.1) лише 3-ма рiзними матрицями перестановок P . То-
дi повна група III нараховує: 12 канонiчних матриць Адамара, 12
матриць 50/50, 24 iнверсних канонiчних i 50/50 матриць Адамара.

Клас IV. Для побудови цього класу виберемо базову матрицю

HIV =
1

2













1 1 1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 1 1 1













. (4.9)

Характеристичне рiвняння цiєї матрицi має вигляд:

λ4 − 2λ3 + 2λ2 − 2λ+ 1 = 0. (4.10)

Звiдси отримуємо спектр власних значень

λ1 = 1; λ2 = 1; λ3 = exp(iπ/2); λ4 = exp(−iπ/2). (4.11)

Як бачимо, на вiдмiну вiд попереднього класу III, тут дiйсне власне
значення кратне 2. На рис. 4 приведенi 8 подiбних матриць Адамара
класу IV, якi генеруються дiагональною матрицею перестановок.
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Рис. 4. Дiаграми, якi характеризують IV клас подiбних матриць Ада-
мара.

Як видно iз рис. 4, всi три типи матриць утворюють пари взаємно-
обернених матриць Адамара. Повний клас IV подiбних матриць Ада-
мара генерується 3-ма матрицями перестановок i нараховує 12 ма-
триць канонiчного типу, 6 «свiтлих» матриць i 6 матриць 50/50. Це
саме число подiбних iнверсних матриць Адамара класу IV має спектр
власних значень (4.11) з протилежним знаком.

Клас V. Iснує новий клас подiбних матриць Адамара на основi
базової асиметричної матрицi Адамара 50/50

HV =
1

2













1 −1 1 1

−1 −1 −1 1

−1 1 1 1

−1 −1 1 −1













(4.12)

з характеристичним рiвнянням

λ4 + 1 = 0 (4.13)

i спектром 2-х пар комплексно-спряжених власних значень

λ1 = exp(iπ/4); λ2 = exp(−iπ/4);

λ3 = − exp(iπ/4); λ4 = − exp(−iπ/4). (4.14)

Слiд зауважити, що цi власнi значення також переходять самi в се-
бе при домножуваннi їх на -1. Тобто iнверсна матриця (4.12) має
аналогiчний спектр власних значень (4.14).

На рис. 5 приведенi 8 подiбних матриць Адамара групи V, якi
генеруються дiагональною матрицею перестановок. Ця група також
складає половину матриць Адамара канонiчного типу i половину ма-
триць 50/50, якi попарно взаємно-оберненi.

На вiдмiну вiд класу III, новий клас IV подiбних асиметричних
матриць Адамара iз спектром власних значень (4.11) вдвiчi бiльший
i нараховує 24 канонiчних матрицi Адамара, 24 матрицi 50/50 i 48
iнверсних канонiчних i 50/50 матриць Адамара.
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Рис. 5. Дiаграми, якi характеризують V клас подiбних матриць Ада-
мара.

Клас VI. За базову матрицю цього класу виберемо матрицю
Адамара 50/50

HV I =
1

2













−1 1 1 1

−1 −1 −1 1

−1 1 −1 −1

1 1 −1 1













. (4.15)

Характеристичне рiвняння матрицi (4.12) має вигляд

λ4 + λ3 − λ− 1 = 0 (4.16)

i, вiдповiдно, спектр власних значень

λ1 = 1; λ2 = −1; λ3 = − exp(iπ/3); λ4 = − exp(−iπ/3). (4.17)

Очевидно, що iнверсна матриця (4.15) буде характеризуватися спе-
ктром (4.17) з протилежним знаком власних значень. Слiд вiдмiти-
ти, що спектр (4.14) характеризується двома новими комплексно-
спряженими власними значеннями, якi не зустрiчаються в попере-
днiх класах.

Особливiстю класу VI подiбних матриць Адамара є те, що вiн
генерується максимальною кiлькiстю рiзних матриць перестановок,
рiвною 8.

Клас VI подiбних матриць включає всi три типи матриць Адама-
ра i нараховує 32 матрицi канонiчного типу, 8 «свiтлих» матриць i
24 матрицi 50/50.

На рис. 6 приведенi подiбнi матрицi Адамара класу VI для двох
рiзних матриць перестановок. Така iлюстрацiя зумовлена тим, що
пари взаємно-обернених матриць Адамара утворюються при вико-
ристаннi рiзних матриць перестановок.
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Рис. 6. Дiаграми, якi характеризують VI клас подiбних матриць Ада-
мара.

Характерно, що подiбнi матрицi канонiчного типу є змiшаними i
нараховують 3/4 iнверсних матриць. Всi «свiтлi» матрицi є iнверсни-
ми. Якщо вибрати за базову iнверсну матрицю (4.15), то кiлькiсть
прямих i iнверсних подiбних матриць класу VI буде мiнятися мiсця-
ми.

Загалом множина симетричних подiбних матриць Адамара роз-
мiрнiстю 4× 4 складає 192 матрицi i 192 iнверснi матрицi.

5. Характеристичнi рiвняння рiзних класiв

матриць Адамара напiвканонiчного типу

Група матриць напiвканонiчного типу суттєво вiдрiзняється вiд iн-
ших типiв матриць Адамара. Дослiдимо характеристичнi рiвняння
цiєї групи матриць i проведемо їх класифiкацiю.

Клас D1. Для характеристики цього класу виберемо базову ма-
трицю

HD1 =
1

2













−1 1 1 1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1













. (5.1)

Ця матриця Адамара має характеристичне рiвняння

λ4 − λ3 − λ+ 1 = 0 (5.2)

зi спектром власних значень

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = exp(i2π/3), λ4 = exp(−i2π/3). (5.3)
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Таким чином, клас D1 подiбних матриць Адамара характеризу-
ється двома дiйсними кратними власними значеннями 1 i двома
комплексно-спряженими власними значеннями.

Цей клас нараховує 32 матрицi напiвканонiчного типу. Отже iснує
лише 4 рiзних матрицi перестановок, кожна з яких формує подiбнi
матрицi Адамара виключно напiвканонiчного типу.

Рис. 7. Дiаграми, якi характеризують клас D1 подiбних матриць
Адамара.

Як видно iз рис.7, одна матриця перестановок формує 8 подiбних
матриць Адамара класу D1, якi утворюють чотири групи взаємно-
обернених матриць. Важливо вiдмiтити, що клас D1 подiбних ма-
триць Адамара має також подiбну блокову структуру.

Клас D2. Для дослiдження властивостей цього класу виберемо
базову матрицю

HD2 =
1

2













−1 1 −1 −1

−1 1 1 1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1













. (5.4)

Ця матриця має iнше характеристичне рiвняння

λ4 − λ3 + λ− 1 = 0. (5.5)

Спектр власних значень

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = exp(iπ/3), λ4 = exp(−iπ/3) (5.6)

класу D2 подiбних матриць Адамара напiвканонiчного типу вже ха-
рактризується двома рiзними дiйсними власними значеннями i, вiд-
повiдно, iншими двома комплексно-спряженими власними значення-
ми.

Клас D2 подiбних матриць Адамара напiвканонiчного типу най-
бiльш чисельний i нараховує 96 матриць. Таким чином, кожна iз 12
матриць перестановок формує свiй ряд подiбних матриць Адамара
класу D2.
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Рис. 8. Дiаграми, якi характеризують клас D2 подiбних матриць
Адамара.

На рис. 8 приведений характерний ряд класу D2 подiбних ма-
триць для базової матрицi (5.3). В цьому випадку також кожна ма-
триця Адамара має обернену подiбну матрицю напiвканонiчного ти-
пу.

Клас D3. Характеристичне рiвняння матриць цього класу

λ4 − 2λ3 + 3λ2 − 2λ+ 1 = 0. (5.7)

Спектр власних значень

λ1 = exp(iπ/3), λ2 = exp(iπ/3),

λ3 = exp(−iπ/3), λ4 = exp(−iπ/3). (5.8)

Таким чином, клас D3 подiбних матриць Адамара характризує-
ться двома комплексно-спряженими i кратними власними значення-
ми.

Рис. 9. Дiаграми, якi характеризують клас D3 подiбних матриць
Адамара.

Цей клас нараховує 16 матриць, якi приведенi на рис. 9. Як видно, на
вiдмiну вiд попереднiх двох класiв, взаємно-оберненi подiбнi матрицi
Адамара класу D3 вiдносяться до рiзних матриць перестановок.
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Клас D4. Характеристичне рiвняння матриць цього класу

λ4 − λ2 + 1 = 0. (5.9)

Спектр власних значень

λ1 = exp(iπ/6), λ2 = exp(−iπ/6),

λ3 = − exp(iπ/6), λ4 = − exp(−iπ/6). (5.10)

Такi власнi значення ранiше не зустрiчалися нi в одному iз встанов-
лених класiв подiбних матриць Адамара.

Клас D4 подiбних матриць Адамара параховує 48 матриць напiв-
канонiчного типу.

Рис. 10. Дiаграми, якi характеризують клас D4 подiбних матриць
Адамара.

На рис. 10 приведенi характернi ряди подiбних матриць Адамара
класу D4 для двох матриць перестановок. Як видно, взаємно обер-
ненi подiбнi матрицi Адамара також вiдносяться до рiзних матриць
перестановок.

На основi отриманих результатiв дослiджень в табл. 1 представ-
лена повна класифiкацiя всiх матриць Адамара розмiрностi 4× 4.

6. Висновок

В результатi проведених дослiджень встановлено, що з використа-
нням критерiю подiбностi вiдносно всеможливих перестановок ряд-
кiв/стовпцiв матриць Адамара розмiрнiстю 4× 4 множина матриць
Адамара подiляється на 10 рiзних класiв. Сформульовано необхiдну
i достатню умови подiбностi матриць Адамара вiдносно матриць пе-
рестановок i показано, що кожен клас подiбних матриць Адамара ха-
рактеризується спектром власних значень. Дослiджено властивостi
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Табл. 1. Класифiкацiя матриць Адамара 4× 4

Класи Типи

канонiчний «свiтлий» 50× 50 напiв-
C L M канонiчний

D
Клас I 12 6 6 –
Клас II 4 4 – –
Клас III 12 – 12 –
Клас IV 12 6 6 –
Клас V 24 6 24 –
Клас VI 32 8 24
Клас D1 – – – 32
Клас D2 – – – 96
Клас D3 – – – 16
Клас D4 – – – 48

Всього: 96 24 72 192

чотирьох типiв матриць Адамара - канонiчного, «свiтлого», матриць
50/50 та напiвканонiчного.

Множина матриць Адамара трьох типiв - канонiчного, «свiтло-
го» i матриць 50/50 подiляється на 6 класiв подiбних матриць i для
кожного класу подiбностi визначений спектр власних значень.

Всi шiсть класiв подiбних матриць Адамара включають полови-
ну матриць канонiчного типу. Проте, в кожен клас входить рiзна
кiлькiсть матриць канонiчного типу: клас I - 12 матриць; клас II -
4 матрицi; клас III - 12 матриць; клас IV - 12 матриць; клас V - 24
матрицi; клас VI - 32 матриць. Таким чином, їх загальна кiлькiсть
- 96 матриць Адамара i 96 iнверсних матриць Адамара канонiчного
типу.

«Свiтлi» матрицi Адамара: клас I - 6 матриць; клас II - 4 матрицi;
клас IV - 6 матриць; клас VI - 8 матриць. Загальна кiлькiсть - 24
«свiтлi» i 24 iнверснi «свiтлi» матрицi Адамара.

Матрицi Адамара 50/50: клас I - 6 матриць; клас III - 12 матриць;
клас IV - 6 матриць; клас V - 24 матрицi; клас VI - 24 матрицi.
Загальна кiлькiсть - 72 матрицi i 72 iнверснi матрицi Адамара 50/50.

Виявленi новi матрицi Адамара напiвканонiчного типу, якi лише
по рядках, чи стовпцях характеризуються властивостями матриць
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Адамара канонiчного типу. Встановлено, що множина матриць Ада-
мара напiвканонiчного типу нараховує 384 базовi матрицi, що в сумi
складає загальну кiлькiсть матриць Адамара канонiчного типу, «свi-
тлих» та матриць 50/50. Показано, що за ознакою подiбностi матрицi
Адамара напiвканонiчного типу подiляються на 4 класи.

Таким чином встановлено, що iснує 768 базових ортогональних
матрицi Адамара, кожна з яких може практично використовуватися
для кодування графiчних зображень, що суттєво розширює потен-
цiйнi можливостi запропонованого авторами методу кодування.
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