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Термодинамiка та релаксацiйна динамiка простої моделi про-
тонного скла

С.I.Сороков, А.С.Вдович, Р.Р.Левицький

Анотацiя. В рамках наближення двочастинкового кластера для вiль-
ної енергiї i реплiчно-симетричного пiдходу вивчається проста мо-
дель протонного скла з рiзними типами конкуруючих взаємодiй. По-
казано, що для розрахунку термодинамiчних характеристик можна
використати гаусове наближення для функцiй розподiлу кластер-
них полiв. Для простiшої моделi з гаусовими кластерними полями
i слабкими далекосяжними взаємодiями (лiнiйне наближення) ви-
вчено вплив далекосяжних взаємодiй i випадкових внутрiшнiх полiв
на фазову дiаграму i її фiзичнi характеристики. В рамках глауберiв-
ського пiдходу отримано i дослiджено вираз для лiнiйної динамiчної
сприйнятливостi моделi.
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Abstract. Within two-particle cluster approximation for free energy and
replica symmetric approach the simple model of proton-glass with dif-
ferent types of competitive interactions is studied. It is shown, that for
calculation of thermodynamic characteristics we can use Gauss approxi-
mation for distribution function of cluster fields. For simpler model with
Gauss cluster fields and weak long-range interactions (linear approxi-
mation) we study the influence of long-range interactions and random
internal fields on phase diagram and its physical characteristics. With-
in Glauber approach expression for linear dynamic susceptibility of the
model is obtained and investigated.
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1. Вступ

Системи, якi описуються псевдоспiновими гамiльтонiанами з кон-
куруючими взаємодiями, вивчаються бiльше тридцяти рокiв [1–4].
Головнi особливостi таких систем можна описати на основi моделi
Едвардса-Андерсона (EA) [1], гамiльтонiан якої має вигляд:

H = −1

2

∑

i,j

kij
~Si

~Sj (1.1)

де ~Si – вектор класичного спiна, нормований на одиницю, kij – випад-
ковi параметри з симетричною гаусовою функцiєю розподiлу з дру-
гим моментом ∼ c (c–концентрацiя магнiтних домiшок). У випадку
гратки Браве iндекси i, j позначають вузли гратки. В [1] введено па-
раметр порядку спiнового скла q = 〈~Si(t0)~Si(t0 + t)〉, t → ∞. Пiзнiше
в переважнiй бiльшостi робiт пiд моделлю EA називають iзiнгiвську
модель iз випадковою взаємодiєю мiж найближчими сусiдами. Для
величини kij використовується гаусова функцiя розподiлу або роз-
подiл P (k) = (1 − c) · δ(k + 1) + c · δ(k − 1) (скорочене позначення
k = (−1, 1)), де c – концентрацiя феромагнiтних зв’язкiв.

В [2, 3] запропоновано спрощену модель (модель Шеррiнгтона-
Кiркпатрiка, SK), в якiй є лише взаємодiї Sz

i Sz
j , а для kij викори-

стовується гаусовий розподiл, де середнє значення 〈kij〉 i дисперсiя
(парний кумулянт)

〈

k2
ij

〉cum
не залежать вiд i, j. Дана модель вiдпо-

вiдає системi з далекосяжними взаємодiями. Для цiєї моделi методом
реплiк в рамках реплiчно-симетричного пiдходу отримано точний
розв’язок для намагнiченостi, параметра порядку спiнового скла q,
ентропiї i теплоємностi, а також побудовано фазову дiаграму. Проте,
обчислена в межах цього пiдходу ентропiя стає вiд’ємною при низь-
ких температурах. Авторами роботи [4] запропоновано розв’язок з
порушенням ергодичностi (на мовi методу реплiк – порушенням ре-
плiчної симетрiї) для SK моделi, який є стабiльний при низьких тем-
пературах. Пiзнiше правильнiсть розв’язку з порушенням реплiчної
симетрiї була пiдтверджена чисельними моделюваннями. Хоча для
моделi SK знайдено точний розв’язок, вона далека вiд реальних спо-
лук.

Для моделювання спiнового скла з короткосяжними взаємодiями
часто використовують модель, яка враховує тiльки взаємодiї Sz

i Sz
j ,

i тiльки мiж найближчими сусiдами. Таку iзiнгiвську модель зру-
чно вивчати на гратцi Бете, оскiльки в наближеннi двочастинкового
кластера для вiльної енергiї на таких гратках отримується точний
результат. Авторами роботи [5] для гратки Бете отримано iнтеграль-
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не рiвняння для функцiї розподiлу P (σ) середнього значення спiна
на вузлi. Розв’язавши чисельно це рiвняння, отримано температурну
залежнiсть першого σ̄ i другого σ̄2 моментiв при рiзних концентра-
цiях. Побудовано фазову дiаграму, на якiй зображено областi феро-
i антиферомагнiтної фаз (з умови σ̄ 6= 0 σ̄2 6= 0), знайдених з умови
σ̄ 6= 0, фази спiнового скла (з умови σ̄ = 0 σ̄2 6= 0) i парафази (з
умови σ̄ = 0 σ̄2 = 0).

В [6] запропоновано iнтегральне рiвняння для функцiї розподiлу
P (σ) поля, що дiє на даний вузол з боку найближчого вузла

P (σ) =

∫

dJP (J)

∫

δ(σ − f{J, σ1, ..., σz−1})
z−1
∏

i=1

(P (σi)dσi), (1.2)

де

f{J, σ1, ..., σz−1} = β−1 th−1

{

th(βJ) th

[

β

(

h +

z−1
∑

i=1

σi

)]}

,

β = 1/T , h – зовнiшнє поле а σi – ефективне кластерне поле, створе-
не i-м найближчим вузлом. Рiвняння (1.2) розв’язано чисельно для
J = ±1 i координацiйного числа z = 3. Отримано функцiю P (σ), яка
має 3 гострих максимуми в точках σ = 0,±1 та неперервну частину.
На основi такої функцiї розподiлу розраховано температурну зале-
жнiсть спонтанної намагнiченостi, магнiтної сприйнятливостi, вiль-
ної енергiї, а також фазову дiаграму. Для цiєї моделi функцiю розпо-
дiлу шукали аналiтично у виглядi трьох δ-функцiй в точках σ = 0,±1
та неперервної частини [7] при T = 0, с = 0.5, z = 3; а пiзнiше в
роботi [8] i для z=4, 5, 6. В роботi [9] асиметричнi розв’язки з непе-
рервною частиною отриманi при T=0 для z=3, h=0 i довiльного c i
мають вигляд

P (σ)=aδ(σ)+
1

2
[(b+∆)δ(σ+1)+(b−∆)δ(σ−1)]+

1

2

∞
∑

l=0

dlPl(σ). (1.3)

Тут a, b, ∆, dl - залежать вiд концентрацiї с (a 6= 0 тiльки для непар-
них z), Pl(σ) - полiноми Лежандра. Асиметричнi розв’язки вiдповiд-
ають неоднорiдному феромагнiтному стану. Необхiдно вiдзначити,
що для гратки Бете для чистої феромагнiтної фази функцiя P (σ)
мiстить тiльки одну δ(σ − ϕ(T )) функцiю, а в чистiй параелектри-
чнiй фазi ϕ(T ) = 0.

Значно пiзнiше Мезард i Парiзi [10] врахували перший крок по-
рушення реплiчної симетрiї (1RSB) для моделi Iзiнга з довiльним
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розподiлом випадкових взаємодiй на гратцi Бете. Було показано, що
попереднi результати [5, 8, 9] вiдповiдають реплiчно-симетричному
(RS) пiдходу. Недавно в [11] модель Iзiнга з гаусовим розподiлом кон-
стант взаємодiї на гратцi Бете вивчалася чисельно на основi алгори-
тму, запропонованого в [10]. Було показано, що рiзниця мiж вiльною
енергiєю в межах RS i 1RSB розв’язкiв є менша нiж 4% для z=4,
6. Подiбний висновок було зроблено ранiше для розподiлу k=(-1,1).
Слiд вiдзначити, що рiзниця мiж RS i 1RSB розв’язками зростає при
збiльшеннi z. Будемо вважати, що для опису систем з конкуруючими
короткосяжними i далекосяжними взаємодiями, в яких переважаю-
чу роль у формуваннi стану спiнового скла вiдiграють короткосяжнi
взаємодiї, можна використати реплiчно-симетричний пiдхiд.

Модель iз взаємодiєю лише мiж найближчими сусiдами також
не є адекватною для опису реального спiнового скла, а тим бiльше,
протонного скла, де важливими є далекосяжнi взаємодiї.

Характерною для спiнового i протонного скла є довгочасова ре-
лаксацiя рiзних фiзичних властивостей (старiння). Авторами робо-
ти [12] в наближеннi середнього поля на основi рiвняння Глаубера
теоретично отримано степеневе загасання функцiї 〈SiSi(t)〉 i роз-
раховано частотну залежнiсть магнiтної сприйнятливостi в моделi
SK. В роботi [13] для моделi EA з гаусовим розподiлом на основi
наближеного розв’язку рiвняння Глаубера аналiтично розраховано
функцiю q(t) = 〈Si(0)Si(t)〉 i залежну вiд часу магнiтну сприйнятли-
вiсть χ(t). Обидвi функцiї мають логарифмiчний закон загасання,
а час релаксацiї залежить вiд температури за законом Арренiуса.
Така поведiнка q(t) i χ(t) пiдтверджується проведеним в цiй роботi
моделюванням методом Монте-Карло.

В [14] методом Монте-Карло дослiджено залежнiсть вiд часу ко-
реляцiйної функцiї

C (t, tw) =
1

N

∑

i

〈σi (t + tw) , σi (tw)〉

де tw – час, пройдений пiсля охолодження до стану спiнового скла.
Обчислення проводились для моделi EA з J = ±1 для кубiчної гра-
тки (L=60). Встановлено, що кореляцiйна функцiя C(t, tw) для t > tw
спадає по степеневому закону

C (t, tw) = A (tw)

(

1 +
t

tw

)
−1/α (tw)

.

Для t < tw спостерiгається рiзна поведiнка на рiзних iнтервалах часу.
Спiн-спiнова кореляцiйна функцiя при низьких температурах також
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має довгочасовий степеневий характер загасання в моделi SK [15] i
моделi EA з гаусовим розподiлом констант взаємодiї [16]. При цьому
в [15] використовуються рiзнi наближення рiвняння Глаубера i метод
Монте-Карло, а в [16] – метод Монте-Карло.

В роботi [17] для випадкової ортогональної моделi (random or-
thogonal model), яка є модифiкацiєю моделi SK, на основi розрахун-
ку сприйнятливостi методом Монте-Карло для квадратної гратки
показано, що в областi склофази температурна залежнiсть пiка уяв-
ної частини сприйнятливостi може бути апроксимована декiлькома
спiввiдношеннями, зокрема спiввiдношенням Вогеля-Фулчера.

Описанi вище моделi придатнi для опису спiнового скла, проте во-
ни не можуть правильно описати поведiнку протонного скла, оскiль-
ки вони не враховують внутрiшнiх випадкових електричних полiв,
якi iснують в цих сполуках, реальної структури цих сполук, а також
тунелювання протонiв на водневих зв’язках.

В роботах [18, 19] в наближеннi середнього поля дослiджено мо-
дель Iзiнга в поперечному полi, яка враховує тунелювання протонiв.
В [18] константи взаємодiї Jij = ±J , i вiдмiннi вiд нуля лише мiж най-
ближчими сусiдами. В [19], як i в моделi Шеррiнгтона-Кiркпатрiка,
Jij далекосяжнi i флуктуюють з функцiєю розподiлу Гауса. На осно-
вi проведених в цих роботах розрахункiв встановлено, що в обох
випадках тунелювання понижує температуру фазового переходу з
парафази в склофазу Tg, в сегнетофазу Tc i в антисегнетофазу TN .

В роботах [20–22] дослiджується модель Iзiнга в поперечному полi
Ωi, в якiй також враховано внутрiшнє випадкове поздовжнє поле hi.
При цьому при розрахунках використовується гаусiвський розподiл
випадкової взаємодiї з безмежним радiусом дiї (

〈

J2
ij

〉

c
= x(1 − x) ·

const(i − j)) i хаотичного деформацiйного поля hi (〈hi〉 = 0,
〈

h2
i

〉

∼
x(1 − x))

H = −1

2

∑

i,j

JijS
z
i Sz

j −
∑

i

ΩiS
x
i −

∑

i

(E + hi)Sz
i , (1.4)

де E – зовнiшнє однорiдне поле. В роботi [20] в рамках реплiчно-
симетричного пiдходу отримана i дослiджена система рiвнянь для
невiдомих p, q, r

p = 〈Sz
α〉n ; q =

〈

Sz
αSz

β

〉

n
; r =

〈

(Sz
α)

2
〉

n
−→
Ω→0

1; n → 0,

де α, β – номери реплiк, та вирази для вiльної енергiї, сприйнятливо-
стi χ, лiнiї нестiйкостi для RS-наближення (лiнiя Алмейда-Таулеса).
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Було показано, що температура переходу в склофазу Tg iснує тiль-
ки при

〈

h2
i

〉

c
= 0 i вiдповiдає пiку на температурнiй залежностi

χ(T ). Внутрiшнє хаотичне поле (
〈

h2
i

〉

c
6= 0) приводить до iснуван-

ня стану протонного скла при довiльнiй високiй температурi вище
Tg (qEA > 0, qEA −→

T→∞
0) i згладжування пiку на температурнiй зале-

жностi χ(T ). Автори цiєї роботи розрахували (при Ωi = 0) функцiю
розподiлу локальних полiв P (h) = 〈δ(h − hi −

∑

j

JijSj)〉. Її форма

при високих температурах близька до гаусiвської, а з пониженням
температури або збiльшенням

〈

h2
i

〉

c
перетворюється на двопiкову

з мiнiмумом при h = 0. Така форма лiнiї P (h) якiсно узгоджує-
ться iз експериментально спостережуваною формою спектральних
лiнiй ЕПР [23] i ЯМР [24], якi також з пониженням температури
розщеплюються. Температурна залежнiсть параметра qEA, розрахо-
вана на основi моделi [20], добре узгоджується iз другим моментом
функцiї розподiлу спектральних лiнiй ЕПР [23] i ЯМР [24, 25]. В
роботах [26, 27] для моделi з гамiльтонiаном (1.4) при Ωi = 0 на
основi рiвняння Глаубера розраховано форму лiнiї ЕПР (однопiко-
ву при високих температурах i двопiкову при низьких), яка добре
узгоджується з експериментальною в широкому iнтервалi темпера-
тур (T = [10K, 150K]). Для цiєї моделi, як показано в [22], параметр
qEA → 1 при Ωi = 0, T → 0. При наявностi тунелювання (Ωi 6= 0)
qEA < 1 при всiх T , що означає неповне замороження.

В роботi [21] для моделi з гамiльтонiаном (1.4) в наближеннi ре-
плiчної симетрiї розраховано параметр порядку m i параметр qEA,
а також побудовано фазовi дiаграми при рiзних значеннях попере-
чного поля та дисперсiї випадкових полiв. Оскiльки при наявностi
випадкових полiв qEA > 0 при всiх T , то температуру переходу в
склофазу Tg в данiй роботi вводять, як температуру, нижче якої
реплiчно-симетричний розв’язок нестiйкий. Тобто має мiсце поруше-
ння реплiчної симетрiї, а система переходить в неергодичний стан.
Встановлено, що випадковi поля понижують температури Tg, Tc i
TN , а також розширюють область склофази. Показано, що мiж обла-
стю склофази i сегнетофази iснує фаза, в якiй m 6= 0 i реплiчно-
симетричний розв’язок нестiйкий, i яку автори називають областю
спiвiснування скло- i сегнетофази.

Якщо в (1.4) поля hi мають функцiю розподiлу у виглядi двох
гаусiан, то на лiнiї роздiлу сегнето- i парафази з’являються додатковi
трикритичнi точки, а фазовий перехiд iз сегнето- в парафазу стає
переходом першого роду [28].

В роботi [29] проведено динамiчне узагальнення статичного пiдхо-
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ду з роботи [20]. Розглядаються сполуки Rb1−x(ND4)xD2PO4,
Rb1−x(ND4)xD2AsO4, якi описуються гамiльтонiаном.

H = −1

2

∑

i,j

JijS
z
i Sz

j −
∑

i

(E + hi)Sz
i − g

∑

i,k

(

bk + b+
−k

)

Sx
i , (1.5)

Тут в iзiнгiвський гамiльтонiан введено взаємодiю псевдоспiнiв з тер-
мостатом фононiв, що в запропонованому в цiй роботi наближеннi
приводить до глауберiвської динамiки для функцiй розподiлу спiнiв.
Усереднення по конфiгурацiях дає дебаєвський вираз для дiелектри-
чної проникностi ε(ω) з неперенормованим за рахунок усереднення
затравочним часом релаксацiї. Тому для нього автори змушенi ви-
користовувати феноменологiчний вираз у виглядi закону Арренiу-
са. Побудованi температурнi залежностi пiку уявної ε′′(ω) частини
дiелектричної проникностi якiсно подiбнi до експериментальних да-
них. Однак, побудувана на основi даної моделi релаксацiйна теорiя
дейтерованих сумiшей [29] не описує коректно частотну залежнiсть
дiелектричної проникностi.

Описанi вище роботи, в основi яких лежить модель Iзiнга з попе-
речним полем та поздовжнiм випадковим полем мають той недолiк,
що вони не враховують реальної структури сполук типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4. Крiм того, в цих роботах взаємодiї далекося-
жнi (типу Шерiнгтона-Кiркпатрiка), тодi як в реальних сполуках
основну роль вiдiграють взаємодiї мiж найближчими сусiдами.

В роботах [30,31] була запропонована теорiя статичних властиво-
стей модельних протонних стекол з довiльним радiусом конкурую-
чих взаємодiй. В роботi [32] подiбний пiдхiд використано для опису
термодинамiчних i дiелектричних властивостей сполук з водневими
зв’язками K1−x(ND4)xD2PO4 i Rb1−x(NH4)xH2AsO4, в яких суттєву
роль при формуваннi енергетичних рiвнiв вiдiграє чотиричастинко-
вий кластер. Метою даної роботи є обчислення в межах реплiчної
симетрiї частотної залежної дiелектричної проникностi i фазових дi-
аграм iзiнгоподiбних систем з суттєвими конкуруючими короткося-
жними i слабкими далекосяжними взаємодiями в наближеннi двоча-
стинкового кластера. Ми вважаємо, що дана модельна задача i роз-
виненi на її основi методи мають велику наукову цiннiсть i можуть
бути використанi для дослiдження бiльш широкого класу матерiалiв
з конкуруючими взаємодiями.
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2. Функцiя розподiлу кластерних полiв у моделi

протонного скла

Гамiльтонiан простої моделi протонного скла має такий вигляд:

H = −
∑

i

hiSi −
1

2

∑

i,j

kijSiSj (2.1)

де Si = ±1, kij – випадкова константа взаємодiї мiж найближчими
вузлами гратки i i j з функцiєю розподiлу P (k) = (1 − c) · δ(k +
1) + c · δ(k − 1) (скорочене позначення k = (−1, 1)), а hi – випадкове
внутрiшнє поле. На основi гамiльтонiана (2.1) можна записати вiль-
ну енергiю F дослiджуваної моделi в наближеннi двочастинкового
кластера в такому виглядi:

−βF =
∑

i

F0(hi+
∑

ri

ϕiri
)+

1

2

∑

i,j

[Fcl(hi+
∑

ri 6=j

ϕiri
|hj +

∑

rj 6=i

ϕjrj
|kij)−

−F0(hi +
∑

ri

ϕiri
) − F0(hj +

∑

rj

ϕjrj
)], (2.2)

де ϕiri
– ефективне кластерне поле, що дiє на i-й вузол з боку ri-го

вузла. Тут i надалi використовуємо наступнi позначення

F0(x) = ln(2 ch(βx)),

Fcl(x1|x2|k) = ln(2(eβk ch(βx1 + βx2) + e−βk ch(βx1 − βx2))), (2.3)

F
(l)
0 (x) =

∂l

∂(βx)l
F0(x),

F
(lm)
cl (x1|x2|k) =

∂l

∂(βx1)l

∂m

∂(βx2)m
Fcl(x1|x2|k), (2.4)

де β = 1/T̃ , T̃ – температура. Для представлення результатiв розра-
хункiв будемо використовувати приведену температуру T = T̃ /z, де
z – координацiйне число. Кластернi поля ϕiri

, ϕjrj
дiють на вузли i, j

з боку вузлiв ri, rj рiзних кординацiйних сфер. Вони задовiльняють
рiвнянню

βϕ1r = Arc th[th(βk1r) th(
∑

k 6=1

βϕrk)]. (2.5)

Розглянемо спочатку однопiдграткову систему (всi вузли пiсля
конфiгурацiйного усереднення еквiвалентнi). Для усереднення по кон-



8 Препринт

фiгурацiях будемо використовувати такi функцii розподiлу

Rn(σ, 1)=〈δ(σ−ϕ1rn
)〉conf , Rn(σ, zn−1)=〈δ(σ−

zn−1
∑

rn

ϕ1rn
)〉conf .(2.6)

R(σ, zn−1) =

= 〈δ(σ−
z1
∑

r1

ϕ1r1−
z2
∑

r2

ϕ1r2 ...−
zn−1
∑

rn

ϕ1rn
−

zn+1
∑

rn+1

ϕ1rn+1−...)〉conf . (2.7)

Тут Rn(σ, zn − 1) - функцiя розподiлу zn − 1 кластерних полiв для
n-ої координацiйної сфери, R(σ, zn − 1) - функцiя розподiлу суми
всiх кластерних полiв за виключенням одного поля з n-ої координа-
цiйної сфери, zn є координацiйне число n-ої координацiйної сфери,
(n =1,. . . M). Ми будемо надалi нехтувати кореляцiями мiж кластер-
ними полями. Тодi з (2.5)-(2.7) легко знайти спiввiдношення (R̃n(ζ, 1)
– фур’є-образ для Rn(σ, 1))

R̃n(ζ, 1)=〈eiζϕ1rn 〉conf =

=

∫

dξn〈eiζβ−1Arc th(th βkn th βξn)〉kn
R(ξn, zn−1), (2.8)

R(σ, zn−1)=

=
1

2π

∫

dζe−iσζ [R̃1(ζ, 1)]
z1×...×[R̃n(ζ, 1)]zn−1[R̃n+1(ζ, 1)]zn+1×... (2.9)

При врахуваннi М координацiйних сфер спiввiдношення (2.8), (2.9)
дають M iнтегральних рiвнянь для M функцiй розподiлу R(σ, zn − 1),
якi вперше отриманi в [30]. Цi рiвняння є узагальненням iнтеграль-
ного рiвняння, отриманого i розв’язаного чисельно в [6] для функцiї
розподiлу R(σ, 1) поля вiд одного найближчого сусiда. В [6] врахо-
вано взаємодiю лише мiж найближчими сусiдами. Вiльну енергiю
можна виразити через середнi з вiдповiдними функцiями розподiлу
R(σ, zn − 1) i R(σ, zn) = R(σ):

−βF/N=(1−z1)〈F0(σ)〉R(σ)+
z1

2
〈〈Fcl(σ|σ′|k1)〉k1〉R(σ,z1−1),R(σ′,z1−1)+

+
∑

i≥2

zi

2
[〈〈Fcl(σ|σ′|ki)〉ki

〉R(σ,zi−1),R(σ′,zi−1)−〈F0(σ)〉R(σ)−〈F0(σ
′)〉R(σ′)].

На основi (2.5) i (2.7) функцiю R(σ) можна виразити тiльки через
R(σ, zn − 1):

R(σ)=

∫

dζR(ζ, zi−1)〈R(σ−Arc th[th(βki) th(βζ)], zi−1)〉ki
. (2.10)
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Iнтегральне рiвняння розв’язано нами чисельно для випадку, коли
взято до уваги тiльки взаємодiю мiж найближчими сусiдами (бази-
сна система з M=1, z = z1) з розподiлом P (k) = (1−c)δ(k+1)+cδ(k−
1). Iнтегральне рiвняння для функцiї R(σ, z − 1) = R1(σ, z1 − 1) в да-
ному випадку має такий вигляд

R(σ, z − 1) = (2.11)

=
1

2π

∫

dζe−iσζ [

∫

dξ〈eiζβ−1Arc th(th βk th βξ)〉kR(ξ, z − 1)]z−1.

Ми розвязуємо це рiвняння методом iттерацiй. При цьому в якостi
нульового наближення для R(σ, z − 1) вибирається гаусiвська фун-
кцiя

R(0)(σ, z − 1) =
1

√

2π(z − 1)q(0)
exp

{

−1

2

(

σ − (z − 1)ϕ(0)
)2

(z − 1)q(0)

}

з параметрами ϕ(0), q(0), якi знаходяться з такої системи рiвнянь:

ϕ(0) = 〈σ〉R(0)(σ,z−1) = 〈〈β−1Arc th(thβk th βσ)〉k〉R(0)(σ,z−1),

q(0) = 〈σ2〉R(0)(σ,z−1) − (ϕ(0))2.

При низьких температурах функцiї розподiлу для i-ої iтерацiї
R(i)(σ, z − 1), починаючи з першої, мiстять δ-подiбнi пiки. Для коре-
ктного пiдрахунку iнтегралiв вiд таких функцiй ми використовуємо
спiввiдношення мiж функцiєю f(x) i ї ї фур’є-образом f̃(ζ):

f(x) = lim
ε→0

1

2ε

x+ε
∫

x−ε

dσf(σ) = lim
ε→0

1

2πε

∞
∫

−∞

dζf̃(ζ)e−ixζ sin(εζ)

ζ
.

На рис.1 зображенi отриманi нами результати п’ятої iтерацiї для
функцiї R(σ, z − 1), результати отриманi на основi формул, даних
в [9], i гаусової затравочної функцiї (нульова iтерацiя). Вже перша
iтерацiя дає якiсно правильну структуру спектра для R(σ, z − 1), яка
складається з δ-подiбних пiкiв зi скiнченною шириною бiля ±1,±3.
Це повязано з тим, що при T → 0 розв’язки системи для ϕ1r є близь-
кi до ± 1. Отже, сума z - 1 кластерних полiв може мати тiльки на-
ступнi значення: ±(z − 1),±(z − 3),... На рис.1 можна побачити, що
R(σ, z − 1) є симетричною функцiєю σ. Таким чином, при цих пара-
метрах (z=4 с=0.5) система є в станi спiнового скла (〈σ〉R(σ,z−1) =
0, 〈σ2〉cum

R(σ,z−1) 6= 0). δ-подiбнi пiки можуть спостерiгатися тiльки при
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Рис. 1. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z=4, c=0.5 (фаза спiно-
вого скла (SG)) при T = 0.021 (а) i 0.1 (б). 1 – п’ята iтерацiя, 2 –
затравочна гаусова функцiя, 3 – аналiтичний результат при T=0.

дуже низьких температурах. Як видно з рис.1, при пiдвищеннi тем-
ператури δ-подiбнi пiки розмиваються. Для z = 4 при T > 0.2 i для
z > 4 при T > 0.1 форма лiнiї для R(σ, z − 1) є дуже близька до
гаусової функцiї.

Для c = 0.95 функцiя розподiлу кластерних полiв є несиметрич-
ною функцiєю σ (рис.2). Таким чином, при цих параметрах (z=4
c=0.95) система є в сегнетоелектричному станi (〈σ〉R(σ,z−1) 6= 0,
〈σ2〉cum

R(σ,z−1) 6= 0).
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Рис. 2. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z=4, c=0.95 (сегнетоеле-
ктрична (F) фаза) при T = 0.2 (а) i 0.6 (б). 1 – п’ята iтерацiя, 2 –
затравочна гаусова функцiя.
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Використовуючи гаусове наближення для R(σ, z1 − 1) можна отри-
мати добре вiдомi аналiтичнi вирази для температури переходу Tg з
чистої параелектричної фази до фази спiнового скла i температури
переходу Tc з чистої параелектричної до змiшаної сегнетоелектри-
чної фази

Tc = [Arc th
1

(z − 1)(2c − 1)
]−1 −→

z→∞
z(2c− 1),

Tg = [Arc th
1√

z − 1
]−1 −→

z→∞

√
z.

Для базисної системи показано, що iтерацiйна процедура для iнте-
грального рiвняння для функцiй розподiлу (z − 1) кластерних по-
лiв швидко збiгається, якщо використати гаусову форму затраво-
чної функцiї (п’ята i вищi iтерацiї не вiдрiзняються). Вперше пока-
зано [30,31], що вiльна енергiя, обчислена з гаусовою функцiєю роз-
подiлу i вiльна енергiя, обчислена з функцiєю розподiлу, знайденою
з iнтегрального рiвняння пiсля п’ятої iтерацiї, є близькi мiж собою
(рис.3). Це дозволяє нам використовувати гаусовi наближення для

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
−2.4

−2.3

−2.2

−2.1

−2

−1.9

−1.8

F 

T 

Рис. 3. Температурна залежнiсть вiльної енергiї z=4, с=0.95 (сегне-
тоелектрична (F) фаза): гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i п’ята
iтерацiя (суцiльна лiнiя) для R(σ, z1 − 1).

всiх функцiй розподiлу (параметри ϕn, qn для Rn(σ, 1), (zn − 1)ϕn,

(zn − 1)qn для Rn(σ, zn − 1) = 〈δ(σ −
zn−1
∑

rn

ϕirn
)〉). Таким чином, ко-

ли враховано M координацiйних сфер, з умов екстремуму вiльної
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енергiї можна отримати 2M рiвнянь для 2M параметрiв гаусових
функцiй розподiлу.

Для того, щоб надалi спростити задачу, будемо вивчати простiшу
модель спiнового скла з суттєвими взаємодiями мiж найближчими
сусiдами (базисна система) i слабкими взаємодiями для iнших коор-
динацiйних сфер.

3. Термодинамiчнi властивостi моделi протонного

скла з гаусовим розподiлом кластерних полiв

В роботi [31] розглянуто кубiчну гратку, яка складається з двох пiд-
граток (f = 1 i f = 2 пiсля конфiгурацiйного усереднення) так,
що найближчими сусiдами вузлiв одної з пiдграток є вузли iншої
пiдгратки. Для вiльної енергiї F запропоновано наближення двоча-
стинкового кластера для першої координацiйної сфери i наближення
середнього поля для iнших координацiйних сфер з гаусiвськими фун-
кцiями розподiлу кластерних полiв. Це дозволяє описувати систему
з допомогою таких варiацiйних параметрiв: середнiх по конфiгура-
цiях кластерних полiв, якi дiють на f -й спiн з боку найближчого
сусiда ϕf i з боку всiх iнших координацiйних сфер ϕL,f , дисперсiї
цих полiв вiдповiдно qf i qL,f . Чисельнi розрахунки проведенi для
випадку нехтування флуктуацiями далекосяжної взаємодiї (qL,f=0).
Тобто важається, що стан протонного скла формується в основному
завдяки короткосяжним взаємодiям. Пiсля усереднення по конфi-
гурацiях вiльна енергiя на одну примiтивну комiрку F/N в цьому
наближеннi має вигляд:

−β
F

N
= −

2
∑

f=1

z1

〈

F
(0)
f

〉

c
+ z

〈

F (00)
〉

c
+ (3.1)

+
β

2

2
∑

f,f ′=1

Jff ′

〈

F
(1)
f

〉

c

〈

F
(1)
f ′

〉

c
− β

2
∑

f=1

ϕL,f

〈

F
(1)
f

〉

c
.

Тут i далi позначимо z1 = z − 1. Для усереднення по конфiгурацiях
використано позначення:
〈

F
(l)
f

〉

c
=

∫ ∫

F
(l)
0 (zϕf + ϕL,f + σ + g + h)R (σ, zqf ) ρ(g)dσdg,

〈

F (lm)
〉

c
=

=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

F
(lm)
cl (z1ϕ1+ϕL1+σ1+g1+h|z1ϕ2+ϕL2+σ2+g2+h|k)×
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×R (σ1, z1q1)R (σ2, z1q2) ρ(g1)ρ(g2)P (k)dσ1dσ2dg1dg2dk,

P (k) = (1 − c) · δ(k + α) + c · δ(k − 1), −→
def k = (−α, 1),

ρ(g) = 0.5

(

δ(g +
√

2c(1 − c)Qg) + δ(g −
√

2c(1 − c)Qg)

)

,

R (σ, zqf ) =
1

√

2πzqf

exp

{

−1

2

σ2

zqf

}

,

де Jff ′ – усереднена по конфiгурацiях сума констант взаємодiї мiж
спiнами (якi не є найближчими сусiдами) f -ї i f ′-ї пiдгратки, h – зов-
нiшнє поле, R(σ, z1q) i R(σ, zq) – гаусовий розподiл z1 i z кластерних
полiв, ρ(gf) – розподiл випадкових внутрiшнiх полiв з дисперсiєю
4c(1 − c)Qg. З умови екстремуму F/N знаходимо систему рiвнянь
для варiацiйних параметрiв ϕf , qf , ϕL,f :
〈

F
(1)
1

〉

c
=
〈

F (10)
〉

c
,
〈

F
(2)
1

〉

c
=
〈

F (20)
〉

c
, (3.2)

〈

F
(1)
2

〉

c
=
〈

F (01)
〉

c
,
〈

F
(2)
2

〉

c
=
〈

F (02)
〉

c
, ϕL,f =

2
∑

f ′=1

Jff ′

〈

F
(1)
f ′

〉

c
,

а також вирази для усереднених по конфiгурацiях температурного
середнього значення f -го спiна ηf в елементарнiй комiрцi i його ква-
драту:

ηf =
〈

F
(1)
f

〉

c
, Qf = Q =

〈

[

F
(1)
1

]2
〉

c

= 1 −
〈

F
(2)
1

〉

c
. (3.3)

У випадку сегнетоелектричного i антисегнетоелектричного впо-
рядкування при вiдсутностi зовнiшнього поля мають мiсце такi спiв-
вiдношення:

η1 = η2 = η, ϕ1 = ϕ2 = ϕ, ϕL1 = ϕL2 = ϕL, q1 = q2 = q,
η1 = −η2 = η, ϕ1 = −ϕ2 = ϕ, ϕL1 = −ϕL2 = ϕL, q1 = q2 = q.

Зауважимо, що в запропонованiй нами моделi антисегнетофаза утво-
рюється за рахунок протилежної поляризацiї пiдгратки f =2 (най-
ближчi сусiди пiдгратки f =1). Тепер iз системи рiвнянь (3.2) отри-
маємо вираз для η i рiвняння для ϕ, q, ϕL:

η=
〈

F
(1)
1

〉

c
,
〈

F
(1)
1

〉

c
=
〈

F (10)
〉

c
,
〈

F
(2)
1

〉

c
=
〈

F (20)
〉

c
,

ϕL =(J11±J12)η=J±η. (3.4)

де J+ = J вiдповiдає сегнетофазi, а J− – антисегнетофазi.
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Нас цiкавить сприйнятливiсть системи. Упохiднюючи по полю βh

вираз ηf =
〈

F
(1)
f

〉

c
i верхнi рiвняння (3.2) з f=1 та враховуючи, що

ϕ′
1 = ϕ′

2 = ϕ′, q′1 = ±q′2 = q′ (“–” – для антисегнетофази), η′
1 = η′

2 = η′,
можна отримати систему рiвнянь для ϕ′, q′, η′:
[

1 − F̄ (2)βJ
]

η′ = F̄ (2) [1 + zϕ′]β +
z

2
F̄ (3)β2q′, (3.5)

[

zF̄ (2)−z1F̄
[11]
]

βϕ′+
1

2

[

zF̄ (3)−z1F̄
[12]
]

β2q′=
[

−F̄ (2)+F̄ [11]
]

[1+βJη′] ,

[

zF̄ (3)−z1F̄
[21]
]

βϕ′+
1

2

[

zF̄ (4)−z1F̄
[22]
]

β2q′=
[

−F̄ (3)+F̄ [21]
]

[1+βJη′] ,

де введенi такi позначення

F̄ (i) =
〈

F
(i)
1

〉

c
,

F̄ [11] =
〈

F (20) + F (11)
〉

c
, F̄ [12] =

〈

F (30) ± F (12)
〉

c
, (3.6)

F̄ [21] =
〈

F (30) + F (21)
〉

c
, F̄ [22] =

〈

F (40) ± F (22)
〉

c
.

Знак “–” у (3.6) вiдповiдає антисегнетоелектричному впорядкуванню.
Розв’язавши (3.5) отримуємо сприйнятливiсть:

χ = βη′ = −β [D/B − βJ ]
−1

, (3.7)

D =
[

zF̄ (2) − z1F̄
[11]
] [

zF̄ (4) − z1F̄
[22]
]

−

−
[

zF̄ (3) − z1F̄
[12]
] [

zF̄ (3) − z1F̄
[21]
]

,

B = F̄ (2)F̄ [11]
[

zF̄ (4) − z1F̄
[22]
]

+ z1F̄
(2)F̄ [12]F̄ [21] − z

[

F̄ (3)
]2

F̄ [11].

Система рiвнянь для ϕL, ϕ, q має наступнi розв’язки: ϕL = ϕ = 0,
q = 0 (чиста параелектрична фаза), що iснує тiльки при Qg = 0;
ϕL = ϕ = 0, q 6= 0 (SG- фаза протонного скла); ϕL, ϕ 6= 0, q = 0
(чиста сегнетоелектрична або антисегнетоелектрична фаза), iснуює
тiльки при c = 1 або c = 0; ϕL, ϕ 6= 0, q 6= 0 (F – неоднорiдна сегне-
тоелектрична фаза або AF – неоднорiдна антисегнетоелектрична в
залежностi вiд умов (3.4)).

На рис.4 приведена фазова дiаграма для кубiчної гратки вiд-
повiдно для симетричного k = (−1, 1) i асиметричного розподiлу
k = (−0.5, 1) i для вiдповiдного гаусового розподiлу з невипадковою
малою додатною далекосяжною взаємодiєю J (J− = 3/5J). Tg для
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Рис. 4. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k=(-1,1) (а) i k=(-
0.5,1) (б) i для вiдповiдного гаусового розподiлу (нижня крива) при
J=0.0; 0.225.

гаусового розподiлу k лежить нижче тому що для цього розподiлу
бiльш iмовiрнi значення k близькi до нуля. Зростання невипадко-
вих додатнiх далекосяжних взаємодiй звужує область фази спiно-
вого скла. При великих J лiнiя P-SG зникає, виникає вертикальна
лiнiя F-AF; кривi F-P i AF-P, а також F-SG i AF-SG перетинаються,
i SG фаза iснує тiльки нижче вiд F-SG i AF-SG.

На рис.5 для z=6 з розподiлом k=(-1,1) приведена температур-
на залежнiсть середнього спiна η, сприйнятливостi χ i середнього
квадрату спiна Q при c=0.73 i c=0.95 для рiзних значень J. Видно,
що для c=0.73 на вiдмiну вiд c=0.95, невеликi значення J суттєво
впливають на характеристики системи. Фазовi переходи мiж пара-
електричною фазою i сегнетофазою, а також мiж сегнетофазою i
скло фазою для c=0.73 (низькотемпературна гiлка) вiдносяться до
другого роду. Якiсно подiбну фазову дiаграму, а також параметр
порядку, параметр Едвардса-Андерсона i сприйнятливiсть отрима-
но в [6] на основi чисельного розв’язку iнтегрального рiвняння для
R(σ, 1) при z = 3.

Для симметричних гаусового розподiлу k i розподiлу k=(-1,1) для
концентрацiї с=0.5 на рис.6 приведенi температурнi залежностi тер-
модинамiчних характеристик системи. Вiдзначимо, що гаусовий роз-
подiл не тiльки понижує температуру SG-переходу, але також згла-
джує пiк в точцi переходу для теплоємностi i сприйнятливостi.

На рис.7 приведена фазова дiаграма для кубiчної гратки для си-
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Рис. 5. Температурна залежнiсть η, χ i Q для z=6 i розподiлу k=(-
1,1) при c=0.73 (лiва колонка, SG область злiва вiд лiвого пiка, F-
фаза в центральнiй областi) i c=0.95 (права колонка, F – злiва вiд
пiка) для J=0.0; 0.075; 0.15; 0.225 (пунктирна лiнiя).

метричного k=(-1,1) i асиметричного розподiлу k = (−0.5, 1) при рi-
зних значеннях дисперсiї Qg внутрiшнiх випадкових полiв при неви-
падковiй малiй додатнiй далекосяжнiй взаємодiї J (J− = 3/5J). При
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Рис. 6. Температурна залежнiсть ентропiї S, теплоємностi C, сере-
днього квадрату поляризацiї Q i сприйнятливостi χ для z=6, c=0.5
(SG фаза) з розподiлом k=(-1,1) (штриховi лiнiї i пунктирна лiнiя
для χ) i гаусовим розподiлом k (суцiльнi лiнiї i штрихпунктирна лi-
нiя для χ) для J=0.0; 0.225. В SG фазi залежнiсть вiд J проявляється
тiльки для χ. Для J=0.225 цi лiнiї лежать вище нiж для J=0.225.

вiдсутностi внутрiшнього поля у високотемпературнiй областi iснує
параелектричний стан (η=0, Q=q=0) i можна розрахувати темпера-
туру склування Tg(c) при переходi до стану спiнового скла з умови
q(Tg)=0, а також температури Кюрi Tc(c) i Нееля TN(c) при перехо-
дi до сегнето- або антисегнетоелектричного станiв з умов η(Tc,N )=0.
Внутрiшнi поля призводять до iснування стану протонного скла у ви-
сокотемпературнiй областi (Q −→

T→∞
0), однак при цьому лишаються

в силi умови η(Tc,N)=0 для визначення Tc, TN .
В перехiднiй областi мiж високотемпературною фазою протон-

ного скла HPG (high-temperature proton-glass), де Q � 1, i низько-
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Рис. 7. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k=(-1,1) (а) i k =
(−0.5, 1) (б) при Qg=0, 0.1, 0.5 i J=0.225.

температурними фазами вiдбувається швидке зростання параметра
Q (в звязку зi зростанням q) з пониженням температури. На експе-
риментi границi перехiдної областi часто визначають як верхнюю i
нижню точки перегину (наприклад, при Qg = 0.1 верхня i нижня
штриховi лiнiї на рис.7) в температурнiй залежностi сприйнятливо-
стi. Як видно з рис.7, це може бути якiсним критерiєм перехiдної
областi при переходi у фазу низькотемпературного скла або у AF
фазу.

Для прикладу на рис.8 i 9 зображено температурну залежнiсть
Q i χ для кубiчної гратки для симетричного розподiлу k=(-1,1) при
наявностi внутрiшнiх випадкових полiв при J=0.225 i c=0.5 (пе-
рехiд вiд високотемпературної SG-фази to низькотемпературної SG-
фази) i с=0.735 (перехiд вiд високотемпературної SG-фази через се-
гнетофазу до низькотемпературної SG-фази). Малi внутрiшнi поля
призводять до суттєвого розмиття фазового переходу з парафази в
склофазу (рис.8а i 9а). Однак внутрiшнi випадковi поля практично
не змiнюють форму пiка сприйнятливостi при переходi мiж HPG
фазою i F фазою (рис.9б) i визначена по точках перегину перехiдна
область вiдсутня, хоча перехiдна область по параметру Q iснує. По-
дiбне розмивання переходу в склофазу i згладження кривих Q(T ) i
χ(T ) iснує в моделi Iзiнга з поперечним полем i безмежно далекими
конкуруючими взаємодiями при врахуваннi внутрiшнiх випадкових
полiв [20].
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Рис. 8. Температурна залежнiсть середнього квадрату спiна Q для
z=6 для розподiлу k = (−1, 1) при J=0.225 та c=0.5 (а) i c=0.735
(б).

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

Q
g
=0 

Q
g
=0.1 

Q
g
=0.5 

χ 

T 

inflection points 

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
10

0

10
1

10
2

T 

χ 

Q
g
=0 

Q
g
=0.5 

Q
g
=0.1 

а б

Рис. 9. Температурна залежнiсть сприйнятливостi χ для z=6 для
розподiлу k=(-1,1) при J=0.225 та c=0.5 (а) i c=0.735 (б).

4. Релаксацiйна динамiка моделi протонного скла

в кластерному наближеннi

Динамiчнi характеристики запропонованої нами моделi протонного
скла будемо вивчати на основi методу Глаубера. Кiнетичне рiвняння



20 Препринт

для унарної функцiї 〈S1〉ρ(t) запишемо в такому виглядi:

(

1 +
∂

∂t

)

〈S1〉ρ(t) =

〈

F
(1)
0

(

h1 +
∑

r1

k1r1 · Sr1

)〉

ρ(t)

Для замикання цього рiвняння в 1-частинковому наближеннi прово-
димо замiну

∑

r1

k1r1 · Sr1 ≈
∑

r1

ϕ1r1(t):

(

1 +
∂

∂t

)

η1(t) ≈
〈

F
(1)
0

(

h1 +
∑

r1

ϕ1r1

)〉

ρ(t)

=
〈

F
(1)
0 (x1(t))

〉

ρ(t)
,

(4.1)
Тут в праву частину входять кластернi поля ϕ1r1 , якi дiють на вузол
1 з боку вузлiв r1. Для їх знаходження потрiбнi додатковi рiвняння.
В наближеннi двочастинкового кластера видiляємо явно два вузли 1
i 2, якi є найближчими сусiдами, а для решти вузлiв використовуємо
наближення, яке аналогiчне одночастинковому

(

1+
∂

∂t

)

η1(t)≈
〈

F
(1)
0



h1+
∑

r1 6=2

ϕ1r1(t)+k12S2





〉

ρ(t) =

= L(y1(t))+P (y1(t)) η2(t),

(

1+
∂

∂t

)

η2(t)≈
〈

F
(1)
0



h2+
∑

r2 6=1

ϕ2r2(t)+k21S1





〉

ρ(t) =

= L(y2(t))+P (y2(t)) η1(t),

Тут i надалi ми використовуємо позначення:

xi(t)=hi(t)+
∑

ri

ϕiri
(t), yi(t)=hi(t)+

∑

ri 6=j

ϕiri
(t),

hi(t)=h(t)+gi, i, j=1, 2,

P (y)=F
(1)
0 (y+k12)+F

(1)
0 (y−k12), L(y)=F

(1)
0 (y+k12)−F

(1)
0 (y−k12),

∂nP (y)

∂(βy)n
=F

(1+n)
0 (y+k12)+F

(1+n)
0 (y−k12),

∂nL(y)

∂(βy)n
=F

(1+n)
0 (y+k12)−F

(1+n)
0 (y−k12).

Запишемо систему кластерних рiвнянь в матричному виглядi:

Ât(∂/∂t) · ~η(t) = ~Ct, (4.2)
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де

Ât(∂/∂t) = Â (y1(t), y2(t), ∂/∂t)=

(

−1 − ∂
∂t

P (y1(t))
P (y2(t)) −1 − ∂

∂t

)

,

~Ct = ~C (y1(t), y2(t))=

(

−L (y1(t))
−L (y2(t))

)

,

Ми використовуємо тi самi позначення для ηi(t), ϕiri
(t), як i в 1-

частинковому наближеннi. Це дозволяє отримати замкнуту само-
узгоджену систему рiвнянь для змiнних ηi(t), ϕiri

(t). Як ми пока-
жемо нижче, в статичному випадку ця система дає результати на-
ближення 2-частинкового кластера, яке можна отримати також на
основi розвинення вiльної енергii системи. Тому ми будемо називати
отриману систему рiвнянь наближенням двочастинкового кластера
для рiвняння Глаубера.

Нас будуть цiкавити статичнi розвязки i лiнiйний вiдгук системи
на зовнiшне залежне вiд частоти поле. Запишемо ηi (t), xi (t), yi (t),
Ât(∂/∂t), ~Ct у виглядi суми рiвноважного значення i залежного вiд
часу вiдхилення вiд рiвноваги:

ηi (t) = ηi + δηi (t) , xi (t) = xi + δxi (t) , yi (t) = yi + δyi (t) .

Ât(∂/∂t) = Â(∂/∂t) + δÂt(∂/∂t), ~Ct = ~C + δ ~Ct. (4.3)

Пiдставивши (4.3) у (4.1) i (4.2) отримуємо статичний i динамiчний
розв’язки, якi запишемо в частотному представленнi в одночастин-
ковому

ηf = F
(1)
0 (xf ) ; δηf (ω) = δF

(1)
0 (xf )/ (1 + iω) , (4.4)

i двочастинковому наближеннях

~η = Â−1(0)~C, δ~η(ω) = Â−1(iω)
(

δ ~Cω − δÂω(iω)~η
)

, (4.5)

Â(iω) = Â(y1, y2, iω), ~C = ~C(y1, y2).

Упохiднивши динамiчний розв’язок (4.4) i (4.5) по зовнiшньому полю
βh(ω), отримуємо систему рiвнянь для η′

f в одно- i двочастинковому
наближеннях:

η′
i(ω) = F

(2)
i (ω) · βx′

i(ω), F
(n)
i (ω) = F

(n)
0 (xi)/ (1 + iω) , (4.6)

~η′(ω)=

2
∑

i=1

(

∂~η(ω)

∂(βyi(ω))

)

yi(ω)=yi

∂(βyi(ω))

∂(βh(ω))
=

2
∑

i=1

(

Ω1i(ω)
Ω2i(ω)

)

βy′
i(ω), (4.7)

(

Ω1i(ω)
Ω2i(ω)

)

= Â−1(iω)

(

∂ ~C

∂(βyi)
− ∂Â(iω)

∂(βyi)
~η

)

.
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В гаусовому наближеннi по динамiчних змiнних x′
i(ω), y′

i(ω) нам
потрiбнi додатковi рiвняння для другого моменту:

Qi(ω) = 1 − η2
i (ω), Q′

i(ω) = −2ηi · βη′
i(ω).

Вирази для Q′
i(ω) в одно- i двочастинковому наближеннi запишемо

у виглядi:

Q′
i(ω) = F

(3)
i (ω) · βx′

i(ω), (4.8)

Q′
i(ω) = ΩQ,i1(ω) · βy′

1(ω) + ΩQ,i2(ω) · βy′
2(ω), (4.9)

ΩQ,i1(ω) = −2ηiΩi1(ω), ΩQ,i2(ω) = −2ηiΩi2(ω).

Будемо вважати далекосяжнi взаємодiї слабофлуктуюючими i
врахуємо їх в наближеннi середнього поля. Це приводить до пере-
нормування поля hi → hi + ϕLi.

Для врахування антисегнетоелектричного стану розiб’ємо гратку
на елементарнi комiрки з двома вузлами, що здiйснюється замiною
iндексiв: i → if . Пiсля усереднення по конфiгурацiях рiвняння (4.6)-
(4.9) при f=1 мають вигляд:

η̄′(ω) = F̄ (2)(ω)[1 + zβϕ′(ω) + Jβη̄′(ω)] + F̄ (3)(ω)
β2

2
zq′(ω), (4.10)

η̄′(ω) = Ω̄(ω)[1 + z1βϕ′(ω) + Jβη̄′(ω)] + Ω̄′(ω)
β2

2
z1q

′(ω), (4.11)

Q̄′(ω) = F̄ (3)(ω)[1 + zβϕ′(ω) + Jβη̄′(ω)] + F̄ (4)(ω)
β2

2
zq′(ω), (4.12)

Q̄′(ω) = Ω̄Q(ω)[1 + z1βϕ′(ω) + Jβη̄′(ω)] + Ω̄′
Q(ω)

β2

2
z1q

′(ω). (4.13)

Тут введенi позначення (знак “-” вiдповiдає антисегнетоелектричному
впорядкуванню):

F̄ (i)(ω) =
〈

F
(i)
1 (ω)

〉

c
,

Ω̄(ω) = Ω̄11(ω) + Ω̄12(ω), Ω̄′(ω) = Ω̄′
11(ω) ± Ω̄′

12(ω),

Ω̄Q(ω) = Ω̄Q,11(ω) + Ω̄Q,12(ω), Ω̄′
Q(ω) = Ω̄′

Q,11(ω) ± Ω̄′
Q,12(ω),

β 〈x′
1(ω)〉c = 1 + zβϕ′(ω) + βJη̄′(ω), 〈x1 · x′

1(ω)〉cum
c = zq′(ω)/2.

β 〈y′
1(ω)〉c = 1 + z1βϕ′(ω) + βJη̄′(ω), 〈y1 · y′

1(ω)〉cum
c = z1q

′(ω)/2.

А також

Ω̄ff ′(ω) = 〈Ωff ′(ω)〉
c
, Ω̄′

ff ′(ω) =

〈

∂Ωff ′(ω)

∂(βyf ′)

〉

c

,
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Ω̄Q,ff ′(ω) = 〈−2ηfΩff ′(ω)〉
c
, Ω̄′

Q,ff ′(ω) =

〈

∂ΩQ,ff ′(ω)

∂(βyf ′)

〉

c

,

∂

∂(βyf )

(

Ω1f (ω)
Ω2f (ω)

)

=

= Â−1(iω)

(

∂2 ~C

∂(βyf )2
− ∂2Â(0)

∂(βyf )2
~η− ∂Â(0)

∂(βyf )
×

×
(

Â−1(iω) + Â−1(0)
)

(

∂ ~C

∂(βyf )
− ∂Â(0)

∂(βyf )
~η

))

,

∂ΩQ,ff ′(ω)

∂(βyf ′)
=−2

(

∂ηf

∂(βyf ′)
ΩQ,ff ′(ω) + ηf

∂Ωff ′(ω)

∂(βyf ′)

)

,

∂~η

∂(βyf )
= Â−1(0)

(

∂ ~C

∂(βyf )
− ∂Â(0)

∂(βyf )
~η

)

,

Прирiвняємо (4.10) i (4.11), а також (4.12) i (4.13). Отримаємо
разом iз (4.10) систему трьох рiвнянь для η̄′(ω), ϕ′(ω), q′(ω), яка
подiбна до (3.5):

[

1 − F̄ (2)(ω)βJ
]

η̄′(ω) = F̄ (2)(ω) [1 + zβϕ′(ω)] +
β2

2
F̄ (3)(ω)zq′(ω),

[

zF̄ (2)(ω) − z1Ω̄(ω)
]

βϕ′(ω) +
β2

2

[

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄
′(ω)

]

q′(ω) =

=
[

−F̄ (2)(ω) + Ω̄(ω)
]

· [1 + βJη̄′(ω)] , (4.14)

[

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄Q(ω)
]

βϕ′(ω) +
β2

2

[

zF̄ (4)(ω) − z1Ω̄
′
Q(ω)

]

q′(ω) =

=
[

−F̄ (3)(ω) + Ω̄Q(ω)
]

[1 + βJη̄′(ω)] .

Розв’язавши (4.14), знаходимо вираз для динамiчної сприйнятливо-
стi, який при ω = 0 переходить у вираз (3.7):

χ(ω) = βη̄′(ω) = −β [D(ω)/B(ω) − βJ ]
−1

, (4.15)

D(ω) =
[

zF̄ (2)(ω) − z1Ω̄(ω)
] [

zF̄ (4)(ω) − z1Ω̄
′
Q(ω)

]

−
−
[

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄
′(ω)

] [

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄Q(ω)
]

,
B(ω) = F̄ (2)(ω)Ω̄(ω)

[

zF̄ (4)(ω) − z1Ω̄
′
Q(ω)

]

+

+z1F̄
(2)(ω)Ω̄Q(ω)Ω̄′(ω) − z

[

F̄ (3)(ω)
]2

Ω̄(ω).

Проаналiзуємо тепер результати чисельних розрахункiв χ(ω) на
основi виразу (4.15). На рис.10 представлена температурна залежнiсть
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Рис. 10. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної
(штриховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6,
Qg=0 (товстi лiнiї), 0.1 (тонкi лiнiї) при рiзних частотах у станi про-
тонного скла (c=0.5).

сприйнятливостi для моделi на кубiчнiй гратцi для симетричного
розподiлу короткодiї k=(-1,1) i з рiзними розподiлами внутрiшнiх по-
лiв Qg=0, 0.1 при c = 0.5 (стан протонного скла при всiх T ). Дiйсна
частина сприйнятливостi χ′(ω, T ) при ω=0 (статична сприйнятли-
вiсть) i при малих частотах (ω=0.01) на рис.10 вiдрiзняються лише
при низьких температурах i мають пiк в точцi Tg. Малi випадковi
поля (Qg=0.1) приводять до суттєвого згладжування пiку χ′(ω, T ),
χ′′(ω, T ) в околi Tg. При ω 6= 0 пiк уявної частини χ′′(ω → 0, T ) вiд-
повiдає точцi перегину дiйсної частини χ′(ω → 0, T ). Нижче цiєї тем-
ператури (точки заморожування) в системi iснують процеси з дуже
великими часами релаксацiї. При цьому мають мiсце наступнi спiв-
вiдношення для ефективного часу релаксацiї 〈τeff 〉 (рис.11):

〈τeff 〉 = −iχ(0) lim
ω→0

T0
∂

∂ω
χ−1(ω); Re 〈τeff 〉 −→

T→0
τ0 exp(

E

T
). (4.16)

Re 〈τeff 〉 → ∞, Im 〈τeff 〉 → ∞; Im 〈τeff 〉 /Re 〈τeff 〉 � 1.

Таким чином, в дослiджуванiй моделi в кластерному наближеннi
при T → 0 температурний хiд Re 〈τeff 〉 описується спiввiдношенням
Аренiуса (4.16).

При c = 0.8 в моделi при пониженнi температури при Tc вiд-
бувається фазовий перехiд з високотемпературної фази протонного
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Рис. 11. Температурна залежнiсть дiйсної i уявної частини ефектив-
ного часу релаксацiї в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0 у станi про-
тонного скла (c=0.5).

скла (η = 0, Q � 1) до неоднорiдної сегнетоелектричної фази (η > 0,
Q > 0) (рис.12). В точцi переходу χ′(ω = 0, T ) має мiсце розрив (пере-
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Рис. 12. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльна лiнiя) i уяв-
ної (штрихова) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6,
Qg=0.1. Перехiд з високотемпературного стану протонного скла у
сегнетоелектричний стан при рiзних частотах (c=0.8).

хiд другого роду), а χ′(ω 6= 0, T ) занулюється (для частоти ω = 0.01
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на рис.12 область занулення не вiдображена). Уявна частина χ′′(ω, T )
в точцi Tc має температурний пiк, ширина якого збiльшується при
збiльшеннi частоти, а також низькотемпературний пiк, який вiдпо-
вiдає лiнiї заморожування.

В реальних протонних склах в матерiалах типу Rb1−x(NH4)xH2PO4

можливi вiдхилення вiд стехiометрiї в об’ємi зразка. Ми змоделюва-
ли цей макроскопiчний концентрацiйний безлад шляхом усереднення
динамiчної сприйнятливостi χ(ω, T, c) по конценцентрацiях c з гаусiв-
ським розподiлом з дисперсiєю qc = 0.004 ·c(1−c). Як видно з рис.13,
незначнi флуктуацiї заданої концентрацiї c = 0.8 приводять до зна-
чного зменшення пiкiв в областi фазового переходу як для дiйсної
〈χ′(ω, T, c)〉c, так i для уявної частин 〈χ′(ω, T, c)〉c сприйнятливостей.
При цьому занулення 〈χ′(ω, T, c)〉c в областi фазового переходу вже
вiдсутнє, а сама область переходу суттєво розмивається.
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Рис. 13. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної
(штриховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6,
Qg=0 при частотi ω=0.01 i середнiй концентрацiї c=0.8. Товстi лiнiї
вiдповiдають флуктуацiям концентрацiй з дисперсiєю qc = 0.004 ·
c(1 − c).

При c=0.2 при зниженнi температури при TN вiдбувається фа-
зовий перехiд з високотемпературної фази протонного скла (η = 0,
Q � 1) до антисегнетоелектричної фази (η > 0, Q > 0) (рис.14).
В точцi переходу сприйнятливiсть χ′(ω = 0, T ) скiнченна i має злам.
Уявна частина χ′′(ω, T ) має низькотемпературний пiк, що вiдповiдає
лiнiї заморожування.
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Рис. 14. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної
(штриховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6,
Qg=0.1. Перехiд з високотемпературного стану протонного скла у
антисегнетоелектричну фазу (c=0.2).

На рис.15-17 зображенi частотнi залежностi сприйнятливостi мо-
делi при рiзних температурах для c=0.2, 0.5, 0.8. Як видно з ри-
сункiв, при високих температурах частотна залежнiсть комплексної
сприйнятливостi χ(ω, T ) близька до дебаєвської. При низьких тем-
пературах дебаєвська залежнiсть зникає. В уявнiй частинi сприйня-
тливостi чiтко спостерiгається двопiкова структура спектру. В анти-
сегнетофазi низькочастотний пiк слабше виражений. Ми важаємо,
що низькочастотний пiк вiдповiдає процесам з великими часами ре-
лаксацiї. Для чистих систем (с=1, 0) цей пiк не спостерiгається.

Двопiкова структура проявляється також на кривих Коула-Коула
(рис.18-20).

Приведемо тепер фазову дiаграму моделi k=(-1,1) при z=6 з вра-
хуванням лiнiї заморожування (рис.21). Як видно з рис.21, верхня
границя перехiдної областi (inflection points) при низьких частотах
практично не залежить вiд частоти. В нашiй моделi при c → 1 лi-
нiя заморожування прямує до певного значення, хоча в протонних
склах типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 лiнiя заморожування прямує до ну-
ля при c → 1. Ця невiдповiднiсть може бути пов’язана з певними
наближеннями (гаусiв розподiл кластерних полiв, нехтування флу-
ктуацiями далекодiї), якi використовуються при розрахунках. Пев-
ну роль також можуть зїграти включення фаз протонного скла у
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Рис. 15. Частотна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної (штри-
ховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1
у станi протонного скла (c=0.5) при рiзних температурах.
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Рис. 16. Частотна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної (штри-
ховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1
у сегнетоелектричнiй фазi (c=0.8) при рiзних температурах.

сегнетоелектричну матрицю, якi спостерiгаються в матерiалах типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4 i якi не врахованi в данiй моделi.
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Рис. 17. Частотна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лiнiї) i уявної (штри-
ховi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1
у антисегнетоелектричнiй фазi (c=0.2) при рiзних температурах.
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Рис. 18. Кривi Коула-Коула в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1 у
станi протонного скла (c=0.5) при рiзних температурах.
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Рис. 19. Кривi Коула-Коула в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1 у
сегнетоелектричнiй фазi (c=0.8) при рiзних температурах.
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Рис. 20. Кривi Коула-Коула в моделi k=(-1,1) при z=6, Qg=0.1 у
антисегнетоелектричнiй фазi (c=0.2) при рiзних температурах.
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Рис. 21. Фазова дiаграма моделi k=(-1,1) при z=6, J=0.6, Qg=0.1.
Лiнiї заморожування побудованi на основi максимуму уявної частини
сприйнятливостi χ′′(T, ω) при низьких частотах ω=0.01; 0.001.

5. Висновки

В данiй роботi для моделi Iзiнга з конкуруючими взаємодiями в на-
ближеннi двочастинкового кластера отримано iнтегральне рiвняння
для функцiй розподiлу ефективних кластерних полiв. Встановлено,
що вiльна енергiя, розрахована з використанням гаусової функцiї
розподiлу i отриманої з iнтегрального рiвняння практично спiвпада-
ють. Оскiльки час розрахунку з гаусовою функцiєю розподiлу на два
порядки менший, то саме її варто використовувати для розрахункiв
фiзичних характеристик моделi.

Для простої моделi протонного скла в наближеннi двочастинко-
вого кластера за випадковими короткосяжними взаємодiями (пер-
ша координацiйна сфера) з гаусовим розподiлом кластерних полiв,
в наближеннi середнього поля за слабкими далекосяжними взаємо-
дiями i з врахуванням випадкового внутрiшнього поля розраховано
параметр порядку, параметр Едвардса-Андерсона, ентропiю, тепло-
ємнiсть, статичну сприйнятливiсть, а також побудовано фазову дiа-
граму. Встановлено, що фазовi переходи iз пара- та склофази в се-
гнетофазу та антисегнетофазу є переходами другого роду. Викори-
стання гаусового розподiлу констант взаємодiї k замiсть розподiлу



32 Препринт

k=(-1,1) з однаковою дисперсiєю k понижує температуру переходу
Tg з парафази в склофазу. Врахування далекосяжної взаємодiї при-
зводить до розширення областей сегнето- та антисегнетофаз, але не
впливає на температуру Tg.

Показано, що в данiй моделi внутрiшнє хаотичне поле розмиває
перехiд з парафази в склофазу та формує стан високотемпературно-
го протонного скла (η = 0, Q � 1). Побудовано фазову дiаграму для
випадку симетричної k=(-1,1) i асиметричної k=(-0.5,1) короткодiї
при рiзних параметрах випадкового внутрiшнього поля. На нiй вiд-
мiчено областi переходу з фази η = 0, Q � 1 до фази низькотемпе-
ратурного протонного скла (η = 0, Q ∼ 1), а також до неоднорiдних
сегнето- i антисегнетоелектричної фаз (η 6= 0, Q 6= 1).

В рамках методу Глаубера запропоновано кластерне наближення
для динамiчної сприйнятливостi запропонованої моделi. Встановле-
но, що в данiй моделi в станi протонного скла динамiка має хара-
ктер близький до дебаєвської релаксацiї тiльки при високих тем-
пературах. При цьому в нашiй моделi при T → 0 температурний
хiд дiйсної частини ефективного часу релаксацiї описується спiввiд-
ношенням Арренiуса. На температурнiй залежностi уявної частини
сприйнятливостi у фазi протонного скла i у сегнето- та антисегне-
тофазi спостерiгається низькотемпературний пiк, який змiщується
до вищих температур при збiльшеннi частоти. В областi переходу
до сегнетофази продемонстровано суттєве згладження температур-
них пiкiв дiйсної i уявної частин сприйнятливостi за рахунок малих
макроскопiчних флуктуацiй концентрацiй конкуруючих взаємодiй.
Побудована фазова дiаграма для симетричної моделi k=(-1,1) з вра-
хуванням лiнiй заморожування.
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