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Фазова i критична поведiнка iонних плинiв

О.В.Пацаган, I.М.Мриглод

Анотацiя. Понад п’ятнадцять рокiв триває активне дослiдження фазової
i критичної поведiнки iонних плинiв експериментальними i теоретичних
методами, а також методами комп’ютерного моделювання. Цi дослiдже-
ння значною мiрою були простимульованi суперечливими результатами
експериментальних спостережень, якi виявили три типи критичної пове-
дiнки в таких системах: класичну, iзингоподiбну, а також поведiнку кросо-
верного типу. Обчислення фазовиї дiаграми i параметрiв критичної точки
газ-рiдина навiть для найпростiшої моделi iонного плину, обмеженої при-
мiтивної моделi (RPM), виявилось нетривiальною задачою. Недавно було
отримано пiдтвердження належностi критичної поведiнки RPM до класу
унiверсальностi 3d моделi Iзинга. Проте, для того, щоб зрозумiти приро-
ду реальних iонних плинiв, важливим є вивчення складнiших моделей, якi
включають асиметрiйнi та iншi ефекти. В цiй роботi зроблено огляд основ-
них результатiв, присвячених вивченню фазової i критичної поведiнки у
системах з кулонiвською взаємодiєю.

Phase and critical behaviour of ionic fluids

O.V.Patsahan, I.M.Mryglod

Abstract. Over the last fifteen years, the phase and critical behavior of ionic
fluids have been intensively studied using experimental, theoretical as well as
computer simulation methods. These studies were stimulated by controversial
experimental results, demonstrating the three types of the critical behavior in
ionic fluids: classical and Ising-like behavior as well as crossover between the
two. A lot of efforts have been made to obtain the phase diagrams and calcu-
late the locus of the gas-liquid critical point even for the simplest model of an
ionic fluid – the so-called restricted primitive model (RPM). Recent simulation
studies have indicated that the critical behaviour of the RPM belongs to the
Ising universality class. However, the investigation of more complex models
is very important in understanding the nature of phase and critical behavi-
or of real ionic fluids demonstratimg both the charge and size asymmetry as
well as other complexities. We present the overview of the achievements ob-
tained in the study of phase diagrams and criticality in systems with Coulomb
interactions.
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1. Вступ

Iоннi плини, до яких належать розплавленi солi, розчини електро-
лiтiв та iоннi рiдини є центральними об’єктами дослiджень в таких
галузях науки як хiмiна фiзика i фiзична хiмiя, електрохiмiя, хiмiчна
iнженерiя i науки про землю. З iншого боку, цi системи оточують нас
у повсякденному побутi i є складовою частиною бiологiчних об’єктiв.

Важливiсть теоретичного вивчення термодинамiчних властиво-
стей iонних систем, включаючи їх фазову поведiнку, зросла в остан-
нi роки у зв’язку з отриманням нових iонних рiдин, що належать до
матерiалiв так званої «зеленої хiмiї», якi створюють передумови для
потенцiйно чистого способу проведення хiмiчних процесiв. Новi iоннi
рiдини, залишаються рiдинами при кiмнатнiй температурi i мають
фiзичнi властивостi, якi роблять їх дуже цiкавими як потенцiйнi роз-
чинники для синтезу. Зокрема, вони є хорошими розчинниками для
широкої областi неорганiчних i органiчних матерiалiв, мають зни-
каюче малий тиск пари (низьку леткiсть), широку рiдинну область,
термiчно стiйкi аж до 200 ◦С, є iнертними до повiтря i води, не змi-
шуються з рядом органiчних розчинникiв i можуть виступати в ролi
неводних полярних альтернатив для двофазних систем.Вони також
є вiдносно недорогими i легкими для отримання [1]. Можливостi рiз-
номанiтнихi застосувань iонних рiдин є проїлюстрованi на Рис. 1 [2].

Рис. 1. Потенцiйнi областi застосування iонних рiдин.
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Фундаментальний аспект дослiджень iонних плинiв полягає в да-
лекосяжнiй природi кулонiвських взаємодiй, оскiльки в бiльшостi ви-
падкiв така взаємодiя мiж частинками є домiнуючою. Значний iнте-
рес тут становлять критичнi властивостi i фазова поведiнка. Так,
у системах iз далекосяжною взаємодiєю здавалося б слiд очiкувати
класичну (або середньопольову) критичну поведiнку. З iншого боку,
є добре вiдомо, що далекосяжнi взаємодiї в розчинах електролiтiв
є екранованими при скiнчених концентрацiях iонiв. Якою ж є кри-
тична поведiнка в системах, де електростатична взаємодiя вiдiграє
основну роль? Пошук однозначної вiдповiдi на це та iншi питання,
що стосуються фазової поведiнки iонних плинiв, триває понад 15 ро-
кiв.

На сьогоднi є добре встановленим фактом, що обидва типи кри-
тичних точок рiдина-газ i рiдина-рiдина (або плин-плин) у сумiшах
нейтральних компонент iз домiнуючими короткосяжними взаємодi-
ями належить до класу унiверсальностi моделi Iзинга. Це означає,
що в околi критичної точки характерною є така поведiнка параме-
тра порядку ϕ (вiдхилення густини чи концентрацiї вiд критичного
значення вздовж кривої спiвiснування):

ϕ = ±B0τ
β(1 +B1τ

∆ + . . .), (1.1)

де τ = |T − Tc|/T , T i Tc – це, вiдповiдно, температура i критична
температура. Перший доданок в (1.1) представляє асимтотичну кри-
тичну границю, тодi як другий i наступнi доданки є поправками до
цiєї границi. β = 0.325(5)± 0.002, ∆ = 0.52± 0.02 – унiверсальнi кри-
тичнi iндекси тривимiрної моделi Iзинга. На момент, коли питання
критичної поведiнки неiонних плинiв i їх сумiшей було однозначно
вирiшеним, дискусiя щодо критичної поведiнки iонних систем тiльки
започаткувалася.

Ця стаття має оглядовий характер i мiстить результати, що сто-
суються фазової i критичної поведiнки iонних плинiв, якi були отри-
манi впродовж останнiх 20-и рокiв. План статтi є наступним. У дру-
гому роздiлi висвiтлено iсторiю проблеми. Третiй роздiл присвячено
фазовiй поведiнцi найпростiшої моделi iонного плину - обмеженiй
примiтивнiй моделi (RPM). Тут зроблено короткий огляд результа-
тiв, отриманих методами комп’ютерного моделювання. Основна ува-
га придiляється теоретичним пiдходам, зокрема середньопольовим
теорiям, якими є теорiя Дебая-Гюккеля i середньо-сферичне набли-
ження i їх модифiкацiї, а також недавно розвинутим теорiям, що ви-
користовують методи функцiонального iнтегрування. Застосування
цих теорiй продемонстровано на конкретних прикладах (критична
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точка газ-рiдина i фазовий перехiд до iонного кристалу). Четвер-
тий роздiл присвячено критичнiй поведiнцi “кулонiвських” систем.
Тут увага придiляється як результатам, отриманим методами ком-
п’ютерного експерименту, так i теоретичним дослiдженням пробле-
ми, зокрема, оцiнкам температури Гiнзбурга, побудовi ефективного
гамiльтонiану, поведiнцi кореляцiйної функцiї заряд-заряд поблизу
критичної точки газ-рiдина. В п’ятому роздiлi зроблено огляд ре-
зультатiв, отриманих рiзними методами для параметрiв критичної
точки газ-рiдина примiтивної моделi iз зарядовою асиметрiєю. В
шостому роздiлi пiдведено пiдсумки, а також окреслено основнi про-
блеми, якi стоять перед теорiєю.

2. Iсторiя проблеми

Iнтерес до фазових дiаграм i критичних явищ в iонних плинах був
викликаний значною мiрою суперечливими результатами експери-
ментальних спостережень [3], що стосувались критичної поведiнки
цих систем. Дискусiя була розпочата у 1972 роцi роботою Бубака
i Франка [4], у якiй автори повiдомили про якiсно рiзну поведiнку
деяких iонних плинiв по вiдношенню до випадку неiонних систем.
Також, в [5] було спостережено стрiмкий кросовер iз середньопольо-
вої до iзингiвської поведiнки поблизу критичної точки розчинення у
розчинi Na в рiдкому амiаку. Пiзнiше, така ж поведiнка цiєї системи
була пiдтверджена точнiшими експериментами [3]. У 1990 р. Пiцер
iз спiвробiтниками [6] знову повiдомили про класичну критичну по-
ведiнку для синтезованої “симетричної” органiчної солi N2226B2226

(триетил n-гексил амонiй–триетил n-гексилборит) у дифениловому
ефiрi з β ' 0.48 в областi 10−4 ≥ τ ≤ 10−1. Iншими авторами у 1992
р. також була пiдтверджена класична поведiнка у цiй системi [3]. У
1993 р. у своїй оглядовiй роботi Левелт Сенгерс i Гiвен [3] пiдсуму-
вали, що станом на бiжучий момент виявлено три типи критичної
поведiнки iонних плинiв, а саме: iзингоподiбна, класична i поведiнка
кросоверного типу. Вiдповiдно, iоннi плини були умовно подiленi на
2 класи:

• “сольвофобнi” системи, у яких електростатичнi сили не є ви-
значальними у формуваннi критичної поведiнки (з розчинни-
ками, що характеризуються, як правило, великим значенням
дiелектричної постiйної), а їх критична поведiнка є iзингопо-
дiбною. До цих систем належать бiльшiсть слабо дисоцiйова-
них водних розчинiв органiчних субстанцiй поблизу критичної
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точки розчинення. Спiльною рисою цих сумiшей є те, що роз-
чинена речовина складається з досить великих органiчних мо-
лекул. Прикладами таких систем можуть бути воднi розчини
iонних систем C3H7COOH, (C2H5)3N, (C2H11)4NBr [3];

• “кулонiвськi” системи, у яких фазове розшарування визнача-
ється в основному кулонiвськими взаємодiями (для розчинни-
ка є характерною низька дiелектрична стала). Представниками
цього класу є сумiшi складних (часто органiчних) солей з не-
водними розчинниками поблизу критичної точки розчинення
(N+

2226B
−
2226 у дифениловому ефiрi) [6].

Фактично, робота [3] започаткувала активне вивчення характеру
критичної i фазової поведiнки iонних плинiв. Серед експерименталь-
них робiт слiд вiдмiтити роботи Анiсiмова з спiвавторами [7,8] та ро-
боти нiмецьких вчених Шроера, Вейнгартнера, Вiєганд та iн. [9–14],
якi дослiджують критичну поведiнку iонних плинiв уже бiльше нiж
15 рокiв.

Результати експериментальних дослiджень можна коротко пiдсу-
мувати таким чином: переважна бiльшiсть експериментiв передбача-
ють, що критична точка газ-рiдина i рiдина-рiдина в iонних плинах
належать до класу унiверсальностi тривимiрної моделi Iзинга. Екс-
перименти, зокрема, експерименти Пiцера, у яких ранiше спостерi-
галася середньопольова критична поведiнка, не були вiдтворенi у пi-
знiших роботах [10]. Водночас, досить близько до критичної точки
у деяких експериментах, зокрема, на системi Na-NH3, спостерiгався
кросовер до середньопольової поведiнки [13, 14].

Базовою моделлю для теоретичного вивчення iонних систем,
включаючи розчини електролiтiв, розплавленi солi та колоїди, є так
звана обмежена примiтивна модель (RPM), у якiй iонний плин моде-
люється як електронейтральна бiнарна сумiш заряджених твердих
сфер однакового дiаметру, що знаходяться у безструктурному дiеле-
ктричному середовищi. Потенцiал попарної взаємодiї у цiй моделi
має вигляд

Uγδ(r) =

{
∞, r < σ
(qγqδ)/Dr, r ≥ σ

, qi = ±q, (2.1)

де σ – це дiаметр твердої сфери, qi – заряд iона сорту i, D – дiеле-
ктрична стала. Нижче будемо використовувати безрозмiрнi темпе-
ратуру i густину, масштабуючи термiчну енергiю kBT по вiдношен-
ню до максимальної глибини кулонiвського потенцiалу на контак-
тi, ε = q2/Dσ, а густину – по вiдношенню до виключеного об’єму:
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T ∗ = kBTDσ
q2 , ρ∗ = ρσ3. Виявилось, що незважаючи на вiдносну про-

стоту, ця модель має зв’язок з експериментальними спостереження-
ми. Зокрема, вiдомим є факт, що фазовi переходи рiдина-рiдина у
багатьох розчинах низькоплавких солей 1 : 1 в органiчних розчинни-
ках з низькою дiелектричної сталою загалом узгоджуються з дани-
ми для критичних параметрiв, передбачених за допомогою RPM [9]
(див. Рис. 2).

Рис. 2. Критичнi точки найпростiшої моделi електролiту i пли-
ну Леннарда-Джонса в порiвняннi з експериментальними да-
ними: (◦) Bu4NPic + 1-chloroheptane; (4) Bu4NPic+triedecanol;
(5) Bu4NPic+hexadecanol; (�) Et3HexN Et3HexB+diphenylether;
(♦)KI + SO2; (N) NaCl; (•) Na + NH3; (шестикутник) Et3NH3NO3+n-
oktanol. Коло з буквою A показує мiсце знаходження критичних то-
чок розчинення (верхньої i нижньої) у водних розчинах солей тетра-
алкил амiаку. Рисунок з роботи [9].

Вперше iснування критичної точки газ-рiдина в RPM було перед-
бачено в роботi Стiллiнжера i Ловетта в кiнцi шiстдесятих рокiв [15],
де автори представили лише схематичну фазову дiаграму. В 1970 р.
iснування критичної точки в цiй моделi було пiдтверджено результа-
тами, отриманими методом Монте Карло (МК) [16]. Проте, отримано
значення для критичних параметрiв (T ∗

c ≈ 0.095, ρ∗c ≈ 0.17) не можна
було вважати надiйними через короткi часи моделювання i вiдносно
малу кiлькiсть частинок (32 частинки). В 1976 р. Стелл, Ву i Лар-
сен [17], використовуючи рiзнi наближення для надлишкової вiльної
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Рис. 3. Повна фазова дiаграма RPM в площинi T ∗ − ρ∗. Рисунок з
роботи [28].

енергiї Гельмгольтца, остаточно пiдтвердили iснування в RPM фазо-
вого роздiлення у розведену однорiдну iонну фазу (збiднену iонами)
i густу однорiдну iонну фазу (збагачену iонами), аналогiчного до фа-
зового переходу газ-рiдина в простих плинах з такими координатами
критичної точки: T ∗

c ≈ 0.085 i ρ∗c ≈ 0.01. Подальшi теоретичнi вивче-
ння критичної точки газ-рiдина в RPM продовжилися у 90-х роках
минулого столiття.

Слiд вiдмiтити, що теоретичнi дослiдження критичної точки газ-
рiдина найпростiшої моделi iонного плину значною мiрою спира-
ються на середньо-польовi теорiї. Тут можна видiлити два основ-
нi наближенi пiдходи, а саме: узагальнену теорiю Дебая-Гюккеля
(ДГ), що розвивалася в роботах М. Фiшера iз спiвавторами [18–20]
i пiдхiд, базований на середньо-сферичному наближеннi (ССН),
який представлений у роботах Дж. Стелла [21, 22]. Останнiм ча-
сом фазова i критична поведiнка RPM почала вивчатися також
за допомогою функцiональних методiв, серед яких слiд вiдмiтити
теоретико-польовий пiдхiд, що використовує перетворення Габбарда-
Стратоновича, так звану теорiю KSSHE, [23], мезоскопiчну польову
теорiю, запропоновану Цях i Стеллом [24], а також теорiю, що базу-
ється на методi колективних змiнних (КЗ) [25].

Теоретичнi дослiдження фазової i критичної поведiнки iонних
плинiв були нацiленi в першу чергу на вирiшення фундаменталь-
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них проблем, серед яких – обчислення параметрiв критичної точки
газ-рiдинадля RPM, дослiдження термодинамiчної поведiнки моделi
в близькому околi критичної точки, а також її повної фазової дiагра-
ми. При побудовi повної фазової дiаграми RPM аналiз стабiльностi
системи показав [24,26], що у нiй може мати мiсце ще один фазовий
перехiд мiж зарядово-невпорядкованою i зарядово-впорядкованою
фазами вздовж так званої λ-лiнiї. Проте, досi не має пiдтвердження
iснування λ-лiнiї у неперервнiй RPM методами комп’ютерного мо-
делювання. Натомiсть, у комп’ютерному експериментi [27–29] було
знайдено перехiд до iонного кристалу типу CsCl при вищих значен-
нях густини (див. Рис. 3).

З iншого боку, для того щоб зрозумiти фазову i критичну пове-
дiнку реальних iонних плинiв, важдливим є дослiдження складнiших
моделей, якi включають, зокрема, асиметрiю у розмурах i зарядах,
короткосяжне притягання та iн. Останнiм часом саме такi моделi все
частiше стають об’єктом дослiджень.

3. Фазова дiаграма RPM

3.1. Критична точка газ-рiдина: комп’ютерний експеримент

Хоча перша спроба отримання параметрiв критичної точки для RPM
в комп’ютерному експериментi (з викормстанням методу МК при
постiйному тиску) мала мiсце у 1970 р. [16], активнi дослiдження
в цiй областi продовжилось щоно у 90-х роках минулого столiт-
тя [30–40]. В цих дослiдженнях, що використовували рiзнi модифi-
кацiї методу МК, було пiдтверджено iснування в моделi фазового
переходу газ-рiдина, що спостерiгається при дуже низьких темпе-
ратурах i густинах. При цьому виявилось, що крива спiвiснування
газ-рiдина має сильно асиметричну форму порiвняно з вiдповiдною
кривою для простого плину. Слiд вiдмiтити, що значення, отриманi
для параметрiв критичної точки впродовж майже 10-и рокiв, зазна-
вали змiн у вiдповiдностi з вдосконаленням методiв комп’ютерного
моделювання, що активно розвивалися. Лише з використанням ме-
тоду скiнченно-мiрного скейлiнгу [41, 42] в рамках методу МК у ве-
ликому канонiчному ансамблi вдалося досягти потрiбної точностi в
обчисленнi критичних показникiв i критичних параметрiв. Рiзними
групами були отриманi такi результати для критичних параметрiв:
T ∗

c = 0.0490 ± 0.0003, ρ∗c = 0.070 ± 0.005 [37], T ∗
c = 0.0488 ± 0.0002,

ρ∗c = 0.080 ± 0.005 [35], T ∗
c = 0.0492 ± 0.0003, ρ∗c = 0.062 ± 0.005

[36]. Найновiшими є значення: 1) T ∗
c = 0.05069(2), ρ∗c = 0.0790(25)
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(з використанням “тонкої” дискретизацiї i нової схеми “неупередже-
ної” скiнченно-мiрної екстраполяцiї [43]); 2) T ∗

c = 0.04917 ± 0.00002,
ρ∗c = 0.080± 0.005 (з використанням методу скiнченно-мiрного скей-
лiнгу, доповненого гiстограмним перенормуванням [44]). Як бачимо,
усi числовi результати добре узгоджуються мiж собою.

3.2. Критична точка газ-рiдина: теорiя середнього поля

Узагальнена теорiя Дебая-Гюккеля. Важливим поступом у
розумiннi природи iонних систем, особливо розчинiв сильних елек-
тролiтiв, стала теорiя Дебая-Гюккеля (ДГ) [45], запропонована у
1923 р. Ця теорiя виявилася успiшною для опису поведiнки iонних си-
стем при малих густинах (так званий граничний закон ДГ). Менш вi-
домою є повна теорiя ДГ, що враховує скiнченнiсть розмiрiв iонiв, що
моделюються твердими сферами. Хронологiчно було декiлька ета-
пiв у спробах узагальнення повної теорiї ДГ, як i середньо-сферичне
наближення (ССН) (про що буде йти мова нижче) в контекстi ви-
вчення фазової поведiнки RPM. Усi аспекти цих дослiджень є добре
висвiтленi в [20]. Коротко зупинимося на основних iдеях роботи [20].
Автори спочатку розглянули вираз для вiльної енергiї Гельмгольца,
f = −F/V kBT , в наближеннi теорiї ДГ, доповнивши його вiльною
енергiєю iдеального газу

f(T, ρ) = f
id

(T, ρ) + f
DH

(T, ρ), (3.1)

де

f
id

(T, ρ) = ρ− ρ ln[ρΛ3(T )/ξ(T )] (3.2)

– це вiльна енергiя iдеального газу,

f
DH

(T, ρ) = [ln(1 + x) − x+
1

2
x2]/4πσ3 '

κ3
D

12π
(1 −

3

4
x+

3

5
x2 + . . .) (3.3)

– це вiльна енергiя ДГ електронейтральної системи заряджених твер-
дих сфер, κ2

D = 4π
∑

i ρiq
2
i /DkBT – квадрат оберненого радiуса Де-

бая, x = κDσ, ρ = ρ+ + ρ−, ρi – це густина iонiв сорту i, ξ(T ) – це
внутрiшня конфiгурацiйна статистична сума, яка у випадку RPM
ξ(T ) = ξ = 1. На основi виразу (3.1), неважко знайти наступнi зна-
чення для критичних параметрiв: T ∗

c = 1
16 ' 0.0625, ρ∗c ' 0.00497.

Ускладнення моделi шляхом врахуванням наявностi твердого ко-
ру в наближеннi другого вiрiального коефiцiєнту (BHC2V = 2

3πσ
3)

ICMP–08–17U 9

дещо змiнює значення параметрiв критичної точки: T ∗
c ' 0.06133,

ρ∗c ' 0.004551, проте, критична густина все ще залишається значно
меншою вiд результатiв, отриманих методами комп’ютерного моде-
лювання.

Подальший розвиток теорiї iшов шляхом ускладнення моделi, а
саме, через включення у модель поряд iз вiльними iонами, iонних
пар (диполiв Б’єррума). Теорiя Дебая-Гюккеля-Б’єррума (ДГБ) [46],
приводить до такого ж результату для критичної температури, що
i теорiя ДГ, але суттєво покращує значення сумарної критичної гу-
стини (ρ∗c = 0.045238). Проте, отримана в рамках цiєї теорiї крива
спiвiснування має нефiзичну форму. Потрiбно також вiдмiтити, що
врахування твердого кору на рiвнi наближення вiльного об’му в рам-
ках цiєї теорiї, приводить до погiршення результатiв. З iншого боку,
врахування диполь-iонної взаємодiї в теорiї ДГБ (ДГБ-ДI) дозво-
ляє виправити форму кривої спiвiснування, хоча при цьому дещо
погiршуються результати для параметрiв критичної густини. Так, у
роботi [20] отримано: 1) T ∗

c ' 0.0574, ρ∗c ' 0.0277 без врахування
твердого кору; 2) T ∗

c ' 0.0554, ρ∗c ' 0.0259 з врахування твердого ко-
ру в наближеннi вiльного об’єму, що вiдповiдає об’ємо-центрованiй
упаковцi.

Середньо-сферичне наближення i його модифiкацiї. Iн-
ша група теорiй середньо-польового типу базується на середньо-
сферичному наближення (ССН), у якому для тривимiрної RPM мож-
на отримати аналiтичний розв’язок. На вiдмiну вiд теорiї ДГ, ССН
забезпечує самоузгоджений опис твердосферної частини потенцiалу
взаємодiї: коли заряди зникають, ССН переходить у вiдоме набли-
ження Перкуса-Євiка (ПЄ) для твердих сфер. У ССН iонний вклад в
густину вiльної енергiї Гельмгольца, отриманий через рiвняння для
внутрiшньої енергiї, має наступний вигляд [47]:

f
MSA

(T, ρ) = [2 + 6x+ 3x2 − 2(1 + 2x)
3
2 /12πσ3 '

κ3

12π
[1 −

3

4
x+

3

4
x2 − . . .]. (3.4)

Тут використано такi ж позначення як i у виразах (3.2)-(3.3). Якщо

до виразу (3.4) добавити вiльну енергiю iдеального газу (f = f
id

+

f
MSA

), то можна отримати такi значення для параметрiв критичної
точки: T ∗

c ' 0.0858, ρ∗c ' 0.0398. ССН з врахуванням твердого кору
в наближеннi вiльного об’єму (як для випадку об’ємно-центрованої
гратки) дає T ∗

c ' 0.08212, ρ∗c ' 0.0221. Значення критичних парамет-
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рiв в рамках так званого повного ССН, яке враховує твердий кор в
наближеннi ПЄ, є наступними: T ∗

c = 79 × 10−3, ρ∗c = 0.014 [21].
Простота ССН передбачає, що його можна покращити, подiбно до

того, як це було зроблено в теорiї ДГ, шляхом включення у теорiю
ефектiв, пов’язаних iз асоцiацiєю . Додавання ефектiв спарювання
Б’єррума до ССН з врахуванням твердого кору в наближеннi вiльно-
го об’єму дає для критичних параметрiв такi значення T ∗

c ' 0.08237,
ρ∗c ' 0.03307 i розумну форму для кривої спiвiснування [21].

Ебелiнг i Грiго [48] запропонували природне i бiльш точне ви-
значення асоцiацiї, нiж Б’єррум. Воно базується на формулюван-
нi Ебелiнгом мiнiмiзацiйної умови на вiльну енергiю по вiдношен-
ню до iонної густини ρi, де i = +,−. З врахуванням асоцiацiї за
Ебелiнгом, ССН дає наступнi результати для критичних параметрiв
T ∗

c ' 0.08368, ρ∗c ' 0.018 i знову ж таки розумну форму кривої спiв-
iснування.

У роботах [49, 50] для вивчення фазової поведiнки RPM також
було застосовано пiдходи, що враховують асоцiацiю. Зокрема, в [50],
використовуючи формалiзм Вертхайма для рiвняння Орнштейна-
Цернiке, а також пiдхiд, що є комбiнацiєю “зв’язаного” ССН з прос-
тою iнтерполяцiйною схемою, яка базується на термодинамiчнiй те-
орiї збурення Вертхайма, були обчисленi критична точка та кри-
ва спiвiснування газ-рiдина для чотирьох рiзних констант асоцiацiї.
Отриманi результати показують, що збiльшення константи асоцiацiї
веде до пониження критичної температури i пiдвищення критичної
густини, а також кращого узгодження з результатами комп’ютерного
моделювання.

Отже, явне врахування ефектiв асоцiацiї приводить до деяко-
го покращення кiлькiсних оцiнок для критичних параметрiв RPM,
зокрема, критичної густини. Слiд, проте, зауважити, що в RPM кла-
стери утворюютьcя в результатi дуже сильного кулонiвського при-
тягання мiж рiзнойменними iонами, коли вони наближаються один
до одного. Очевидно. що цей сильно нелiнiйний ефект не може бути
добре описаний в рамках лiнiйних теорiй таких як теорiя ДГ i ССН.

3.3. Критична точка газ-рiдина: теорiя KSSHE

На початку цього тисячолiття у роботах [23, 51] було запропоновано
теоретико-польовий пiдхiд до опису примiтивних моделей (PM) iон-
них плинiв (теорiя KSSHE). Автор розглянув багатокомпонетну PM
модель, що складається з m сортiв заряджених твердих сфер. Iони
сорту i характеризуються своїм дiаметром σi i електростатичним за-
рядом qi. Молекулярна структура розчинника враховується тiльки
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дiелектричною постiйною у потенцiалах взаємодiї. Також припус-
кається, що для розчину виконується умова електронейтральностi.
У випадку двокомпонентної системи позитивних i негативних iонiв
однакового дiаметру i однакового за величиною заряду PM перехо-
дить в RPM.

Потенцiал попарної взаємодiї m-компонентної PM можна записа-
ти як:

Uαβ(r) = vHS
αβ (r) + vC

αβ(r). (3.5)

Використовуючи перетворення Стратоновича-Габбарда, в [51]
отримано точне представлення для функцiоналу великої статистич-
ної суми (ВСС) моделi з потенцiалом взаємодiї (3.5):

Ξ[να] = 〈ΞHS[{ν̄α + iφα}]〉vc
. (3.6)

Тут ΞHS[{ν̄α + iφα}] – це ВСС сумiшi твердих сфер в присутностi
локального хiмiчного потенцiалу ν̄α + iφα, а 〈. . .〉vc

означає гаусове
усереднення щодо дiйсного скалярного поля ϕ(r). Також використа-
но такi позначення: польова змiнна φα(1) є спряженою до локальної
густини частинки сорту α; ν̄α = να + νs

α, де να – це безрозмiрний
хiмiчний потенцiал частинки сорту α (να = βµα), νs

α описує самодiю,
яка у випадку частинок скiнченних розмiрiв (неточкових) є позитив-
но визначеною скiнченною величиною.

Ввiвши дiю KSSHE (ефективний гамiльтонiан)

H[ϕ] =
1

2
〈ϕ|v−1

c |ϕ〉 − ln ΞHS[{ν̄α + iφα}], (3.7)

можна записати Ξ у звичному для теорiї поля виглядi

Ξ[να] = N−1
vc

∫
Dϕ exp (−H[ϕ]) , (3.8)

де

Nvc
≡

∫
Dϕ exp

(
−

1

2
〈ϕ|v−1

c |ϕ〉

)

i використано позначення Дiрака. Польова змiнна ϕ(1) є пов’я-
зана зi змiнною φα(1) через спiввiдношення згортки φα(1) =
β1/2qατα(1, 1′)ϕ(1′) (тут передбачається iнтегрування по координа-
тi 1′). τα(r) задає сферично-симетричний розподiл заряду всерединi
твердої сфери (τα(r) = 0 r ≥ σα/2), а v−1

c – це оператор, обернений
до оператора vc(1, 2) = 1/r12. Поле ϕ(1) є спряженим до зарядової
густини.
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На основi (3.7)-(3.8) в [51] було отримано петлеве розвинення i
обчислено вiльну енергiю Гельмгольца однорiдної PM у наближен-
нi середнього поля, в однопетлевому (гаусовому) i в двопетлевому
наближеннях. При цьому отримано:

βf({ρα}) = βf (0)({ρα}) + βf (1)({ρα}) + βf (2)({ρα}) + . . . ,

де f (0) – це вiльна енергiя в наближеннi середнього поля:

βf (0)({ρα}) = βfHS({ρα}) −
β

2
ραqαvc(0),

f (1) – це вiльна енергiя в однопетлевому наближеннi:

βf (1)({ρα}) = βf (0)({ρα}) +
1

2

∑

k

ln
(
1 + β[ραq

2
α]ṽc(k)

)
(3.9)

i f (2) – це вiльна енергiя у двопетлевому наближеннi:

βf (2)({ρα}) = βf (1)({ρα}) −
β2

4
[ραq

2
α]2
∫

dr hHS,ρ(r)∆
2(r)

+
β3

12
[ραq

3
α]2
∫

dr∆3(r). (3.10)

Також було розглянуто рiзнi схеми регуляризацiї кулонiвського по-
тенцiалу всерединi твердого кору, зокрема: а) наближення оптимiзо-
ваних хаотичних фаз, що спiвпадає з ССН. В цьому випадку потен-
цiал vc(r) має вигляд [47]:

vc(r) =

{
B
σ

(
2 − Br

σ

)
, r < σ

1/r, r ≥ σ
,

де

B =
x2 + x− x(1 + 2x)1/2

x2
x = κσ;

б) оптимiзоване середньопольове (ОСП) наближення, запропоноване
в [51] iз

vc(r) =

{
(2σ − r)/σ2, r < σ
1/r, r ≥ σ

;

в) регуляризацiю Вiкса-Чандлера-Андерсона (ВЧА) [52]

vc(r) =

{
1/σ, r < σ
1/r, r ≥ σ

.
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У роботi [23] на основi виразiв для вiльної енергiїв в одно- та двопе-
тлевому наближеннях (формули (3.9)-(3.10)) здiйснено систематич-
ний аналiз залежностi критичної температури i критичної густини
для PM вiд способу регуляризацiї потенцiалу взаємодiї всерединi
твердого кору. Результати для RPM представленi в таблицi 1. Як

Табл. 1. Результати одно- i двопетлевого наближень для критичної
температури T ∗

c i критичної густини ρ∗c найпростiшої моделi електро-
лiту (однопетлеве наближення T ∗

c,1 i ρ∗c,1, двопетлеве наближенняT ∗
c,2

i ρ∗c,2) при рiзних регуляризацiях кулонiвського потенцiалу всерединi
твердого кору.

T ∗
c,1 ρ∗c,1 T ∗

c,2 ρ∗c,2

ОСП 0.1150 0.01834 0.1133 0.0316
ВЧА 0.08446 0.00880 0.08428 0.0137
ССН 0.07858 0.01449 0.07993 0.01722

видно з таблицi, двопетлеве наближення дає зовсiм незначне пони-
ження критичної температури порiвняно з однопетлевим наближен-
ням для регуляризацiй кулонiвського потенцiалу всерединi твердого
кору, що вiдповiдають ОСП I ВЧА. У випадку регуляризацiї, що
вiдповiдає ССН, критична температура в двопетлевому наближен-
нi навiть дещо зростає порiвняно з однопетлевим наближенням, що
є свiдченням незастосовностi цiєї регуляризацiї у двопетлевому на-
ближеннi. Щодо критичної густини, то її значення є вищим у дво-
петлевому наближеннi, хоча залишається все ж значно меншим вiд
значень, отриманих у комп’ютерному експериментi.

Також в [23] у двопетлевому наближеннi отримано критичнi па-
раметри газ-рiдина для PM iз зарядовою асиметрiєю. Результати для
випадку регуляризацiї ОСП представленi на Рис. 4 i будуть обгово-
рюватися в роздiлi 5.

3.4. Перехiд до iонного кристалу: мезоскопiчна польова те-
орiя

В роботах [24, 53] запропоновано ще один варiант теоретико-
польового опису RPM – так звану мезоскопiчну теорiю. У цiй теорiї
вводяться два флуктуюючi поля η(x) = ρ∗(x)−ρ∗0 = ρ∗+(x)+ρ∗−(x)−ρ∗0
i φ(x) = ρ∗+(x)− ρ∗−(x), де η(x) описує вiдхилення вiд найбiльш ймо-
вiрного значення густини загального числа частинок, а φ(x) – вiдхи-
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лення вiд найбiльш ймовiрного значення зарядової густини. Зiроч-
кою позначено безрозмiрнi величини i одиницею об’єму служить σ3,
де σ, як i ранiше, є дiаметром твердої сфери. φ – це густина заряду в
одиницях e/σ3, e – елементарний заряд. Система в цiлому є електро-
нейтральною. Тодi поля η(x) i φ(x) є термiчно збудженi з густиною
ймовiрностi [24, 53, 54]

p[φ, η] = Ξ−1 exp
(
− β∆ΩMF [φ, η]

)
, (3.11)

де

Ξ =

∫
Dη

∫
Dφe−β∆ΩMF

(3.12)

– це константа нормування, а ∆ΩMF [φ, η] = ΩMF [φ, ρ∗]−ΩMF [0, ρ∗0].
Припускається, що великий термодинамiчний потенцiал ΩMF [φ, ρ∗]
має мiнiмум для φ = 0 i ρ∗ = ρ∗0. Залежнiсть ΩMF апроксимується в
теорiї [24, 53, 54] за допомогою виразу

ΩMF [φ, ρ∗] = Fh[φ, ρ∗] + U [φ] − µ

∫

x

ρ(x), (3.13)

де µ – хiмiчний потенцiал iона, Fh[φ, ρ∗] =
∫
x
fh(φ(x), ρ∗(x)) – це

вiльна енергiя Гельмгольца системи твердих сфер, що вибирається у
наближеннi локальної густини: fh(φ(x), ρ∗(x)) = fh(φ, ρ∗). Електро-
статична енергiя U [φ] представляється у виглядi:

βU [φ] =
β∗

2

∫

k

φ̃(k)Ṽ (k)φ̃(−k), (3.14)

де Ṽ (k) – це фур’є-образ кулонiвського потенцiалу vc(x). Тодi
∆ΩMF [φ, η] у випадку малих полiв η(x) i φ(x) можна представити
як

∆ΩMF [φ, η] = Ω2[φ, η] + Ωint[φ, η], (3.15)

де гаусова частина великого термодинамiчного потенцiалу Ω2[φ, η]
має вигляд:

βΩ2[φ, η] =
1

2

∫

k

φ̃(k)C̃0
φφ(k)φ̃(−k) +

1

2

∫

k

η̃(k)C̃0
ηη(k)η̃(−k). (3.16)

В (3.16) C̃0
φφ(k) = (ρ∗0)

−1 +β∗Ṽ (k) i C̃0
ηη(k) = (ρ∗0)

−1−ch(ρ∗0) – це пря-
мi кореляцiйнi функцiї заряд-заоряд i густина-густина в наближеннi
СП.
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Частина термодинамiчного потенцiалу Ωint записується у виглядi
ряду

Ωint[φ, η] =
∑

2m+n>2

∫

r1

. . .

∫

r2m

∫

x1

. . .

∫

xn

γ2m,n

(2m)!n!

×φ(r1) . . . φ(r2m)η(x1) . . . η(xn), (3.17)

де γ2m,n позначає вiдповiдну похiдну вiд вiльної енергiї системи твер-
дих сфер fh (див. [53]):

γ2m,n = β
∂2m+nfh

∂φ2m∂ρ∗n

∣∣∣∣
φ=0,ρ∗=ρ0

. (3.18)

Використовуючи функцiональне представлення (3.15)-(3.18), було
дослiджено фазову i критичну поведiнку граткових версiй RPM
(LRPM) в залежностi вiд параметра дискретизацiї, спiввiдношення
мiж електростатичними взаємодiями i короткосяжним притяганням,
тощо [24, 53–59]. Крiм того, в наближеннi середнього поля проана-
лiзовано кореляцiйнi функцiї заряд-заряд i густина-густина iонної
моделi з короткосяжними взаємодiями, обговоренi критична i фа-
зова поведiнка RPM [53, 60]. Недавно в рамках цього пiдходу по-
чалось дослiдження фазової поведiнки сильно асиметричних iонних
систем [61]. Окремої уваги заслуговують результати, присвяченi до-
слiдженню переходу до iонного кристалу в RPM. На цих результатах
ми зупинимось бiльш детально.

Повна фазова дiаграма RPM, що включає, поряд з фазовим роз-
шаруванням в однорiднi розведену i густу фази з вiдповiдною кри-
тичною точкою типу газ-рiдина, також фазовий перехiд плин-тверде
тiло, була вперше передбачена теоретично в [15, 62]. Згодом фазова
рiвновага рiдина-тверде тiло у найпростiшiй моделi електролiту ви-
вчалася методом функцiоналу густини в [63], де було показано, що
при низьких температурах найбiльш енергетично вигiдним є фор-
мування структури CsCl, а при високих температурах стiйкою стає
гранецентрована структура з хаотично розмiщеними катiонами та
анiонами. Така фазова поведiнка була пiдтверджена пiзнiше в ком-
п’ютерному експериментi [27–29] (див. Рис. 3). Слiд вiдмiтити, що
на вiдмiну вiд кристалiв з щiльною упаковкою, густина переходу
рiдина-iонний кристал демонструє значну залежнiсть вiд темпера-
тури.

Додатково до фазових переходiв, що спостерiгалися у комп’ю-
терному експериментi, в рамках рiзних теоретичних пiдходiв бу-
ло знайдено також лiнiю неперервних фазових переходiв (λ-лiнiю)
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[21,24,26,62,64,65]. Виняток становить ССН (чи його аналоги), що не
передбачає iснування λ-лiнiї [21]. Вздовж λ-лiнiї кореляцiйна довжи-
на заряд-заряд розбiгається. У деяких теорiях, що описують гратковi
версiї RPM, λ-лiнiя є вiдокремлена вiд фазового переходу першого
роду трикритичною точкою [24, 53, 66, 67]. В [62] ця лiнiя трактува-
лася як нефiзична. Справдi, положення λ-лiнiї на фазовiй дiаграмi є
чутливим до регуляризацiї кулонiвського потенцiалу всерединi твер-
дого кору, що може вказувати на тiсний зв’язок факту появи λ-лiнiї
iз наближеннями, якi використовувалися в рiзних теорiях [51, 65]. З
iншого боку, в [64] зроблено припущення, що розбiжна кореляцiйна
довжина може вказувати на кристалiзацiю, проте не було запропоно-
вано кiлькiсних аргументiв, якi б пiдтвердили цi припущення. Тому
роль λ-лiнiї у наближених середньопольових теорiях, як i сам факт
її iснування у RPM, залишалися донедавна вiдкритими питаннями.

Поблизу λ-лiнiї, де C̃0
φφ(k = k∗) ≈ 0, у функцiонал (3.15)-(3.18)

стають важливими доданки, що описують флуктуацiї вищого по-
рядку нiж гаусовий. В результатi, кореляцiйна функцiя заряд-заряд,
отримана з врахуванням цих доданкiв, може значно вiдрiзнятися вiд
результатiв, знайдених у гаусовому наближеннi, а λ-лiнiя зазнати
значного зсуву. Крiм того, згiдно теорiї Ландау-Бразовського [68],
якщо на лiнiї спiнодалi фур’є-образ кореляцiйної функцiї заряд-
заряд G̃(k) = C̃−1(k) → ∞, то перехiд типу лад-безлад стає
флуктуацiйно-iндукованим фазовим переходом першого роду, хоча
наближення СП передбачає неперервний фазовий перехiд.

В [69, 70], використовуючи теоретико-польовий формалiзм, ви-
вчався вплив флуктуацiй зарядової густини на фазову поведiнку
RPM. Вклади вiд флуктуацiй враховувалися в рамках узагальненої
теорiї Бразовського [68], яка виявилася успiшною при описi фазового
переходу та структури м’якої речовини [71,72]. Важливою спiльною
рисою м’яких та iонних кристалiв є те, що впорядкування у цих си-
стемах не є результатом щiльного пакування частинок, а спричиня-
ється головно потенцiалом взаємодiї.

Для того, щоб дослiдити вплив флуктуацiй на фазовий перехiд
у зарядо-впорядковану фазу, в [69] розглядався функцiонал ВСС,
що має вигляд (3.15)-(3.18). Перехiд до зарядо-впорядкованої фази
є пов’язаний з флуктуацiями зарядової густини, що описуються по-
лями φ(r). Тодi ефективний гамiльтонiан в наближеннi моделi φ6(r)
можна представити у виглядi:

βHeff [φ] =
1

2

∫

r

∫

r′
φ(r)C0

φφ(r − r
′)φ(r′) +

A4

4!

∫

r

φ4(r) +
A6

6!

∫

r

φ6(r).(3.19)
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В [69] було отримано явний вигляд коефiцiєнтiв A4 i A6 у випад-
ку, коли система твердих сфер описується у наближеннi Карнагана-
Старлiнга. Застосовуючи теоретико-польовий аналiз, запропонова-
ний Бразовським [68] i самоузгоджене однопетлевого наближення
Гартрi [73], узагальнене в [59] на випадок моделi “φ6”, в [69] отри-
мано явний вираз для великого термодинамiчного потенцiалу, що є
функцiєю температури i густини, а також функцiоналом профiля за-
рядової густини у впорядкованiй фазi φ̄(r). Для фiксованих значень
густини i температури, значення великого термодинамiчного потен-
цiалу у впорядкованiй фазi визначався з умови мiнiмуму по вiдно-
шенню до φ̄(r). Такий пiдхiд дозволив розрахувати великий термо-
динамiчний потенцiал невпорядкованої i впорядкованої фаз i отри-
мати температуру фазового переходу першого роду з умови рiвностi
термодинамiчних потенцiалiв обох фаз.

Використовуючи вище описане наближення, було показано [69],
що врахування флуктуацiй приводить до того, що λ-лiнiя неперев-
них фазових переходiв зникає, а натомiсть виникає флуктуацiйно-
iндукований фазовий перехiд першого роду до зарядовпорядкованої
фази. Область температур i густин при фазовому переходi першого
роду до зарядо-впорядкованої фази є подiбною до областi темпера-
тур i густин при фазовому переходi рiдина-iонний кристал, що бу-
ла знайдена ранiше в комп’ютерному експериментi [28]. На Рис. 3
показано залежнiсть температури фазового переходу першого роду
мiж рiдиною i зарядо-впорядкованою фазою вiд середньої густини,
отриману в наближеннi моделi φ6. Розмiщення отриманих кривих
залежить вiд використаного при розрахунку наближення, проте спо-
стерiгається чiтка тенденцiя до змiщення кривої в область бiльших
густин, що цiлком корелює iз даними комп’ютерного моделювання
для RPM.

3.5. Теорiя, що використовує метод колективних змiнних.
Зв’язок з iншими теорiями.

Метод колективних змiнних (КЗ) був започаткований у 50-их ро-
ках минулого столiття [74, 75] i потiм здобув свiй подальший розви-
ток у роботах I.Р.Юхновського iз спiвавторами [76,77] при вивченнi
фазового переходу 2-го роду. В основi методу КЗ лежать концепцiя
колективних координат, що властивi фiзичнiй системi, яка розгляда-
ється, та iнтегральна тотожнiсть, що дозволяє отримати точне фун-
кцiональне представлення для конфiгурацiйної частини множника
Больцмана. Метод КЗ у своєму застосуваннi до неперервних систем
використовує також iдею системи вiдлiку (СВ), яка є фундаменталь-
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ρ∗

Рис. 4. Температура при фазового першого роду в теорiї φ6 як функ-
цiя середньої густини для рiзних наближень для ρ∗. Суцiльна лiнiя
вiдповiдає густинi в наближеннi СП, пунктирна i товста лiнiї отри-
манi, вiдповiдно з врахуванням першої i другої флуктуацiйних по-
правок.

ною в теорiї рiдин.
В [25], використовуючи iдеї методу КЗ, сформульовано теорiю

для загального випадку багатокомпонентного iонного плину. Тут ми
обмежимо розгляд частковим випадком двокомпонетної системи, до
складу якої входить N1 частинок сорту 1 i N2 частинок сорту 2.
Iони сорту α = 1 характеризуються дiаметром твердої сфери σ1 i
електростатичним зарядом q1 = +q0, а частинки сорту α = 2 – дi-
аметром σ2 i мають протилежний заряд q2 = −zq0, де z – це мно-
жник, що характеризує асиметрiю в зарядах. Випадок z = 1 вiдпо-
вiдає RPM. Припускається, що мiжчастинковий потенцiал попарної
взаємодiї має вигляд:

Uαβ(r) = φHS
αβ (r) + φC

αβ(r) + φSR
αβ (r), (3.20)

де φHS
αβ (r) – це потенцiал взаємодiї мiж двома адитивними тверди-

ми сферами з дiаметрами σα i σβ , який може розглядатися в рам-
ках формалiзму системи вiдлiку (СВ). φC

αβ(r) – потенцiал Кулона:

φC
αβ(r) = qαqβ/r, φ

SR
αβ (r) – це потенцiал короткосяжної взаємодiї. Си-

стема мiстить як негативнi, так i позитивнi iони, однак при цьому ви-
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конується умова електронейтральностi,
∑m

α=1 qαcα = 0, де cα є кон-
центрацiя iонiв сорту α. Далi ми будемо розглядати випадок, коли
дiаметри твердих сфер мало вiдрiзняються мiж собою. Тодi потен-
цiал короткосяжної взаємодiї φSR

αβ (r) можна представити у виглядi

суми двох доданкiв: φSR
αβ (r) = φR

αβ(r)+φA
αβ(r), де φR

αβ(r) враховує аси-

метричне м’яке вiдштовхування. Для φR
αβ(r) припускається iснуван-

ня фур’є-образу. Потенцiал φA
αβ(r) описує короткосяжне притягання

вандерваальсiвського типу.
Для цiєї моделi в [78] отримано точний вираз для функцiональ-

ного представлення ВСС

Ξ[να] =

∫
DρDQDωDγ exp (−H[να, ρ,Q, ω, γ]) , (3.21)

де для дiї (ефективного гамiльтонiану) H[να; ρ,Q, ω, γ] маємо

H[να; ρ,Q, ω, γ] =
1

2

∑

k

[Φ̃NN (k)ρkρ−k + Φ̃QQ(k)QkQ−k

+2Φ̃NQ(k)ρkQ−k] − i
∑

k

(ωkρk + γkQk) − ln ΞHS [ν̄α − iω − iqαγ],

(3.22)

а КЗ ρk i Qk описують, вiдповiдно, флуктуацiї густини загального
числа частинок i густини заряду. Змiннi ωk i γk є змiнними, спряже-
ними до КЗ ρk i Qk, вiдповiдно. Коефiцiєнти Φ̃AB(k) (A,B = N,Q)
мають вигляд:

Φ̃NN (k) =
1

(1 + z)2

[
z2Φ̃SR

11 (k) + 2zΦ̃SR
12 (k) + Φ̃SR

22 (k)
]
,

Φ̃QQ(k) =
1

(1 + z)2

[
Φ̃SR

11 (k) − 2Φ̃SR
12 (k) + Φ̃SR

22 (k)
]

+ Φ̃C(k),

Φ̃NQ(k) =
1

(1 + z)2

[
zΦ̃SR

11 (k) + (1 − z)Φ̃SR
12 (k) − Φ̃SR

22 (k)
]
,(3.23)

де Φ̃X...
αβ (k) = β

V φ̃
X...
αβ (k), де φ̃X...

αβ (k) – це фур’є-образ вiдповiдного
потенцiалу взаємодiї.

ΞHS [ν̄α − iω − iqαγ] – це ВСС двокомпонентної системи твердих
сфер з ренормалiзованим хiмiчним потенцiалом

ν̄α = να +
1

2

∑

k

Φ̃SR
αα (k) +

q2α
2

∑

k

Φ̃C(k) (3.24)
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у присутностi локального поля

ψα(ri) = −iω(ri) − iqαγ(ri). (3.25)

Двокомпонантна система твердих сфер формує так звану систему
вiдлiку (СВ).

Записуючи КЗ як [78]

ρk = ρ̄δk + δρk, Qk = Q̄δk + δQk,

ωk = ω̄δk + δωk, γk = γ̄δk + δγk,

де величини з рискою – це середньопольовi значення вiдповiдних КЗ,
ln ΞHS [ν̄α − iω − iqαγ] можна представити у виглядi кумулянтного
розкладу

ln ΞHS [. . .] =
∑

n≥0

(−i)n

n!

∑

in≥0

∑

k1,...,kn

M
(in)
n (k1, . . . , kn)δγk1

. . . δγkin

δωkin+1
. . . δωkn

δk1+...+kn
. (3.26)

В (3.26) n-тий кумулянт M
(in)
n (k1, . . . , kn) є лiнiйною комбiнацiєю

фур’є-образiв парцiальних n-частинкових зв’язаних кореляцiйних
функцiй. Пiсля пiдстановки (3.26) в (3.21) отримується вираз для
функцiоналу ВСС

Ξ = ΞMF

∫
(dρ)(dQ)(dω)(dγ) exp

{
−

1

2!

∑

k

[
Φ̃NN (k)δρkδρ−k

+2Φ̃NQ(k)δρkδQ−k + Φ̃QQ(k)δQkδQ−k − 2i(δωkδρk

]

+δγkδQk) +
∑

n≥2

∑

in≥0

H(in)
n (δω, δγ)

}
, (3.27)

на основi якого можна розвивати теорiю збурень, наприклад петле-
вий розклад.

Слiд вiдмiтити, що обчислення кореляцiйних функцiй СВ є окре-
мою задачою. У випадку системи твердих сфер однакового дiаме-
тру, що характеризуються локальвим хiмiчним потенцiалом виду
ν̄α− iω̄− iqαγ̄ для кумулянтiв отримуються такi рекурентнi формули

M
(0)
n (k1,k2, . . . ,kn) = G̃n(k1,k2, . . . ,kn), (3.28)

M
(1)
n (k1,k2, . . . ,kn) = 0, (3.29)

M
(2)
n (k1,k2, . . . ,kn) = q2αcαG̃n−1(k1,k2, . . .), (3.30)
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M
(3)
n (k1,k2, . . . ,kn) = q3αcαG̃n−2(k1,k2, . . .), (3.31)

M
(4)
n (k1,k2, . . . ,kn) = 3

[
q2αcα

]2
G̃n−2(k1,k2, . . .)

+
(
q4αcα − 3

[
q2αcα

]2)
G̃n−3(k1,k2, . . .), (3.32)

де G̃n(k1,k2, . . . ,kn) – це фур’є-зображення n-частинкової зв’язаної
кореляцiйної функцiї (n-частинковий структурний фактор) одноком-
понентної системи твердих сфер. В (3.28)-(3.32) передбачається су-
мування за iндексами, що повторюються. Як видно з (3.28)-(3.32), за-

рядова асиметрiя проявляється, починаючи з кумулянта M
(3)
3 . Оче-

видно, що у випадку зарядово-симетричної моделi (z = 1) вирази

(3.28)-(3.32) значно спрощуються (M
(3)
n ≡ 0).

Встановимо тепер зв’язок теорiї, що використовує iдеї методу КЗ,
з iншими теорiями, розвинутими для дослiдження систем з далеко-
сяжними взаємодiями. Для цього розглянемо PM iз зарядовою аси-
метрiєю, яким вiдповiдає таке наближення у функцiональному iнтег-
ралi (3.21)

Φ̃NN (k) = 0, Φ̃NQ(k) = 0, Φ̃QQ(k) = Φ̃C(k). (3.33)

Обмежуючись в (3.27) тiльки n ≤ 2, отримуємо вiдомий вираз для
вiльної енергiї в наближеннi хаотичних фаз (або в однопетлевому
наближеннi)

βfRPA = βfMF +
1

2V

∑

k

ln(1 + κ2
Dφ

C(k)), κ2
D = 4πρβq20z, (3.34)

де fMF – це вiльна енергiя в наближеннi середнього поля. У випадку
точкових зарядiв з (3.34) отримується граничний закон ДГ. З iншого
боку, використання в (3.34) оптимiзованої регуляризацiї для потен-
цiалу Кулона всерединi твердого кору приводить до вiльної енергiї
у ССН (див. р-ня (3.4)).

Розглянемо точне представлення для ВСС (3.21). При умовi
(3.33) дiя в (3.21) не включає прямої взаємодiї мiж модами загаль-
ної густини. Iнтегрування за δρk i δωk стає тривiальним i приводить,
пiсля iнтегрування за КЗ δQk, до виразу для дiї (3.7), отриманого в
рамках теорiї KSSHE.

Тепер розглянемо двокомпонентну модель iонного плину, для якої
потенцiал попарної взаємодiї задається рiвнянням (3.20) при умовi
φSR

11 (r) = φSR
22 (r) = φSR

12 (r) = φSR(r) i q1 = |q2| (z = 1). Це є най-
простiша модель iонного плину або RPM, доповнена короткосяжною
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взаємодiєю. У цьому випадку з (3.23) отримуємо

Φ̃NN(k) = Φ̃SR(k), Φ̃NQ(k) = 0, Φ̃QQ(k) = Φ̃C(k). (3.35)

В [79] було показано, що здiйснення ряду наближень у точному фун-
кцiональному представленнi (3.21) для моделi (3.35) приводить до
мезоскопiчної теорiї, запропонованої Цях i Стеллом, що у випадку
RPM (φSR(r) = 0) спiвпадає з виразами (3.15)-(3.18).

4. Критична поведiнка “кулонiвських” систем

4.1. Критична поведiнка RPM: комп’ютерний експеримент

Сучаснi дослiдження параметрiв критичної точки газ-рiдина для
RPM за допомогою методiв комп’ютерного моделювання здiйсню-
ються, як правило, в рамках пiдходу скiнченно-мiрного скейлiнгу.
Цей метод базується на припущеннi, що модель, яка розглядаєть-
ся, належить до класу унiверсальностi тривимiрної моделi Iзинга
[34, 36, 37, 40, 44].

В [38] запропоновано аналiз скiнченно-мiрного скейлiнгу без ви-
користання припущення про iзингiвський характер критичної пове-
дiнки, так званий “неупереджений” скiнченно-мiрний скейлiнг. Тут
отримано такi оцiнки для коефiцiєнта унiверсального моменту Бiн-
дера Q∗ ' 0.63± 0.01 i критичного показника кореляцiйної довжини
ν ' 0.66 ± 0.03 для плину твердих сфер, що взаємодiють з потен-
цiалом прямокутної ями. Цi значення добре узгоджуються iз вiд-
повiдними значеннями для тривимiрної моделi Iзинга (Q∗ ' 0.623,
ν ' 0.63). В роботi [43] методом МК у великому канонiчному ансам-
блi дослiджувалась граткова версiя RPM (LRPM) з використанням
екстраполяцiйного методу “неупередженого” скiнченно-мiрного скей-
лiнгу. Автори показали, що LRPM з параметром дискретизацiї ξ = 5
демонструє критичну точку газ-рiдина при T ∗

c = 0.05069 ± 0.00002,
ρ∗c = 0.079 ± 0.0025. Розрахованi ефективна сприйнятливiсть i коре-
ляцiйнi показники, а також iншi унiверсальнi характеристики одно-
значно вказують на критичну поведiнку тривимiрної моделi Iзинга.

У роботi [44] обчислено iзохорну питому теплоємнiсть CV , але
отриманi результати вiдрiзнялись вiд тих, якi можна було б очiку-
вати для систем з iзингiвською критичною поведiнкою. Нагадаємо,
що при наближеннi до критичної точки iзингiвського типу, CV має
розбiгатися як | T −Tc |

−α з α = 0.11. У комп’ютерному експеримен-
тi, де розмiр системи є скiнченним, теплоємнiсть CV має звичайно
максимум, який зсувається, зростає за висотою i вужчає з ростом
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розмiру системи. В дослiдженнях [44] виявлено лише зсув i слабке
звуження пiку.

У [39] для LRPM, використовуючи флуктуацiйну формулу i ме-
тод МК у великому канонiчному ансамблi з ξ = 5, обчислювалась
теплоємнiсть CV . Отриманi результати також вказують на критичну
поведiнку iзингiвського типу. Фактично, вздовж критичної iзохори
(точнiше в її близькому околi, ρ∗ = 0.068) CV демонструє N -залежнi
максимуми вiдразу нижче Tc. Цi спостереження значно вiдрiзняють-
ся вiд результатiв, отриманих ранiше методом МК в канонiчному ан-
самблi [80,81], а також результатiв, нещодавно опублiкованих у [44].
В роботi [81] також розраховувалась теплоємнiсть CV , використову-
ючи Паде-апроксиманту для вiльної енергiї, але вздовж критичної
iзохори жодного пiку не було отримано.

Для того, щоб внести яснiсть в цi суперечливi результати, Да-
уб, Кемп i Пейтi здiйснили детальний аналiз питомої теплоємностi
при постiйному об’ємi для найпростiших моделей електролiту: непе-
рервної (RPM) i граткової (LRPM) моделей, застосовуючи метод МК
як для канонiчного (NVT-MC), так i великого канонiчного ансамблю
(GCMC) [82]. В результатi систематичного дослiдження зроблено та-
кi висновки: системи RPM i LRPM мають iдентичну поведiнку в ме-
жах того ж самого ансамблю i це пояснює чому результати для CV ,
отриманi в [80] i [39], так сильно вiдрiзняються мiж собою; обчисле-
ння CV для малих систем, як в рамках GCMC так i NVT-MC, не
можуть бути надiйною базою для твердого висновку стосовно кри-
тичної поведiнки.

Результати, отриманi в рамках методу МК [83] з “неупередженим”
скiнченно-мiрним скейлiнгом у ВКА на гратках з рiзним ступенем
дискретизацiї ζ = 5 ÷ 20 (ζ = σ/a0, де a0 – постiйна гратки) за-
свiдчують, що критична поведiнка RPM належить до класу унiвер-
сальностi 3D моделi Iзинга. Тут також були розрахованi параметри
критичної точки: T ∗

c ' 0.04933, ρ∗c ' 0.075.

4.2. Теоретичнi дослiдженя критичної поведiнки RPM

Температура Гiнзбурга. Критична поведiнка RPM вивчалася
також теоретичними методами, зокрема, використовуючи критерiй,
який базується на трьох коефiцiєнтах у розкладi Ландау для вiль-
ної енергiї неоднорiдної системи. Цей критерiй вiдомий в лiтературi
як критерiй Леванюка-Гiнзбурга [84,85], або просто як критерiй Гiн-
збурга. Вважається, що критерiй Гiнзбурга дає розумну оцiнку для
областi температур, у якiй має мiсце кросовер. Щоб визначити тем-
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пературу Гiнзбурга, потрiбно оцiнити коефiцiєнт [86]

ELG =
|
∫

V
dd

r G(r)|∫
V ddr [m(r)]2

,

де V = [ξ(T )]d – це кореляцiйний об’єм i G(r) – парна зв’язана ко-
реляцiйна функцiя густина-густина. Теорiя Ландау є застосовною,
якщо ELG є малим. З умови ELG � 1 можна отримати оцiнку для
температури Гiнзбурга в термiнах коефiцiєнтiв розкладу Ландау, а
саме [87, 88]:

tG �
9u2

4

8π2c2

(
σ

b2

)6

, (4.1)

де σ – дiаметр твердої сфери. При температурi Гiнзбурга нерiвнiсть
(4.1) стає рiвнiстю i tG визначає нижню границю температурної обла-
стi, у якiй (на критичнiй iзохорi) є застосовною теорiя Ландау. Чи-
словий множник у (4.1) є, до певної мiри, довiльним i в лiтературi
були використанi рiзнi його значення (див. [89, 90]).

Спроби обчислити температуру Гiнзбурга tG для найпростiшої
моделi електролiту були зробленi в роботах [87,88,90,91]. В [87] кри-
терiй Гiнзбурга дослiджувався, використовуючи узагальнене серед-
ньосферичне наближення (УССН). Коефiцiєнт бiля квадрату градi-
єнта був обчислений з формули

b22 =
ρ

6

∫
drr2c(r),

де c(r) = cs(r) ≡ (c++(r)+c+−(r))/2 – це пряма кореляцiйна функцiя
в критичнiй точцi. При цьому для температури Гiнзбурга RPM отри-
мано значення, що є типовими для звичайного плину. Зокрема, тут
проведено порiвняння з результатами розрахункiв для моделi твер-
дих сфер, що взаємодiють через потенцiал прямокутної ями (модель
ТСПЯ) з λ = 1.5, де λ – ширина ями.

Аналогiчнi дослiдження проводились також Фiшером i Лi [88].
При цьому RPM розглядалася в рамках узагальненої теорiї ДГ [20],
а для обчислення величини b2 автори розвинули теорiю ДГ на ви-
падок просторово-неоднорiдної системи. Для випадку чистої теорiї
ДГ (без врахування iонного спарення, див. ф-ли (3.1)) отримано такi
значення для коефiцiєнтiв ефективного гамiльтонiану ( [88]):

c2 = 1/64π, u4 = 1/3072π, b22/a
2 =

(
1 +

20

3
ln 2 − 6 ln

7

3

)
/64π.
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Також були розрахованi коефiцiєнти розкладу Ландау для RPM з
врахуванням iонного спарювання в рамках теорiї ДГБ, а також з
врахуванням взаємодiї диполь-iон (ДГБ+ДI). В результатi, вияви-
лось, що температура Гiнзбурга лежить в iнтервалi вiд 100.3 до 101.4

i є значно бiльшою нiж для звичайного плину, що моделювався си-
стемою ТСПЯ. Результати цих дослiджень представленi у таблицi 2.

Табл. 2. Температура Гiнзбурга tG i критичнi параметри для моделi
ТСПЯ (в наближеннi хаотичних фаз) i для RPM у наближеннях
УССН, ДГ, ДГБ, ДГБ+ДI (пояснення абревiатур дається в текстi).

Теорiя T ∗
c ρ∗c tG

ТСПЯ 1.2667 0.2457 1.57
УССН 0.07858 0.01448 1.08

ДГ 0.0625 0.004974 12.90
ДГБ 0.0625 0.0451 12.9

ДГБ+ДI 0.0574 0.0277 5.3

На вiдмiну вiд цих результатiв, Шроер i Вейс [90] в рамках пiдхо-
ду, який базується на теорiї ван дер Ваальса для визначення поверх-
невого натягу, знайшли температуру Гiнзбурга для RPM, що є на
два порядки по величинi меншою за температуру Гiнзбурга для зви-
чайного плину. З iншого боку, застосування розширеної теорiї ван
дер Ваальса, основною вiдмiннiстю якої є включення до розгляду
залежностi парної функцiї розподiлу вiд густини [91], привело до
результатiв для температури Гiнзбурга, що узгоджуються з резуль-
татами Фiшера i Лi.

В усiх описаних вище теорiях, на вiдмiну вiд неiонних i неполяр-
них плинiв, результати є дуже чутливими до наближень, що викори-
стовуються при розрахунках коефiцiєнта b2. Це пов’язано з тим, що
у випадку неiонних систем доданок φ(r) = φ++(r)+φ−−(r)+2φ+−(r)
є домiнуючим, а в PM iонних систем вiн зникає [14].

Пiдсумовуючи, можна стверджувати, що в рамках вищезгаданих
теорiй не вдалося пояснити кросоверну поведiнку iонних плинiв, яка
спостерiгається на експериментi. Пояснення цьому можна шукати як
у наближеннях, що використовувались у цих теорiях, так i, очевидно,
спрощенiстю самої моделi, що вивчалася.
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Ефективний гамiльтонiан RPM в околi критичної точки газ-
рiдина. Згiдно принципу унiверсальностi критичної точки, рiзнi
системи, що описуються ефективним гамiльтонiаном однакової симе-
трiї, демонструють однакову критичну поведiнку. Тому знання ефе-
ктивного гамiльтонiану є важливим для розумiння критичної пове-
дiнки системи.

В [92] у рамках теорiї, що використовує метод КЗ, вперше було
отримано ефективний гамiльтонiан Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона для
RPM, записаний в просторi КЗ ρk, що пов’язанi з параметром по-
рядку

HGLW = a1ρ0 −
1

2!〈N〉

∑

k

a2ρkρ−k

+
1

3!〈N〉2

∑

k1,k2,k3

a3ρk1
ρk2

ρk3
δk1+k2+k3

+
1

4!〈N〉4

∑

k1,...,k4

a4ρk1
ρk2

ρk3
ρk4

δk1+...+k4
. (4.2)

Всi коефiцiєнти гамiльтонiану (4.2) складаються з двох частин:
частини, яка залежить виключно вiд характеристик СВ через n-
частинковi структурнi фактори СВ у довгохвильовiй границi (див.

р-ня (3.28)-(3.32) при M
(3)
n ≡ 0), i частини змiшаного типу, що має

вигляд ряду за структурними факторами заряд-заряд i виникає вна-
слiдок iнтегрування за КЗ Qk. Зокрема, для коефiцiєнту при другiй
степенi КЗ отримується вираз:

a2(k) = ā2,0 +
1

2
k2a2,2 + . . . (4.3)

a2,2 =
1

2〈N〉

∑

q

G̃(q)
∂2G̃(q)

∂q2
+ . . .

де G̃(q) – це структурний фактор заряд-заряд, визначений в гаусо-
вому наближеннi. Як видно з (4.3), врахування зарядових кореляцiй
приводить до появи додаткового вкладу a2,2 у коефiцiєнт a2(k), який
описує ефективне притягання корткосяжного характеру. В результа-
тi, отриманий гамiльтонiан Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона набирає ви-
гляду, що є типовим для класу моделей типу тривимiрної моделi
Iзинга в зовнiшньому магнiтному полi. На цiй основi в [92] зробле-
но висновок, що критична поведiнка моделi бiля критичної точки
газ-рiдина належить до класу унiверсальностi тривимiрної моделi
Iзинга.

ICMP–08–17U 27

4.3. Кореляцiї заряд-заряд в моделях iонного плину

Одне з важливих питань, що стосується критичної поведiнки iонних
плинiв, є поведiнка двочастинкової зв’язаної кореляцiйної функцiї
заряд-заряд GQQ(r) поблизу критичної точки газ-рiдина, де флу-
ктуацiї густини розбiгаються, а поведiнка фур’є-образу (зв’язаної)
кореляцiйної функцiї густина-густина GNN (r) має типовi особливо-
стi [89]

G̃NN (k = 0;T, ρc) ∼ τ−γ , G̃NN (k;Tc, ρc) ∼
1

k2−η
. (4.4)

Пошуку вiдповiдi на це питання, яке, у свою чергу, тiсно пов’яза-
не з питанням про виконання правил Стiллiнжера Ловетта (СЛ)
[15] у критичнiй точцi газ-рiдина, було присвячено цiлу низку ро-
бiт [21, 93–95]. Зокрема, у роботi [94] вивчався клас моделей, що
мають точний розв’язок, а саме: симетрична i несиметрична версiї
однаково зарядженої iонної граткової моделi. Було показано, що в
першому випадку двочастинковi кореляцiї заряд-заряд залишаються
короткосяжними i обидва правила СЛ задовiльняються як далеко вiд
критичної точки, так i в самiй критичнiй точцi. Для випадку неси-
метричної моделi отримано, що друге правило СЛ не виконується у
критичнiй точцi.

Для того, щоб вiдповiсти на питання, якою є поведiнка кореля-
цiйної функцiї заряд-заряд в критичнiй точцi, в [95] дослiджувалася
неперервна асиметрична (у розмiрах та зарядах) модель iонного пли-
ну з потенцiалом взаємодiї (3.20) Тут у наближеннi хаотичних фаз
отримано такий вираз для GQQ(r) на критичнiй iзохорi

G̃QQ(k) =
k2

4πβq20

(
1 −

k2

κ2
D

)
+

(Φ̃NQ(0))2k4

16π2q40

1

a(k2 + ξ−2)
+ O(k6) ,

(4.5)
де ξ – це кореляцiйна довжина густина-густина, κ2

D – квадрат обер-

неного ефективного радiуса Дебая, κ2
D = κ2

D/(1 + βΦ̃QQ(0)ρz) i a –
величина, залежна вiд параметрiв моделi, критичної густини i кри-
тичної температури. Рiвняння (4.5) справджується як далеко так i
поблизу критичної точки при малих k.

Поза критичною точкою (T > Tc, ρ = ρc) з рiвняння (4.5) отри-
мується

G̃QQ(k) ∼ k2/4πβq20,

а це означає, що обидва правила СЛ задовiльняються. Цей резуль-
тат узгоджується з результатами, отриманими в [96] в наближеннi
хаотичних фаз.
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У загальному випадку в критичнiй точцi (T = Tc, ρ = ρc), ξ
−1 = 0

i G̃QQ(k) приймає вигляд

G̃QQ(k) = k2

(
1

4πβq20
+

(Φ̃NQ(0))2

16π2q40

1

a

)
+ O(k4). (4.6)

Як видно з (4.6), у випадку симетричної моделi (Φ̃NQ = 0) обидва
правила СЛ задовiльняються. Проте, у загальному випадку асимет-
ричного iонного плину (Φ̃NQ 6= 0) друге правило СЛ порушується,
що пiдтверджується результатами iнших авторiв.

Є очевидним, що вивчення поведiнки кореляцiйної функцiї заряд-
заряд у критичнiй точцi вимагає врахування флуктуацiйних попра-
вок вищого порядку нiж гаусовий, що, в свою чергу, передбачає вихiд
за межi наближення хаотичних фаз. В [95] було проведено феноме-
нологiчне узагальнення рiвняння (4.5) на основi врахування законiв

скейлiнгу. Це привело до такого вигляду для G̃QQ(k)

G̃QQ(k) =
k2

4πβq2
+ O(k2+η), (4.7)

де η – це малий критичний iндекс. Рiвняння (4.5) дозволило авторам
зробити передбачення, що друге правило СЛ буде виконуватися для
асиметричних моделей i в критичнiй точцi, якщо належним чином
врахувати флуктуацiї.

4.4. Кросоверна поведiнка моделi iонного плину з коротк-
осяжними взаємодiями

Хоча, як можна судити з експериментальних спостережень [11, 14],
фазовi дiаграми газ-рiдина i рiдина-рiдина частини електролiтiв
(зокрема, 1:1 електролiтiв, що належать до “кулонiвських” систем)
можуть бути приведенi до вигляду фазової дiаграми найпростiшої
моделi iонного плину, є очевидним, що її застосовнiсть до опису ре-
альних iонних плинiв є сильно обмеженою. Для того, щоб набли-
зити цю модель до реальних систем, необхiдно враховувати ефе-
кти асиметрiї у розмiрах та зарядах компонентiв, а також корот-
косяжнi взаємодiї. Експериментальнi результати показують, що для
“кулонiвських” систем типовою є набагато вужча область кросовер-
ного режиму порiвняно з неiонними системами [13]. Зокрема, для
системи Na − NH3 [5] (див. також [7, 97, 98]) виявлено дуже вузь-
ку область температур, у якiй спостерiгається кросовер. Аналiз екс-
периментальних даних для рiзних iонних розчинiв пiдтвердив, що
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такi системи у своїй бiльшостi демонструють кросовер (чи принайм-
нi тенденцiю до кросоверу) вiд iзингоподiбної поведiнки асимптоти-
чно близько бiля критичної точки до середньопольової поведiнки, що
спостерiгається з ростом вiдстанi вiд критичної точки [8].

Якщо розглядати реальний iонний плин у контекстi його крити-
чної поведiнки, то цiкавим є дослiдити гру корткосяжних i далек-
осяжних взаємодiй. Зокрема, питання, яке тут природньо виникає,
стосується впливу спiввiдношення мiж короткосяжною (вандерва-
альсiвською) i далекосяжною (кулонiвською) взаємодiями на таку
неунiверсальну характеристику як розмiр критичної областi. Експе-
риментально це питання вивчалося в роботах Вейнгартнера, Шроера
та iнших [11], де було здiйснено системне дослiдження iонної рiди-
ни, а саме iонної системи тетра-n-бутил амонiй пiкрат (Bu4NPic),
розчинником для якої служили спирти (10 спиртiв) iз дiелектри-
чними постiйними, що змiнювались вiд 3.6 (1-тетрадеканол) до 16.8
(2-пропанол). При цьому для спирту з найнижчим значенням дiеле-
ктричної сталої спостерiгалася “кулонiвська” межа для критичних
параметрiв. Водночас, коли дiелектрична постiйна розчинника зро-
стала, було вiдмiчено неперервну тенденцiю вiд “кулонiвського” ме-
ханiзму фазового роздiлення до “некулонiвського”. Крiм того, вияв-
лено, що у випадку розчинiв Bu4NPic в 1-алканолах, температура
верхнiх критичних точок розчинення лiнiйно зростає зi зменшенням
дiелектричної постiйної розчинника (ростом довжини ланцюга алка-
нола). Експериментальнi данi для критичних точок i дiелектричних
постiйних для розчинiв Bu4NPic в 1-алканолах є представленi в та-
блицi 3.

Табл. 3. Експериментальнi параметри критичних точок (критична
температура Tc, критична масова доля wc) i вiдповiднi дiелектричнi
постiйнi ε для розчинiв Bu4NPic в 1-алканолах [11].

Розчинник ε(Tc) Tc/K wc

1-oktanol 9.5 298.55 0.336
1-nonanol 7.9 308.64 0.325
1-decanol 6.4 318.29 0.3152

1-undecanol 5.4 326.98 0.303
1-dodecanol 4.7 335.91 0.2951
1-tridecanol 4.3 342.35 0.284

1-tetradecanol 3.6 351.09 0.2721
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Вперше питання кросоверу в iонних плинах з короткосяжною i
далекосяжною взаємодiями дослiджувалося теоретично в роботi Мо-
реiра, Тело да Гама i Фiшера в 1999 роцi [99]. Автори використа-
ли граткову модель плину, що демонструє критичну поведiнку типу
Iзинга. Додатково в цiй моделi враховувалася симетрична електро-
статична взаємодiя. Автори розрахували ефективний гамiльтонiан
моделi поблизу критичної точки та використали критерiй Гiнзбур-
га для вивчення кросоверу мiж середньопольовою i iзингоподiбною
поведiнкою. Температуру Гiнзбурга було обчислено для рiзних зна-
чень параметра iонностi, що визначає силу кулонiвської взаємодiї по
вiдношенню до короркосяжної. Отриманi результати продемонстру-
вали слабу залежнiсть температури Гiнзбурга вiд iонностi, що знову
ж таки погано узгоджується з експериментом.

В [100] також було дослiджено температуру Гiнзбурга в залежно-
стi вiд вiдношення iнтенсивностей коротко- i далекосяжних взаємо-
дiй. Проте, у цьому випадку iонний плин моделювався неперервною
зарядово-асиметричною системою. Без кулонiвської взаємодiї у та-
кiй моделi iснує критична точка газ-рiдина, що належить до класу
унiверсальностi моделi Iзинга. Тут було отримано явний вираз для
ефективного гамiльтонiану Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона всiєї моделi в
околi критичної точки газ-рiдина. Коефiцiєнти цього гамiльтонiану,
подiбно до того як в [99], мають вигляд розкладiв за степенями iон-
ностi. На основi отриманих виразiв було обчислено температуру Гiн-
збурга в залежностi вiд параметра iонностi для моделi заряджених
твердих сфер однакового дiаметру, що взаємодiють через потенцiал
прямокутної ями з шириною λ. Для того, щоб дослiдити вплив кон-
куренцiї коротко- i далекосяжних сил, крiм iонностi, змiнювався ще
й параметр λ.

Порiвняння отриманих у роботi результатiв для температури Гiн-
збурга в залежностi вiд параметра iонностi (при λ = 1.5) з експе-
риментальними даними для температури кросоверу t×, а також з
результатами роботи Мореiра та iн. для граткової моделi представ-
лено у таблицi 4. Системи (a)-(c) вiдповiдають однаковим iонним
сортам Bu4NPic з розчинниками, що вiдрiзняються дiелектричними
сталими. Як видно, отриманi в [100] числовi оцiнки для температури
Гiнзбурга демонструють добре якiсне i задовiльне кiлькiсне спiвпа-
дiння з експериментальними даними для розчину солi Bu4NPic в
n-алканолах, що пiдтверджує експериментальнi спостереження про
суттєвий вплив конкуренцiї сольвофобних i кулонiвських взаємодiй
на температурну область кросоверного режиму. Зокрема, це вказує
на те, що зростання iонностi, яке може бути пов’язане зi зменшенням
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Табл. 4. Експериментально отримана температура кросоверу t× для
низки iонних систем (взята з роботи [99]): (a) тетра-n-бутиламонiй
пiкрат (Bu4NPic) в 1- тридеканолi; (b) Bu4NPic в 1-додеканолi; (c)
Bu4NPic в 75% 1-додеканол плюс 25% 1,4-бутандiол; (d) Na в NH3; (e)
тетра-n-пентиламонiй бромiд у водi i редукована температура Гiнз-
бурга, обчислена теоретично в роботi [99] ( t†G) i в роботi [100] (t♦G).

Система Iоннiсть,I t× t†G t♦G
незаряд.плин 0 O(I) 1 ∼ 0.09

(a) 17.9 ∼ 10−3 ∼ 0.712 2.7 × 10−3

(b) 16.8 ∼ 0.9 × 10−2 ∼ 0.717 0.38 × 10−2

(c) 8.9 ∼ 3 × 10−2 ∼ 0.777 2.5 × 10−2

(d) 6.97 ∼ 0.6 × 10−2 ∼ 0.807 3.7 × 10−2

(e) ∼ 1.4 O(I) 1 ∼ 0.09

дiелектричної сталої, приводить до зменшення областi кросоверу.

5. Фазова поведiнка асиметричних моделей iонно-

го плину: примiтивнi моделi iз зарядовою аси-

метрiєю

Останнiм часом особлива увага придiляється вивченню впливу за-
рядової асиметрiї на критичну точку газ-рiдина. При цьому iонний
плин представляється PM iз зарядовою асиметрiєю, для якої потенцi-
ал взаємодiї має вигляд (3.20), (3.23) при умовi (3.33). Для критичної
температури i критичної густини використовуються такi безрозмiрнi
величини:

T ∗ =
kBT

ε
, ε =

zq2

Dσ
, ρ∗ = ρσ3. (5.1)

Моделювання методом МК, здiйснене для PM iз зарядовою асиме-
трiєю, показало, що ця модель має критичну точку газ-рiдина i кри-
тична температура моделi понижується з ростом множника зарядо-
вої асиметрiї z, а критична густина рiзко росте, коли z збiльшує-
ться [101].

Щодо теорiї, то на жаль, результати, отриманi в рамках звичайної
теорiї ДГ i ССН для безрозмiрних критичних параметрiв, заданих в
(5.1), не залежать вiд z. Результати, отриманi в рамках iнших тео-
ретичних пiдходiв, є наступними. Так, симетрична теорiя Пуассона-
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Рис. 5. Безрозмiрнi критичнi температури (злiва) i густини (спра-
ва) для зарядово-асиметричної 1:z примiтивної моделi: метод МК
(MC) [105–107]; теорiя Дебая-Гюккеля (DH); теоретико-польовi пiд-
ходи [104] (з множником 1/10) i ОСП (NMF) [23]; ССН (MSA) [47];
симетрична (SPB) i модифiкована (MPB) теорiї Пуассона-Больцмана
[102,103]; теорiя ДГБ-КI-ТК з врахуванням твердого кору (DHBjCI-
HC) i без нього (DHBjCI) [108].

Больцмана [102] передбачає правильний хiд для обох критичної тем-
ператури i критичної густини, проте характер змiни цих величин
не узгоджується з результатами комп’ютерного моделювання. Крiм
того, модифiковане наближення Пуассона-Больцмана [103], яке мо-
жна вважати наступних короком теорiї, що мало б давати надiйнiшi
результати, приводить до неправильної поведiнки критичної темпе-
ратури, демонструючи її незначне пiдвищення зi збiльшенням z. Ця
модель вивчалась також в рамках теоретико-польових пiдходiв, те-
орiї KSSHE [23] i теорiї, запропонованої Нетцом i Орландом [104].
Проте, результати отриманi тут є такими, що суперечить результа-
там, отриманим методом МК [101]. Зокрема, критична температура,
обчислена в роботi [23] на основi вiльної енергiї у двопетлевому на-
ближеннi, зростає з ростом z, а критична густина має поведiнку, яка
узгоджується з результатами МК. У роботi Нетца i Орланда [104]
теоретико-польовий аналiз застосовувався до системи точкових за-
ряджених частинок, а ефект твердого кору розглядався опосередко-
вано шляхом обрiзання верхньої границi в iнтегралах за хвильовим
вектором. Окрiм того, теорiя збурень будувалася виключно на флу-
ктуацiях густини заряду.

З iншого боку, в [101] був розвинутий пiдхiд (теорiя ДГБ-КI), що
є узагальненням на випадок z 6= 1 теорiї ДГВ-ДI, запропонованої
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ранiше для RPM. Припускаючи iснування в системi заряджених i
нейтральних кластерiв (димерiв, тримерiв i тетрамерiв в залежно-
стi вiд величини z), а також враховуючи взаємодiю кластер-iон (КI),
автори отримали залежностi критичної температури i критичної гу-
стини вiд z для z = 2 i z = 3, якi якiсно узгоджуються з результата-
ми комп’ютерного моделювання. Слiд вiдмiтити, що ця теорiя, як i
у випадку RPM, є дуже чутливою до наближень, що використовую-
ться для опису твердого кору. Зокрема, включення у розгляд вiльної
енергiї системи твердих сфер у наближеннi вiльного об’єму (теорiя
ДГБ-КI iз в рахуванням твердого кору – теорiя (ДГБ-КI-ТК)) по-
гiршує кiлькiснi результати для критичної густини На рисунках 5,
взятих зi статтi [101], є пiдсумованi результати для залежностi кри-
тичної температури i критичної густини вiд z, отриманi в рамках
теорiй, згаданих вище, i в комп’ютерному експеприментi.

Рис. 6. Залежнiсть критичної температури вiд величини параме-
тра зарядової асиметрiї z для SPM. Чорними кружечками позна-
ченi результати, розрахованi на основi iзотерм хiмiчних потенцiалiв
(5.3). Бiлi кружечки позначають результати, отриманi методом МК
(z = 1 [40], z = 2−3 [109], z = 4 [105]). Чорний квадрат – це результат
для z = 1, отриманий в рамках методу КЗ [110].

Iнший пiдхiд [78], який дозволив отримати якiсне узгодження з
результатами космп’ютерного моделювання, використовує метод ко-
лективних змiнних (див ф-ли (3.20)-(3.32)). Вiн грунтується на бiльш
точному визначеннi хiмiчного потенцiалу, спряженого до загальної



34 Препринт

Рис. 7. Залежнiсть критичної густини вiд величини параметра заря-
дової асиметрiї z для PM. Чорними кружечками позначенi резуль-
тати, розрахованi на основi iзотерм хiмiчних потенцiалiв (5.3). Бiлi
кружечки позначають результати, отриманi методом МК (z = 1 [40],
z = 2 − 3 [109]. Чорний квадрат – результат розрахункiв для z = 1,
отриманий в рамках методу КЗ [110].

густини в системi, яка є сильно флуктуюючою величиною в околi
критичної точки газ-рiдина. Розглядаючи примiтивну модель iз за-
рядовою асиметрiєю, взаємодiя в якiй описується потенцiалом (3.20)
при умовi (3.33), автори здiйснили перехiд в (3.27) вiд сортових хi-
мiчних потенцiалiв να до їх лiнiйних комбiнацiй, а саме:

νN =
1

1 + z
(zν1 + ν2) , νQ =

1

q0(1 + z)
(ν1 − ν2), (5.2)

де новi хiмiчнi потенцiали νN i νQ є спряженими, вiдповiдно, до за-
гальної густини i зарядової густини системи. В [78] на основi виразу
для ВСС в гаусовому наближеннi запропонована самоузгоджена про-
цедура знаходження розв’язку рiвнянь для хiмiчних потенцiалiв. В
результатi, у найнижчому наближеннi, в якому проявляється заря-
дова асиметрiя, отримано такий вираз для хiмiчного потенцiалу νN

νN = ν0
N −

1

M
(0)
2

[
1

2

∑

k

g̃(k)M
(2)
3 +

1

2

∑

k

g̃(k)M
(3)
4 ∆νQ
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+
1

2
M

(2)
3 ∆ν2

Q +
1

3!
M

(3)
4 ∆ν3

Q

]
, (5.3)

де ν0
N – це середньопольове значення хiмiчного потенцiалу νN ,

∆νQ = −
M

(3)
3

2M
(2)
2

∑

k

g̃(k), (5.4)

i g̃(k) – фур’є-образ екранованого потенцiалу. В (5.3) ефект непря-
мих кореляцiй мiж флуктуацiями густини враховано через зарядову
пiдсистему, про що свiдчить присутнiсть кумулянтiв вищого поряд-
ку нiж другий. Використовуючи (5.3)-(5.4), було розраховано пара-
метри критичної точки газ-рiдина для декiлькох значень параметра
z, а саме z = 2, 3, 4. При цьому для потенцiалу Кулона всереди-
нi твердого кору використовувалася регуляризацiя ВЧА. Результати
представлено на рисунках 6 i 7.

В результатi, авторам вдалося, без використання додаткових при-
пущень, зокрема про iснування в системi асоцiатiв (кластерiв), отри-
мати залежнiсть обох величин, критичної температури i критичної
густини, вiд z, що якiсно узгоджується з результатами комп’ютер-
ного експерименту, а саме: критична температура зменшується, а
критична густина рiзко зростає з ростом z (див. Рис. 5 i 6). Вико-
ристання вище описаної схеми розрахунку хiмiчного ротенцiалу для
знаходження критичних параметрiв RPM (випадок z = 1) дозволило
отримати значення T ∗

c = 0.050294, i ρ∗c = 0.0420 [110], якi на даний
час найкраще кiлькiсно узгоджуються з результатами комп’ютерно-
го моделювання.

6. Висновки

Акцентуючи основну увагу на теоретичних дослiдженнях проблеми
фазової i критичної поведiнки в iонних плинах, ми водночас намага-
лися окреслити загальну картину в цiй дiлянцi фiзики, представля-
ючи також основнi експериментальнi результати, якi стали сильним
поштовхом для розвитку як теорiї, так i методiв комп’ютерного моде-
лювання. Слiд вiдмiтити, що, починаючи з 1993 року, в англомовнiй
науковiй лiтературi появилися огляди експериментальних i теорети-
чних робiт, якi висвiтлювали, в тiй чи iншiй мiрi, бiжучий стан до-
слiджень даної проблеми (див. [3, 14, 18, 21, 111]). Тому, як правило,
ми уникали надмiрної деталiзацiї, зокрема, методiв дослiдження, що
розвивалися в 90-х роках минулого столiття, фокусуючи свою увагу
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значною мiрою на недавнiх долсягненнях теорiї i комп’ютерного екс-
перименту. Очевидно, що в такому стислому оглядi не можливо було
охопити результати всiх робiт по данiй проблемi. Зокрема, сюди не
ввiйшли бiльшiсть теоретичних результатiв, що стосуються гратко-
вих версiй примiтивних моделей iонних систем, зокрема LRPM. Як
вiдомо, фазова поведiнка LRPM i RPM вiдрiзняються якiсно. З iн-
шого боку, дослiдження, про якi тут iде мова, далi продовжуються,
а отже ситуацiя в цiй дiлянцi науки динамiчно змiнюється.

Пiдсумовуючи, слiд вiдмiтити, що незважаючи на успiхи, дося-
гнутi теорiєю впродовж останнiх десятилiть в розумiннi природи фа-
зової поведiнки i критичностi в iонних плинах, цiла низка проблем
все ще потребує подальшого вивчення. Зокрема, це стосуєть навiть
такої, здавалося б на перший погляд, простотої моделi як RPM, яка
на практицi виявилася достатньо складною як для теорiї, так i для
комп’ютерного експерименту. З одного боку, тут iснує група теорiй
середньополового типу, що використовують iдею асоцiацiї. В рамках
цих теорiй, розглядаючи рiзнi наближення, що дозволяють змiнюва-
ти параметр, який визначає силу асоцiацiї, можна добитися непога-
ного узгодження з комп’ютерним експериментом, як це було зробле-
но, наприклад в [50]. З iншого боку, останнiм часом було розвинуто
теоретичнi пiдходи, якi використовують функцiональнi методи i до-
зволяють з перших принципiв отримувати функцiональнi ефективнi
гамiльтонiани, що враховують кореляцiйнi поправки вищих поряд-
кiв. Такою теорiєю є, зокрема, теорiя, що використовує метод КЗ.
Застосовуючи цю теорiю, вдалося отримати достатньо добре узго-
дження з результатами комп’ютерного експерименту для критичної
температури моделi, проте отримане тут значення для критичної гу-
стини є заниженим. Стосовно критичної поведiнки RPM, то досi не
зроблено ренормгрупового аналiзу для критичної точки газ-рiдина
цiєї моделi.

Подальшого теоретичного вивчення потребує фазова поведiнка
асиметричних моделей. З одного боку, тут вже є результати, правда
небагаточисленнi, отриманi методами комп’ютерного моделювання
для моделей iз асиметрiєю в розмiрах i зарядах [105–107,109,112,113].
З iншого боку, наявнi теоретичнi результати стосуються в основному
моделей iз зарядовою асиметрiєю, особливо, якщо мова йде про кри-
тичнi параметри критичної точки газ-рiдина. Одночасно вже зробле-
но першi кроки у вивченнi моделей iз асиметрiєю як у зарядах, так i
розмiрах. Це насамперед роботи Цях та iн. [61,114], в яких здiйснено
середньопольовий аналiз стiйкостi функцiоналу великого термоди-
намiчного потенцiалу, отриманого в рамках мезоскопiчної польової
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теорiї для примiтивної моделi iз асиметрiєю у розмiрах i зарядах.
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