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Топологiчнi та структурнi дефекти у двовимiрнiй XY моделi

О.Є.Капiкранян

Анотацiя. Подано огляд основних пiдходiв до вивчення властиво-
стей 2D XY моделi, пов’язаних iз присутнiстю топологiчних дефе-
ктiв. Добре вiдомi результати для нерозведеної моделi представлено
у поєднаннi з оригiнальними результатами для моделi iз замороже-
ними структурними дефектами (вакансiями), отриманими автором
у спiвпрацi з колегами. А саме, огляд покриває такi дiлянки як: спiн-
хвильове наближення для 2D XY моделi, основи феноменологiчної
теорiї топологiчних дефектiв, модель Вiлена. Як пiдсумок, отрима-
но приблизну оцiнку критичної температури як функцiї концентрацiї
немагнiтних домiшок i наведено фазову дiаграму.

Topological and structural defects in the two-dimensional XY
model

O.Kapikranian

Abstract. An overview of the main approaches to study the 2D XY
model properties, especially the vortex influence, is presented. The well
known results for the pure model are combined with the original results
for a model with frozen site-dilution obtained by the author with collab-
orators. Namely, the overview covers in a brief form the following topics:
the spin-wave approximation for the 2D XY model, the basic principles
of the phenomenological theory of topological defects, the Villain model.
In the conclusion a simple estimation of the critical temperature is done
to obtain the diluted model phase diagram.
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1. Вступ

1.1. Топологiчнi дефекти

Фiзичнi системи iз неперервною симетрiєю, такi як кристали, рiдкi
кристали, надплинний гелiй, магнетики i iн., дозволяють iснування
своєрiдних збурень основного стану, якi не описуються неперервним
повiльно змiнним у просторi полем. Цi об’єкти характеризуються
певною сингулярною областю поля (у рiзних системах це може бути
точка, лiнiя, поверхня). Їх вплив виявляється надзвичайно важли-
вим у реальних фiзичних матерiалах, так, наприклад, вони у великiй
мiрi вiдповiдають за механiчнi властивостi сталей.

Якщо вести мову про певнi двовимiрнi системи, то взаємодiя то-
пологiчних дефектiв є основним механiзмом фазового переходу (пе-
рехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса) у таких системах. Ми зосе-
редимось саме на цьому явищi i пов’язаними iз ним деталями пове-
дiнки таких матерiалiв, включаючи у дослiдження ще один важли-
вий фактор – структурнi дефекти (замороженi немагнiтнi вузли),
неминуче присутнi у реально доступних для експериментальних до-
слiджень зразках.

Для теоретичного дослiдження описаних вище проблем ми обра-
ли 2D XY модель, яка є достатньо простою, i у той самий час, добре
описує характернi риси ряду важливих фiзичних систем, наприклад,
надплинного гелiю чи квазiдвовимiрних магнiтних матерiалiв, таких
як шаруватi магнетики [1] чи надтонкi магнiтнi плiвки [2–4].

Топологiчнi дефекти у 2D XY моделi називають вихорами.

1.2. 2D XY модель

Двовимiрна (2D) XY модель означається як система класичних спi-
нiв Sr одиничної довжини (|Sr| = 1) розмiщених на вузлах двовимiр-
ної ґратки (найчастiше розглядається квадратна ґратка, хоч резуль-
тати, як правило, легко узагальнити для довiльної простої ґратки)
iз гамiльтонiаном

HXY = −J
∑

<r,r′>

(Sx
r Sx

r′ + Sy
r Sy

r′) , (1.1)

де сума перебирає всi пари найближчих сусiднiх вузлiв у випадку
взаємодiї найближчих сусiдiв, яка є стандартним наближенням для
опису взаємодiї короткосяжного характеру. Означена таким чином
модель володiє визначними властивостями, пов’язаними iз вирiшаль-
ним впливом топологiчних дефектiв на її поведiнку [5, 6]. У моделi
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вiдбувається фазовий перехiд, який не характеризується появою па-
раметра порядку (намагнiченiсть в термодинамiчнiй границi завжди
рiвна нулевi, згiдно теореми Мермiна-Ваґнера-Гогенберґа [7, 8]). Це
явище отримало назву переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса
(БКТ перехiд), а фазу нижче критичної температури, TBKT, що ха-
рактеризується степеневим загасанням парної кореляцiйної функцiї
спiнiв:

G2(r) ≡ 〈S0Sr〉 ∼ r−η(T ) , (1.2)

називають фазою квазi-далекосяжного впорядкування (QLRO –
quasi-long-range ordering). Форма кореляцiйної функцiї нагадує вi-
дому поведiнку кореляцiй у точцi Кюрi звичайних феромагнетикiв:
G2(r) ∼ r−(2−d+η), де d вимiрнiсть ґратки. Формально, уся QLRO
фаза являє собою неперервну послiдовнiсть фазових переходiв 2-го
роду, проте ферромагнiтний стан не досягається поки T 6= 0. Це
наслiдок специфiчної комбiнацiї вимiрностi простору (d = 2) i спiнiв
(n = 2), для якої спiн-хвильовi збудження руйнують ферромагнiтний
порядок при довiльно низьких температурах, але степенево загаса-
ючi квазiдалекосяжнi кореляцiї зберiгаються i описуються темпера-
турно залежним показником η(T ) кореляцiйної функцiї. Магнiтна
сприйнятливiсть розбiгається на всьому промiжку 0 < T ≤ TBKT.

Особливiсть переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса поясню-
ється його топологiчною природої, його механiзмом є дисоцiацiя зв’я-
заних пар топологiчних дефектiв (вихор-антивихор), присутнiх в
низькотемпературнiй фазi. Спiн-хвильове наближення, в якому мо-
дель має аналiтичний розв’зок, правильно якiсно описує поведiнку
в QLRO фазi (а в границi низьких температур i кiлькiсно), коли па-
ри знаходяться у зв’язаному станi i не мають вирiшального впливу
на властивостi системи. З iншого боку, для опису БКТ переходу бу-
ла запропонована феноменологiчна теорiя топологiчних дефектiв [5],
якi неможливо описати в рамках спiн-хвильового наближення. З цi-
єї теорiї випливає логарифмiчна взаємодiя вихорiв, яка уподiбнює
їх до кулонiвських зарядiв у двовимiрному просторi. Базуючись на
цьому БКТ перехiд можна описати як перехiд iзолятор-електролiт в
двовимiрному нейтральному кулонiвському газi [9, 10].

Отже, маємо два рiзнi пiдходи, спiн-хвильове наближення, яке
описує низькотемпературну фазу, але не пояснює БКТ перехiд, i фе-
номенологiчну теорiю топологiчних дефектiв, що базується на на-
ближеннi неперервного еластичного середовища i описує БКТ пере-
хiд, але не описує квазi-далекосяжнi кореляцiї низькотемпературної
фази. Своєрiдним мiстком мiж цими двома, не дуже пов’язаними
мiж собою, шляхами, виступає модель Вiлена [11], яку можна ро-
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глядати як низькотемпературне наближення до 2D XY моделi, на
рiвнi iз спiн-хвильовим наближенням. Хоча модель Вiлена i не має
аналiтичного розв’язку, її надзвичайна важливiсть у тому, що в га-
мiльтонiанi можливо явно видiлити спiн-хвильову i вихрову частини,
i вираз для енергiї вихорiв має форму, iдентичну тiй, яку знаходять
з феноменологiчної теорiї топологiчних дефектiв.

У цьому оглядi автор намагається стисло i доступно висвiтлити
усi три пiдходи (спiн-хвильове наближення, феноменологiчну теорiю
топологiчних дефектiв i модель Вiлена) iз наголосом на впливi за-
морожених немагнiтних домiшок (структурних дефектiв) у кожному
випадку, що є власне предметом його дослiджень [12–15].

1.3. Замороженi немагнiтнi домiшки

Модель iз замороженим немагнiтним розведенням можна отрима-
ти вилучаючи випадковим чином спiни iз вузлiв ґратки iз певною
заданою iмовiрнiстю, однаковою для кожного вузла. Таким чином,
зручно ввести числа заповнення

cr =

{
1, якщо на вузлi є спiн;
0, якщо вузол порожнiй

(1.3)

i з їх допомогою переписати гамiльтонiан (1.1) у випадку розведення:

H = −J
∑

r

∑

α=x,y

cos(θr+aα
− θr)crcr′ , (1.4)

де ми перейшли до зручнiшого опису двовимiрних спiнiв кутовою
змiнною θr, що є кутом мiж спiном на заданому вузлi i довiльно
вибраним напрямком вiдрахунку; ax = (a, 0) i ay = (0, a) у (1.4) –
базис елементарної комiрки.

Якщо iмовiрнiсть для вузла бути зайнятим спiном дорiвнює c, а
бути порожнiм – вiдповiдно 1 − c, то на ґратцi розмiру N = L × L
отримаємо в середньому кiлькiсть немагнiтних вузлiв: (1 − c)N , або
концентрацiю розведення 1− c. Має сенс розгляд лише усереднених
за розведенням заданої концентрацiї спостережуваних фiзичних ве-
личин (таких, наприклад, як вiльна енергiя чи парна кореляцiйна
функцiя спiнiв). Таке усереднення за конфiгурацiями домiшок мо-
жна записати як:

(...) =
∑

{cr=0,1}
P ({cr})(...) , (1.5)
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iз функцiєю розподiлу:

P ({cr}) =
∏

r

[c cr + (1 − c)(1 − cr)] . (1.6)

Цей пiдхiд до опису нерiвноважного розведення був запропонований
Браутом [16] i невдовзi строго доведений Мазо [17].

Замороженi немагнiтнi домiшки заслуговують на пильну увагу
з огляду на те, що будь-якi реальнi матерiали, що дослiджуються
у фiзичнiй лабораторiї, неминуче мiстять структурнi дефекти подi-
бного характеру, тому бажано добре розумiти характер їх впливу на
властивостi iдеальних модельних систем.

2. Спiн-хвильове наближення

Суть спiн-хвильового (або гармонiчного) наближення полягає в за-
мiнi косинуса в гамiльтонiанi (1.1) 2d XY моделi квадратичним ви-
разом:

HSW = H0 +
J

2

∑

r

∑

α=x,y

(θr+aα
− θr)

2 . (2.1)

Гамiльтонiан (2.1) дiагоналiзується у фур’є-змiнних:

HSW = H0 +
J

2

∑

k

(2 − cos kxa − cos kya) |θk|2 . (2.2)

Таке наближення вiдповiдає низьким температурам, коли рiзниця
кутiв мiж найближчими сусiднiми спiнами є малою величиною. Зро-
зумiло, що (2.1) не зберiгає перiодичнiсть (1.1) вiдносно повороту θr

на кут кратний 2π, i тому (як стане очевидним з наступного роздi-
лу) не може описувати систему iз топологiчними дефектами. Проте
наближення (2.1) дозволяє легко отримати аналiтичний розв’язок,
який правильно описує властивостi XY моделi (1.1) при достатньо
низьких температурах, причому не лише при d = 2, але й на ґратках
iншої вимiрностi. Для порiвняння парна кореляцiйна функцiя спiнiв
у цьому наближенi має такий вигляд [18]:

G2(R)
R̃→∞





const , d > 2

R−η(T ) , d = 2

e−α(T )R , d = 1

Як i можна було очiкувати, спiн-хвильове наближення правильно
описує характер низькотемпературних кореляцiй. Очевидною є осо-
бливiсть випадку d = 2, коли кореляцiї загасають, але значно по-
вiльнiше нiж у невпорядкованiй високоткмпературнiй фазi. Отже,
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спiн-хвильове наближення правильно вiдтворює поведiнку 2D XY
моделi у фазi квазi-далекосяжного впорядкування. Показник η має
наступну температурну залежнiсть [19]:

η(T ) = kBT/(2πJ) . (2.3)

При низьких температурах цей вираз добре збiгається з даними Мон-
те Карло симуляцiй, але ближче до точки переходу реально спостере-
жуваний показник зростає iз температурою швидше нiж за лiнiйним
законом.

Так виглядає картина у випадку iдеально регулярної ґратки, вве-
дення домiшок iстотно ускладнює ситуацiю. Гамiльтонiан

HSW
dil = с2H0 +

J

2

∑

r

∑

α=x,y

(θr+aα
− θr)

2crcr+aα
(2.4)

у загальному випадку не дiагоналiзується у фур’є змiнних:

HSW
dil = HSW + (c2 − 1)H0

+
J

2

∑

k,k′

ρ(k + k′)

(
∑

α=x,y

Lα(k + k′)Kα(k)Kα(k′)

)
θkθk′

− J
∑

k,k′,q

[
ρ(−k− k′ − q)ρ(q) − ρ(−k − q)ρ(−k′ + q)

]

×
(

2 − 1

2

∑

α=x,y

K2
α(q)

)
θkθk′ , (2.5)

де HSW результат (2.2) для нерозведеної моделi, Kα(k) ≡ 2 sin kαa
2 ,

Lα(k) ≡ 2 cos kαa
2 , а

ρ(q) ≡ 1

N

∑

r

e−iqr(1 − cr) , q ∈ 1ша зона Брiлюена . (2.6)

Набiр параметрiв ρ(q) характеризує розведення у фур’є просторi.
Якщо домiшок немає (cr = 1, r = 1, N , c = 1), то ρ(q) = 0 i в (2.5)
залишається лише HSW, енергiя чистої моделi. У iншому тривiаль-
ному випадку, коли система «порожня», не має магнiтних вузлiв,
ρ(q) = δ(q) i HSW

dil = 0.
Уявiмо, що домiшки розкиданi не випадково, а утворюють де-

яку регулярну структуру. Тодi, очевидно, ρ(q) = (1 − c)δ(q), де c –
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концентрацiя магнiтних вузлiв. Iншими словами, у цьому випадку ρq

спiвпадає зi своїм усередненим за розведенням значенням (див.(1.5)):

ρ(q) = (1 − c)δ(q) . (2.7)

Основною iдеєю роботи [12] було припущення про те, що в тер-
модинамiчнiй границi фiзичнi величини, усередненi за всiма можли-
вими конфiгурацiями розведення, будуть близькими до таких, роз-
рахованих для системи iз ρ(q) = ρ(q). (У роздiлi 4 буде показано,
що це наближення вiдповiдає наближенню однорiдно «розмазаного»
розведення.) У [12] було запропоновано розклад за вiдхиленням ρ(q)
вiд свого середнього значення,

∆ρ(q) = ρ(q) − ρ(q) , (2.8)

i розраховано парну кореляцiйну функцiю спiнiв, враховуючи додан-
ки у розкладi до третього порядку включно. Було отримано степе-
неву залежнiсть кореляцiйної функцiї iз показником

ηdil(T ) = ηpure(T )

(
1

c2
+ 0.73

1 − c

c3
− 2.27

(1 − 3c + 2c2)

c4

)
, (2.9)

де вся температурна залежнiсть мiститься у показнику ηpure нерозве-
деної моделi, (2.3). Перший доданок в дужках вiдповiдає нульовому
порядку розкладу за ∆ρ (а також першому порядку, внесок вiд яко-
го дорiвнює нулевi), другий – другому i третiй – третьому порядку
розкладу.

Автори роботи [12] також виконали Монте Карло симуляцiї для
2D XY моделi на основi кластерного алгоритму Вольфа [20] в ши-
рокому iнтервалi концентрацiй розведення i для декiлькох значень
температури. Рис.1, запозичений з роботи [12], представляє порiвня-
ння результатiв комп’ютерних симуляцiй iз аналiтичним результа-
том (2.9). Данi добре узгоджуються в областi низьких концентрацiй
розведення.

3. Вихори у 2D XY моделi

Феноменологiчна теорiя топологiчних дефектiв базується на поняттi
неперервного пружного середовища, енергiя якого задається вира-
зом

E =
1

2
J
∑

r

∑

α=x,y

(∆αθr)
2 ' 1

2
J

∫
dr(∇θ(r))2 . (3.1)
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Рис. 1. Залежнiсть показника ηdil парної кореляцiйної функцiї спiнiв
розведеної моделi, нормованого на ηpure, вiд конценрацiї магнiтних
вузлiв c. Суцiльна i штрихованi лiнiї вiдповiдають результатам, отри-
маним з рiзних порядкiв розкладу. Символи позначають результати
Монте Карло симуляцiй.

Ця енергiя спiвпадає з енергiєю (2.1) 2D XY моделi у спiн-
хвильовому наближеннi, якщо в (2.1) перейти вiд суми до iнтегралу.
Отже, θ(r) в (3.1) можна розглядати як розширення спiнової змiнної
на неперервну область значень.

Топологiчнi дефекти у двовимiрному просторi називають вихо-
рами (рис.2,3). Вихор можна означити як конфiгурацiю поля θ(r) з
найменшою енергiєю (основний стан, T = 0) при накладенiй топо-
логiчнiй умовi

∮
dθ = 2πq, де iнтеграл береться за контуром, який

захоплює центр вихора, а q називається зарядом чи числом закру-
чення (winding number) означеного таким чином вихора. У системi
полярних координат, початок вiдлiку якої спiвпадає з центром вихо-
ра, така конфiгурацiя задається рiвнянням

θ = qϕ + const , (3.2)

з якого легко отримати ґрадiєнт поля, ∇θ =
q

r
(− sin ϕ, cosϕ). Ґрадi-

єнт завжди напрямлений перпендикулярно до радiус-вектора, про-
веденого з центру вихора.

Вихор повнiстю задається його зарядом q, а значення константи
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Рис. 2. Приклади вихорiв iз зарядом m = 1.

Рис. 3. Приклади вихорiв iз зарядом m = −1 (антивихори).

ICMP–08–11U 9

в (3.2) є абсолютно довiльним, оскiльки вiд конфiгурацiї iз одним
значенням константи до конфiгурацiї з iншою сталою можна перейти
без змiни енергiї (3.1). Так два вихори на рис.2 є еквiвалентними один
одному, так само як i два антивихори на рис.3.

Якщо бути точними, то у випадку конфiгурацiї спiнiв iз топологi-
чними дефектами перехiд вiд дискретної суми до iнтегралу в (3.1) не
є правомiрним через виникнення особливостей у неперервному полi
θ(r). Щоб оцiнити енергiю правильно, слiд вилучити з областi iнте-
грування «ядра» вихорiв, енергiя яких залежить лише вiд зарядiв.
Така оцiнка є нетривiальною задачею [18], якої ми тут не торкати-
мемось.

Для нашого розгляду важливою є «пружна» частина енергiї по-
ля θ(r), яка задається iнтегралом з (3.1), взятим за всiєю системою
окрiм ядер вихорiв. Для одного iзольованого вихора, заданого рiв-
нянням (3.2) така енергiя розбiгається в термодинамiчнiй границi:

Epure
el = q2Jπ

∫ L

A

dr

r
= q2Jπ ln(L/A) ,

де L лiнiйний розмiр системи, а A радiус ядра вихора.
Пружну енергiю системи iз вихором (3.2) i вакансiєю (немагнi-

тним вузлом) на достатнiй вiдстанi r вiд центру вихора можна дi-
стати як енергiю системи без вакансiї мiнус енергiя, що припадає
на вузол r, який є порожнiм. Цю енергiю ми обчислюємо поверта-
ючись до дискретної ґратки, тобто як суму за чотирма зв’язками,
тодi енергiя означеної системи iз топологiчним дефектом в початку
координат i структурним дефектом в точцi (r, ϕ) має вигляд

Edil
el = Epure

el − Evac = Epure
el − 1

2
J
∑

α=x,y

[(∇θ · aα)2 + (−∇θ · aα)2](3.3)

= Epure
el − 1

2
q2J

a2

r2

{
2 sin2 ϕ + 2 cos2 ϕ

}
= Epure

el − Jq2 (a/r)
2

.

Отже, вакансiя притягається до вихора, причому незалежно вiд
знаку його заряду. Це добре узгоджується з [21, 22]. Звичайно наша
оцiнка передбачає, що вакансiя не збурює решту поля θ(r), це припу-
щення надiйно обґрунтовано в [21]. Фактично, наш результат майже
спiвпадає з тим, що представлений в [21], але видається бiльш одно-
значним, оскiльки в [21] коефiцiєнт перед взаємодiєю залежить вiд
того, яким чином вирiзається область неперервного поля θ(r) навко-
ло вакансiї, а в нашому випадку коефiцiєнт повнiстю визначається
структурою ґратки.
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Далi ми розглядаємо вакансiю у системi, що мiстить пару вихорiв
(iз зарядами q та q′). Конфiгурацiя поля iз парою вихорiв є просто
суперпозицiєю полiв двох iзольованих вихорiв, θ(r) + θ′(r), а градi-
єнт: ∇θ + ∇θ′. Для такої конфiгурацiї поля без вакансiї нескладним
iнтегруванням можна отримати пружну енергiю:

Epure
el = −2πJqq′ ln(R/A) + πJ(q + q′)2 ln(L/A) , (3.4)

де R вiдстань мiж вихорами. Слiд зауважити, що доданок, який роз-
бiгається iз розмiром системи, зникає у випадку нейтральної пари
(q′ = −q).

Нехай координати вакансiї є (r, ϕ) у полярнiй системi координат,
центрованiй на вихорi q i (r′, ϕ′) у системi центрованiй на q′. Тодi
енергiя, що вiдповiдає вузлу, на якому розмiщена домiшка:

Evac = Ja2
(
(q/r)2 + (q′/r′)2 + 2(q/r)(q′/r′) cos(ϕ − ϕ′)

)
. (3.5)

Пiдсумувати цей роздiл можна узагальненням пружної енергiї
для системи iз довiльним числом вихорiв i вакансiєю у точцi r:

Edil
el = Epure

el − Evac(r) (3.6)

= Epure
el − J

∑

R

∑

R′

q(R)q(R′)
a2

|R − r||R′ − r|
(R − r)(R′ − r)

|R − r||R′ − r| ,

де сума перераховує всi топологiчнi дефекти в системi.

4. Модель Вiлена

Згiдно [23] модель Вiлена можна вивести в наближеннi низьких тем-
ператур з гамiльтонiану

H = −J
∑

〈r,r′〉
[ cos(θr − θr′) − 1 ] (4.1)

який еквiвалентний гамiльтонiану (1.1) 2D XY моделi. Статисти-
чний iнтеграл тодi записується як:

Z =

(
∏

r

∫ π

−π

dθr

2π

)
exp


∑

〈r,r′〉
V (θr − θr′)


 , (4.2)

де V (θ) = K [ cos θ − 1 ] i K = J/kBT .
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Спочатку наведемо виведення моделi Вiлена без домiшок, а потiм
узагальнимо результат на розведеної моделi. Ми шукатимемо набли-
жену форму для виразу пiд iнтегралом у (4.2), яка, зберiгаючи поча-
ткову симетрiю моделi, була б простiшою i зручнiшою для аналiзу.
Забiгаючи наперед, можна сказати, що це буде суперпозицiя експо-
нент iз показниками квадратичними за θ(r), що має подiбнiсть до
спiн-хвильового наближення, але у модель увiйдуть новi дискретнi
змiннi, якi пiзнiше будуть пов’язанi iз вихровими зарядами.

Першим кроком слiд розвинути фактор Больцмана у (4.2) в ряд
Фур’є:

exp


∑

〈r,r′〉
V (θr − θr′)


 =

∏

〈r,r′〉

+∞∑

s=−∞
eis(θr−θ

r
′) eṼ (s) , (4.3)

Фур’є змiнна s залежить вiд двох координат у прямому просторi:
s = s(r, r′).

Тепер, застосовуючи формулу сумування Пуассона [24]:

∞∑

s=−∞
g(s) =

∞∑

m=−∞

∫ ∞

−∞
dφ g(φ) e−2πiφm , (4.4)

яка зазвичай використовується для покращення збiжностi рядiв, до
кожної суми в (4.3), статистичний iнтеграл можна переписати як:

Z =

(
∏

r

∫ π

−π

dθr

2π

)
+∞∑

m
r,r′=−∞

e

∑
〈r,r′〉 V0(θr−θ

r
′−2πm

r,r′)
, (4.5)

з eV0(θ) =
∫∞
−∞ dφ eṼ (φ) eiφθ. Наразi це результат точних перетворень.

Використаємо тепер наближення низьких температур. У цьому
випадку неважко отримати: eV0(θ) ' e−Kθ2/2, як результат асимпто-

тичної поведiнки (при K → ∞): eṼ (s) = 1
2π

∫ 2π

0 dθ e−isθ eK(cos θ−1) ≈
1√

2πK
e−s2/(2K).

Тодi статистичний iнтеграл запишеться як

Z =

+∞∑

m
r,r′=−∞

Θ(mr,r′)

(
∏

r

∫ π

−π

dθr

2π

)
e
−K
∑

〈r,r′〉(θr−θ
r
′−2πm

r,r′)
2

.

(4.6)
Ми отримали бажану форму пiдiнтегральної функцiї, але доти, до-
ки межi iнтегрування залишаються (−π, π) усi члени ряду з m 6= 0
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дають зникаюче малий внесок в (4.6) (при низьких температурах,
K → ∞) i таким чином (4.6) зводиться до спiн-хвильового наближен-
ня. Для того, щоб розширити межi iнтегрування зручно використати
рiвнiсть:

∫ π

−π

dϕf(ϕ) = lim
ε→0

2
√

βπε

∫ ∞

−∞
dϕ e−βεϕ2

f(ϕ) , (4.7)

яка виконується для довiльної перiодичної функцiї f(ϕ) = f(ϕ+2π).
Останнє легко перевiрити, записавши лiву частину (4.7) як 2πF (0):
iнтегруючи кожен доданок правої частини i перейшовши до границi
ε → 0 отримуємо теж 2πF (0).

Нарештi можемо записати статистичний iнтеграл моделi Вiле-
на [11]

Z =

+∞∑

m(r,r′)=−∞

(
∏

r

∫ ∞

−∞

dθr

2π

)
e−βHdil

Vill , (4.8)

з гамiльтонiаном

Hdil
Vill = J

∑

〈r,r′〉
(θr − θr′ − 2πmr,r′)

2 + ε
∑

r

θ2
r . (4.9)

Розписане вище виведення можна провести i для моделi з нема-
гнiтними домiшками [15]. Наведемо вiдразу остаточний результат.
Статистичний iнтеграл матиме вигляд:

Z =

+∞∑

m(r,r′)=−∞
Θ(mr,r′)

(
∏

r

∫ ∞

−∞

dθr

2π

)
e−βHdil

Vill , (4.10)

де Θ(m) = crcr′ + (1 − crcr′)δm,0, а гамiльтонiан:

Hdil

Vill
= J

∑

〈r,r′〉
(θr − θr′ − 2πmr,r′)

2crcr′ + ε
∑

r

θ2
r . (4.11)

Вiдомо [11], що у гамiльтонiанi (4.9) чистої моделi Вiлена можна
виокремити двi незалежнi частини: спiн-хвильову i вихрову. Це мо-
жна показати перейшовши до Фур’є образiв спiнових змiнних θr:

θr =
1√
N

∑

k

e−ikrθk , θk =
1√
N

∑

r

eikrθr ,

дискретних змiнних mr,r′ ,
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mr,r+aα
=

1√
N

∑

q

e−iq(r+aα/2)mα
q , α = x, y

mα
q =

1√
N

∑

r

eiq(r+a
α

/2)mr,r+aα
, α = x, y ,

та зробивши зсув:

θk = ϕk − 2πi
Kx(k)mx

k + Ky(k)my
k

K2
x(k) + K2

y(k)

(Kα(k) було означене у пiдписi до виразу (2.5)).
Якщо проробити це iз гамiльтонiаном (4.11) розведеної моделi,

знову ж таки будуть отриманi незалежнi спiн-хвильова та вихрова
частини, але з’явиться ще один перехресний доданок, який залежа-
тиме як вiд спiнових, так i вiд вихрових змiнних. Таким чином, га-
мiльтонiан можна записати як такий, що складається з трьох частин:

Hdil
Vill = Hdil

SW + Hdil
Vort + Hdil

SW,Vort . (4.12)

Звичайно, як i повинно бути, перехресний доданок Hdil
SW,Vort зникає

в границi чистої моделi: cr = 1, r = 1, ..., N . Вiн має форму:

Hdil
SW,Vort = 2πJ

∑

k,k′

ρ(k + k′)

(
Lx(k + k′)Kx(k)Ky(k′) (4.13)

− Ly(k + k′)Ky(k)Kx(k′)

) (
K2

x(k′) + K2
y(k′)

)−1
ϕkqk′ ,

де qk = i(Ky(k)mx
k − Kx(k)my

k
) – фур’є образи вихрових зарядiв

(Lα(k) було означене у пiдписi до виразу (2.5)). Спiн-хвильова ча-
стина виглядає як:

Hdil
SW =

J

2

∑

k

∑

α

K2
α(k)ϕkϕ−k (4.14)

+
J

2

∑

k,k′

ρ(k + k′)

(
∑

α

Lα(k + k′)Kα(k)Kα(k′)

)
ϕkϕk′ ,

i цiлком спiвпадає iз виразом (2.5) отриманим в роздiлi 2. Ми лише
не включили у (4.14) (так само як у (4.13) i в наступний вираз) дода-
нок, квадратичний за ρ, оскiльки в наближеннi низьких конценрацiй
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розведення, в якому ми працюватимемо, ним можна знехтувати [25].
Енергiя ж вихорiв у розведенiй системi записується як [15]:

Hdil
Vort = 2πJ

∑

k 6=0

qkq−k∑
γ K2

γ(k)
+ 2πJ

∑

k,k′

ρ(k + k′) (4.15)

×
(

Lx(k + k′)Ky(k)Ky(k′) + Ly(k + k′)Kx(k)Kx(k′)

(K2
x(k) + K2

y(k))(K2
x(k′) + K2

y(k′))

)
qkqk′ .

Перший доданок вiдповiдає моделi без вакансiй, його поведiнка добре
вiдома:

Hpure
Vort = 2π2J

∑

k 6=0

qkq−k∑
γ K2

γ(k)
(4.16)

' −2π
∑

R,R′

q(R)q(R′) ln(|R − R′|/a) + π2J
∑

R

(q(R))2 ,

де q(R) заряди топологiчних дефектiв [11], означенi на вузлах ду-
альної ґратки R. (Вузли дуальної ґратки розмiщуються у центрах
елементарних комiрок вихiдної ґратки.) Отже, енергiя вихорiв у чи-
стiй моделi Вiлена має таку ж форму як i у феноменологiчнiй теорiї
топологiчних дефектiв. Увесь вплив домiшок мiститься у другому
доданку в (4.15).

Рiвняння (4.13) i, особливо, внесок немагнiтних домiшок у (4.15),
заслуговують на детальне дослiдження, оскiльки могли б дати бiльш
надiйну оцiнку взаємодiї вакансiї iз топологiчними дефектами, але
у цьому оглядi ми обмежимось наближенням «розмазаного» розве-
дення (див. наступний роздiл), яке дозволяє просто оцiнити змiну
критичної температури, пов’язану iз присутнiстю домiшок.

5. Наближення «розмазаного» розведення i оцiнка

критичної температури. Пiдсумки

У попереднiх двох роздiлах ми розглянули два рiзнi пiдходи до опи-
су поведiнки топологiчних дефектiв в двовимiрнiй XY моделi: фе-
номенологiчну теорiю, запропоновану ще Костерлiцем i Таулесом, i
модель Вiлена, що може розглядатись як низькотемпературне на-
ближення. У випадку регулярної ґратки (без структурних дефектiв)
обидва пiдходи дають однаковий результат для взаємодiї вихорiв.

У цьому останньому роздiлi ми застосуємо досить грубе набли-
ження «розмазаного» розведення, яке, втiм, дозволяє дуже просто
оцiнити змiну критичної температури за рахунок присутностi замо-
роженого розведення.
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У точцi БКТ переходу вiдбувається дисоцiацiя вихрових пар.
Це пiдказує дуже простий спосiб приблизно оцiнити значення цi-
єї критичної температури [26], знаючи закон взаємодiї топологiчних
дефектiв. Уявiмо iдеальну систему, що складається лише з однiєї
нейтральної пари вихорiв (одиничнi за абсолютним значенням за-
ряди). Єдиним ступенем вiльностi тут виступатиме вiдстань R мiж
вихорами. Знаючи енергiю взаємодiї мiж парою вихорiв Eint(R) =
2πJ ln(R/a) для моделi без домiшок, отриману з феноменологiчної
теорiї топологiчних дефектiв, або з моделi Вiлена, нескладно знайти
середнє квадратичне значення цiєї вiдстанi:

〈
R2
〉

=

∫∞
a R3e−βEint(R)dR∫∞
a Re−βEint(R)dR

= a2 πβJ − 1

πβJ − 2
. (5.1)

Температурою переходу можна вважати температуру, при якiй ця
величина прямує до безмежностi (дисоцiацiя). Легко побачити, що
це матиме мiсце при kTBKT/J ' π/2. На жаль ця оцiнка виявля-
ється вiдносно далекою вiд справжньої температури БКТ перехо-
ду (для порiвняння, найточнiша на сьогоднi оцiнка дає kTBKT/J '
0.893 [27]). Незважаючи на кiлькiсну вiдмiннiсть, такий пiдхiд пра-
вильно вiдображає механiзм переходу, i ми сподiваємось отримати з
його допомогою залежнiсть критичної температури вiд конценрацiї
розведення у моделi iз замороженими немагнiтними домiшками. Не
сподiваючись на правильну оцiнку абсолютного значення критичної
температури ми запишемо результат як вiдношення T dil

BKT/T pure
BKT, де

T pure
BKT температура чистої моделi отримана з умови розбiжностi (5.1).

Проте отриманi в попереднiх роздiлах вирази для взаємодiї вихо-
рiв у розведенiй моделi мають занадто складну форму для того, щоб
дати якийсь аналiтичний результат при пiдстановцi в (5.1). Ми ви-
користаємо наближення, якi формально виглядатимуть по-рiзному
у випадку феноменологiчної теорiї топологiчних дефектiв i в моделi
Вiлена, проте приводять до однакового результату, який дозволяє
оцiнити T dil

BKT з (5.1).
Почнемо з феноменологiчної теорiї топологiчних дефектiв. Ела-

стичну енергiю системи, що складається з однiєї нейтральної пари
вихорiв i деякої скiнченної частки вiльних вiд спiнiв вузлiв, можна
записати як:

Edil
int = Eint −

∑

rvac

Evac(r) , (5.2)

де Eint енергiя системи без домiшок, Evac(r) – енергiя, що припадає
на вузол r, яка дається виразом (3.5), а сума перелiчує всi порожнi
вузли у системi.
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Звичайно, (5.2) не може бути точним виразом, оскiльки вираз
(3.5) був отриманий з припущення, що кожнiй вакансiї вiдповiдає
чотири зруйнованi зв’язки. Таке припущення не буде виконуватись
для вакансiй, якi знаходяться на сусiднiх вузлах. Окрiм того, при
значнiй густинi домiшок, на вiдмiну вiд розглянутого у роздiлi 3
випадку однiєї вакансiї, припущення про незмiннiсть форми конфi-
гурацiї вихора теж видається сумнiвним. Проте, вважатимемо (5.2) i
(3.5) задовiльним наближенням, коли концентрацiя вакансiй є малою
величиною.

Вираз (5.2) можна переписати у формi:

Edil
int = Eint −

∫
drρvac(r)Evac(r) , (5.3)

iз густиною розведення

ρvac(r) =
∑

r′

δ(r − r′)(1 − cr) , (5.4)

де δ – дельта-функцiя, а cr – числа заповнення (1.3).
Оскiльки вакансiї розташовуються на ґратцi випадково, з одна-

ковою iмовiрнiстю для кожного вузла, немає пiдстав для того, щоб
якась дiлянка була бiльше чи менше розведеною за iншу дiлянку.
Звичайно флуктуацiї iмовiрнiстного характеру у густинi iснують,
проте вони мають давати зникаюче малий внесок в термодинамiчнiй
границi. Нехтуючи цими флуктуацiями, ми замiнюємо вираз (5.4)
однорiдно «розмазаною» густиною:

ρ(r) ' (1 − c)N/(a2N) = (1 − c)/a2 ,

що є просто числом порожнiх вузлiв, роздiленим на площу систе-
ми. Тепер, iнтеграл в (5.3) легко обчислити, вiн дає Edil

int(R) =
[1 − 2(1 − c)]2πJ ln(R/a). Негайний висновок, що температура БКТ
переходу: kT dil

BKT/J = [1−2(1−c)]π/2, чи, нормалiзуючи на критичну
температуру чистої моделi,

T dil
BKT/T pure

BKT = 1 − 2(1 − c) . (5.5)

Цiкаво, що такий самий результат можна отримати з гамiльтонi-
ану моделi Вiлена (4.15), якщо знехтувати внесками вiд розведення
ненульового порядку за ∆ρ (див. роздiл 2). У цьому випадку ми
отримуємо для енергiї пари вихорiв:

Hdil
Vort = 2π [1 − 2(1 − c)] J

∑

k 6=0

qkq−k∑
γ K2

γ(k)
. (5.6)
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Рис. 4. Фазова дiаграма для 2d XY моделi iз замороженими домi-
шками концентрацiї p = 1 − c.

Як наслiдок, знову маємо Edil
int(R) = [1 − 2(1 − c)]2πJ ln(R/a), i при-

ходимо до тiєї ж оцiнки (5.5) для критичної температури.
Результат (5.5) свiдчить про зменшення температури переходу iз

зростанням концентрацiї розведення, як i слiд очiкувати через змен-
шення середнього координацiйного числа. Окрiм цього, незважаючи
на те, що наше виведення базувалось на наближення слабкого роз-
ведення, формула (5.5) передбачає перетворення TBKT в нуль при
c = 0.5. Хоча й не збiгаючись кiлькiсно iз вiдомим значенням перко-
ляцiйного порогу для двовимiрної квадратної ґратки: c ' 0.59 [28],
це все ж важлива якiсна риса результату (5.5).

На рис.4, запозиченому з [15], представлено порiвняння мiж ана-
лiтичним результатом (5.5) i доступними на сьогоднi Монте Карло
результатами для фазової дiаграми 2D XY моделi iз замороженим
вузловим розведенням [29]. Двi Монте Карло кривi на рис.4 вiдповiд-
ають двом рiзним методам оцiнки критичної температури: з поведiн-
ки показника кореляцiйної функцiї (η) i зi стрибка модуля спiраль-
ностi (helicity modulus). Як видно з рис.4, вiдомi на сьогоднi данi
Монте Карло симуляцiй розведеної 2D XY моделi є недостатнiми
для того, щоб зробити якiсь остаточнi висновки про правомiрнiсть
оцiнки (5.5). Принаймнi лiнiйний характер поведiнки при низьких
концентрацiях розведення узгоджується добре.

Залежностi критичної температури (5.5) i показника парної коре-
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ляцiйної функцiї (2.9) вiд концентрацiї немагнiтних домiшок є основ-
ними пiдсумками дослiдження впливу замороженого розведення на
2D XY модель. Слiд ще раз наголосити, що (5.5) можна отримати
в наближеннi «розмазаної» густини розведення як з феноменоло-
гiчної теорiї топологiчних дефектiв, так i з моделi Вiлена. В оцiн-
цi асимптотичної поведiнки парної спiнової кореляцiйної функцiї у
спiн-хвильовому наближеннi однорiдно «розмазане» розведення вiд-
повiдає нульовому порядку розкладу за ∆ρ.
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