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Дослiдження енергетичного спектру одновимiрного протон-
ного (iонного) провiдника методом точної дiагоналiзацiї

I.В.Стасюк, О. Воробйов

Анотацiя. В роботi дослiджується енергетичний спектр скiнченних
одновимiрних ланцюжкiв з протонною (iонною) провiднiстю, що опи-
суються на основi фермiонних граткових моделей. За допомогою ме-
тоду точної дiагоналiзацiї розраховано густини станiв для ланцюж-
кiв розмiром 10 вузлiв. Показано що, при половинному заповненнi у
випадку малих кореляцiй спектр складається з однiєї зони i, вiдпо-
вiдно, система знаходиться в квазiметалiчному станi. Коли кореляцiї
є достатньо сильними в спектрi з’являється щiлина, i система пере-
ходить в дiелектричний стан. При певних значеннях параметрiв зi
змiною температури в системi спостерiгається перехiд типу метал-
дiелектрик. Отриманi результати порiвнюються з результатами, от-
риманими нами ранiше для подiбних систем за допомогою аналiтич-
них методiв.

Investigation of the energy spectrum of one-dimensional proton
(ionic) conductor by exact diagonalization teqnique

I.V.Stasyuk, O. Vorobyov

Abstract. We investigate the energy spectrum of finate one-dimensional
chains with proton (ionic) conductivity described by fermionic lattice
modles. Using exact diagonalization technique we calculate the density
of states for the chains of up to 10 sites. At half-filling for the case of weak
correlation the spectra consists of one band and therefore the system is in
the quasi-metallic state. When the correlation become strong enough the
spectra develops the gap and the system becomes an insulator. At certain
values of parameters we observe metal-insulator like transition with the
change of tempetarure. The results obtained numerically are compared
to the ones obtained previously with different analytical approaches.
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1. Вступ

Системи з протонною (iонною) провiднiстю в останнi роки є пред-
метом багатьох експериментальних i теоретичних дослiджень. Най-
бiльша увага зосереджена на суперiонних провiдниках, сполуках що
при низьких температурах є сегнетоелектриками або сегнетоеласти-
ками, а при пiдвищеннi температури переходять в суперiонну фа-
зу, провiднiсть в якiй є дуже високою. Перехiд в суперiонну фазу в
цих кристалах зумовлений перерозподiлом протонiв, всерединi пло-
щин [1,2] або ланцюгiв [3–5] iонних груп, пов’язаних мiж собою вод-
невими зв’язками. В низькотемпературнiй фазi протони знаходяться
в чiтко зафiксованих положеннях, тодi як в суперiоннiй з рiвною iмо-
вiрнiстю розподiленi мiж кiлькома можливими позицiями.

Найчастiше для теоретичного опису систем з протонною та iон-
ною провiднiстю використовують фермiоннi гратковi моделi. Одна з
перших спроб такого теоретичного опису була зроблена в [6,7], де ав-
тори використали одноямне наближення для протона на водневому
зв’язку. Разом з тим було зроблено також спроби врахувати в таких
моделях двоямний потенцiал та протон-фононну взаємодiю [8–11].
Однак в цих роботах не було надано достатньої уваги врахуванню
короткосяжних протонних (iонних) кореляцiй, якi, як показує екс-
перимент [12, 13] та квантово-хiмiчнi розрахунки [14], можуть бу-
ти достатньо сильними i, вiдповiдно, суттєво впливати на поведiнку
системи. Крiм того з теорiї електронних систем добре вiдомо, що са-
ме кореляцiї вiдiграють провiдну роль у багатьох явищах в металах
та напiвпровiдниках. Тому в наших роботах ми придiляємо особли-
ву увагу якнайкращому врахуванню кореляцiй. Вiдповiдно об’єкти
наших дослiджень можна окреслити термiном "сильноскорельованi
протоннi та iоннi провiдники".

В наших попереднiх роботах на основi фермiонної орiєнтацiйно-
тунельної моделi [15] ми запропонували пiдхiд, що базується на роз-
кладах за незвiдними частинами в теорiї функцiй Грiна [16–20] та
дозволяє враховувати короткосяжнi протоннi кореляцiї в гамiльто-
нiанi нульового наближення. На основi цього методу в наближен-
нi типу Габбард-1 було дослiджено енергетичний спектр одновимiр-
ного протонного провiдника, та встановлено можливiсть iснування
в системi розшарування на областi з рiзною концентрацiєю прото-
нiв [16–18]. Подiбнi розрахунки було зроблено також у вищому на-
ближеннi, яке дозволяє врахувати найпростiшi процеси протонного
розсiяння [19,20]. При цьому було пiдтверджено iснування розшару-
вання на областi з рiзною концентрацiєю протонiв при певних пара-
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метрах системи.
Iнший аналiтичний пiдхiд, що було запропоновано нами, базував-

ся на методi когерентного потенцiалу. Цей вiдомий метод було мо-
дифiковано за допомогою проектування одновузлової задачi на ста-
ни оточення даного вузла, що i дозволило врахувати короткосяжнi
кореляцiї [21]. В рамках цього пiдходу було не лише пiдтверджено
можливiсть перебування системи в квазiметалiчному чи дiелектрич-
ному станi в залежностi вiд сили кореляцiй, а й показано, що при
певних параметрах в спектрi системи можливий перехiд типу метал-
дiелектрик при змiнi температури.

Слiд зазначити, що протони та iони бiльш коректно описувати
за допомогою змiшаної статистики Паулi [22], як частинки, що з од-
ного боку мають бозонну природу, а з iншого боку пiдлягають пра-
вилам заборони Фермi. В порiвняннi з фермiонним пiдходом такий
опис породжує додатковi складностi, що викликанi бiльш складни-
ми правилами комутацiї операторiв Паулi. Часто для розвязку таких
задач гамiльтонiан, записаний на операторах Паулi, за допомогою
процедури фермiонiзацiї [23] зводять до гамiльтонiану, записаного
на операторах Фермi. Останнiй має вигляд подiбний до гамiльто-
нiанiв фермiонних граткових моделей. I хоча енергетичний спектр
паулiонiв [24] є, безумовно, вiдмiнним вiд спектру фермiонiв, загаль-
нi особливостi поведiнки таких систем, зокрема їх термодинамiчнi
характеристики, є подiбними.

З метою перевiрки результатiв, отриманих в рамках вказаних ви-
ще аналiтичних пiдходiв, а також з метою встановлення областей
значень параметрiв, де той чи iнший запропонований аналiтичний
пiдхiд дає кращий результат, в данiй роботi нами було проведено
числовi розрахунки енергетичного спектру скiнченних одновимiрних
кластерiв з iонною та протонною провiднiстю за допомогою методу
точної дiагоналiзацiї.

2. Модель

Ми розглядаємо одновимiрний протонний провiдник як ланцюг iо-
нiв (iонних груп), що з’єднанi мiж собою водневими зв’язками. Па-
ра найближчих iонних груп формує двоямний потенцiал, в якому
знаходиться протон, що формує водневий зв’язок. Стани протона в
цьому потенцiалi можуть бути формально представленi як двi мож-
ливi позицiї для протона на кожному з’вязку - a and b. Таким чином
протонний транспорт в такому ланцюгу описується двостадiйним ме-
ханiзмом Гротхуса, тобто складається з тунелювання (перескоку)
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протону мiж двома можливими позицiями на з’вязку (з i, a в i, b та
навпаки) i переносу протону з позицiї i, b в позицiю i + 1, a та нав-
паки, що вiдбувається завдяки реорiєнтацiйному руху iонної групи
разом з найближчим протоном.

R

0

Рис. 1. Модель одновимiрного протонного провiдника. Великi ко-
ла позначають iони (iоннi групи), малi - можливi позицiї протонiв.
Стрiлками позначено можливi рухи протонiв.

Подiбний механiзм протонної провiдностi був узятий за основу
при побудовi орiєнтацiйно-тунельної моделi, що була запропонована
в [15] для опису молекулярних комплексiв з водневими з’вязками.
Гамiльтонiан моделi у представленнi вторинного квантування має
наступний вигляд:

Ĥ = Ĥt + Ĥc + Ĥd − µN̂ ;

Ĥt =
∑

i

[
Ω0(c

+
iacib + c+

ibcia) + ΩR(c+
ibci+1,a + c+

i+1,acib)
]
,

Ĥc =
∑

i

[ε(1 − nib)ni+1,a + εnib(1 − ni+1,a) + wnibni+1,a (1)

+ w′(1 − nib)(1 − ni+1,a)] ,

Ĥd =
∑

i

[Unianib + V (1 − nia)(1 − nib)] ,

N̂ =
∑

i

(nia + nib).

Тут ni,α = c+
i,αci,α є протонним числом заповнення в положеннi i, α

(α = a, b), ci,α i c+
i,α є операторами знищення та народження протону

в цьому положеннi. В нашому пiдходi протони є фермiонами, тому
всi оператори є операторами Фермi.

Ми беремо до уваги два типи протонного транспорту у вiдповiд-
ностi до механiзму Гроттхуса: тунелювання мiж двома положеннями
на водневому зв’язку з параметром Ω0 та реорiєнтацiйний рух iонних
груп, завдяки якому протони можуть переходити з одного водневого
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зв’язку на iнший i який може бути описаний як квазiтунелюван-
ня протону з параметром ΩR. Ми також враховуємо короткосяжнi
взаємодiї мiж протонами на з’вязку (U та V ) та мiж протонами в по-
зицiях поблизу iонної групи (конфiгурацiї з вiдповiдними енергiями
ε, w, w′ вiдображенi на рис. 2).

Рис. 2. Енергiї протонних конфiгурацiй.

Гамiльтонiан (1), пiсля введення позначень Vef = U + V i wef =
w + w′ − 2ε, може бути переписаний у наступному виглядi

H = (ε−µ)
∑

i

(nia+nib) + Vef

∑

i

nianib + wef

∑

i

nibni+1,a (2)

+ Ω0

∑

i

(c+
iacib+c+

ibcia) + ΩR

∑

i

(c+
ibci+1,a+c+

i+1,acib) ,

який бiльш чiтко показує, що ми маємо справу з двопiдгратковою
моделлю, де є два параметри кореляцiї та два параметри переносу.
У разi спрощення до однопiдграткового випадку (Vef = wef ≡ V ,
Ω0 = ΩR ≡ t) гамiльтонiан набуває вигляду

H =(ε−µ)
∑

i

ni+t
∑

i

(c+
i+1ci+c+

i ci+1)+V
∑

i

nini+1 (3)

Модель, що описується цим гамiльтонiаном вiдома у лiтературi як
безспiнова фермiонна модель [25,26]. Вона використовується, зокре-
ма, для опису систем з iонною провiднiстю, i як показано вище, є
частковим випадком орiєнтацiйно тунельної моделi.

3. Метод точної дiагоналiзацiї

Нами було запропоновано розрахувати енергетичний спектр для
скiнченних одновимiрних ланцюжкiв з протонною (iонною) провiд-
нiстю, що описуються моделями (1,3), за допомогою методу точної
дiагоналiзацiї. Для цього для деякого скiнченного ланцюга, що скла-
дається з N вузлiв, формується базис багаточастинкових станiв

|n1,an1,b . . . nN,anN,b〉 , (4)
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на якому гамiльтонiан (2) записується у виглядi матрицi, елементи
якої обчислюються наступним чином

Hmn =

N∑

i=1;α=a,b

[
(ε − µ)H(1)

mn + Ṽ H(2)
mn + w̃H(3)

mn (5)

+ Ω0

(
H(4)

mn + H(5)
mn

)
+ ΩR

(
H(6)

mn + H(7)
mn

)]
,

де

H(1)
mn = 〈n1,a . . . |ni,α|n

′
1,a . . .〉

= (−1)

∑
k<i,a

nk

δ(ni,α−1)δ(n′
i,α−1)

∏

l 6=i,α

δ(nl−n′
l)

H(2)
mn = 〈n1,a . . . |ni,ani,b|n

′
1,a . . .〉

= −δ(ni,a−1)δ(n′
i,a−1)δ(ni,b−1)δ(n′

i,b−1)
∏

l 6=i,a;i,b

δ(nl−n′
l)

H(3)
mn = 〈n1,a . . . |ni,bni+1,a|n

′
1,a . . .〉

= −δ(ni,b−1)δ(n′
i,b−1)δ(ni+1,a−1)δ(n′

i+1,a−1)

×
∏

l 6=i,b;i+1,a

δ(nl−n′
l)

H(4)
mn = 〈n1,a . . . |c+

i,aci,b|n
′
1,a . . .〉

= −δ(ni,a−n′
i,a−1)δ(ni,b−n′

i,b+1)
∏

l 6=i,a;i,b

δ(nl−n′
l)

H(5)
mn = 〈n1,a . . . |c+

i,bci,a|n
′
1,a . . .〉

= −δ(ni,a−n′
i,a+1)δ(ni,b−n′

i,b−1)
∏

l 6=i,a;i,b

δ(nl−n′
l)

H(6)
mn = 〈n1,a . . . |c+

i,bci+1,a|n
′
1,a . . .〉

= −δ(ni,b−n′
i,b−1)δ(ni+1,a−n′

i+1,a+1)
∏

l 6=i,b;i+1,a

δ(nl−n′
l)

H(7)
mn = 〈n1,a . . . |c+

i+1,aci,b|n
′
1,a . . .〉

= −δ(ni,b−n′
i,b+1)δ(ni+1,a−n′

i+1,a−1)
∏

l 6=i,b;i+1,a

δ(nl−n′
l)

Отримана матриця гамiльтонiану розмiром 2N × 2N дiагоналiзу-
ється числовим методом

U−1HU = H̃ =
∑

p

λpX̃
pp (6)
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де λp - власнi значення гамiльтонiану, U - матриця перетворення

дiагоналiзацiї, а X̃pp - оператори Габбарда. Застосувавши те саме
перетворення до операторiв народження i знищення

U−1ci,aU =
∑

pq

ApqX̃
pq , U−1c+

i,aU =
∑

pq

A∗
rsX̃

rs , (7)

ми можемо розрахувати одночастинкову функцiю Грiна, побудовану
на цих операторах

≪ ci,a|c
+
i,a ≫ =

∑

pq

∑

rs

ApqA
∗
rs ≪ X̃pq|X̃rs ≫ (8)

=
∑

pq

ApqA
∗
pq

〈X̃pp + X̃qq〉

ω − (λq − λp)
,

де

〈X̃pp〉 =
e−βλp

Sp(e−βH̃)
, β =

1

kT
.

З обчисленої таким чином функцiї Грiна можна отримати спектр
системи при рiзних значеннях параметрiв. Отриманий спектр буде
мати дискретний характер, що зумовлено скiнченною кiлькiстю вуз-
лiв кластеру, на якому проводиться разрахунок. Для отримання ква-
зiнеперервного спектру, який можна порiвняти зi спектром нескiн-
ченного ланцюга, необхiдно проводити розрахунок на комплексних
частотах ω = π

β
(2n + 1) + ıδ, де n - цiле число, а δ - деякий малий

параметр розмиття.
Для задачi з розмiром кластера N розмiрнiсть матрицi (5), що

пiдлягає дiагоналiзацiї, складає 2N × 2N . При виконаннi процеду-
ри дiагоналiзацiї ми враховуємо симетричний вигляд цiєї матрицi та
велику кiлькiсть нульових елементiв. Однак навiть в цьому випадку
максимально можлива кiлькiсть вузлiв, на яких може бути розв’я-
зана задача при використаннi достатньо потужного розрахункового
кластера Iнституту фiзики конденсованих систем, складає 10, що
вiдповiдає дiагоналiзацiї матрицi розмiрнiстю 1024×1024. Не зважа-
ючи на порiвняно невеликий розмiр такого кластеру, при врахуваннi
перiодичних граничних умов вiн дозволяє вловити закономiрностi
поведiнки спектру системи.

4. Результати

Нами було дослiджено спектр як у однопiдгратковому випадку, що
вiдповiдає iонному провiднику, так i у двопiдгратковому випадку,
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що вiдповiдає протонному провiднику. Довжина ланцюга при цьому
в обох випадках складала 10 вузлiв.
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Рис. 3. Густина станiв iонного провiдника (однопiдгратковий ви-
падок) при рiзних значеннях параметру короткосяжної кореляцiї.
Ω0 = ΩR = 1, T = 0.05, половинне заповнення, вертикальна пунк-
тирна лiнiя вказує рiвень хiмiчного потенцiалу.
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Рис. 4. Густина станiв протонного провiдника (двопiдгратковий ви-
падок) при рiзних значеннях параметрiв короткосяжної кореляцiї.
Ω0 = 1, ΩR = 1.5, T = 0.05, половинне заповнення, вертикальна
пунктирна лiнiя вказує рiвень хiмiчного потенцiалу.

Густина станiв iонного провiдника при половинному заповненi
для рiзних величин параметру кореляцiї зображена на рис. 3. При
малих кореляцiях спостерiгається квазiметалiчна поведiнка системи,
а при зростаннi кореляцiй спостерiгається поява та розвиток ква-
зiщилини в спектрi (рис. 3). При подальшому зростаннi значення
параметру кореляцiї в спектрi з’являється щiлина i система пере-
ходить в дiелектричний стан. Наявнiсть невеликої кiлькостi станiв
у щiлинi при достатньо великих параметрах кореляцiй пов’язана з
величиною параметру розмиття δ. При достатньо малих значеннях
цього параметру стани в щiлинi зникають, однак починає проявля-
тися дескретний характер спектру, зумовлений порiвняно невеликим
розмiром кластера (N = 10). У двопiдгратковому випадку, що вiдпо-
вiдає протонному провiднику, спостерiгається подiбна картина (рис.
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4) - при достатньо сильних кореляцiях система є дiелектриком, а
при малих знаходиться в квазiметалiчному станi. Загальнi особли-
востi спектру, отриманi на основi методу точної дiагоналiзацiї, якiс-
но пiдтверджують результати отриманi в рамках пiдходiв на основi
модифiкованого методу когерентного потенцiалу [20].

Також пiдтверджується можливiсть iснування в системi темпера-
турного переходу типу метал-дiелектрiк (так званий переход Мотта),
можливiсть якого в таких системах було вперше показано нами в [20].
Такий перехiд iснує у випадку, коли величина параметру кореля-
цiї спiвмiрна або бiльша за величину параметру переносу. Подiбний
ефект спостерiгається як для iонного (рис. 5) так i для протонного
провiдника (рис. 6). Цей факт вказує на можливiсть iснування супе-
рiонного переходу в системi, при якому провiднiсть зростає швидко,
але плавно, що вiдповiдає поступовому заповненню станiв в щiлинi
спектру при пiдвищеннi температури.
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Рис. 5. Перехiд типу метал-дiелектрик при змiнi температури на гус-
тинi станiв iонного провiдника (однопiдгратковий випадок). Vef =
wef = 1, Ω0 = ΩR = 0.1, половинне заповнення, вертикальна пунк-
тирна лiнiя вказує рiвень хiмiчного потенцiалу.
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Рис. 6. Перехiд типу метал-дiелектрик при змiнi температури на
густинi станiв протонного провiдника (двопiдгратковий випадок).
Vef = 2, wef = 1, Ω0 = 0.1, ΩR = 0.3, половинне заповнення, вер-
тикальна пунктирна лiнiя вказує рiвень хiмiчного потенцiалу.
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5. Висновки

За допомогою точних розрахункiв енергетичного спектру скiнченних
одновимiрних кластерiв з iонною та протонною провiднiстю було пiд-
тверджено можливiсть iснування в таких системах температурного
переходу типу метал-дiелектрик. Наявнiсть цього ефекту може свiд-
чити про можливiсть суперiонного переходу, що спостерiгається в
багатьох системах з iонною та протонною провiднiстю. Також пiд-
тверджено, що в залежностi вiд сили кореляцiї, система перебуває в
квазiметалiчному чи дiелектричному станi.
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