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Анотацiя. Обговорено важливу роль методу нерiвноважного ста-
тистичного оператора Д.М. Зубарєва в узагальненiй молекулярнiй
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важний статистичний оператор i вiдповiднi рiвняння переносу для
системи, що релаксує до стану молекулярної гiдродинамiки

Nonequilibrium statistical operator in the generalized molecu-
lar hydrodynamics of liquids
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Abstract. An important role of the nonequilibrium statistical operator
method of D.N. Zubarev in the generalized molecular hydrodynamics
of liquids is discussed. Using this method one can develope a consis-
tent generalized collective excitation approach for ionic, polar, magnetic
and other liquids. Nonequilibrium statistical operator and appropriate
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hydrodynamics are obtained. алу буде надiслано цю роботу.
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1. Вступ

Важливим досягненням сучасної нерiвноважної теорiї рiдин є
результати теорiї молекулярної гiдродинамiки [1–12]. На її основi до-
слiджувалися колективнi моди, часовi кореляцiйнi функцiї, узагаль-
ненi коефiцiєнти переносу для моделi Ленарда-Джонса простих рi-
дин [1, 2, 8, 12]. Методом нерiвноважного статистичного операто-
ра Д.Зубарєва [13–16] та методом проекцiйних операторiв [17] була
побудована узагальнена молекулярна гiдродинамiка на основi роз-
ширення параметрiв скороченого опису, що лежать в основi уза-
гальненого пiдходу колективних збуджень [12, 18–20]. На вiдмiну
вiд методу проекцiйних операторiв, в методi нерiвноважного статис-
тичного оператора проекцiйнi оператори виникають природним чи-
ном як наслiдок виключення похiдних за часом вiд термодинамiчних
параметрiв, спряжених середнiм значенням параметрiв скорочено-
го опису. Такий пiдхiд показав, що, крiм вiдомих гiдродинамiчних
мод, iснують

”
кiнетичнi“ моди, якi дають суттєвий вклад в областi

промiжних значень хвильових векторiв та частот для колективних
збуджень. Вiн також дав можливiсть дослiдити спектр колективних
збуджень, часовi кореляцiйнi функцiї та узагальненi коефiцiєнти пе-
реносу для магнiтних [21–26], полярних [27–32], iонних [16, 33–35]
рiдин, напiвквантового гелiю [36, 37], бiнарних сумiшей [39–41], ме-
талiчних сплавiв [42–47]. Узагальнений опис кiнетичних та гiдроди-
намiчних процесiв в теорiї густих газiв та рiдин був запропонований
в роботах [48–50]. Дослiдження в цьому пiдходi в основному розви-
валися стосовно узагальнених кiнетичних рiвнянь для густих газiв,
плазми [51–54], а перехiд до стану молекулярної гiдродинамiки аналi-
зувався для простих рiдин у [50] та для квантових бозе-систем у [55].

2. Нерiвноважний статистичний оператор i рiв-

няння узагальненої гiдродинамiки

В основi молекулярної гiдродинамiки просторово однорiдних
простих рiдин лежать рiвняння переносу для середнiх 〈ã~k

〉t =

(〈n̂~k
〉t, 〈̂~~k〉

t, 〈ĥ~k
〉t), де n̂~k

=
∑N

j=1 e
−i~k~rj , ~̂~k =

∑N
j=1 ~pje

−i~k~rj , ĥ~k
=

Ê~k
− 〈Ê~k

n̂
−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 n̂~k

— Фур’є-компоненти густини числа час-
тинок, густини iмпульсу та густини узагальненої ентальпiї вiдпо-

вiдно [1, 10, 11], Ê~k
=
∑N

j=1

(

p2

j

2m
+ 1

2

∑N
l 6=j=1 Φ(rlj)

)

e−i~k~rj — Фур’є-

компоненти густини повної енергiї, де Φ(rlj) — парний потенцiал
взаємодiї частинок масою m, повне число яких N з координатами
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фазового простору (~pj , ~rj) — радiус-вектори iмпульсу та просторової
координати, rlj — вiдстань мiж частинками, ~k — хвильовий вектор.
Такi рiвняння переносу мають наступну структуру [1, 10, 11]:

∂

∂t
〈â

l,~k
〉t −

∑

m

iΩH
lm(~k)〈â

m,~k
〉t

+
∑

m

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕH
lm(~k, t, t′)〈â

m,~k
〉t

′

dt′ = 0, (1)

де введено такi позначення: l = 1, 2, 3, â1,~k
= n̂~k

, â2,~k
= ~̂~k, â3,~k

=

ĥ~k
. У цьому рiвняннi iΩH

ml(
~k) =

∑

l′〈
˙̂a
m,~k

â
l′,−~k

〉0Φ̃
−1
l′l (~k) є елементами

матрицi

iΩ̃H(~k) =





0 iΩnj 0
iΩjn 0 iΩjh

0 iΩhj 0





(~k)

, (2)

що описують недисипативнi процеси i являють собою нормованi рiв-
новажнi кореляцiйнi функцiї

iΩnj(~k) = 〈 ˙̂n~k
~̂
−~k

〉0〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 , (3)

iΩjn(~k) = 〈
˙̂
~~kn̂−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 , (4)

iΩhj(~k) = 〈
˙̂
h~k
~̂
−~k

〉0〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 , (5)

iΩjh(~k) = 〈
˙̂
~~kĥ−~k

〉0〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 , (6)

Φ̃−1
ll′ (~k) — елементи матрицi, оберненої до матрицi Φ̃(~k):

Φ̃(~k) =







〈n̂~k
n̂
−~k

〉0 0 0

0 〈̂~~k · ~̂
−~k

〉0 0

0 0 〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉0






, (7)

структура якої вказує на ортогональнiсть змiнних n̂~k
, ~̂~k, ĥ~k

в розу-

мiннi середнiх 〈n̂~k
~̂
−~k

〉0 = 0, 〈n̂~k
ĥ
−~k

〉0 = 0, 〈̂~~kĥ−~k
〉0 = 0. Причому,

〈n̂~k
n̂
−~k

〉0 = S2(~k) — статичний структурний фактор атомiв простої
рiдини, де 〈...〉0 =

∫

dΓN ...̺0(x
N ) — усереднення виконується з рiвно-

важним статистичним оператором ̺0(x
N ) = Z−1 exp(−β(H − µN)),

Z =
∫

dΓN exp(−β(H − µN)) — велика статистична сума, β = 1/kБT ,
kБ — постiйна Больцмана, T — рiвноважне значення температури,
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µ — хiмiчний потенцiал, H =
∑N

j=1

(

p2

j

2m
+ 1

2

∑N
l 6=j=1 Φ(rlj)

)

— гамi-

льтонiан атомiв простої рiдини. Дисипативнi процеси у рiвняннях
молекулярної гiдродинамiки (1) описуються ядрами переносу

ϕH
lm(~k; t, t′) =

∑

l′

〈IH
l (~k)TH

0 (t, t′)IH
l′ (−~k)〉0Φ̃

−1
l′m(~k), (8)

що є елементами матрицi функцiй пам’ятi:

ϕ̃H(~k; t, t′) =





0 0 0
0 ϕH

jj ϕH
jh

0 ϕH
hj ϕH

hh





(~k;t,t′)

, (9)

де

IH
j (~k) = (1 − PH)iLN~̂~k = −i~k :

↔̂
π~k
, (10)

IH
h (~k) = (1 − PH)iLN ĥ~k

= −i~k · ~̂q~k

— узагальненi потоки, пов’язанi вiдповiдно з
↔̂
π~k

, ~̂q~k — Фур’є-
компонентами узагальнених тензора в’язкостi та потоку ентальпiї,
iLN =

∑N
j=1

~pj

m
∂

∂~rj
− 1

2

∑N
l 6=j=1

∂
∂~rj

Φ(rlj)(
∂

∂~pj
− ∂

∂~pl
) - оператор Лi-

увiлля, що вiдповiдає гамiльтонiану H системи, PH — проекцiй-
ний оператор Морi, побудований на гiдродинамiчних ортогональних
змiнних n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
. TH

0 (t, t′) = exp((t′ − t)(1 − PH)iLN) — оператор
еволюцiї з врахуванням проектування Морi на простiр ортогональ-
них динамiчних змiнних n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
[1, 11, 15]. У (9) враховано, що

IH
n (~k) = (1 − PH)iLN n̂~k

= 0. Ядра переносу матрицi (9) в представ-
леннi Лапласа (A(z) = i

∫∞

0 dt exp(izt)A(t), z = ω + iε, ε → +0) ви-

значають узагальненi коефiцiєнти в’язкостi η(~k, z), теплопровiдностi
λ(~k, z) i перехреснi коефiцiєнти переносу ξ(~k, z) [5, 6, 10, 11]:

ϕH
jj(
~k, z) = ik2η(~k, z)

β

mn
,

ϕH
hh(~k, z) = ik2λ(~k, z)

kBβ
2

cv(~k)
, (11)

ϕH
jh(~k, z) = ik2ξ(~k, z)

kBβ
2

cv(~k)
,
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cv(~k) — узагальнена теплоємнiсть простих рiдин. Рiвняння молеку-
лярної гiдродинамiки (1) також визначають часовi кореляцiйнi фун-
кцiї гiдродинамiчних змiнних n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
[10, 11]:

∂

∂t
Φ̃H(~k; t) − iΩ̃H(~k)Φ̃H(~k; t)

+

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕ̃H(~k, t, t′)Φ̃H(~k; t′)dt′ = 0, (12)

де

Φ̃(~k; t) =





Φnn Φnj Φnh

Φjn Φjj Φjh

Φhn Φhj Φhh





(~k;t)

,

— матриця часових кореляцiйних функцiй Φlm(~k; t) =
〈â

l,~k
(t)â

m,−~k
(0)〉0 гiдродинамiчних змiнних. В методi нерiвно-

важного статистичного оператора Д.М. Зубарєва рiвняння молеку-
лярної гiдродинамiки (1) отримано за допомогою нерiвноважного
статистичного оператора [10, 11]:

̺H(xN ; t) =



1 +
∑

l,m

∑

~k

(

â
l,−~k

Φ̃−1
lm(~k)〈â

m,~k
〉t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)TH
0 (t, t′)IH

l (−~k)Φ̃−1
lm(~k)〈â

m,~k
〉t

′

dt′
)



 ̺0(x
N ). (13)

Тобто, стану молекулярної гiдродинамiки простої рiдини вiд-
повiдає нерiвноважний статистичний оператор (13). Вiн є
функцiєю розширеного набору динамiчних змiнних n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
та уза-

гальнених потокiв IH
n (~k) = 0, IH

j (~k), IH
h (~k), якi визначають уза-

гальненi коефiцiєнти переносу (9). Набiр змiнних â
l,~k

, IH
l (~k) став

основою побудови узагальнених рiвнянь гiдродинамiки для простих
рiдин [8, 12, 17–20], бiнарних сумiшей [18, 38, 39], iонних рiдин [16,
33–35], напiвквантового гелiю [36,37], квантових бозе-систем [56–58]
в методi функцiй Грiна [9] та iн. Такий пiдхiд дав можливiсть в
єдинiй схемi проводити дослiдження часових кореляцiйних функ-
цiй

”
густина-густина“(динамiчного структурного фактора),

”
потiк-

потiк“,
”
енергiя-енергiя“, їх перехресних кореляцiйних функцiй, а

також узагальнених коефiцiєнтiв переносу (11), включаючи спектр
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кiнетичних i гiдродинамiчних мод. Такому розширеному опису гiд-
родинамiчного стану системи теж вiдповiдає нерiвноважний статис-
тичний оператор, побудований для простих рiдин, iонних систем та
iн. [16, 59–61].

Для простої рiдини нерiвноважний статистичний оператор уза-
гальненої гiдродинамiки має наступну структуру, подiбну до (13):

̺GH(xN ; t) =



1 +
∑

l,m

∑

~k

(

Ŷ
l,−~k

(Φ̃G)−1
lm(~k)〈Ŷ

m,~k
〉t (14)

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)TGH
0 (t, t′)IGH

l (−~k)(Φ̃G)−1
lm(~k)〈Ŷ

m,~k
〉t

′

dt′
)



 ̺0(x
N ),

де Ŷ
l,~k

= {â
l,~k
,
↔̂
π~k
, ~̂q~k} — розширений набiр динамичних змiнних, якi

є ортогональними, утворюючи дiагональну матрицю рiвноважних
кореляцiйних функцiй

Φ̃(~k) = (15)
















〈n̂~k
n̂
−~k

〉0 0 0 0 0

0 〈̂~~k · ~̂
−~k

〉0 0 0 0

0 0 〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉0 0 0

0 0 0 〈
↔̂
π~k

:
↔̂
π
−~k

〉0 0

0 0 0 0 〈~̂q~k · ~̂q
−~k

〉0

















.

(Φ̃G)−1
lm(~k) — елементи матрицi (Φ̃G)−1(~k) — оберненої до матри-

цi (Φ̃G)(~k). IGH
l (~k) = {IGH

π (~k) = (1 − PGH)iLN

↔̂
π~k
, IGH

q (~k) = (1 −

PGH)iLN ~̂q~k} — узагальненi потоки, в структуру яких входить про-
екцiйний оператор Морi розширеного набору динамiчних змiнних
PGHÂ =

∑

lm〈ÂŶ
l,−~k

〉0(Φ̃
G)−1

lm(~k)Ŷ
m,~k

, з властивостями: PGHPGH =

PGH , PGH(1 − PGH) = 0, PGH Ŷl,~k
= Ŷ

l,~k
. TGH

0 (t, t′) — оператор ево-
люцiї з проекцiйним оператором PGH . З допомогою нерiвноважного
проекцiйного оператора (14) отримуються рiвняння узагальненої гiд-
родинамiки для простих рiдин наступної структури:

∂

∂t
〈Ŷ

l,~k
〉t −

∑

m

iΩGH
lm (~k)〈Ŷ

m,~k
〉t

+
∑

m

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕGH
lm (~k, t, t′)〈Ŷ

m,~k
〉t

′

dt′ = 0, (16)
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де iΩGH
lm (~k) — елементи матрицi

iΩ̃GH(~k) =













0 iΩnj 0 0 0
iΩjn 0 iΩjh iΩjπ 0

0 iΩhj 0 0 0
0 iΩπj 0 0 iΩπq

0 0 0 iΩqπ 0













(~k)

, (17)

в структуру якої входять нормованi рiвноважнi кореляцiйнi функцiї
(3)-(6) i новi нормованi рiвноважнi кореляцiйнi функцiї

iΩπj(~k) = 〈
↔̂
π~k

: ~̂
−~k

〉0 〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 ,

iΩπq(~k) = 〈
↔̂
π~k

: ~̂q
−~k

〉0〈~̂q~k · ~̂q
−~k

〉−1
0 .

ϕ̃GH(~k, t, t′) узагальненi ядра переносу, якi описують дисипативнi
процеси i утворюють матрицю функцiй пам’ятi узагальненої гiдро-
динамiки простої рiдини:

ϕ̃GH(~k, t, t′) =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ϕππ ϕπq

0 0 0 ϕqπ ϕqq













(~k,t,t′)

. (18)

ϕ̃GH(~k, t, t′) мають структуру аналогiчну до (8), але побудованi
на узагальнених потоках IGH

π (~k), IGH
q (~k) з оператором еволюцiї

TGH
0 (t, t′). Рiвняння узагальненої гiдродинамiки як i рiвняння моле-

кулярної гiдродинамiки (1) визначають вiдповiднi часовi кореляцiйнi
функцiї розширеного набору динамiчних змiнних Ŷ

l,~k
(t):

Φ̃GH(~k, t) =













Φnn Φnj Φnh Φnπ Φnq

Φjn Φjj Φjh Φjπ Φjq

Φhn Φhj Φhh Φhπ Φhq

Φπn Φπj Φπh Φππ Φπq

Φqn Φqj Φqh Φqπ Φqq













(~k,t)

, (19)

причому, часовi кореляцiйнi функцiї Φππ(~k, t), Φπq(~k, t), Φqπ(~k, t),
Φqq(~k, t) можуть бути пов’язаними з узагальненими коефiцiєнтами
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(11). Тобто, система рiвнянь

∂

∂t
Φ̃GH(~k, t) − iΩ̃GH(~k)Φ̃GH(~k, t)

+

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕ̃GH(~k, t, t′)Φ̃GH(~k, t′)dt′ = 0 (20)

дає можливiсть в єдинiй схемi дослiджувати часовi кореляцiйнi фун-
кцiї гiдродинамiчних змiнних â

l,~k
, а також узагальненi коефiцiєн-

ти переносу через кореляцiйнi функцiї матрицi iΩ̃GH(~k) (17) i уза-
гальненi ядра переносу матрицi ϕ̃GH(~k; t, t′) (18). Причому в маркiв-
ському наближеннi у часi в рiвняннi (20), в гiдродинамiчнiй гра-
ницi iз det|iΩ̃GH(~k) − Φ̃GH(~k)| = 0 знаходиться спектр колектив-
них збуджень, який включає теплову моду zH(k) = DTk

2 + O(k4),
двi комплексно-спряженi звуковi моди zH(k) = ±iωs(k) + zs(k), де
ωs(k) = сk + O(k3) — частота поширення звуку, zs(k) — часто-
та затухання звуку з коефiцiєнтом затухання Γ. Окрiм гiдродина-
мiчних мод, iснують двi кiнетичнi моди: zπ(k) = ϕππ(0) + O(k2),
zq(k) = ϕqq(0) +O(k2), котрi в границi k → 0 не зникають. Тут

DT =
vT q

2

γϕqq(0)
=

λ

mncp
, vT q

2 =
mΦqq − h2

ncv
,

DT — коефiцiєнт термодифузiї, γ =
cp

cv
, cp, cv — вiдповiдно термоди-

намiчнi значення теплоємностей при сталих тиску i об’ємi, λ — ко-
ефiцiєнт теплопровiдностi, h — термодинамiчне значення ентальпiї,
c = γ

mnS2(k=0) — адiабатична швидкiсть звуку, S2(k = 0) — статичний
структурний фактор при k = 0,

Γ =
1

2
(γ − 1)DT +

1

2
η′′,

де

η′′ =
v2

pπ

ϕππ(0)
=

(3
4η + κ)

nm
,

v2
pπ =

mS2(0)Φππ(0) − γ

mnS2(0)
,

η, κ — коефiцiєнти зсувної i об’ємної в’язкостi. Як бачимо, DT , η′′ ви-
значаються ядрами переносу φqq(0), φππ(0) и кореляцiйними функцi-
ями Φqq, Φππ у вiдповiдних наближеннях. Теплова i двi звуковi моди
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спiвпадають з колективними збудженнями молекулярної гiдродина-
мiки на базi рiвнянь (1), однак коефiцiєнти термодифузiї i в’язкостi
визначаються функцiями пам’ятi вищого порядку φqq , φππ. Важли-
во вiдзначити, що стану молекулярної гiдродинамiки простої рiдини
вiдповiдає нерiвноважний статистичний оператор (13) або при роз-
ширеному описi — (14). З одного боку, нерiвноважний статистичний
оператор дає можливiсть отримати вiдповiднi рiвняння переносу для
середнiх значень параметрiв скорченого опису, а з другого, — узгоди-
ти їх з спiввiдношеннями нерiвноважної термодинамiки, визначивши
ентропiю стану.

Цiкавим питанням є релаксацiя нерiвноважного стану системи
взаємодiючих частинок до стану молекулярної гiдродинамiки. Дану
задачу розглянемо у наближеннi Маркова для функцiй пам’ятi (7):

ϕH
ml(

~k; t, t′) = ϕH
ml(

~k)δ(t− t′). (21)

Тодi рiвняння переносу (1) набувають вигляду

∂

∂t
〈â

l,~k
〉t −

∑

m

ΣH
lm(~k)〈â

m,~k
〉t = 0, (22)

де
ΣH

ml(
~k) = iΩH

ml(
~k) − ϕH

ml(
~k), (23)

ϕH
ml(

~k) =

∞
∫

0

ϕH
ml(

~k; t)dt. (24)

У представленнi Лапласа за часом рiвняння (22) мають вигляд

z〈â
l,~k
〉z −

∑

m

ΣH
lm(~k)〈â

m,~k
〉z = −〈â

l,~k
(t = 0)〉, (25)

звiдси можна отримати Лаплас-зображення для параметрiв скоро-
ченого опису 〈â

l,~k
〉z:

〈â
l,~k
〉z = −

∑

m

[zI − ΣH(~k)]−1
lm 〈â

m,~k
(t = 0)〉. (26)

Цьому нерiвноважному стану системи вiдповiдає нерiвноважний ста-
тистичний оператор узагальненої молекулярної гiдродинамiки у на-
ближеннi Маркова:

̺H(xN ; t) = ̺0(x
N ){1+

∑

l,m

∑

~k

〈â
l,~k
〉tΦ̃−1

lm(~k)(â
m,−~k

−IH
m (−~k; t))}, (27)
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де

IH
l (~k; t) =

t
∫

−∞

eε(t′−t)TH
0 (t, t′)IH

l (~k)dt′, (28)

Тут слiд вiдзначити важливу особливiсть, що позначення (28) є сим-
волiчним, оскiльки, границя ε → +0 виконується пiсля термодина-
мiчної границi N → ∞, V → ∞, N/V = const при виконаннi вiдпо-
вiдних усереднень з нерiвноважним статистичним оператором (27)
при отриманнi рiвнянь переносу (1), чи в маркiвскому наближеннi
(22).

Тепер поставимо задачу знаходження нерiвноважного статистич-
ного оператора з рiвняння Лiувiлля. Використавши метод нерiв-
новажного статистичного оператора [13–15] i граничну умову, що
̺(xN ; t) при t = t0 дорiвнює ̺H(xN ; t0), отримаємо нерiвноважний
статистичний оператор системи, нерiвноважний стан якої релаксує
до стану молекулярної гiдродинамiки:

̺(xN ; t) = ̺H(xN ; t)

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)Tq(t, t
′)(1 − Pq(t

′))iLN̺
H(xN ; t′)dt′, (29)

в якому проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона має наступну
структуру:

Pq̺
′(xN ; t) =

(

̺H(xN ; t) −
∑

l

δ̺H(xN ; t)

δ〈â
l,~k
〉t

〈â
l,~k
〉t

)

∫

̺′(xN ; t)dΓN

+
∑

l

δ̺H(xN ; t)

δ〈â
l,~k
〉t

∫

â
l,~k
̺′(xN ; t)dΓN . (30)

Tq(t, t
′) - оператор еволюцiї, але з проекцiйним оператором (30). Далi,

розкриваючи дiю оператора (30) i оператора Лiувiлля на ̺H(xN ; t′),
отримаємо:

(1 − Pq(t)) iLN̺
H(xN ; t)

= ̺0(x
N )
∑

l,m

∑

~k

(

1 − P̄H(t)
)

( ˙̂a
l,−~k

− δİH
l (−~k; t))Φ̃−1

lm(~k)〈â
m,~k

〉t, (31)

де ˙̂a
m,~k

= iLN âm,~k
, İH

m (~k; t) = iLNI
H
m (~k; t),

P̄H(t) . . . =
∑

l,m

〈. . . â
l,−~k

〉0Φ̃
−1
lm(~k)(â

m,~k
− IH

m (~k; t)) (32)
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—
”
проекцiйний“ оператор, δİH

l (~k; t) = İH
l (~k; t)− 〈İH

l (~k; t)〉0 з враху-
ванням 〈 ˙̂a

m,~k
〉0 = 0. Враховуючи вираз (31), нерiвноважний статис-

тичний оператор (29) можна записати у виглядi:

̺(xN ; t) =



1 +
∑

l,m

∑

~k

(

〈â
l,~k
〉tΦ̃−1

lm(~k)(â
m,−~k

− IH
m (−~k; t))

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)Tq(t, t
′)
(

1 − P̄H(t′)
)

× ( ˙̂a
l,−~k

− δİH
l (−~k; t′))Φ̃−1

lm (~k)〈â
m,~k

〉t
′

dt′
)

)

̺0(x
N ). (33)

Вiн є функцiєю гiдродинамiчних змiнних â
m,~k

i їх узагальнених по-

токiв IH
m (~k; t) як i нерiвноважний статистичний оператор молекуляр-

ної гiдродинамiки (13), а також дiї на них оператора Лiувiлля: ˙̂a
l,~k

,

δİH
l (~k; t′) з оператором еволюцiї в часi Tq(t, t

′). З допомогою цього
нерiвноважного статистичного оператора, використовуючи спiввiд-
ношення

∂

∂t
〈â

l,~k
〉t = 〈 ˙̂a

l,~k
〉t

можна отримати узагальненi рiвняння переносу

∂

∂t
〈â

l,~k
〉t = 〈 ˙̂a

l,~k
〉tH −

∑

m

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕlm(~k; t, t′)〈â
m,~k

〉t
′

dt′ (34)

з функцiями пам’ятi

ϕlm(~k; t, t′) (35)

=
∑

m′

〈 ˙̂a
l,~k
Tq(t, t

′)(1 − P̄H(t′))( ˙̂a
m′,−~k

− δİH
m′(−~k; t′))〉0Φ̃

−1
m′m(~k)

i
〈 ˙̂a

l,~k
〉tH =

∑

m

iΩH
lm(~k)〈â

m,~k
〉t −

∑

m

ϕH
lm(~k)〈â

m,~k
〉t (36)

+
∑

m,m′

iΩH
lm′(~k)Dm′m(~k)〈â

m,~k
〉t,

де Dm′m(~k) =
∑

l′〈
˙̂a
m′,~k

IH
l′ (−~k; t′)〉0Φ̃

−1
l′m(~k). Як можна побачити зi

структури рiвняння (34), першим доданком у правiй частинi є вклад
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молекулярної гiдродинамiки, для якого добре вивченi колективнi
збудження. Функцiї пам’ятi (35) мають складну структуру. Розкри-
ваючи дiю оператора (1 − P̄H(t)) на ˙̂a

m,~k
i δİH

m (~k; t′)), приходимо до

(1 − P̄H(t)) ˙̂a
m,~k

= ˙̂a
m,~k

−
∑

m′

iΩH
mm′(~k)(âm′,~k

− IH
m′(~k; t)) (37)

(1 − P̄H(t))δİH
m (~k; t) = İH

m (~k; t) − 〈İH
m (~k; t)〉0

+
∑

m′

ϕH
mm′(~k)(âm′,~k

− IH
m′(~k; t)), (38)

для ϕlm(t, t′) отримуємо:

ϕlm(~k; t, t′)

=
∑

m′

(

〈 ˙̂a
l,~k
Tq(t, t

′) ˙̂a
m′,−~k

〉0 − 〈 ˙̂a
l,~k
Tq(t, t

′)İH
m′(−~k; t′)〉0

)

Φ̃−1
m′m(~k)

−
∑

m′,l′

(

〈 ˙̂a
l,~k
Tq(t, t

′)â
m′,−~k

〉0 − 〈 ˙̂a
l,~k
Tq(t, t

′)IH
m′ (−~k; t′)〉0

)

×
(

iΩH
m′l′(

~k) − ϕH
m′l′(

~k)
)

Φ̃−1
l′m(~k). (39)

Рiвняння переносу (34) за структурою функцiй пам’ятi
ϕlm(~k; t, t′), враховуючи ϕH

mm′(~k), iΩH
mm′(~k), мiстять другий порядок

за часовими кореляцiйними функцiями. Разом iз нерiвноважним ста-
тистичним оператором вони можуть описувати нерiвноважнi проце-
си, пов’язанi з релаксацiєю стану системи взаємодiючих частинок
до стану молекулярної гiдродинамiки. Важливим питанням є рiв-
няння для часових кореляцiйних функцiй, що вiдповiдають системi
рiвнянь переносу (34). Вiдповiдно до структури функцiй пам’ятi (39)
цi рiвняння повиннi будуватися для розширеного набору динамiчних
змiнних Ŷ

l,~k
як i у випадку нерiвноважного статистичного оператора

(14).

3. В’язко - еластичне наближення

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо в’язко - еластичне наближен-
ня для системи рiвнянь (34), коли параметрами скороченого опису в
рамках молекулярної гiдродинамiки є середнi значення {〈n̂~k

〉t, 〈̂~~k〉
t}.

У такому випадку матрицi iΩ̃H(~k), ϕ̃H(~k) мають наступну структу-
ру:
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iΩ̃H(~k) =

(

0 iΩH
nj(
~k)

iΩH
jn(~k) 0

)

, (40)

ϕ̃H(~k) =

(

0 0

0 ϕH
jj(
~k)

)

, (41)

i

Σ̃H(~k) =

(

0 iΩH
nj(
~k)

iΩH
jn(~k) −ϕH

jj(
~k)

)

, (42)

тодi система рiвнянь (34) запишеться у виглядi:

∂

∂t
〈n̂~k

〉t =

+ iΩH
nj(
~k)〈̂~~k〉

t + iΩH
nj(
~k)〈

˙̂
~~kI

H
j (−~k; t)〉0Φ

−1
jj (~k)〈̂~~k〉

t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

[

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0Φ
−1
nn(~k)

−
(

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 − 〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)

× iΩH
jn(~k)Φ−1

nn(~k)
]

〈n̂~k
〉t

′

(43)

+
[(

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0 − 〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)İH
j (−~k; t′)

)

Φ−1
jj (~k)

− 〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)n̂
−~k

〉0iΩ
H
nj(
~k)Φ−1

jj (~k)

+
(

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 − 〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)

× ϕH
jj(
~k)Φ−1

jj (~k)
]

〈̂~~k〉
t′

)

dt′,

∂

∂t
〈̂~~k〉

t =

+ iΩH
jn(~k)〈n̂~k

〉t − ϕH
jj(
~k)〈̂~~k〉

t

+ iΩH
jn(~k)〈 ˙̂n~k

IH
j (−~k; t)〉0Φ

−1
jj (~k)〈̂~~k〉

t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

[

〈
˙̂
~~kTq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0Φ
−1
nn(~k)
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−
(

〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)̂~
−~k

〉0 − 〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)

× iΩH
jn(~k)Φ−1

nn(~k)
]

〈n̂~k
〉t

′

(44)

+
[(

〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0 − 〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)İH
j (−~k; t′)

)

Φ−1
jj (~k)

− 〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)n̂
−~k

〉0iΩ
H
nj(
~k)Φ−1

jj (~k)

+
(

〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)̂~
−~k

〉0 − 〈
˙̂
~~kTq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)

× ϕH
jj(
~k)Φ−1

jj (~k)
]

〈̂~~k〉
t′

)

dt′.

Важливо розкрити структуру даних рiвнянь, беручи до уваги вi-
домi значення iΩH

nj(
~k), iΩH

jn(~k) та дiю оператора Лiувiлля на вiдпо-
вiднi динамiчнi змiннi:

˙̂n~k
= −

i~k

m
· ~̂~k,

˙̂
~~k = −i~k :

↔

T ~k
, (45)

↔

T ~k
— Фур’є - компонента тензора в’язких напружень. Врахувавши

(10) та (45), часовi кореляцiйнi функцiї у рiвняннях (43), (44) можуть
бути записанi у виглядi:

〈
˙̂
~~kI

H
j (−~k; t)〉0 = ~k : 〈

↔

T ~k

↔̂
π
−~k

〉0 : ~k = ~k : ϕH
Tπ : ~k, (46)

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0 =
~k

m
· 〈̂~~kTq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 ·
~k

m

=
~k

m
·Dq(~k; t, t′) ·

~k

m
=

k2

m2
Dq(~k; t, t′), (47)

1
m2D

q(~k; t, t′) — Фур’є - компонента узагальненого коефiцiєнта дифу-
зiї з оператором еволюцiї Tq(t, t

′).

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 = −
i~k

m
·Dq(~k; t, t′),

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0 = i~k · 〈̂~~kTq(t, t

′)
↔̂
π
−~k

〉0 : ~k = ~k · ϕq
jπ(~k; t, t′) : ~k,

ϕq
jπ(~k; t, t′) = 〈̂~~kTq(t, t

′)
↔̂
π

−~k
〉0 (48)
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Часовi кореляцiйнi функцiї типу ϕq
jπ(~k; t, t′) виникали при розшире-

ному описi гiдродинамiки [11,12,50] (19), однак iз оператором еволю-
цiї eiLN t. Часова кореляцiйна функцiя 〈 ˙̂n~k

Tq(t, t
′)İH

j (−~k; t′)〉0 у (43)
може бути представлена

〈 ˙̂n~k
Tq(t, t

′)İH
j (−~k; t′)〉0 = −〈¨̂n~k

Tq(t, t
′)IH

j (−~k; t′)〉0

=
i~k

m
· 〈

˙̂
~~kTq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0 =

i~k

m
·
(

~k : ϕq
Tπ(~k; t, t′) : ~k

)

. (49)

Тепер врахуємо, що

iΩnj(~k) = 〈 ˙̂n~k
~̂
−~k

〉0〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 = −

i~k

m
, (50)

iΩjn(~k) = 〈
˙̂
~~kn̂−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0

= −〈̂~~k
˙̂n
−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 = −

i~k

m
〈̂~~k · ~̂

−~k
〉0〈n̂~k

n̂
−~k

〉−1
0 ,

або

iΩjn(~k) = −
i~kn

β

1

S2(~k)
, (51)

де 〈̂~~k · ~̂
−~k

〉0 = mn
β

, n — густина, β = 1
kBT

, S2(~k) = 〈n̂~k
n̂
−~k

〉0 рiвно-
важний статичний структурний фактор. Тодi систему рiвнянь (43),
(44) представимо у виглядi:

∂

∂t
〈n̂~k

〉t =

−
i~k

m
〈̂~~k〉

t −

(

mn

β

)−1
(

~k : ϕH
Tπ(~k) : ~k

) i~k

m
〈̂~~k〉

t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

~k

m
·Dq(~k; t, t′) ·

~k

m

1

S2(~k)
(52)

−

(

i~k

m
·Dq(~k; t, t′) +

~k

m
ϕq

jπ(~k; t, t′) : ~k

)

i~kn

β

1

S2
2(~k)

)

〈n̂~k
〉t

′

dt′

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

[ ~k

m
· ϕq

jT (~k; t, t′) : ~k −
i~k

m

(

~k : ϕq
Tπ(~k; t, t′) : ~k

)]

ICMP–07–16U 15

×

(

mn

β

)−1

−
~k

m
ϕq

jn(~k; t, t′)
~k

m

(

mn

β

)−1

+

(

−
i~k

m
·Dq(~k; t, t′) −

~k

m
ϕq

jπ(~k; t, t′) : ~k

)

× k2η(~k)

(

mn

β

)−1
)

〈̂~~k〉
t′dt′,

∂

∂t
〈̂~~k〉

t =

−
i~kn

β

1

S2(~k)
〈n̂~k

〉t − k2η(~k)〈̂~~k〉
t

+
~k

m
· ϕH

jπ(~k) : ~k
n

β

1

S2(~k)

(

mn

β

)−1
(

−i~k〈̂~~k〉
t
)

(53)

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

~k : ϕq
Tj(

~k; t, t′)
~k

m

+
[

−i~k : ϕq
Tj(

~k; t, t′) − ~k : ϕq
Tπ(~k; t, t′) : ~k

] i~kn

β

1

S2
2(~k)

)

〈n̂~k
〉t

′

dt′

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

[

~k : ϕq
TT (~k; t, t′) : ~k − ~k : ϕq

T π̇(~k; t, t′) : ~k
]

×

(

mn

β

)−1

−Dq(~k; t, t′) ·
~k

m

~k

m

(

mn

β

)−1

+
[

−i~k : ϕq
Tj(

~k; t, t′) − ~k : ϕq
Tπ(~k; t, t′) : ~k

]

× k2η(~k)

(

mn

β

)−1
)

〈̂~~k〉
t′dt′

Iз аналiзу структури рiвнянь (52), (53) важливо вiдзначити, що
у них крiм узагальненого коефiцiєнта в’язкостi, в’язко - дифузiйних
ядер переносу входить узагальнений коефiцiєнт дифузiї (47) атомiв
рiдини. Крiм того, рiвняння (52), (53) мiстять другий порядок за яд-
рами переносу. Нерiвноважний статистичний оператор (33) мiстить,
крiм динамiчних змiнних â

m,−~k
, також узагальненi потоки молеку-

лярної гiдродинамiки IH
m (−~k; t), тому рiвняння (52), (53) необхiдно

доповнити рiвняннями для вiдповiдних потокiв.
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Такi рiвняння для узагальнених потокiв знаходяться за допомо-
гою нерiвноважного статистичного оператора (33) i мають наступну
структуру:

∂

∂t
〈IH

l (~k; t)〉t = 〈İH
l (~k; t)〉tH −

∑

m

t
∫

−∞

eε(t′−t)ψlm(~k; t, t′)〈â
m,~k

〉t
′

dt′,

(54)
де ψlm(~k; t, t′) — новi функцiї пам’ятi:

ψlm(~k; t, t′)

=
∑

m′

(

〈İH
l (~k; t)Tq(t, t

′) ˙̂a
m′,−~k

〉0 − 〈İH
l (~k; t)Tq(t, t

′)İH
m′(−~k; t′)〉0

)

× Φ̃−1
m′m(~k)

−
∑

m′,l′

(

〈İH
l (~k; t)Tq(t, t

′)â
m′,−~k

〉0 − 〈İH
l (~k; t)Tq(t, t

′)IH
m′(−~k; t′)〉0

)

×
(

iΩH
m′l′(

~k) − ϕH
m′l′(

~k)
)

Φ̃−1
l′m(~k), (55)

а гiдродинамiчне середнє обчислюється за формулою

〈İH
l (~k; t)〉t

′

H = 〈İH
l (~k; t)〉0

+
∑

mm′

〈İH
l (~k; t)â

m,−~k
〉0Φ

−1
mm′(~k)〈âm′〉t

′

+
∑

mm′

〈İH
l (~k; t)IH

m (−~k; t′)〉0Φ
−1
mm′(~k)〈âm′〉t

′

. (56)

Врахуємо, що IH
n (~k) = 0, тому будемо розглядати тiльки рiвняння

для 〈IH
j (~k; t)〉t, яке набуде вигляду:

∂

∂t
〈IH

j (~k; t)〉t =

+ 〈İH
j (~k; t)〉0 + 〈İH

j (~k; t)n̂
−~k

〉0Φ
−1
nn(~k)〈n̂~k

〉t

+ 〈İH
j (~k; t)̂~

−~k
〉0Φ

−1
jj (~k)〈̂~~k〉

t − 〈İH
j (~k; t)IH

j (−~k; t)〉0Φ
−1
jj (~k)〈̂~~k〉

t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0Φ
−1
nn(~k)

−
(

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 − 〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)
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× iΩjn(~k)Φ−1
nn(~k)

)

〈n̂~k
〉t

′

dt′ (57)

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

(

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0

− 〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)İH
j (−~k; t′)〉0

)

Φ−1
jj (~k)

− 〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)n̂
−~k

〉0iΩnj(~k)Φ
−1
jj (~k)

+
(

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′ )̂~
−~k

〉0 − 〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

)

× ϕH
jj(
~k)Φ−1

jj (~k)

)

〈̂~~k〉
t′dt′.

Розкриємо кореляцiйнi функцiї, що входять в рiвняння:

〈İH
j (~k; t)n̂

−~k
〉0 = −〈IH

j (~k; t) ˙̂n
−~k

〉0

= −~k : 〈
↔̂
π~k
~̂
−~k

〉0 ·
~k

m
= −~k : ϕH

πj(
~k; t) ·

~k

m
; (58)

〈İH
j (~k; t)̂~

−~k
〉0 = −〈IH

j (~k; t)
˙̂
~
−~k

〉0

= −~k : 〈
↔̂
π~k

↔

T−~k
〉0 : ~k = −~k : ϕH

πT (~k; t) : ~k; (59)

〈İH
j (~k; t)IH

j (−~k; t)〉0

= ~k : 〈
˙̂↔
π~k

↔̂
π
−~k

〉0 : ~k = ~k : ϕH
π̇π(~k; t) : ~k; (60)

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0 = −〈IH
j (~k; t)Tq(t, t

′)¨̂n
−~k

〉0

= −〈IH
j (~k; t)Tq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0 ·
i~k

m
= −

(

~k : 〈
↔̂
π~k
Tq(t, t

′)
↔

T−~k
〉0 : ~k

)

·
i~k

m

= −
(

~k : ϕq
πT (~k; t, t′) : ~k

)

·
i~k

m
; (61)

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)̂~
−~k

〉0 = −〈IH
j (~k; t)Tq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0

= −~k : 〈
↔̂
π~k
Tq(t, t

′)
↔

T−~k
〉0 : ~k = −~k : ϕq

πT (~k; t, t′) : ~k; (62)
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〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)IH
j (−~k; t′)〉0

= ~k : 〈
˙̂↔
π~k
Tq(t, t

′)
↔̂
π
−~k

〉0 : ~k = ~k : ϕq
π̇π(~k; t, t′) : ~k; (63)

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)
˙̂
~
−~k

〉0

= ~k : 〈
˙̂↔
π~k
Tq(t, t

′)
↔

T−~k
〉0 : ~k = ~k : ϕq

π̇T (~k; t, t′) : ~k; (64)

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)İH
j (−~k; t′)〉0

= ~k : 〈
˙̂↔
π~k
Tq(t, t

′)
˙̂↔
π
−~k

〉0 : ~k = ~k : ϕq
π̇π̇(~k; t, t′) : ~k; (65)

〈İH
j (~k; t)Tq(t, t

′)n̂
−~k

〉0 = −〈IH
j (~k; t)Tq(t, t

′) ˙̂n
−~k

〉0

= −~k : 〈
↔̂
π~k
Tq(t, t

′)̂~
−~k

〉0 ·
~k

m
= −~k : ϕq

πj(
~k; t, t′) ·

~k

m
. (66)

Тепер рiвняння для 〈IH
j (~k; t)〉t можна переписати у виглядi:

∂

∂t
〈IH

j (~k; t)〉t =

+ 〈İH
j (~k; t)〉0 − ~k : ϕH

πj(
~k; t) ·

~k

m

1

S2(~k)
〈n̂~k

〉t

− ~k : ϕH
πT (~k; t) : ~k

(

mn

β

)−1

〈̂~~k〉
t − ~k : ϕH

π̇π(~k; t) : ~k

(

mn

β

)−1

〈̂~~k〉
t

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

−
(

~k : ϕq
πT (~k; t, t′) : ~k

)

·
i~k

m

1

S2(~k)

+
(

−~k : ϕq
πT (~k; t, t′) : ~k − ~k : ϕq

π̇π(~k; t, t′) : ~k
)

×
i~kn

β

1

S2
2(~k)

)

〈n̂~k
〉t

′

dt′ (67)

ICMP–07–16U 19

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)

(

(

~k : ϕq
π̇T (~k; t, t′) : ~k − ~k : ϕq

π̇π̇(~k; t, t′) : ~k
)

(

mn

β

)−1

− ~k : ϕq
πj(
~k; t, t′) ·

~k

m

i~k

m

(

mn

β

)−1

+
(

−~k : ϕq
πT (~k; t, t′) : ~k − ~k : ϕq

π̇π(~k; t, t′) : ~k
)

× k2η(~k)

(

mn

β

)−1
)

〈̂~~k〉
t′dt′.

Рiвняння (67) мiстить вищi функцiї пам’ятi ϕq
π̇π̇(~k; t, t′),

ϕq
π̇T (~k; t, t′), ϕq

π̇π(~k; t, t′). Отримана система рiвнянь (52),(53),(67) мiс-
тить другий порядок за функцiями пам’ятi i описує нелiнiйнi гiд-
родинамiчнi флуктуацiї у в’язко - еластичному наближеннi. Дана
система рiвнянь також мiстить вклад молекулярної гiдродинамiки.
Важливим питанням є дослiдження часових кореляцiйних функцiй
на основi системи рiвнянь (52),(53),(67), а також вiдповiдних функ-
цiй пам’ятi, що входять в данi рiвняння переносу.

4. Висновки

Таким чином, в цiй роботi ми виклали основнi рiвняння моле-
кулярної гiдродинамiки та їх узагальнення, якi отримано з допо-
могою вiдповiдних нерiвноважних статистичних операторiв у мето-
дi Д.М. Зубарєва. В цьому пiдходi проекцiйнi оператори Кавасакi-
Гантона, Морi виникають природно, а явний вигляд нерiвноважного
статистичного оператора дає можливiсть узгодити основнi рiвняння
переносу зi спiввiдношеннями нерiвноважної термодинамiки. Важ-
ливим є той факт, що стану молекулярної гiдродинамiки в методi
Д.М.Зубарєва вiдповiдає визначений нерiвноважний статистичний
оператор. На даний час характеристики (колективнi збудження, ча-
совi кореляцiйнi функцiї, коефiцiєнти переносу) стану молекулярної
гiдродинамiки для рiдин широко вивченi, що може слугувати осно-
вою виходу за рамки молекулярної гiдродинамiки. Ми спробували
коротко реалiзувати такий пiдхiд з допомогою методу нерiвноважно-
го статистичного оператора Д.М.Зубарєва, розглянувши релаксацiю
нерiвноважного стану системи до стану молекулярної гiдродинамiки
з ядрами переносу в наближеннi Маркова, яке для простої Леннард-
Джонсiвскої рiдини добре дослiджено [1, 8, 19].
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