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Спiльний просторово-частотний розподiл оптичних сигналiв

Ю.М. Козловський

Анотацiя. В роботi запропоновано спiльний просторово частотний
розподiл, частковими випадками якого є розподiли Вейля та Вiгне-
ра. Вперше отримано частотне представлення спiльного просторово-
частотного розподiлу, використання якого дало можливiсть усунути
особливостi, якi мали мiсце при використаннi координатного пред-
ставлення. Аналiтично розраховано вираз для спiльного розподi-
лу прямокутного iмпульсу. Встановлено однозначний взаємозв’язок
мiж розподiлами Вейля та Вiгнера. Показано, що розподiл Вiгне-
ра формується при поворотi розподiлу Вейля на iнформацiйнiй дiа-
грамi спряжених координат (x; p) на кут пропорцiйний спiльному
параметру t. Приведено чисельнi розрахунки спiльного просторово-
частотного розподiлу прямокутного iмпульсу при рiзних значеннях
спiльного параметра.

Joint space-frequency distribution of optical signals

Yu.М. Kozlovskii

Abstract. Joint space-frequency distribution is proposed and it is shown
that Wigner and Weyl distribution functions are only particular cases of
joint distribution. The frequency representation of joint distribution is
firstly obtained and it is shown that in such way we can eliminate pecu-
liarities which take place in coordinate representation. Joint distribution
for rectangular impulse is analytically obtained. The simple connection
between Wigner and Weyl distributions is established. It is shown that
Wigner distribution forms as the rotational displacement of Weyl dis-
tribution on informational diagram of conjugate coordinates (x; p) on
an angle proportional to the joint parameter t. The results of numerical
calculations of rect distribution in the joint domain are presented.
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1. Вступ

В останнi десятилiття просторово-частотнi розподiли займають
особливе мiсце при описi оптичних систем обробки iнформацiї. Впер-
ше використання такого типу розподiлiв було з успiхом здiйснене
для задач квантової механiки Е.Вiгнером [1] (1932 р.), а згодом
Й.Вейлем [2] (1948 р.). В цих фундаментальних роботах закладенi
основи теорiї розподiлiв та дослiджено основнi їх властивостi. Зго-
дом розглядались рiзнi модифiкацiї розподiлiв Вiгнера та Вейля, але
перша спроба систематизувати просторовi частотнi розподiли була
здiйснена Л.Коеном [3] лише в 1989 роцi. В цiй роботi вперше чiт-
ко сформульованi цiлi, завдання та шляхи їх вирiшення. Основне
завдання побудови просторово-частотного розподiлу полягає в зна-
ходженнi деякої спiльної функцiї координати та частоти W (x, ω).
Причому, ця функцiя повинна описувати iнтенсивнiсть сигналу f(x)
на одночасно визначених координатi i частотi. Узагальнене форму-
лювання просторово-частотного розподiлу, який задовольняє вище-
згаданим умовам, було запропоноване Л.Коеном [3], та описується
формулою

C(x, ω; Φ) =
1

2π

−∞∫

−∞

−∞∫

−∞

−∞∫

−∞

f
(
y +

x0

2

)
f∗

(
y − x0

2

)
Φ(x, ω) ×

exp−i(ωx0 − ω0x + ω0y)dx0, (1)

де f(x) - сигнал, а Φ(x, ω) - так звана функцiя ядра. Рiзнi форми
розподiлiв Коенiвького класу можуть бути отриманi з формули (1)
шляхом пiдстановки рiзних значень функцiї ядра Φ(x, ω). Для при-
кладу, при значеннi Φ(x, ω) = 1 формула (1) переходить в функцiю
розподiлу Вiгнера, а при значеннi Φ(x, ω) = δ(x−x0)δ(ω−ω0) в фун-
кцiю розподiлу Вейля. Оскiльки дослiдження стосується саме взає-
мозв’язку розподiлiв Вiгнера та Вейля зупинимося бiльш детально
саме на цих двох розподiлах, якi знайшли широке застосування в
просторово-частотному аналiзi та зокрема в оптичних системах об-
робки iнформацiї.

Розглянемо два сигнали з координатами x1 та x2 та просторовими
частотами ω1 та ω2 вiдповiдно. Нас цiкавить як пов’язанi мiж собою
координатна та частотна структура цих сигналiв. Тобто необхiдно
встановити спiввiдношення мiж чотирьма змiнними x1, x2, ω1 та ω2.
В роботi [6] показано, що замiсть вказаних вище координат можна
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використати чотири узагальненi координати сигналiв

x =
x1 + x2

2
, ω =

ω1 + ω2

2
,

x0 = x1 − x2, ω0 = ω1 − ω2. (2)

Функцiя розподiлу Вейля залежить вiд координат (x0, ω0), якi то-
тожно перетворюються в нуль коли f1(x) = f2(x), тобто коли сигна-
ли iдентичнi за всiма координатами. В координатах “швидкої рiзни-
цi” (x0, ω0) задається розподiл Вейля (функцiя невизначеностi [7])

Af
1

f∗

2
(x0; ω0) =

∫
f1

(
x +

x0

2

)
f∗

2

(
x − x0

2

)
exp (−iω0x)dx. (3)

Перевага використання цього розподiлу полягає в тому, що за допо-
могою (3) безпосередньо вiдновлюється розподiл iнтенсивностi вхiд-
ного сигналу

|f(x)|2 =

∫
Aff∗(0; ω0) exp (iω0x)dω0. (4)

Розподiл Вiгнера є одним з найбiльш вживаних координатно-час-
тотних розподiлiв, якi використовуються у просторово-частотному
аналiзi [8,9]. На вiдмiну вiд розподiлу Вейля вiн задається в коорди-
натах (x, ω), це координати, якi iдентичнi по частотi ω та координатi
x коли f1(x) = f2(x). За означенням розподiл Вiгнера записується
наступним чином

Wf
1
f∗

2
(x; ω) =

∫
f1

(
x +

x0

2

)
f∗

2

(
x − x0

2

)
exp (−iωx0)dx0. (5)

Легко бачити, що при виконаннi умови f1(x) = f2(x) розподiл iнтен-
сивностi вхiдного сигналу вiдновлюється за маргiнальним розподi-
лом, а саме

|f(x)|2 =

∫
Wff∗(x; ω)dω. (6)

В подальших розрахунках будемо використовувати схему вiдновлен-
ня (4), оскiльки саме вона є простiшою в планi математичної реалi-
зацiї. Хоча використання розподiлу Вейля передбачає дещо простiшi
розрахунки при вiдновленнi розподiлу iнтенсивностi вхiдного сигна-
лу, бiльшiсть авторiв в своїх роботах все ж використовують розподiл
Вiгнера. Логiчним кроком в цьому напрямку була робота Чоунтасiса
з спiвавторами [4] в якiй введено узагальнену функцiю Вiгнера. Ця
функцiя побудована таким чином, що дозволяє здiйснювати перехiд
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вiд формалiзму Вiгнера до формалiзму Вейля шляхом змiни деякого
параметра θ. З огляду на широкi можливостi використання розпо-
дiлу Вейля в теорiї оптичної обробки iнформацiї в роботi [5] нижче
пропонується метод побудови узагальненого координатно-частотно-
го розподiлу з використанням в якостi базисної функцiї Вейля. Оби-
два згаданих вище пiдходи є рiвноправними, однак використання ос-
таннього дозволяє знайти цiлий клас нових розподiлiв, зокрема для
прямокутного iмпульсу.

2. Спiльний просторово-частотний розподiл двох

сигналiв

2.1. Теоретичнi положення

В роботi [5] нами введено та дослiджено основнi властивостi дробо-
вого перетворення деякого сигналу fp(x) з використанням розподiлiв
Вейля та Вiгнера. Показано, що в залежностi вiд параметра дробо-
вого фур’є-перетворення p опис такої системи здiйснюється або за
розподiлом Вiгнера (p = 0) або за розподiлом Вейля (p = 1). З iншо-
го боку, актуальною задачею побудови розподiлiв є конструювання
розширеного типу розподiлу з деяким параметром 0 ≤ t ≤ 1, який
при граничних значеннях t спiвпадає з вiдомими розподiлами Вейля
та Вiгнера, а при промiжних значеннях 0 < t < 1 є бiльш загальною
конструкцiєю. Перша спроба побудови розширеного типу розподiлу
з параметром θ була здiйснена в роботi С. Чоунтасiса iз спiвавтора-
ми [4] на базi узагальненої функцiї розподiлу Вiгнера. Отриманi в
цiй роботi результати засвiдчили перспективнiсть такого пiдходу.

В данiй роботi вводиться розширений тип розподiлу з парамет-
ром t на базi узагальненої функцiї розподiлу Вейля. Використання
функцiї Вейля має принципову перевагу в порiвняннi з функцiєю
розподiлу Вiгнера, яка полягає в можливостi вiдновлення розподiлу
iнтенсивностi, що експериментально реєструється на виходi оптичної
системи. Ведемо розподiл двох сигналiв f1(x) та f2(x) описується на-
ступною формулою

K(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

∫ ∫
dx0dω0 exp {i [x0p − ω0x]}

exp

{
−i

(x − x0)
2 + (p − ω0)

2

tan(θ/ 2)

}

∫
f1

(
z +

x0

2

)
f∗

2

(
z − x0

2

)
exp (−iω0z)dz. (7)
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Константа Ct та параметр узагальненого розподiлу t визначаються
спiввiдношеннями

Ct =
2

π

1

1 − exp iθ
, t =

θ

π
. (8)

Надалi розподiл (7) називатимемо спiльним просторово-частотним
розподiлом, або скорочено спiльним розподiлом. Легко бачити, що
вираз (7) є узагальненням звичайної функцiї розподiлу Вейля з па-
раметром t. Граничними випадками розподiлу (7) є розподiл Вейля
(функцiя невизначеностi) (3) при значеннi параметра t = 0 та роз-
подiл Вiгнера (5) при значеннi параметра t = 1. Таким чином, на
альтернативу двом вiдомим розподiлам (3) та (5) ми отримуємо цi-
лу множину розподiлiв кожному з яких вiдповiдає певне значення
параметра t.

Вираз для спiльного розподiлу (7) можна також зобразити в спро-
щеному виглядi з використанням добре вiдомих розподiлiв Вейля
Af

1
f∗

2
(x0; ω0) (3) та крос-кореляцiйної функцiї F (z, x0). В першому

випадку отримуємо

K(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

∫ ∫
dx0dω0Af1f∗

2
(x0; ω0)

exp {i [x0p − ω0x]} exp

{
−i

(x − x0)
2 + (p − ω0)

2

tan(θ/ 2)

}
. (9)

Виконуючи обернене перетворення можна виразити розподiл Вейля
через введену вище функцiю спiльного розподiлу

Af1f∗

2
(x

′

0; ω
′

0) =

∫ ∫
dxdpK(t)

f1f∗

2

(x; p)

exp
{
−i
[
2x

′

0p − 2ω
′

0x
]}

exp

{
i
(x − x

′

0)
2 + (p − ω

′

0)
2

tan(θ/ 2)

}
. (10)

Формула (10) встановлює зворотнiй зв’язок мiж звичайною

Af1f∗

2
(x0; ω0) та узагальненою K(t)

f1f∗

2

(x; p) функцiєю невизначеностi.
Це вiдкриває можливiсть вiдновлення розподiлу iнтенсивностi сигна-
лу за спiльним розподiлом, що не було встановлено при використаннi
узагальненого розподiлу Вiгнера [4].

Крос-кореляцiйне представлення. На основi позначення крос-ко-
реляцiйної функцiї сигналiв f1(z) та f2(z)

F (z, x0) = f1

(
z +

x0

2

)
f∗

2

(
z − x0

2

)
, (11)
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та позначення

τ = − 1

tan(θ/2)
, θ = [0.. − π]. (12)

отримуємо

K(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

√
πi

τ

∫ ∫
dx0dzF (z, x0)

× exp
{
i
[
2x0p + τ2(x − x0)

2
]}

× exp {−ip [z + 2x]} exp

{
−i

1

4τ2
[z + 2x]2

}
. (13)

Представлення (13) є зручним для використання у випадку коли
важко розрахувати аналiтично явний вигляд узагальненого розподi-
лу. Перевага цього представлення полягає в зведеннi загальної фор-
мули (7) до двохкратного iнтегралу, що суттєво спрощує чисельнi
обрахунки.

Умова нормування. Виконаємо iнтегрування лiвої та правої час-
тини виразу (13) за змiнною p. Отримуємо

K(t)
f1f∗

2

(x) = Ct

√
πi

τ

∫ ∫
dx0dzF (z, x0) exp

{
iτ2
[
x − x2

0

]}

× exp

{
−i

1

4τ2
[z + 2x]

2

}
δ(z + 2x − 2x0). (14)

Якщо проiнтегрувати вираз (14) за координатою x то отримуємо
наступну умову нормування для узагальненого координатно-частот-
ного розподiлу

K(t)
ff∗ = Ct

√
πi

τ

∫ ∫
dx0dzF (z, x0) exp

{
−iτ2 z2

4

}
exp

{
−i

x2
0

τ2

}
. (15)

Формули (14) та (15) можна детально дослiдити шляхом iнтегруван-
ня за однiєю iз змiнних x0 чи z.

2.2. Частотне представлення

З метою спiвставлення отриманих результатiв з iснуючими анало-
гами необхiдно мати можливiсть точно проводити розрахунок гра-
ничних випадкiв. Розрахунок граничного випадку t = 1 за форму-
лою (9) можна провести точно, а от випадок t = 0 точно розраху-
вати не можна. З метою вирiшення цiєї проблеми введемо частотне
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представлення спiльного просторово-частотного розподiлу. Для цьо-
го скористаємося вiдомою тотожнiстю

Af1f∗

2
(x0; ω0) =

∫ ∫
dξdηWf1f∗

2
(η; ξ) exp(−iω0η) exp(−iξx0), (16)

яка пов’язує розподiли Вейля та Вiгнера.
Пiдставивши (16) в вираз (9) та виконавши низку перетворень

отримуємо формулу, що описує спiльний просторово-частотний роз-
подiл в частотному представленнi

K̃(t)
f1f∗

2

(x; p) = C̃t

∫ ∫
dx0dω0Wf1f∗

2
(x0; ω0) exp {i [−x0p + ω0x]}

exp

{
i
1

4
tan

θ

2

[
(x + x0)

2 + (p + ω0)
2
]}

, (17)

де константа C̃t визначаються спiввiдношенням

C̃t =
(1 − i)2

1 − exp iθ
tan

θ

2
. (18)

Як легко бачити, у випадку частотного представлення спiльного роз-
подiлу особливостi в точцi t = 0 та її околi зникають, проте з’явля-
ються особливостi в околi точки t = 1. Таким чином пара представ-
лень: координатне та частотне взаємнодоповнюють одне одного та
повнiстю описують спiльний просторово-частотний розподiл на вiд-
рiзку t = [0..1].

2.3. Граничнi випадки

Метою даної роботи є встановлення механiзму перерозподiлу мiж
розподiлами Вiгнера i Вейля та дослiдження властивостей спiльних
розподiлiв, що описують область значень 0 < t < 1. Тому принципово
важливими є дослiдження граничних випадкiв спiльних розподiлiв
(9) та (17). Маємо два граничних випадки.

Випадок t = 1.
Для опису цього випадку скористаємося координатним представ-

ленням спiльного розподiлу (9). Покладаючи в (9) t = 1 (чи θ = π),
отримуємо наступний результат

Kt=1
f1f∗

2

(x; p) =
2

π

∫ ∫
dx0dω0Af1f∗

2
(x0; ω0) exp(ix0p − iω0x). (19)

Таким чином

Kt=1
f1f∗

2

(x; p) =
2

π
Wf1f∗

2
(x; p). (20)
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Вираз (20) вiдповiдає функцiї розподiлу Вiгнера.
Випадок t = 0.
Для опису цього випадку скористаємося частотним представлен-

ням спiльного розподiлу (17). В цьому випадку t = 0 (чи θ = 0)
отримуємо наступний результат

Kt=0
f1f∗

2

(x; p) =

∫ ∫
dx0dω0Wf1f∗

2
(x0; ω0) exp(iω0x − ix0p). (21)

Таким чином

Kt=0
f1f∗

2

(x; p) = Af1f∗

2
(x; p). (22)

Вираз (22) вiдповiдає функцiї розподiлу Вейля. Можна стверджу-
вати, що введений нами розподiл є дiйсно узагальненим, так як
при граничних значеннях параметра описує вiдомi розподiли. До-
слiдження множини промiжних t = 0 : 1 розподiлiв 0 < t < 1 є
предметом подальшого дослiдження.

3. Аналiтичнi розрахунки спiльного розподiлу пря-

мокутного iмпульсу

3.1. Функцiя прямокутного iмпульсу в оптицi

Використання функцiї прямокутного iмпульсу в оптицi є важли-
вим з огляду на те, що з допомогою цiєї функцiї вдається вдало
описати iзольовану щiлину [7]. З iншого боку функцiя прямокутного
iмпульсу виступає як елемент оптичного зображення. Таким чином
зображення можна розглядати як впорядковану множину прямокут-
них щiлин рiзного контрасту. Тому детальне дослiдження властивос-
тей функцiї прямокутного iмпульсу лежить в основi побудови рiзних
оптичних зображень. Прямокутний iмпульс представляється добре
вiдомою формулою

rect
( x

2a

)
=






1 |x| < a
1/2 |x| = a
0 |x| > a

де 2а - ширина iмпульсу.
Фур’є-образ такої функцiї добре вiдомий

F (ω) = F̂
[
rect

( x

2a

)]
=

a∫

−a

e−iωxdx = 2a
sin(ωa)

ωa
, (23)
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Рис. 1. Графiки функцiї прямокутного iмпульсу (а), його фур’є-
образу (b), змiщеного прямокутного iмпульсу (c) та його фур’є-
образу (d) [10]
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де функцiя sinc x
π

= sin x
x

- функцiя вiдлiкiв. Очевидним є той факт,
що має має мiсце обернене перетворення [10], тобто фур’є-образ фун-
кцiї вiдлiкiв

F (ω) = F̂
[
sinc

ω0x

π

]
=

{ π

ω0
, |ω| < ω0

0, |ω| > ω0.

}
(24)

З огляду на те, що в основi побудови оптичного зображення лежить
змiщення елементiв один вiдносного одного доцiльно є навести фор-
мулу зсуву прямокутного iмпульсу на величину x0

F̂
[
rect

(
x − x0

2a

)]
= e−iωx02a

sinωa

ωa
(25)

Функцiя прямокутного iмпульсу та її змiщений варiант проiлюстро-
ванi на рис. 1

3.2. Розподiл прямокутного iмпульсу в областi Вейля

Розподiл Вейля прямокутного iмпульсу може бути отриманий без-
посередньо з означення (3) чи розрахований аналiтично [7]

Af1f∗

2
(x0; ω0) = 2

sin[ω0(a + x0

2 )]

ω0
rect

(
a + x0

2a

)

+ 2
sin[ω0(a − x0

2 )]

ω0
rect

(
a − x0

2a

)
(26)

Вигляд розподiлу Вейля для прямокутного iмпульсу наведений на
рис. 2. Згiдно до означення цей розподiл визначений шириною фун-
кцiї прямокутного iмпульсу 2a по координатi та не має скiнченої
границi по частотi. У випадку ω0 = 0 розподiл вироджується в три-
кутний iмпульс, а при x0 = 0 у фур’є-спектр функцiї прямокутного
iмпульсу - функцiю вiдлiкiв.

3.3. Розподiл прямокутного iмпульсу в областi Вiгнера

Аналогiчно розподiл Вiгнера для прямокутного iмпульсу можна
розрахувати безпосередньо з означення (5)

Wf1f∗

2
(x; ω) = 2

sin[2ω(a + x)]

ω
rect

(
a + 2x

2a

)

+ 2
sin[2ω(a − x)]

ω
rect

(
a − 2x

2a

)
(27)



10 Препринт

Рис. 2. Розподiл Вейля прямокутного iмпульсу.
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Рис. 3. Розподiл Вiгнера прямокутного iмпульсу.
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Розподiл Вiгнера для прямокутного iмпульсу наведений на рис. 3.
Цей розподiл вже визначений шириною a по координатi та, аналогiч-
но до розподiлу Вейля не має скiнченої границi по частотi. У випадку
ω0 = 0 розподiл вироджується в трикутний iмпульс, а при x0 = 0 у
фур’є-спектр функцiї прямокутного iмпульсу - функцiю вiдлiкiв.

3.4. Спiльний розподiл прямокутного iмпульсу

Слiд зауважити, що хоча зовнiшнiй вигляд розподiлiв Вейля та
Вiгнера для прямокутного iмпульсу має зовнiшню подiбнiсть вiднов-
лення сигналу з допомогою цих розподiлiв має суттєвi вiдмiнностi.
Тому основним завданням даної роботи є детальне дослiдження влас-
тивостей спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу. Спробуємо на
основi теоретичних формул отримати спiльний розподiл функцiї пря-
мокутного iмпульсу, яка має широке використання при описi оптич-
них систем обробки iнформацiї. Пiдставивши в означення спiльного
розподiлу (9) вираз розподiлу Вейля для прямокутного iмпульсу (26)
чи безпосередньо функцiю прямокутного iмпульсу (3.1) в означення
(7) отримаємо наступний вираз

K(t)
rr∗(x; p) =

= 2Ct

∞∫

−∞

dω0

0∫

−2a

dx0

sin
[
ω0

(
a + x0

2

)]

ω0

× exp {i [x0p − ω0x]} exp

{
−i

(x − x0)
2 + (p − ω0)

2

tan( θ
2 )

}

+2Ct

∞∫

−∞

dω0

2a∫

0

dx0

sin
[
ω0

(
a − x0

2

)]

ω0

× exp {i [x0p − ω0x]} exp

{
−i

(x − x0)
2 + (p − ω0)

2

tan( θ
2 )

}

. (28)

Наближенi розрахунки можна проводити вже за цiєю формулою, але
розрахунок нескiнченного iнтегралу є складним i результати не до-
статньо точними. Тому доцiльно перетворити вираз (28) таким чи-
ном, щоб усунути нескiнченнi межi iнтегрування та зробити його
максимально простим для числових розрахункiв чи iншими словами
аналiтично отримати формулу для спiльного розподiлу прямокутно-
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го iмпульсу. Аналiтичний розрахунок спiльного розподiлу прямокут-
ного iмпульсу (28) можна здiйснити двома альтернативними шляха-
ми. Розглянемо детально кожен з них.

3.4.1. Метод зведених формул

Завдання полягає в тому, щоб звести формулу (28) до одного до-
данку та максимально його спростити. Таким чином, врахувавши
той факт, що функцiя прямокутного iмпульсу є парною та виконав-
ши ряд математичних перетворень отримуємо наступну формулу

K(t)
rr∗(x; p) =

= 2Ct

∞∫

−∞

dω0

2a∫

0

dx0

sin
[
ω0

(
a − x0

2

)]

ω0
cos

{
px0 + 2

xx0

tan( θ
2 )

}

× exp {−i [ω0x]} exp

{
−i

(p− ω0)
2

tan( θ
2 )

}
exp

{
−i

x2 + x2
0

tan( θ
2 )

}
. (29)

Аналогiчну формулу можна отримати для частотного представлення

K̃(t)
rr∗(x; p) =

= 2C̃t

∞∫

−∞

dω0

2a∫

0

dx0
sin [2ω0 (a − x0)]

ω0
cos

{
px0 −

1

2
tan

(
θ

2

)
xx0

}

× exp {i [ω0x]} exp

{
i
1

4
tan

(
θ

2

)
(p + ω0)

2

}
×

× exp

{
i
1

4
tan

(
θ

2

)
(x2 + x2

0)

}
. (30)

Формули (29) та (30) добре описують спiльний розподiл прямокут-
ного iмпульсу в областi t = [0..1]. Та все ж цi формули мiстять не-
скiнченний iнтеграл по ω0, що не дозволяє з достатньою точнiстю
розраховувати тривимiрнi графiки, якi лежать в основi просторово-
частотного аналiзу. Можна показати, що на основi формули (29)
можна отримати наступу формулу

K(t)
rr∗(x; p) = Ct

√
π|tan

(
θ

2

)
|
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× exp

{
−i

π

4
sign

(
tan

(
θ

2

))}
exp

{
−i

p2

tan
(

θ
2

)
}

×
2a∫

0

dx0A exp

{
−i

x2 + x2
0

tan
(

θ
2

)
}

cos

{
px0 + 2

xx0

tan
(

θ
2

)
}

×
1∫

−1

dt exp



i

(
1

2

√

tan

(
θ

2

)[
At − 2

(
1

2
x − p

tan
(

θ
2

)
)])2



 ,(31)

де A = a− x0

2 . Формула (31) точно описує спiльний розподiл прямо-
кутного iмпульсу та має ряд переваг в порiвняннi з формулами (28),
(29) та (30). По-перше спiльний розподiл в такiй формi включає в
себе лише скiнченi iнтеграли, що суттєво спрощує числовi розрахун-
ки та пiдвищує їх точнiсть. По-друге формула добре описує спiльний
розподiл прямокутного iмпульсу на всьому iнтервалi t = (0..1) та до-
зволяє впритул наблизитися до граничних випадкiв t = 0 та t = 1.
Таким чином, в данiй роботi формула (31) є базовою для чисельних
розрахункiв.

3.4.2. Метод iнтегралiв Френеля

Використання спецiальних функцiй, а саме iнтегралiв Френеля,
дозволяє аналiтично звести формулу для розрахунку спiльного роз-
подiлу прямокутного iмпульсу до однократних iнтегралiв. Для цього
представимо формулу (31) в наступному виглядi

K(t)
rr∗(x; p) = Ct

√

π|tan

(
θ

2

)
|

× exp

{
−i

π

4
sign

(
tan

(
θ

2

))}
exp

{
−i

p2

tan
(

θ
2

)
}

×
2a∫

0

dx0 exp

{
−i

x2 + x2
0

tan
(

θ
2

)
}

cos

{
px0 + 2

xx0

tan
(

θ
2

)
}

× 2√
tan

(
θ
2

)

η2∫

η1

dηeiη2

, (32)
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де

η1 =
1

2

√

tan

(
θ

2

)(
−A −

[
x − 2p

tan
(

θ
2

)
])

,

η2 =
1

2

√
tan

(
θ

2

)(
A −

[
x − 2p

tan
(

θ
2

)
])

(33)

Розписавши внутрiшнiй iнтеграл

η2∫

η1

dηeiη2

=

0∫

η1

dηeiη2

+

η2∫

0

dηeiη2

, (34)

та врахувавши означення iнтегралiв Френеля

S(x) =

x∫

0

dxeix2

(35)

отримуємо остаточну формулу для розрахунку спiльного розподiлу
прямокутного iмпульсу через iнтеграли Френеля

K(t)
rr∗(x; p) = Ct

√

π|tan

(
θ

2

)
|

× exp

{
−i

π

4
sign

(
tan

(
θ

2

))}
exp

{
−i

p2

tan
(

θ
2

)
}

×
2a∫

0

dx0 exp

{
−i

x2 + x2
0

tan
(

θ
2

)
}

cos

{
px0 + 2

xx0

tan
(

θ
2

)
}

× 2√
tan

(
θ
2

) (S(η1) + S(η2)). (36)

4. Результати чисельного розрахунку спiльного

розподiлу прямокутного iмпульсу

В попередньому параграфi ми вивели ряд важливих формул для
розрахунку спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу. В цьому па-
раграфi ми проаналiзуємо результати отриманi на основi чисельного
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розрахунку. Головна мета чисельних результатiв дати iнтерпрета-
цiю перерозподiлу спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу мiж
площинами розподiлiв Вейля та Вiгнера. З отриманих аналiтичних
формул вiдомо,що такий перерозподiл вiдбувається при змiнi спiль-
ного параметру t. При t = 0 маємо розподiл Вейля, а при t = 1 -
розподiл Вiгнера. Змiнюючи спiльний параметр t ми опиняємося в
областi, яку в данiй роботi пропонується називати спiльною, так як
вона мiстить спiльну iнформацiю про обидва розподiли. Формуван-
ня розподiлу прямокутного iмпульсу в спiльнiй областi i є предметом
подальших дослiджень.

4.1. Граничнi випадки формування спiльного розподiлу
прямокутного iмпульсу

Перш за все необхiдно дослiдити формування спiльного розподiлу
прямокутного iмпульсу в граничних випадках, з метою порiвняння
отриманих результатiв з вiдомими аналогами. Лише пiсля їх деталь-
ного порiвняння можна розпочинати дослiдження перерозподiлу в
спiльнiй областi. Отже розглянемо окремо кожен з граничних випад-
кiв. В попереднiх параграфах ми отримали результати чисельного
розрахунку розподiлiв Вейля та Вiгнера за загальновiдомими фор-
мулами. В даному роздiлi ми будемо намагатися порiвняти отриманi
результати з результатами отриманими в результатi чисельного роз-
рахунку спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу при граничних
значеннях спiльного параметра t.

4.1.1. Розподiл Вейля

Таким чином, як згадувалось вище, розподiл Вейля можна отри-
мати поклавши t = 0 в формулi (9). Перевiримо цей факт шляхом
чисельного розрахунку поклавши t = 0 у виразi для спiльного розпо-
дiлу прямокутного iмпульсу (31). Результати чисельного розрахунку
спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу приведенi на рис. 4.

Таким чином в граничному випадку t = 0 спiльний розподiл пря-
мокутного iмпульсу точно вiдтворює аналогiчний розподiл Вейля.
Тепер перейдемо до розгляду iншого граничного випадку.

4.1.2. Розподiл Вiгнера

У випадку t = 1 у виразi для спiльного розподiлу прямокутного
iмпульсу (31) отримуємо результати приведенi на рис. 5.
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Рис. 4. Граничний випадок спiльного розподiлу прямокутного iмпу-
льсу при t = 0.
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Рис. 5. Граничний випадок спiльного розподiлу прямокутного iмпу-
льсу при t = 1.
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Подiбно до попереднього випадку в граничному випадку t = 1 спi-
льний розподiл прямокутного iмпульсу точно вiдтворює аналогiчний
розподiл Вiгнера.

Отже тут можна зробити важливий висновок про те, що спiльний
розподiл дiйсно є узагальненням вiдомих розподiлiв Вейля та Вiгне-
ра та в граничних випадках вироджується в один з цих розподiлiв.

4.2. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпуль-
су

Предметом дослiдження є безумовно змiшана область з допомо-
гою якої ми спробуємо встановити механiзм перерозподiлу мiж роз-
подiлами Вейля та Вiгнера. Так як змiшана область включає в себе
фактично нескiнченну множину розподiлiв то її дослiдження є дуже
громiздким процесом. З метою систематизацiї нашого дослiдження
розглянемо три областi.

4.2.1. Область розподiлу Вейля t = [0..0, 1]

Перш за все нас цiкавить, що вiдбувається при найменших змiнах
змiшаного параметру t. Отже при змiнi параметру t ми переходимо в
змiшану область де при малих змiнах цього параметру розподiл по-
чинає функцiонально змiнюватися, хоча вiзуально нагадує гранич-
ний випадок. При подальшiй змiнi параметру t така вiзуальна подiб-
нiсть зникає. Тому область де змiшаний розподiл вiзуально нагадує
розподiл Вейля в подальшому будемо називати - область розподiлу
Вейля. Розглянемо детально формування спiльного розподiлу пря-
мокутного iмпульсу в областi Вейля.

Результати вiдповiдних чисельних розрахункiв приведенi на
рис. 6. Отже класичний випадок t = 0 для отримання повних да-
них про вхiдний сигнал на визначенiй координатi потребує сумуван-
ня всiх просторових частот. Враховуючи той факт, що таких частот
є нескiнченна кiлькiсть проаналiзуємо що вiдбувається в спiльнiй
областi. При змiнi спiльного параметра t = 0, 01..0, 07 (рис. 6) вiд-
бувається поворот на iнформацiйнiй дiаграмi спряжених координат
(x, p) пропорцiйно до спiльного параметра t. Легко бачити, що на-
вiть при малих змiнах параметра, за рахунок повороту, вiдбувається
змiщення частотних лiнiй (як i координатних), яке має тенденцiю до
виходу цих лiнiй з частотної областi. Таким чином вже при значеннi
спiльного параметра t = 0, 1 на нульовiй координатi можна отри-
мати iнформацiю про вхiдний сигнал на основi скiнченої кiлькостi
частот. Отже розглянемо детально два випадки нульової частоти та
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Рис. 6. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу в
областi розподiлу Вейля при рiзних значення спiльного параметра t.
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нульової координати. Випадок t = 0, що вiдповiдає розподiлу Вейля
детально описаний в роботi М. Шовгенюка [21]. В цьому випадку
при x = 0 розподiл прямокутного iмпульсу iдентичний його фур’є-
образу. В роботi [21] автор наголошує, що так як розподiл заданий в
нескiнченних межах по частотi для його вiдновлення необхiдно вра-
ховувати всi просторовi частоти. При p = 0 розподiл набуває форми
трикутного iмпульсу. Перейдемо тепер до розгляду змiшаної облас-
тi. Змiнюючи спiльний параметр t ми змiнюємо вхiдний сигнал та
вiдповiдно його розподiл. Тому вже при не великих змiнах пара-
метру t вiдбувається поворот розподiлу прямокутного iмпульсу на
iнформацiйнiй дiаграмi. При поворотi змiнюються вiдповiдно пере-
рiзи розподiлу як по координатi так i по частотi. Так бачимо, що
при значеннi спiльного параметру t = 0, 03 (рис. 6) частина прос-
торових частот вже є заданою в скiнченних межах, хоча частина
залишається в нескiнченних межах. Вiдповiдно розподiл при x = 0
змiнюється та є тотожний фур’є-спектру вхiдного сигналу. При по-
дальшому зменшеннi спiльного параметра t спостерiгається тенден-
цiя до зменшення числа просторових частот заданих в нескiнченних
межах та подальша змiна вхiдного сигналу. Подiбнi ефекти спосте-
рiгаються також в областi дробового фур’є-перетворення [12] та при
дослiдженнi дифракцiї Френеля на iзольованiй щiлинi [21]. Таким
чином в областi розподiлу Вейля спостерiгається поворот розподiлу
прямокутного iмпульсу за годинниковою стрiлкою на кут пропорцiй-
ний до спiльного параметра t. Принципова вiдмiннiсть формування
розподiлу в областi Вейля полягає в тому, що для вiдновлення вхiд-
ного сигналу необхiдно враховувати меншу кiлькiсть нескiнченних
частот нiж у граничному випадку t = 0.

4.2.2. Область розподiлу Вiгнера t = [0, 9..1]

Другим граничним випадком є розподiл Вiгнера t = 1. В цьому
випадку теж необхiдно дослiдити область в якiй розподiл вiзуально
нагадує вхiдний. Таку область називаємо область розподiлу Вiгнера.
Отже при t = 1 (розподiл Вiгнера) подiбно як i попередньому випад-
ку для вiдновлення вхiдного сигналу в обмеженому по координатi
розподiлi необхiдно враховувати всi просторовi частоти. При змен-
шенi спiльного параметра t (область розподiлу Вiгнера), подiбно до
областi Вейля, вiдбувається поворот на iнформацiйнiй дiаграмi, але
в протилежному напрямку. При подальшому зменшенi спiльного па-
раметра кiлькiсть зменшується кiлькiсть невизначених частот, хоча
в данiй областi вони все ж присутнi. Лише при значеннi спiльного
параметра t = 0, 9 виникає певна максимальна частота (скiнчена) i
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вiдновлення вхiдного сигналу стає чiтко визначеним. Отже в облас-
тi розподiлу Вiгнера вiдбувається поворот розподiлу прямокутного
iмпульсу на iнформацiйнiй дiаграмi проти годинникової стрiлки.

4.2.3. Спiльна область. Перерозподiл мiж областями Вiгне-
ра та Вейля

В попереднiх параграфах було проаналiзовано граничнi областi,
якi знаходяться близько до граничних випадкiв (розподiли Вейля
та Вiгнера). Мiж цими областями знаходиться спiльна область, яка
представляє особливий iнтерес так як описує механiзм перерозподi-
лу мiж областями Вейля та Вiгнера. Перед детальним аналiзом спi-
льної областi необхiдно уточнити методику чисельних розрахункiв.
Отже в теоретичнiй частинi було отримано формули якi описують
координатне (29) та частотне (30) представлення спiльного розподiлу
прямокутного iмпульсу. Два представлення необхiднi для цiлiсного
опису розподiлу так як кожне з них добре працює в певнiй облас-
тi. Так координатне представлення (29) добре описує область роз-
подiлу Вiгнера, тодi як частотне представлення (30) описує область
розподiлу Вейля. В спiльнiй областi обидва представлення дають
тотожнi та точнi результати. Формування зображень перерiзiв роз-
подiлу прямокутного iмпульсу представлено на рис. 8(чисельнi роз-
рахунки за формулою координатного представлення (29)) та рис. 9
(чисельнi розрахунки за формулою частотного представлення (30)).
Як видно з рис. 8 координатне представлення добре описує область
розподiлу Вiгнера та спiльну область. Тим не менше точно описати
область розподiлу Вейля за допомогою координатного представлен-
ня не можна. Частотне представлення (рис. 9) навпаки добре описує
область розподiлу Вейля та спiльну область, але не працює в об-
ластi розподiлу Вiгнера. Звiдси можна зробити важливий висновок,
що обидва представлення добре описують спiльну область, яка пред-
ставляє центральний iнтерес в данiй роботi. Отже, рисунки рис. 9 та
рис. 8 описують формування спiльного розподiлу на нульовiй коор-
динатi, а рис. 10 на нульовiй частотi. Група рисункiв рис. 11 - рис. 14
описує спiльний розподiл прямокутного iмпульсу при рiзних значен-
ня спiльного параметра t.

Розглянемо детально процес, що вiдбувається при змiнi спiльного
параметру t. Такий процес зображений на рис. 8 - рис. 14, кожен з
яких описує певний етап чи аспект перерозподiлу.

Випадок t = 10−5. Розпочнемо аналiз з граничного випадку
t = 0 (розподiл Вейля). В цьому випадку розподiл є дiйсним, а йо-
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Рис. 7. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу в
областi розподiлу Вiгнера при рiзних значення спiльного параметра
t.
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Рис. 8. Формування перерiзу при x = 0 спiльного розподiлу прямо-
кутного iмпульсу в спiльнiй областi при рiзних значення спiльного
параметра t. Суцiльна лiнiя - дiйсна частина, пунктирна лiнiя - ком-
плексна частина.
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Рис. 9. Формування перерiзу при x = 0 спiльного розподiлу прямо-
кутного iмпульсу в спiльнiй областi при рiзних значення спiльного
параметра t. Суцiльна лiнiя - дiйсна частина, пунктирна лiнiя - ком-
плексна частина.
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Рис. 10. Формування перерiзу при p = 0 спiльного розподiлу прямо-
кутного iмпульсу в спiльнiй областi при рiзних значення спiльного
параметра t. Суцiльна лiнiя - дiйсна частина, пунктирна лiнiя - ком-
плексна частина.
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го перерiзи є добре вiдомими трикутний iмпульс у випадку x = 0
(рис. 9, t = 10−5) та фур’є-спектр прямокутного iмпульсу у випадку
p = 0 (рис. 10, t = 10−5). Повний розподiл прямокутного iмпульсу
у випадку t = 10−5 зображений на рис. 11 - a) та рис. 14, t = 10−5.
Як було згадано вище для вiдновлення вхiдного сигналу в даному
випадку необхiдно врахувати всi просторовi частоти, якi заданi в
iнтервалi частот −∞ < ω < ∞.

Випадок t = 0, 1. Змiнюючи спiльний параметр до значення
t = 0, 9 ми робимо перший крок в змiшану область. Тут ситуа-
цiя кардинально змiнюється. Розподiл стає комплексним, тобто за
формування спiльного розподiлу вiдповiдають дiйсна та комплексна
частини, якi окремо дослiджуються. На iнформацiйнiй дiаграмi вiд-
бувається поворот дiйсної (рис. 11 - c) та комплексної (рис. 11 - d)
частин розподiлу прямокутного iмпульсу пропорцiйно до спiльного
параметра t. Спiльний розподiл на нульовiй координатi починає пе-
рерозподiлятися за рахунок чого змiнюється (рис. 9, t = 0, 1). З’явля-
ється комплексна частина в той час як дiйсна частина є визначеною
вже в фiксованих межах по частотi. Це вказує на той факт, що для
вiдновлення вхiдного сигналу досить врахувати скiнченну кiлькiсть
частот.

Область t = 0, 2 − 0, 4. В цiй областi має мiсце подальший по-
ворот розподiлу вхiдного сигналу як у дiйснiй так i у комплекснiй
частинах (рис. 11 - e-f та рис. 12 - a-b). Причому слiд зауважити, що
в межах даної областi дiйсна частина зменшується за амплiтудою, а
уявна зростає. Такий процес є закономiрний так як розподiли Вiгне-
ра та Вейля є пронормованi таким чином, що за величиною розподiл
Вiгнера є в чотири рази бiльший нiж розподiл Вейля. Тому "рух"вiд
розподiлу Вiгнера до розподiлу Вейля супроводжується зменшення
його величини. Перерiз спiльного розподiлу на нульовiй координатi
(рис. 9, t = 0, 2 − 0, 4) вказує на тенденцiю до зростання смуги скiн-
ченних частот на яких однозначно вiдновлюється вхiдний сигнал.

Випадок t = 0, 5. Цей випадок представляє особливий iнтерес в
рамках даного дослiдження так як спiльний розподiл тут знаходить-
ся рiвно посерединi мiж розподiлами Вiгнера та Вейля (рис. 12 - c-d).
Якщо розглядати процес перерозподiлу з позицiї повороту розподiлу
вхiдного сигналу то цей випадок вiдповiдає повороту розподiлу на
кут ϕ = 450. Причому розподiл Вейля вiдповiдає випадку ϕ = 00,
а розподiл Вiгнера вiдповiдно ϕ = 900. Особливiсть розподiлу який
формується в даному випадку полягає також у тому, що при ϕ = 450

тангенс стає рiвний одиницi i зникають будь-якi особливостi як в час-
тотному так i в координатному представленнях. Частковий випадок
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спiльного розподiлу при значеннi спiльного параметра t = 0, 5 потре-
бує детального дослiдження, яке виходить за рамки даної роботи.

Область t = 0, 6− 0, 8. При таких значеннях спiльного парамет-
ра продовжується перерозподiл шляхом повороту дiйсної та уявної
частин розподiлу вхiдного сигналу (рис. 12 - e-f та рис. 13 - a-b). Пере-
рiз спiльного розподiлу на нульовiй координатi (рис. 9, t = 0, 6−0, 8)
повнiстю знаходиться в смузi обмежених частот на яких однозначно
вiдновлюється вхiдний сигнал.

Випадок t = 0, 9 − 1, 0. В данiй областi вiдбувається остаточ-
ний поворот розподiлу вхiдного сигналу на кут ϕ = 900, який описує
розподiл Вiгнера (рис. 13 - c-f). Уявна частина розподiлу зникає, а в
перерiзi за нульовою координатою з’являються нескiнченнi частоти.
Попереднi дослiдження дозволяють нам зробити важливий висновок
про те, що iснує чiткий зв’язок мiж розподiлами Вейля та Вiгнера.
Як встановлено вище розподiл Вiгнера формується в процесi пово-
роту розподiлу Вейля на iнформацiйнiй дiаграмi на кут ϕ = 900.
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Рис. 11. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу у
випадку t = 0 − 0, 3.
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Рис. 12. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу у
випадку t = 0, 4 − 0, 6.
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Рис. 13. Формування спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу у
випадку t = 0, 8 − 1, 0.
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Рис. 14. Перерозподiл спiльного розподiлу прямокутного iмпульсу
мiж областями Вейля та Вiгнера (дiйсна та уявна частини).
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5. Висновки

В роботi запропоновано спiльний просторово-частотний розподiл,
як узагальнення до вiдомих розподiлiв Вейля та Вiгнера. В резуль-
татi чисельних та аналiтичних розрахункiв дослiджено механiзм пе-
рерозподiлу мiж згаданими вище розподiлами. Показано, що розпо-
дiли Вейля та Вiгнера є граничними випадками спiльного розподiлу.
Детально дослiджено область мiж цими двома граничними випад-
ками та встановлено неперервний зв’язок мiж розподiлами Вiгнера
та Вейля, як поворот на iнформацiйнiй дiаграмi спряжених коор-
динат пропорцiйно до спiльного параметра t. Для цiлiсного опису
спiльного розподiлу вперше запропоновано частотне представлен-
ня з допомогою якого вдалося розрахувати граничнi випадки, чого
не можна було зробити на основi використання лише координатно-
го представлення. Враховуючи той факт, що дослiдження спiльного
розподiлу спрямованi на його використання при описi оптичних сис-
тем детально дослiджено розподiл функцiї прямокутного iмпульсу,
як елементу оптичного зображення. В роботi вперше було отримано
ряд аналiтичних формул для розрахунку спiльного розподiлу пря-
мокутного iмпульсу. Результати чисельних розрахункiв пiдтвердили
теоретичнi оцiнки та констатували факт встановлення однозначного
зв’язку мiж розподiлами Вейля та Вiгнера та механiзму перерозпо-
дiлу мiж ними. Основна перевага використання спiльного розподiлу
полягає в можливостi вiдновлення iнтенсивностi вхiдного сигналу,
що експериментально реєструється на виходi оптичної системи. По-
переднi висновки про ефективнiсть використання спiльного розподi-
лу при описi оптичних систем можна зробити на основi того факту,
що розподiл Вейля який є його граничним випадком успiшно вико-
ристовується в подiбних задачах [11]. Важливо також вiдмiтити, що
спiльний розподiл включає в себе два розподiли, якi широко вико-
ристовуються при описi оптичних систем обробки iнформацiї. Тому
є всi пiдстави вважати, що спiльний просторово-частотний розподiл
знайде використання при описi сучасних оптичних систем.

Подяка Автор висловлює щиру подяку професору Козловсько-
му М.П., доктору фiз.-мат. наук Шовгенюку М.В. та кандидату фiз.-
мат. наук Крохмальському Т.Є. за цiннi поради та плiднi науковi
дискусiї пiд час виконання цiєї роботи. Окрема подяка Президенту
України за надання гранту, в рамках фiнансової пiдтримки якого
була виконана ця робота.
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