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Дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi властивостi простої

моделi п’єзоелектрика

Р.Р.Левицький, I.Р.Зачек, А.С.Вдович

Анотацiя. В рамках двопiдграткової моделi Iзiнга з врахуванням
короткосяжної i далекосяжної взаємодiй та п’єзоелектричної взаємо-
дiї iз зсувними деформацiями в наближеннi двочастинкового клас-
тера у випадках полярного та неполярного впорядкувань розрахова-
но дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики простої
моделi п’єзоелектрика. Врахувавши динамiку п’єзоелектричної де-
формацiї, явно описано явища затискання кристалу високочастот-
ним електричним полем та п’єзоелектричного резонансу. Розрахова-
но коефiцiєнт поглинання ультразвуку та дослiджено його поведiнку
в областi фазового переходу. Проведено детальний числовий аналiз
отриманих результатiв

Dielectric, piezoelectric and elastic properties of a simple model

of a piezoelectric

R.R.Levitsky, I.R.Zachek, A.S.Vdovych

Abstract. Within the framework of two-sublattice Ising model with tak-
ing into account short-range and long-range interactions and the piezo-
electric interaction with the shear strain within two-particle cluster ap-
proximation, the dielectric, piezoelectric and elastic characteristics of
simple model of piezoelectric are calculated in the cases of polar and
non-polar ordering. Taking into account a dynamics of piezoelectric de-
formation, the phenomena of crystal clamping by high frequency electric
field and piezoelectric resonance are described. Ultrasound attenuation
is calculated, peculiarities of its temperature dependence near the phase
transition points are investigated. Detailed numerical analysis of the ob-
tained results is carried out.
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1. Вступ

Бiльше п’ятдесяти рокiв велика увага придiляється побудовi статис-
тичної теорiї матерiалiв, якi описуються моделлю Iзiнга. Ця модель,
зокрема, є досить ефективною для вивчення процесiв впорядкування
в електро- та магнiтовпорядкованих сполуках та бiнарних сплавах.
Особливий iнтерес до моделi Iзiнга обумовлений надiєю побудувати
на її основi мiкроскопiчну теорiю поведiнки термодинамiчних i ди-
намiчних характеристик матерiалiв, якi вона описує, в областi фазо-
вого переходу другого роду.

Вiдомо [1], що поява впорядкування в системi обумовлена взаємо-
дiєю мiж елементами структури, якi впорядковуються. Цiлком при-
роднiм є припущення про те, що характер сил взаємодiї мiж цими
елементами структури визначає температуру фазового переходу та
фiзичнi характеристики системи в широкiй температурнiй областi.
В той же час характер поведiнки фiзичних характеристик в областi
фазового переходу є загальним для багатьох систем взаємодiючих
частинок. Для поглибленого розумiння природи фазових переходiв
особливо важливими є точнi результати для двовимiрної моделi Iзiн-
га та одновимiрної моделi Каца [1]. Згаданi моделi є граничними по
вiдношенню до величини r0 – вiдношення радiуса дiї сил притяган-
ня до середньої вiдстанi мiж частинками. Зокрема, для моделi Iзiнга
r0 = 1, а в моделi Каца r0 є безмежно великим. Для реальних мате-
рiалiв r0, як правило, вiдповiдає промiжному випадку.

Перехiд до тривимiрних систем суттєво ускладнює розрахунки.
В зв’язку з цим в даному випадку широко використовують набли-
женi методи розрахунку, найпростiшим серед яких є наближення
молекулярного поля (НМП) [2-4]. Однак НМП є незадовiльним при
наявностi в системi, яка дослiджується, сильних короткосяжних вза-
ємодiй. Найбiльш послiдовно опис такого типу сполук досягнуто на
основi методу кластерних розвинень [2,3], який завдяки бiльш послi-
довному врахуванню короткосяжних кореляцiй дає значно правиль-
нiшi результати в широкiй температурнiй областi, нiж, наприклад,
НМП. Кластерне наближення широко використовувалось для опису
термодинамiчних характеристик псевдоспiнових систем [2,3].

В останньому тридцятирiччi велика увага придiлялась дослi-
дженню релаксацiйних явищ в системах, якi описуються моделлю
Iзiнга [5-8]. В цих роботах було використано пiдхiд, який грунтує-
ться на стохастичнiй моделi Глаубера [9]. В роботах [10-16] модель
Глаубера була використана для вивчення релаксацiйних явищ в ква-
зiодновимiрних сегнетоактивних сполуках типу лад-безлад, в тому
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числi i з водневими зв’язками.
Аналогiчний пiдхiд в роботах [17-27] було запропоновано для опи-

су спостережуваних на експериментi динамiчних характеристик сег-
нетоактивних сполук з водневими зв’язками сiм’ї KH2PO4. В згада-
них вище роботах, виходячи iз концепцiї про важливу роль у фа-
зовому переходi в сегнетоактивних сполуках з водневими зв’язками
протонної системи, було запропоновано єдиний пiдхiд для опису їх
термодинамiчних та динамiчних характеристик.

В той же час слiд вiдзначити, що серед сегнетоактивних сполук
типу лад-безлад, в тому числi i з водневими зв’язками вiдомий ши-
рокий клас нецентросиметричних кристалiв, якi є п’єзоелектрика-
ми. Типовими представниками даного типу матерiалiв є сегнетоак-
тивнi сполуки сiм’ї KH2PO4 (див. [28-30]) та сегнетової солi [31,32].
В згаданих роботах отриманi вирази для статичних та динамiчних
дiелектричних проникностей, модулiв пружностi, п’єзоелектричних
модулiв, термодинамiчних характеристик, а також швидкостi та ко-
ефiцiєнта поглинання звуку кристалiв, якi дослiджувались. Наяв-
нiсть надiйних експериментальних даних для сегнетоелектрикiв сiм’ї
KH2PO4 дозволило [28-30] в рамках запропонованої теорiї отримати
при належному виборi мiкропараметрiв добрий кiлькiсний опис для
цих кристалiв цих експериментальних результатiв. Отримана також
принципово важлива iнформацiя про характер поведiнки фiзичних
характеристик сегнетоелектрикiв типу KH2PO4, вiдповiдно, в широ-
кому частотному i температурному дiапазонах, включаючи область
фазового переходу першого роду. В роботах [31,32] отримано добрий
кiлькiсний опис наявних експериментальних результатiв та iнфор-
мацiю про характер поведiнки фiзичних характеристик при рiзних
частотах та температурах, включаючи область фазового переходу
другого роду для сегнетової солi.

Слiд вiдзначити, що вiдсутнiсть достовiрної iнформацiї про меха-
нiзм фазового переходу в кристалах сегнетової солi, значний розкид
експериментальних даних для цих кристалiв (див.[31,33]) вимагає
подальших бiльш повних дослiджень поведiнки фiзичних характе-
ристик п’єзоелектричних сегнетоелектричних кристалiв. В зв’язку з
цим в данiй роботi запропоновано просту модель п’єзоелектрично-
го сегнетоелектрика, в рамках якої буде дослiджено поведiнку його
фiзичних характеристик, вiдповiдно, в широкiй частотнiй i темпе-
ратурнiй областях, включаючи область фазового переходу другого
роду.
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2. Постановка задачi

Будемо розглядати системи, поведiнка яких описується двопiдграт-
ковою моделлю Iзiнга з врахуванням п’єзоефекту. Гамiльтонiан сис-
тем має наступний вигляд:

Ĥ =
1

2
Nv̄cE0

jj ε
2
jj −Nv̄e0ijεjjEi −

1

2
Nv̄χε0ii E

2
i −

−1

2

∑

qq′

ff′

Jff ′(qq′)
σqf
2

σq′f ′

2
−
∑

qf

(ψfjεj + µfEi)
σqf
2
. (2.1)

Першi три доданки в (2.1) вiдповiдають “затравочнiй” енергiї
кристалiчної гратки, в потенцiалi якої рухаються елементи струк-
тури, що впорядковуються (ЕСВ). cE0

jj , e0ij i χε0ii – т.зв. “затравочнi”
пружна стала, коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги i дiелектрична
сприйнятливiсть, вiдповiдно; v̄ = v

kB
, v – об’єм примiтивної комiрки,

kB – стала Больцмана, N – кiлькiсть примiтивних комiрок.
Наступний доданок описує взаємодiю мiж ЕСВ, яка включає як

короткосяжнi взаємодiї, так i далекосяжнi; σqf – оператор внут-
рiшнiх ступенiв свободи, що вiдповiдає f -ому ЕСВ q-ої комiрки
(

σqf =

(

1 0
0 −1

))

.

У п’ятому доданку перший член – лiнiйне за зсувною деформацi-
єю εj молекулярне поле, iндуковане п’єзоелектричною взаємодiєю, а
другий описує взаємодiю ЕСВ iз зовнiшнiм полем Ei, яке напрямле-
не вздовж тiєї кристалографiчної осi, вздовж якої виникає спонтан-
на поляризацiя Pi в сегнетоелектричнiй фазi. Деформацiя εj = εi+3

перетворюється по тому ж незвiдному представленню, що й поляри-
зацiя Pi. Вiдповiдно, cEjj = cEi+3,i+3; e

0
ij = e0i,i+3. ψfj

– деформацiйний
потенцiал, µf – ефективний електричний момент у розрахунку на
один ЕСВ. У випадку полярного впорядковування ЕСВ

ψpj = ψ1j = ψ2j , µp = µ1 = µ2,

а у випадку антиполярного –

ψaj = ψ1j = −ψ2j, µa = µ1 = −µ2.

Для розрахунку характеристик кристалiв, що описуються модел-
лю Iзiнга, використаємо наближення двочастинкового кластера. В
цьому наближеннi будуть точно врахованi кореляцiї мiж ЕСВ, якi
входять в число найближчих сусiдiв n. Для опису взаємодiї з бiльш
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вiддаленими ЕСВ, якi знаходяться в наступних координацiйних сфе-
рах, обмежимося наближенням молекулярного поля. В результатi
вихiдний гамiльтонiан (2.1) представимо в такому виглядi:

Ĥ =
1

2
Nv̄cE0

jj ε
2
jj −Nv̄e0ijεjjEi −

1

2
Nv̄χε0ii E

2
i −

−1

2

∑

qq′

ff′

Jff (qq
′)
〈σq〉
2

〈σf ′ 〉
2

+
∑

q

Ĥ(2)
q , (2.2)

де

Ĥ(2)
q = −J σq1

2

σq2
2

−
2
∑

f=1

xfj
β

σqf
2

(2.3)

– двочастинковий гамiльтонiан. Вiдповiдно, одночастинковий гамi-
льтонiан

Ĥ(1)
q = −

∑

f

x̄fj
β

σqf
2
. (2.4)

У (2.3) i (2.4) використанi такi позначення:

xfj
β

=
n− 1

n
∆f + γf + ψfjεj + µfEi,

x̄fj
β

= ∆f + γf + ψfjεj + µfEi, (2.5)

а

γqf =
1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq′)〈σf ′〉. (2.6)

Параметр ∆qf – це параметр самоузгодження короткосяжних
сил; вiн визначає вплив ЕСВ сусiднiх комiрок на f -ий ЕСВ q-ої комiр-
ки. В кластерному наближеннi параметр ∆qf визначається з умови
самоузгодження: середнє значення квазiспiна 〈σqf 〉 не повинно за-
лежати вiд того, по якому розподiлу Гiббса (з двочастинковим чи
одночастинковим гамiльтонiаном) воно розраховано. Отже,

Sp{σqfρ(2)
q } = Sp{σqfρ(1)

q }, (2.7)

де

ρ(2)
q =

e−βĤ
(2)
q

Spe−βĤ
(2)
q

, ρ(1)
q =

e−βĤ
(1)
q

Spe−βĤ
(1)
q

.
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Розрахованi на основi (2.7) i (2.3) унарнi функцiї розподiлу

η
(1)
1
2

= 〈σ 1
2
〉 =

sh1
2 (x1 + x2) ± ash1

2 (x1 − x2)

ch1
2 (x1 + x2) + ach1

2 (x1 − x2)
, a = e−

βJ
2 , (2.8)

а, використовуючи одночастинковий гамiльтонiан,

η
(1)
1
2

= th
1

2
x̄ 1

2
. (2.9)

Виключимо iз (2.5) параметр ∆f . В результатi

x1j =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
1

1 − η
(1)
1

+
2

n
βν11η

(1)
1 +

2

n
βν12η

(1)
2 +

1

n
(βψ1jεj + βµ1Ei),

x2j =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
2

1 − η
(1)
2

+
2

n
βν12η

(1)
1 +

2

n
βν11η

(1)
2 +

1

n
(βψ2jεj + βµ2Ei),

де ν11 = 1
4J11 = 1

4J22; ν12 = 1
4J12 = 1

4J21, Jff ′ =
∑

q′
Jff ′(qq′).

Розглянемо випадок полярного впорядкування. Оскiльки

〈σ1〉 = 〈σ2〉 = η
(1)
pj , (2.10)

то

xpj = x1j = x2j =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
pj

1 − η
(1)
pj

+ 2
βνp
n
η
(1)
pj +

β

n
ψpjεj +

β

n
µpEi,

де νp = ν11 + ν12.

Параметр впорядкування η(1)
p задовольняє рiвняння:

η
(1)
pj =

shxpj
a+ chxpj

=
Mpj

Dpj

. (2.11)

У випадку антиполярного впорядкування

〈σ1〉 = −〈σ2〉 = η
(1)
aj , (2.12)

i

xaj = x1j = −x2j =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
aj

1 − η
(1)
aj

+ 2β
νa
n
η
(1)
aj +

β

n
ψajεj +

β

n
µaEi,

де νa = ν11 − ν12.
Параметр впорядкування в цьому випадку задовольняє рiвняння:

η
(1)
aj =

a shxaj
1 + a chxaj

=
Maj

Daj

. (2.13)
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3. Дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi характе-

ристики систем, що описуються моделлю Iзiнга

Термодинамiчнi характеристики систем, що описуються моделлю
Iзiнга, будемо розглядати на основi термодинамiчного потенцiалу
Гiббса в розрахунку на одну примiтивну комiрку, який у наближеннi
двочастинкового кластера отримано в наступному виглядi:

gp1E =
1

2
v̄cE0
jj ε

2
j − v̄e0ijεjEi −

1

2
v̄χε0ii E

2
i −

−nJ
4

+ (n− 2)T ln 2 + (3.1)

+ν̃pη
(1)2
pj − T (n− 1) ln[1 − η

(1)2
pj ] − Tn lnDpj − v̄σjεj ; ν̃p =

ν

kB
,

ga1E =
1

2
v̄cE0
jj ε

2
j − v̄e0ijεjEi −

1

2
v̄χε011E

2
i −

−nJ
4

+ (n− 2)T ln 2 + (3.2)

+ν̃aη
(1)2
aj − T (n− 1) ln[1 − η

(1)2
aj ] − Tn lnDaj − v̄σjεj.

З умови екстремуму

∂gp1E

∂η
(1)
pj

= 0,
∂ga1E

∂η
(1)
aj

= 0

отримуємо рiвняння (2.10) i (2.11).
З умов термодинамiчної рiвноваги

1

v̄

(

∂g1E
∂εj

)

Ei,σj

= 0,
1

v̄

(

∂g1E
∂Ei

)

σj

= −Pi

знаходимо, що

σj = cE0
jj εj − e0ijEi −

ψ̃pj
v̄

Mpj

Dpj

, σj = cE0
jj εj − e0ijEi −

ψ̃aj
v̄

Maj

Daj

, (3.3)

P pi = e0ijεj + χε0ii Ei +
µp
v̄

Mpj

Dpj

, P ai = e0ijεj + χε0ii Ei +
µa
v

Maj

Daj

. (3.4)

З (3.4) знаходимо електричне поле

Ei = −h0
ijεj + kε0ii

(

Pi −
µ

v

Mj

Dj

)

, (3.5)
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де h0
ij =

e0ij

χε0
ii

, kε0ij = 1
χε0

ii

.

Пiдставивши (3.5) у (3.3), отримуємо

σj = cP0
ij εj − h0

ij

(

P pi − µ

v

Mpj

Dpj

)

− ψ̃pj
v̄

Mpj

Dpj

,

σj = cP0
ij εj − h0

ij

(

P ai − µ

v

Maj

Daj

)

− ψ̃aj
v̄

Maj

Daj

, (3.6)

де cP0
ij = cE0

ij + e0ijh
0
ij .

Вiльна енергiя моделi Iзiнга в наближеннi двочастинкового клас-
тера в розрахунку на одну примiтивну комiрку

fp =
1

2
v̄cP0
ij ε

2
j − vh0

ijεjPi +
1

2
kε0ii P

2
i − 1

2
v̄kε0ii

(µp
v
η
(1)
pj

)2

+ (3.7)

+(n− 2)T ln 2 + ν̃pη
(1)2
pj − (n− 1)T ln

(

1 − η
(1)2
pj

)

− nT lnDpj ,

fa =
1

2
v̄cP0
ij ε

2
j − vh0

ijεjPi +
1

2
kε0ii P

2
i − 1

2
v̄kε0ii

(µa
v
η
(1)
aj

)2

+ (3.8)

+(n− 2)T ln 2 + ν̃aη
(1)2
aj − (n− 1)T ln

(

1 − η
(1)2
aj

)

− nT lnDaj .

Зi спiввiдношень (3.3) i (3.4) отримуємо вирази для дiелектрич-
них, пружних, п’єзоелектричних характеристик систем. Розгляне-
мо випадок полярного впорядкування ЕСВ. Статична дiелектрична
сприйнятливiсть затиснутого кристалу у впорядкованiй фазi

χεii(p) =

(

∂Pi
∂Ei

)

εj

= χε0ii + v̄
µ2
p

v2

1

nT

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

, (3.9)

коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

eij(p) = −
(

∂σj
∂Ei

)

ε0

=

(

∂Pi
∂εj

)

Ei

= e0ij +
µp
v

ψ̃pj
nT

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

, (3.10)

перенормована пружна стала при постiйному полi

cEjj(p) =

(

∂σj
∂εj

)

Ei

= cE0
jj −

ψ̃2
pj

v̄

1

nT

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

. (3.11)

У (3.9)–(3.11)

κpj = chxpj − η
(1)
pj shxpj =

1 + achxpj
a+ chxpj

,

ϕηpj =
2

n

(

n− 1

1 − η
(1)2
pj

+ βνp

)

.
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При температурах вищих вiд температури фазового переходу

χεii(p) = χεii + v̄
µ2
p

v2

1

T

1

na− n+ 2 − 2βνp
,

eij(p) = e0ij +
µp
v

ψ̃pj
T

1

na− n+ 2 − 2βνp
,

cEij(p) = cE0
ij −

ψ̃2
pj

v̄

1

T

1

na− n+ 2 − 2βνp
.

У випадку антиполярного впорядкування ЕСВ статична дiелек-
трична сприйнятливiсть затиснутого кристалу

χεii(a) = χε0ii + v̄
µ2
a

v2

1

nT

aκaj
Daj − aκajϕ

η
aj

, (3.12)

коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

eij(a) = e0ij +
µa
v

ψ̃aj
nT

aκaj
Daj − aκajϕ

η
aj

, (3.13)

перенормована пружна стала при постiйному полi

cEij(a) = cE0
ij −

ψ̃2
aj

v̄

1

nT

aκaj
Daj − aκajϕ

η
aj

, (3.14)

де

κaj = chxaj − η
(1)
aj shxaj =

a+ chxaj
1 + achxaj

,

ϕηa =
2

n

(

n− 1

1 − η
(1)2
aj

+ βνa

)

.

У невпорядкованiй фазi

χεii(a) = χεii + v̄
µ2
a

v2

1

T

a

−na+ n+ 2a− 2aβνa
,

eij(a) = e0ij +
µa
v

ψ̃pj
T

a

−na+ n+ 2a− 2aβνa
,

cEij(a) = cE0
ij −

ψ̃2
aj

v̄

1

T

a

−na+ n+ 2a− 2aβνa
.
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Диференцiюючи вираз (3.5) по деформацiї при pi = const, отри-
муємо вираз для сталої п’єзоелектричної напруги:

hij(p) =
eij(p)

χεii(p)
, hij(a) =

eij(a)

χεii(a)
. (3.15)

Перейдемо вiд термодинамiчного потенцiалу g1E до електричного
термодинамiчного потенцiалу g2E в розрахунку на одну комiрку:

gp2E = −1

2
v̄sE0
jj σ

2
j − v̄d0

ijσjEi −
1

2
v̄χσ0

ii E
2
i −

−nJ
4

+ (n− 2)T ln 2 +

+ν̃pη
(1)2
pj − T (n− 1) ln(1 − η

(1)2
pj ) − Tn ln D̄pj ,

ga2E = −1

2
v̄sE0
jj σ

2
j − v̄d0

ijσjEi −
1

2
v̄χσ0

ii E
2
i − (3.16)

−nJ
4
− (n− 2)T ln 2 +

+ν̃aη
(1)2
aj − T (n− 1) ln(1 − η

(1)2
aj ) − Tn ln D̄aj ,

де

χσ0
ii = χε0ii + e0ijd

0
ij ,

η
(1)
pj =

shx̄pj
a+ chx̄pj

=
M̄pj

D̄pj

, η
(1)
aj =

ashx̄aj
1 + achx̄aj

=
M̄aj

D̄aj

;

x̄pj =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
pj

1 − η
(1)
pj

+
1

nT

(

2ν̃p +
ψ̃2
pj

v̄
sE0
jj

)

η
(1)
pj

1

nT
ψ̃pjs

E0
jj σj +

+
1

nT
(µ̃p + ψ̃pjd

0
ij)Ei,

x̄aj =
n− 1

n
ln

1 + η
(1)
aj

1 − η
(1)
aj

+
1

nT

(

2ν̃a +
ψ̃2
aj

v̄
sE0
jj

)

η
(1)
aj

1

nT
ψ̃ajs

E0
jj σj +

+
1

nT
(µ̃a + ψ̃ajd

0
ij)Ei.

З умов термодинамiчної рiвноваги

1

v̄

(

∂g2E
∂σj

)

Ej

= −εj,
1

v̄

(

∂g2E
∂Ei

)

σj

= −Pi

отримуємо, що

εj = sE0
jj σj + d0

ijEi +
ψ̃pj
v̄
sE0
jj

M̄pj

D̄pj

,
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εj = sE0
jj σj + d0

ijEi +
ψ̃aj
v̄
sE0
jj

M̄aj

D̄aj

, (3.17)

P pi = d0
ijσj + χσ0

ii Ei +

(

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
14

)

M̄pj

D̄pj

,

P ai = d0
ijσj + χσ0

ii Ei +

(

µa
v

+
ψ̃aj
v̄
d0
14

)

M̄aj

D̄aj

. (3.18)

З (3.18) електричне поле

Epi = −g0
ijσj + kσ0

ii P
p
i −

(

kσ0
ii

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
g0
ij

)

M̄pj

D̄pj

,

Eai = −g0
ijσj + kσ0

ii P
a
i −

(

kσ0
ii

µa
v

+
ψ̃aj
v̄
g0
ij

)

M̄aj

D̄aj

, (3.19)

де kσ0
ii = 1

χσ0
ii

, g0
ij = d0

ijk
σ0
ij .

Пiдставимо вирази (3.19) у спiввiдношення (3.17). В результатi

εj = sP0
jj σj + g0

ijP
p
i −

(

g0
ij

µp
v

− ψ̃pj
v̄
sP0
jj

)

M̄pj

D̄pj

,

εj = sP0
jj σj + g0

ijP
a
i −

(

g0
ij

µa
v

− ψ̃aj
v̄
sP0
jj

)

M̄aj

D̄aj

, (3.20)

де sP0
jj = sE0

jj − d0
ijg

0
ij .

Використовуючи вирази (3.17) i (3.18), знаходимо у випадку по-
лярного впорядкування ЕСВ наступнi характеристки систем при
температурах менших за температуру фазового переходу:

– дiелектрична сприйнятливiсть вiльного кристалу

χσii(p)=

(

∂P pi
∂Ei

)

σj

=χσ0
ii + v̄

(

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
jj

)2
1

nT

κ̄pj

D̄pj − κ̄pj ϕ̄
η
pj

, (3.21)

– коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

dij(p) =

(

∂P pi
∂σj

)

Ei

=

(

∂εj
∂Ei

)

σj

=

= d0
ij +

(

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
jj

)

sE0
jj ψ̃pj

1

nT

κ̄pj

D̄pj − κ̄pjϕ̄
η
pj

, (3.22)
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– пружна податливiсть при сталому полю

sEjj(p) =

(

∂εj
∂σj

)

Ei

= sE0
jj +

(

sE0
jj

)2 ψ̃2
pj

v̄

1

nT

κ̄pj

D̄pj − κ̄pj ϕ̄
η
pj

, (3.23)

де

κ̄pj = chx̄pj − η(1)
p shx̄pj ,

ϕ̄ηpj =
n− 1

n

2

1 − η
(1)2
pj

+
1

nT

(

2ν̃p +
ψ̃2
pj

v̄
sE0
jj

)

.

У невпорядкованiй фазi

χσii(p) = χσ0
ii + v̄

(

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
jj

)2
1

T

1

na− n+ 2 − 1
T

(

2ν̃p +
ψ̃2

pj

v̄
sE0
jj

) ,

djj(p) = d0
jj + (3.24)

+

(

µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
jj

)

sE0
jj ψ̃pj

1

T

1

na− n+ 2 − 1
T

(

2ν̃p +
ψ̃2

pj

v̄
sE0
jj

) ,

sEjj(p) = sE0
jj + (sE0

jj )2
ψ̃2
pj

v̄

1

T

1

na− n+ 2 − 1
T

(

2ν̃p +
ψ̃2

pj

v̄
sE0
jj

) .

Якщо у виразах (3.21)–(3.23) замiнити p на a, то отримаємо спiв-
вiдношення χσii(a), dij(a) та sEjj(a) для випадку антиполярного впо-
рядкування ЕСВ. А у невпорядкованiй фазi

χσii(a)=χ
σ0
ii +v̄

(

µa
v

+
ψ̃aj
v̄
d0
ij

)2
1

T

a

−na+ n+ 2a− a
T

(

2ν̃a+
ψ̃2

aj

v̄
sE0
jj

) ,

dij(a) = d0
ij + (3.25)

+

(

µa
v

+
ψ̃aj
v̄
d0
ij

)

sE0
jj ψ̃aj

1

T

a

−na+ n+ 2a− a
T

(

2ν̃a +
ψ̃2

aj

v̄
sE0
jj

) ,

sEjj(a) = sE0
jj +

(

sE0
jj

)2 ψ̃2
aj

v̄

1

T

a

−na+ n+ 2a− a
T

(

2ν̃a +
ψ̃2

aj

v̄
sE0
jj

) .
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З (3.19) отримуємо вираз для сталої п’єзоелектричної деформацiї

gij(p) =

(

∂Epi
∂σj

)

Pi

=
dij(p)

χσii(p)
, gij(a) =

dij(a)

χσii(a)
. (3.26)

Температуру фазового переходу визначаємо з умови, що при T →
Tc дiелектрична сприйнятливiсть вiльного кристалу χσii → ∞. Отже,

ne−
J̃

2Tc(p) = n− 2 +
1

Tc(p)

(

2ν̃p +
ψ̃2
pj

v̄
sE0
jj

)

,

ne
J̃

2Tc(a) = n− 2 +
1

TN(a)

(

2ν̃a +
ψ̃2
aj

v̄
sE0
jj

)

. (3.27)

4. Тепловi характеристики систем, що описуються

моделлю Iзiнга

Молярна ентропiя кристалiв, що обумовлена ЕСВ, у випадку поляр-
ного впорядкування, має наступний вигляд:

Spj = −R
(

∂fp

∂T

)

Pi,εj

= R
{

−(n− 2) ln 2 + (n− 1) ln(1 − η
(1)2
pj )+

+n lnDpj −
ϕTpj(η

(1)
pj )2

T
+ n

a

Dpj

J̃

2T

}

, (4.1)

а при антиполярному впорядкуваннi

Saj = −R
(

∂fa

∂T

)

Pi,εj

= R
{

−(n− 2) ln 2 + (n− 1) ln(1 − η
(1)2
aj )+

+n lnDaj −
ϕTaj(η

(1)
aj )2

T
+ n

a

Daj

J̃

2T
chxaj

}

, (4.2)

де використанi наступнi позначення:

ϕTpj =
(

2νpη
(1)
pj +

ψ̃2
pj

cE0
jj v̄

)

, ϕTaj =
(

2νaη
(1)
aj +

ψ̃2
aj

cE0
jj v̄

)

.

Молярну теплоємнiсть систем, обумовлену ЕСВ, при постiйнiй
напрузi обчислимо безпосередньо диференцiюючи ентропiю:

∆Cσj = T

(

∂Spj
∂T

)

σ

= RT (λpT + λpηηpT ) , (4.3)
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де

λpT =
(η

(1)
pj )2ϕTpj
T 2

+
naJ̃

2TDpj

(

J̃

2T 2
− 1

T

)

+

(

n

Dpj

− naJ̃

2TD2
pj

)

DpT ,

λpη =
−2η

(1)
pj (n− 1)

1 − η
(1)
pj

−
2η

(1)
pj ϕ

T
pj

T
+

(

n

Dpj

− naJ̃

2TD2
pj

)

Dpη,

ηpT =

(

−
η
(1)
pj aJ̃

2T 2
−

κpjη
(1)
pj ϕ

T
pj

nT 2

)

/(Dpj − κpjxpη),

DpT =
aJ̃

2T 2
− shxpj

η
(1)
pj ϕ

T
pj

nT 2
, Dpη = shxpjxpη,

xpη =
n− 1

n

2

1 − η
(1)
pj

+
ϕTpj
nT

,

Якщо впорядкування ЕСВ антиполярне, то

∆Cσj = T

(

∂Saj
∂T

)

σ

= RT (λaT + λaηηaT ) , (4.4)

де

λaT =
(η

(1)
aj )2ϕTaj
T 2

+
naJ̃

2TDaj

(

J̃ chxaj
2T 2

− chxaj
T

−
shxajη

(1)
aj ϕ

T
aj

nT 2

)

+

+

(

n

Daj

− naJ̃ chxaj
2TD2

aj

)

DaT ,

λaη =
−2η

(1)
aj (n− 1)

1 − η
(1)
aj

−
2η

(1)
aj ϕ

T
aj

T
+
naJ̃ shxaj

2TDaj

xaη +

+

(

n

Daj

− naJ̃ chxaj
2TD2

aj

)

Daη,

ηaT =

(

η
(1)
aj J̃

2T 2
−
aκajη

(1)
aj ϕ

T
aj

nT 2

)

/(Daj − κajxaη),

DaT =
aJ̃

2T 2
chxaj − a shxaj

η
(1)
aj ϕ

T
aj

nT 2
, Daη = a shxajxaη,

xaη =
n− 1

n

2

1 − η
(1)
aj

+
ϕTaj
nT

,
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5. Релаксацiйнi явища в моделi Iзiнга при сталiй

деформацiї

Динамiчнi властивостi системи, що описується гамiльтонiаном (2.1),
будемо вивчати на основi методу Глаубера [], в якому система рiвнянь
для функцiй розподiлу ЕСВ, що залежать вiд часу, має наступний
вигляд:

−α d
dt
〈
∏

f=1

σ2
qi
〉 =

∑

f ′=1

〈
∏

f=1

σqf

[

1 − σqf ′ th
βεqf ′

2

]

〉, (5.1)

де α – константа, що має розмiрнiсть, обернену до часу, й ефективно
визначає часову шкалу динамiчних процесiв, а εqf – локальне поле,
що дiє на f -ий ЕСВ в q-iй комiрцi:

εq1 =
J

2
σq2 +

x1j

β
, εq2 =

J

2
σq1 +

x2j

β
. (5.2)

Перетворимо вираз th1
2βεqf ′ , який входить у рiвняння (5.1):

th
βεq1

2
= P1jσq2 + L1j , th

βεq2
2

= P2jσq1 + L2j , (5.3)

де

Pfj =
1

2

{

th

[

βJ

4
+
xfj
2

]

− th

[

−βJ
4

+
xfj
2

]}

,

Lfj =
1

2

{

th

[

βJ

4
+
xfj
2

]

+ th

[

−βJ
4

+
xfj
2

]}

,

причому P1p = P2p = Ppj , L1p = L2p = Lpj , P1a = P2a = Paj , L1a =
−L2a = Laj.

В результатi на основi (5.1) з врахуванням (5.3) отримуємо рiв-
няння для залежних вiд часу унарних функцiй розподiлу:

−α d
dt
η
(1)
pj = (1 − Ppj)η

(1)
pj − Lpj,

−α d
dt
η
(1)
aj = (1 + Paj)η

(1)
aj − Laj . (5.4)

Вiдповiдно запишемо рiвняння руху для унарних функцiй розпо-
дiлу в одночастинковому наближеннi:

−α d
dt
η
(1)
pj = η

(1)
pj − th

x̄pj
2
,

−α d
dt
η
(1)
aj = η

(1)
aj − th

x̄aj
2
. (5.5)
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При отриманнi рiвнянь (5.4) i (5.5) врахованi рiвностi (2.10) i
(2.12), а також те, що

xpj =
n− 1

n
β∆p + 2βνpη

(1)
p + βψpjεj + βµpEi,

xaj =
n− 1

n
β∆a + 2βνaη

(1)
a + βψajεj + βµaEi,

x̄pj = β∆p + 2βνpη
(1)
p + βψpjεj + βµpEi, (5.6)

x̄aj = β∆a + 2βνaη
(1)
a + βψajεj + βµaEi.

Обмежимось у подальшому випадком малих вiдхилень вiд стану
рiвноваги. Для цього представимо η(1)

p , η(1)
a , ∆p,a i поля (5.6) у ви-

глядi суми двох доданкiв: рiвноважних функцiй i їх вiдхилень вiд
стану рiвноваги, якi залежать вiд часу:

η
(1)
pj = η̃

(1)
pj + η

(1)
pjt, ∆p = ∆̃p + ∆pt,

xpj = x̃pj + xpjt =
n− 1

n
β∆̃p + 2βνpη̃

(1)
pj + βψpjεj +

+
n− 1

n
β∆pt + 2βνpη

(1)
pjt + βµpEit,

x̄pj = ˜̄xpj + x̄pjt, (5.7)

η
(1)
aj = η̃

(1)
aj + η

(1)
ajt, ∆a = ∆̃a + ∆at,

xaj = x̃aj + xajt =
n− 1

n
β∆̃a + 2βνaη̃

(1)
aj + βψajεj +

+
n− 1

n
β∆at + 2βνaη

(1)
ajt + βµaEit,

x̄aj = ˜̄xaj + x̄ajt.

Розкладемо також у ряд по xjt

2 , обмежуючись лiнiйними членами,
коефiцiєнти Pp,aj i Lp,aj :

Ppj = Ppj0 +
xpt
2
Ppj1, Paj = Paj0 +

xat
2
Paj1,

Lpj = Lpj0 +
xpt
2
Lpj1, Laj = Laj0 +

xat
2
Laj1, (5.8)

де використанi наступнi позначення

Ppj0 = (1 − a2)Z−1
pj , Paj0 = (1 − a2)Z−1

a ,

Lpj0 = 2a sh x̃pjZ
−1
pj , Laj0 = 2a sh x̃aZ

−1
a ,

Ppj1 = −4a(1 − a2)sh x̃pjZ
−2
pj , Paj1 = −4a(1 − a2)sh x̃ajZ

−2
aj ,

Lpj1 =4a
[

2a+(1+ a2)ch x̃pj

]

Z−2
pj , Laj1 =4a

[

2a+(1+ a2)ch x̃aj

]

Z−2
aj ,
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а
Zp = 1 + a2 + 2a ch x̃pj , Za = 1 + a2 + 2a ch x̃aj .

Пiдставляючи вирази (5.7), (5.8) у рiвняння (5.4) i (5.5) i виклю-
чаючи параметр ∆pt i ∆at, отримуємо

−α d
dt
η
(1)
pjt −mpj1η

(1)
pjt = mpj0

βµp
2
Eie

iωt,

−α d
dt
η
(1)
ajt −maj1η

(1)
ajt = maj0

βµa
2
Eie

iωt, (5.9)

де використанi наступнi позначення:

mpj1 = 1 +
nPp0 + βνpYpj

(n− 1)Ypj − n(1 − η
(1)2
pj )

(1 − η
(1)2
pj ),

maj1 = 1 +
−nPa0 + βνaYaj

(n− 1)Yaj − n(1 − η
(1)2
aj )

(1 − η
(1)2
aj ),

mpj0 =
Ypj(1 − η

(1)2
pj )

(n− 1)Ypj − n(1 − η
(1)2
pj )

,

maj0 =
Yaj(1 − η

(1)2
aj )

(n− 1)Yaj − n(1 − η
(1)2
aj )

,

а
Ypj = Ppj1η̃

(1)
pj + Lpj1, Yaj = −Paj1η̃(1)

aj + Laj1.

Розв’язуючи рiвняння (5.9), отримуємо

η
(1)
pjt = η̃

(1)
pj e

−
t

τε
pj +

βµp
2
Fp1j(ω)Eit,

η
(1)
ajt = η̃

(1)
aj e

−
t

τε
aj +

βµa
2
Fa1j(ω)Eit, (5.10)

де
Fp1j(ω) =

mpj0

iαω +mpj1
, Fa1j(ω) =

maj0

iαω +maj1
,

а τεpj i τεaj – часи релаксацiї, якi у впорядкованiй фазi мають наступ-
ний вигляд:

τεpj =
α

1 +
nPpj0+βνpYpj

(n−1)Ypj−n

(

1−η
(1)2
pj

)

(

1 − η
(1)2
pj

) ,

τεaj =
α

1 +
−nPaj0+βνaYaj

(n−1)Yaj−n

(

1−η
(1)2
aj

)

(

1 − η
(1)2
aj

) , (5.11)
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а при температурах вище температури фазового переходу

τεp = α
n(1 − a)2 + 4a

2a(2 − n+ an− 2βνp)
,

τεa = α
n(1 − a)2 + 4a

2(n+ 2a− an− 2βνaa)
. (5.12)

Iз (5.10) знаходимо динамiчну дiелектричну сприйнятливiсть ме-
ханiчно затиснутого кристалу:

χεii(p, ω) = χε0ii + v̄
µ2
p

v2

1

2T
Fp1j(ω) = χε0ii +

χεii(p)

1 + iωτεpj
,

χεii(a, ω) = χε0ii + v̄
µ2
a

v2

1

2T
Fa1j(ω) = χε0ii +

χεii(a)

1 + iωτεaj
, (5.13)

де

χεii(p) = v̄
µ2
p

v2

1

2T

mpj0

mpj1
, χεii(a) = v̄

µ2
a

v2

1

2T

maj0

maj1

i цi вирази спiвпадають iз (3.9) i (3.12), вiдповiдно.
Iз (5.13) отримуємо дiйсну та уявну частини комплексної дiелек-

тричної проникностi систем iз полярним й антиполярним впорядку-
ванням ЕСВ:

εε
′

ii (p, ω) = εP0
ii +

4πχεii(p)

1 + (ωτεpj)
2
, εε

′′

ii (p, ω) =
4πχεii(p)ωτ

ε
pj

1 + (ωτεpj)
2
,

εε
′

ii (a, ω) = εa0

ii +
4πχεii(a)

1 + (ωτεaj)
2
, εε

′′

ii (a, ω) =
4πχεii(a)ωτ

ε
aj

1 + (ωτεaj)
2
. (5.14)

Оскiльки цi проникностi, як i часи релаксацiї (5.11), вiдповiдають
затиснутому кристалу, то вони залишаються скiнченими в точках
фазового переходу.

6. Релаксацiйнi явища в моделi Iзiнга при сталiй

напрузi. П’єзоелектричний резонанс

Розглянемо коливання тонкої квадратної зi стороною завдовжки l
пластинки кристалу, властивостi якого описуються на основi моде-
лi Iзiнга, пiд дiєю зовнiшнього змiнного електричного поля Eit =
Eie

iωt.
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Динамiку системи ЕСВ будемо описувати на основi рiвнянь (5.4)
i (5.5). А динамiку деформацiйних процесiв розглядатимемо, вико-
ристовуючи класичнi рiвняння руху елементарного об’єму кристалу,
що мають вигляд

ρ
∂2ui
∂t2

=
∑

l

∂σil
∂xl

, (6.1)

де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xi, σil – механiчна напруга.

Нехай у системi, яка описується моделлю Iзiнга, у впорядкованiй
фазi виникає спонтанна зсувна деформацiя ε6 = εxy, причому

ε6 =
∂u1

∂y
+
∂u2

∂x
. (6.2)

Оскiльки у випадку, який ми розглядаємо, вiдмiнною вiд нуля є
лише зсувна напруга σ6 = σ12, то вирази (6.1) для i = 1, 2 з враху-
ванням рiвнянь (3.3) набувають вигляду:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂ε6
∂y

− ψ̃p6
v̄

∂η
(1)
p6

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂ε6
∂x

− ψ̃p6
v̄

∂η
(1)
p6

∂x
. (6.3)

Пiдставляючи в (6.3) вираз (6.2) i нехтуючи дiагональними ком-
понентами тензора деформацiї ε1 i ε2, отримуємо хвильовi рiвняння
для u1 i u2:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂2u1

∂y2
− ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂2u2

∂x2
− ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6

∂x
. (6.4)

При малих вiдхиленнях системи вiд стану рiвноваги, крiм вели-
чин η(1)

p , ∆p i полiв у (5.6) представимо у виглядi суми рiвноважних
значень та флуктуацiйних вiдхилень вiд них i деформацiю ε6:

ε6 = ε̃6 + ε6t = ε̃6 +
∂u1t

∂y
+
∂η2t
∂x

.

В результатi

η(1)
p6

= η̃(1)
p6

+ η
(1)
p6t
, ∆p = ∆̃p + ∆pt,
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xp6 = x̃p6 + xp6t =
n− 1

n
β∆̃p + 2βνpη̃

(1)
p6

+ βψp6 ε̃6 + (6.5)

+
n− 1

n
β∆pt + 2βνη

(1)
p6t

+ βψp6
∂u1t

∂y
+ βψp6

∂u2t

∂x
+ βµpE3t,

x̄p6 = ˜̄xp6 + x̄p6t.

Пiдставляючи вирази (6.5) i (5.8) у рiвняння (5.4), (5.5) i (6.4),
виключаючи параметр ∆pt, отримуємо для флуктуацiйних частин
наступну систему рiвнянь:

−α d
dt
η
(1)
p6t

−mp61η
(1)
p6t

−mp60βψp6ε6t = mp60
βµp
2
E3e

iωt, (6.6)

ρ
∂2u1t

∂t2
= cE0

66

∂2u1t

∂y2
− ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6t

∂y
,

ρ
∂2u2t

∂t2
= cE0

66

∂2u2t

∂x2
− ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6t

∂x
. (6.7)

Розв’язки рiвнянь (6.6) i (6.7) шукатимемо у виглядi гармонiчних
хвиль:

η
(1)
p6t = η

(1)
p6E(x, y)eiωt, ε6t = ε6E(x, y)eiωt,

u1t = u1E(y)eiωt, u2t = u2E(x)eiωt. (6.8)

З рiвняння (6.6) тодi отримуємо, що

η
(1)
p6E(x, y) = βψp6Fp16(ω)ε6E(x, y) +

βµp
2
Fp16(ω)E3. (6.9)

Враховуючи тепер (6.8) i (6.9), iз (6.7) маємо такi рiвняння:

∂2u1E

∂y2
+ k2u1E = 0,

∂2u2E

∂x2
+ k2u2E = 0, (6.10)

де

k =
ω
√
ρ

√

cE66(ω)
, (6.11)

– хвильове число, а

cE66(ω) = cE0
66 −

ψ̃2
p6

v̄T
Fp16(ω) (6.12)

– динамiчна пружна стала.
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Розв’язки рiвнянь (6.10) мають наступний вигляд:

u1E=A1E cos ky+B1E sin ky, u2E=A2E coskx+B2E sin kx. (6.13)

А, враховуючи вираз (6.2), отримуємо

ε6E(x, y) = k
[

−
(

A1E sin ky +A2E sin kx
)

+

+
(

B1E cos ky +B2E cos kx
)]

. (6.14)

Граничнi умови для ε6E(x, y) задамо в наступному виглядi:

ε6E(0, 0) = ε6E(l, l) = ε6E(0, l) = ε6E(l, 0) = ε0. (6.15)

Значення ε0E знаходимо iз виразу (3.17), враховуючи спiввiдно-
шення (6.9):

ε0 =
d0
36 +

µpψ̃p6s
E0
66

2v̄T Fp16(ω)

1 − ψ̃2
p6
sE0
66

v̄T
Fp16(ω)

E3.

Використавши граничнi умови (6.15), отримуємо, що

ε6E(x, y)=
ε0
2

[

1−coskl

sin kl
(sin ky+sinkx)+(cosky+coskx)

]

. (6.16)

Використовуючи спiввiдношення (3.4) мiж поляризацiєю P3 i па-
раметром порядку η(1)

p6 , а також вирази (6.9), знаходимо, що

P3(x, y, t) = P3E(x, y)eiωt,

P3E(x, y) = e36(ω)ε6E(x, y) + χε33(ω)E3, (6.17)

а

e36(ω) = e036 +
µp
v

ψ̃p6
T
Fp16(ω)

– динамiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги.
Розрахуємо тепер дiелектричну сприйнятливiсть χσ33(ω) вiльного

кристалу. Ця величина визначається наступним чином:

χσ33(ω) =
1

l2
∂

∂E3

l
∫

0

l
∫

0

P3E(x, y)dxdy. (6.18)

ICMP–06–18U 21

Враховуючи вирази (6.16), отримуємо:

1

l2

l
∫

0

l
∫

0

dxdyε6E(x, y) =
2ε0
k

tg
kl

2
=

ε0
R(ω)

,

де
1

R(ω)
=

2

kl
tg
kl

2
.

В результатi

χσ33(ω) =
R(ω) − 1

R(ω)

[

χε033 + v̄
µ2
p

v2

1

2T
Fp16(ω)

]

+

+
1

R(ω)

[

χσ0
33 + v̄

(µp
v

+
ψ̃pj
v̄
d0
36

)2 1

2T
Fp26(ω)

]

, (6.19)

де використанi наступнi позначення:

χσ0
33 = χε033 + e036d

0
36, d0

36 = e036s
E0
66 ,

Fp26(ω) =
mp60

iαω + (mp61 + ϕ6

2 mp60)
,

а

ϕ6 =
ψ̃2
p6

v̄

sE0
66

T
.

Проаналiзуємо спiввiдношення, яке отримане для χσ33(ω). Iз ви-
разу (6.19) при ω → 0, а отже R(ω) → 1, отримуємо статичну сприй-
нятливiсть вiльного кристалу (3.9), а в границi високих частот, коли
ω → ∞ R(ω) → ∞, маємо динамiчну сприйнятливiсть затиснутого
кристалу (5.13).

У промiжнiй областi в частотнiй залежностi χσ33(ω) спостерiгає-
ться дисперсiя резонансного типу з численними пiками на частотах,
для яких

Re
kl

2
= (2n+ 1)

π

2
.

Враховуючи вирази (6.11), отримуємо рiвняння для резонансних
частот:

ωn =

√

cE66(ω)

ρ
(2n+ 1)

π

l
. (6.20)
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7. Поглинання ультразвуку в кристалах, що опи-

суються моделлю Iзiнга

Дослiдження проходження ультразвукових хвиль через кристал є од-
ним з методiв дослiдження поведiнки кристалiв. При цьому довжи-
на акустичної хвилi, що поширюється у зразку кристала, є набагато
меншою вiд його лiнiйних розмiрiв, при цьому усi динамiчнi змiннi
залежать лише вiд координати напрямку поширення хвилi. Якщо
тонкi бруски кристалу вирiзанi вздовж напрямку [0,0,1], то вздовж
бруска поширюється поперечна ультразвукова хвиля, яка поляризо-
вана вздовж [0,1,0]. Серед похiдних ∂ui

∂xj
вiдмiнною вiд нуля є лише

∂uz

∂x
i тодi замiсть рiвнянь (6.6) i (6.7) матимемо наступнi рiвняння:

−α d
dt
η
(1)
p6t

−mp61η
(1)
p6t

−mp60βψp6ε6t = 0, (7.1)

ρ
∂2u2t

∂t2
= cE0

66

∂2u2t

∂x2
− 4ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6t

∂x
.

Розв’язуючи цю систему рiвнянь, отримуємо хвильове число у
такому виглядi:

k =
ω
√
ρ

√

cE66(ω)
, (7.2)

яке спiвпадає iз виразом (6.11).
На основi спiввiдношення (8.2) можна знайти швидкiсть ультра-

звукової хвилi, а саме

v6 =
ω

Re|k| = Re

√

cE66(ω)√
ρ

, (7.3)

i внесок квазiспiнової пiдсистеми у коефiцiєнт поглинання звуку:

α6(ω) = α06 − Im|k| = α06 − Im

∣

∣

∣

∣

∣

ω
√
ρ

√

cE66(ω)

∣

∣

∣

∣

∣

, (7.4)

де α06 – сталий доданок, частотно i температурно незалежний i опи-
сує внески iнших механiзмiв у поглинання, що спостерiгається на
експериментi.

8. Обговорення отриманих результатiв

В попереднiх параграфах отриманi вирази для статичних термоди-
намiчних, пружних, п’єзоелектричних i динамiчних характеристик
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затиснутого кристалу при прикладаннi зовнiшнiх електричного по-
ля Ei (i=1, 2, 3) i механiчної напруги σj (j = i + 3), а для вiльного
кристалу при наявностi поля E3 i механiчної напруги σ6. I тому чис-
ловi розрахунки величин, якi розрахованi вище, будемо проводити у
випадку прикладання до кристалу саме поля E3 i напруги σ6.

В отриманих виразах характеристик кристалiв, що описуються
моделлю Iзiнга, входять параметри J i νp, якi описують коротко-
сяжнi i далекосяжнi взаємодiї мiж квазiспiнами, параметр деформа-
цiї ψp6, “затравочнi” величини, а також число найближчих сусiдiв
n. Оскiльки ми не розглядаємо якийсь конкретний кристал, то для
аналiзу температурного i частотного ходу характеристик зразкiв, якi
описуються моделлю Iзiнга, виберемо значення кiлькох наборiв па-
раметрiв, якi наведенi в таблицi 1.

Табл. 1.

No J̃ ψ̃p6
ν̃p(K)

вид
(K) (K)

n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 12
лiнiї

Tc=75.48 Tc=171.65 Tc=270.93 Tc=370.65 Tc=570.42

1 200 0 20.07 20.07 20.07 20.07 20.07
2 200 200 20 20 20 20 20
3 100 200 38.85 84.83 133.89 183.49 283.12
4 200 400 19.79 19.79 19.79 19.79 19.79

Для “затравочних” сталих вибранi наступнi значення: χε033 = 0.4,
e036 = 3000

СГСЕq

см2 , cE0
66 = 8 · 1010 дин

см2 , об’єм примiтивної комiрки
прийнятий рiвним v = 0.5 · 10−21см3, а дипольний момент µ =
5 · 10−18СГСЕq · см.

На рис. 1 – 3 зображенi температурнi залежностi поляризацiї P3,
спонтанної деформацiї ε6, ентропiї S, теплоємностi C, обернених ста-
тичних дiелектричних сприйнятливостей затиснутого χε33 та вiльного
χσ33 кристалiв, п’єзомодулiв e36, d36 та пружної сталої cE66 i податли-
востi sE66 при n = 2, 6, 12 i двох наборах параметрiв 2 i 3 (табл. 1),
на рис.4 – залежностi вiд температури цих же характеристик при
n = 2, 4, 6, 8, 12, а на рис.5 – результати впливу на температурний
хiд вище названих характеристик величини параметра далекосяж-
ної взаємодiї ν̃p6.

Вiдмiтимо, що при рiзному числi найближчих сусiдiв n, зрозумi-
ло, отримується при фiксованих значеннях J̃ , ψ̃p6, ν̃6 рiзнi значення
температури переходу Tc. Аналогiчно, зростає значення температури
Tc при фiксованих n, J̃ , ψ̃p6 i збiльшеннi ν̃6. Якiсний же хiд темпера-
турних залежностей характеристик кристалу є однаковим при рiз-
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них значеннях n i ν̃6. Дещо кiлькiсно змiнюються розрахованi вище
характеристики при рiзних наборах параметрiв 2 i 3 iз табл.1.

На рис. 6 наведенi температурнi залежностi χε33, χ
σ
33, e36, d36, cE66,

sE66 i обернених часiв релаксацiї (τε1 )−1, (τσ1 )−1, якi розрахованi при 1,
2, 4 наборах параметрiв iз табл.1. Вiдмiтимо, що змiна величини ψ̃p6
дуже слабо впливає на кiлькiснi значення поляризацiї P3, ентропiї S
та теплоємностi. З ростом ψ̃p6 значення (χε33)

−1 i (τε1 )−1 в точцi фа-
зового переходу зростає, але швидкiсть змiни цих величин iз змiною
температури не змiнюється.

Всi наступнi графiки будуть стосуватися набору параметрiв 2 з
таблицi 1.

Температурнi залежностi дiйсної та уявної частин дiелектричної
сприйнятливостi механiчно затиснутого кристалу при рiзних часто-
тах ν i при n = 2, 6, 12 зображенi на рис.7, а частотнi залежностi при
рiзних to = T

Tc
– на рис.8. На рис.9 наведенi частотнi залежностi дiйс-

них та уявних частин χε33(ν), e36(ν) i cE66(ν), а частотно-температурнi
залежностi цих характеристик – на рис.10-12.

На рис.13 наведенi частотнi залежностi дiйсної та уявної частин
дiелектричної сприйнятливостi механiчно затиснутого та вiльного
кристалiв при рiзних температурах сегнето- i параелектричних фаз
в околi температури переходу для пластини зi сторонами довжиною
l = 1см. При частотi ν = 0Гц отримуємо статичнi значення χε33(0) i
χσ33(0). Вище частоти 109Гц має мiсце затискання кристалу високо-
частотним полем, сприйнятливостi затиснутого та вiльного кристалу
спiвпадають i спостерiгається дисперсiя релаксацiйного типу. В тем-
пературному iнтервалi 0.7Tc−1.3Tc i в областi частот 104−107Гц для
механiчно вiльного кристалу має мiсце дисперсiя сприйнятливостi
резонансного типу. Амплiтуди резонансних пiкiв зменшуються при
збiльшеннi частоти зовнiшнього поля i збiльшуються при T → Tc.

Зменшення розмiрiв пластини l, як видно iз рис.14, приводить до
зменшення числа резонансних пiкiв i їх амплiтуд.

На рис. 15 – 18 зображенi температурнi залежностi дiйсної i уяв-
ної частин дiелектричної сприйнятливостi вiльного кристалу при
n = 6 i n = 2 та рiзних частотах ν. При частотах ∼ 103Гц в темпера-
турному ходi χσ33 виникають резонанснi пiки, кiлькiсть яких зростає
при збiльшеннi частоти, амплiтуда яких спочатку зростає, а потiм
зменшується iз ростом ν.

Температурнi залежностi швидкостi звуку i коефiцiєнта погли-
нання при рiзних частотах ν i частотнi залежностi при рiзних
температурах зображенi на рис.19, а частотно-температурнi – на
рис.20. При температурi переходу спостерiгається при частотах бiль-
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ше 0.3 · 109Гц пiк швидкостi звуку. При збiльшеннi ∆T = |T − Tc|
швидкiсть звуку зменшується, досягаючи мiнiмуму, а також потiм
зростає до величини, яка є однаковою при всiх частотах. Коефiцiєнт
поглинання звуку при T = Tc характеризується максимальним зна-
ченням, яке майже не залежить вiд частоти ν, при зростаннi темпе-
ратури ∆T величина α6 зменшується, причому тим повiльнiше, чим
бiльша частота. На рис.19 кривi для α6 приведенi при α06 = 0.

В областi частот, менших вiд частот високочастотної дисперсiї
дiелектричної проникностi швидкiсть i коефiцiєнт поглинання зву-
ку є постiйними. В областi частот високочастотної дисперсiї теорiя
передбачає рiзке зростання швидкостi i коефiцiєнта поглинання зву-
ку iз ростом частоти, пiсля чого частотна крива цих характеристик
виходить на насичення. Значення коефiцiєнта поглинання звуку при
насиченнi настiльки великi, що спостерiгається вiдсутнiсть поширен-
ня звуку, а значить можна стверджувати про наявнiсть обрiзаючої
частоти пропускання звуку.

9. Заключнi зауваження

Модель Iзiнга з врахуванням п’єзоелектричної взаємодiї є вдалою
моделлю для дослiдження сегнетоелектрикiв, оскiльки вона є проста
для розрахункiв i водночас якiсно правильно описує всi дiелектрич-
нi, п’єзоелектричнi i пружнi характеристики. Цi характеристики в
основному залежать вiд трьох параметрiв нашої моделi: J, νp, ψp6.
Першi два параметри головним чином визначають температуру фа-
зового переходу, температурну залежнiсть теплоємностi, спонтанної
поляризацiї, дiелектричної проникностi. Врахування деформацiйно-
го потенцiалу ψp6 коректує цi характеристики, а також дає змогу
описати спонтанну деформацiю, п’єзоелектричнi модулi, пружнi ста-
лi, явище п’єзоелектричного резонансу.

При врахуваннi ψp6 виникають два типи сприйнятливостей: за-
тиснутого χε33 i вiльного χσ33 кристалу. Як показують розрахунки,
при низьких частотах χσ33 трохи бiльша за χε33, що пов’язано з де-
формуванням кристалу пiд дiєю поля. При високих частотах кристал
не встигає деформуватись, а отже, χε33 i χσ33 практично спiвпадають.
При промiжних частотах, якi спiвпадають з власними частотами ко-
ливань кристалу, виникає п’єзоелектричний резонанс, що спостерi-
гається експериментально в сегнетоелектриках.

В данiй роботi проведено дослiдження систем, що описуються
двопiдгратковою моделлю Iзiнга з врахуванням п’єзоефекту. В на-
ближеннi двохчастинкового кластера i точним врахуванням кореля-
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цiй n найближчих сусiдiв у випадку полярного i антиполярного впо-
рядкування елементiв структури, що впорядковуються, теоретично
розрахованi дiелектричнi, п’єзоелектричнi пружнi i тепловi характе-
ристики систем i проведено детальний числовий аналiз температур-
них залежностей цих величин.

На основi методу Глаубера отримано динамiчну дiелектричну
сприйнятливiсть механiчно затиснутого кристалу; часи релаксацiї в
точцi переходу в даному випадку залишаються скiнченними.

У випадку врахування часової залежностi деформацiї ε6, вико-
ристовуючи класичнi рiвняння руху елементарного об’єму кристалу
для розгляду динамiки деформацiйних процесiв, отримано вирази
для дiелектричної сприйнятливостi вiльного кристалу, залежних вiд
частоти коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї, пружної податли-
востi. Показано, що в температурному iнтервалi 0.7Tc − 1.3Tc i в
областi частот 104 − 107Гц має мiсце дисперсiя дiелектричної сприй-
нятливостi резонансного типу. В областi ж частот, бiльших за 1010Гц
сприйнятливостi затиснутого та вiльного кристалiв спiвпадають i
спостерiгається дисперсiя релаксацiйного типу.

В межах даної моделi проведено розрахунок швидкостi i коефi-
цiєнта поглинання звуку, дослiджено температурний i частотний хiд
цих величин. Зокрема, теоретично можна визначити обрiзаючу час-
тоту пропускання звуку.
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для наборiв параметрiв 2 i 3 з табл.1.
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сприйнятливостi вiльного кристалу в околi температури переходу
для n=6 при рiзних частотах ν.
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Рис. 17. Температурнi залежностi дiйсної частини дiелектричної
сприйнятливостi вiльного кристалу в околi температури переходу
для n=2 при рiзних частотах ν.
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Рис. 18. Температурнi залежностi уявної частини дiелектричної
сприйнятливостi вiльного кристалу в околi температури переходу
для n=2 при рiзних частотах ν.
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Рис. 19. Температурнi залежностi швидкостi звуку i коефiцiєнта по-
глинання (n=6) при рiзних частотах ν, 109Гц: 1’ – 0.03, 2’ – 0.1, 3’ –
0.3, 4’ – 1, 5’ – 3 i частотнi залежностi при рiзних температурах 1 –
0.8Tc, 2 – 0.9Tc, 3 – 1.1Tc, 4 – 1.2Tc.
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Рис. 20. Частотно-температурнi залежностi швидкостi звуку i коефi-
цiєнта поглинання (n=6).


