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намiчнi та тепловi властивостi сегнетоелектрикiв типу

KH2PO4

Р.Р.Левицький, I.Р.Зачек, А.С.Вдович

Анотацiя. Розрахунки для кристалiв типу KH2PO4 проведенi в на-
ближеннi чотиричастинкового кластера для моделi з протонним впо-
рядкуванням i врахуванням взаємодiї зi зсувною деформацiєю ε6.
Динамiка спiнової пiдсистеми врахована в межах глауберiвського
пiдходу, i пов’язана з ньютонiвською динамiкою зсувної деформацiї.
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пружностi, п’єзоелектричних модулiв, а також швидкостi i коефiцi-
єнта поглинання звуку кристалiв. Показано, що вплив п’єзоелект-
ричної взаємодiї на спонтанну поляризацiю i теплоємнiсть кристалiв
незначний, але вона призводить до появи п’єзоелектричного резо-
нансу.

Longitudinal dielectric, piezoelectric, elastic, dynamic and

thermal properties of KH2PO4 type ferroelectrics

R.R.Levitsky, I.R.Zachek, A.S.Vdovych

Abstract. Calculations for KH2PO4 type crystals are performed with-
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with taking into account a coupling with the shear strain ε6. Dynamics
of the spin subsystem is considered within the Glauber approach, and
it is supplemented with the Newtonian dynamics of the shear strain.
Expressions for the dynamic dielectric permittivity, elastic stiffness and
piezoelectric moduli, as well as sound velocity and attenuation of the
crystals are derived. It is shown that the influence of piezoelectric cou-
pling on spontaneous polarization and specific heat of the crystals is
minor, but it leads to the piezoelectric resonances.
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1. Вступ

Сегнетоелектрики iз загальною формулою M(H1−xDx)2XO4, де M =
K, Rb, X = P, As у параелектричнiй фазi кристалiзуються в кла-
сi 4̄ ·m тетрагональної сингонiї, просторова група I4̄2d i тому вони
володiють п’єзоелектричними властивостями.

Статистичне вивчення фазового переходу та п’єзоелектричної
взаємодiї в сегнетоелектриках типу KH2PO4 започатковано в роботi
[1], де модифiковано теорiю Слетера [2] шляхом розщеплення най-
нижчого сегнетоелектричного рiвня, яке зумовлене деформацiєю ε6,
та досягнуто певного узгодження теорiї з експериментом. У роботi
[3] дослiджувався механiзм виникнення спонтанної деформацiї ε6 у
сегнетоелектриках типу KH2PO4 та вплив на неї взаємодiї протонiв
з акустичними коливаннями гратки.

Фундаментальними є результати для деформованих кристалiв
типу KH2PO4, якi наведенi в роботах [4, 5], де вперше модифiко-
вано гамiльтонiан протонної моделi на випадок врахування дефор-
мацiї ε6, який мiстить деформацiйне молекулярне поле i враховує
розщеплення енергiй “бiчних” конфiгурацiй. У роботах [6, 7], вра-
ховуючи усi можливi розщеплення конфiгурацiйних енергiй, а саме
“верхнiх/нижнiх”, “бiчних” та однократно iонiзованих, якi зумовле-
нi деформацiєю ε6, дослiджено фазовий перехiд та п’єзоелектричний
ефект, вплив напруги σ6 [6] та поля E3 [7] на фiзичнi характеристики
кристалiв K(H0,12D0,88)2PO4 без тунелювання. Отримано задовiльне
узгодження теоретичних результатiв i даних експериментiв.

Дослiдження сегнетоелектричного переходу та п’єзоефекту з вра-
хуванням тунелювання для сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 та ан-
тисегнетоелектрикiв типу NH4H2PO4 проведено в роботi [8]. Показа-
но, що у параелектричнiй фазi теоретичнi результати для кристалiв
KH2PO4 i NH4H2PO4 є спiльними. Результати числового розрахунку
фiзичних характеристик у рамках запропонованої теорiї задовiльно
описують вiдповiднi експериментальнi данi.

Наша робота присвячена вивченню в рамках модифiкованої про-
тонної моделi дiелектричних, теплових, пружних i п’єзоелектричних
характеристик кристалiв типу M(H1−xDx)2PO4 без врахування ту-
нелювання в пара- i сегнетоелектричних фазах. Крiм того, дослi-
джуються релаксацiйнi явища в механiчно затиснутих i механiчно
вiльних кристалах M(H1−xDx)2PO4, розраховано для них поглинан-
ня i швидкiсть ультразвуку в цих кристалах.
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2. Гамiльтонiан кристалу

Розглянемо систему дейтронiв, якi рухаються на O-D. . . O зв’язках
у дейтерованих сегнетоелектриках типу MD2XO4 (M = K, Rb,; X
= P, As). Примiтивна комiрка Браве цих кристалiв складається з
двох тетраедрiв PO4 разом iз чотирма водневими зв’язками, що вiд-
носяться до одного з них (тетраедра типу “A”), водневi зв’язки, якi
пiдходять до другого тетраедра (типу “В”) належать чотирьом най-
ближчим структурним елементам, якi його оточують (рис.1).
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Рис. 1. Примiтивна комiрка Браве ДСОФ. Показано одну з числа
можливих сегнетоелектричних протонних конфiгурацiй.

Гамiльтонiан дейтронної системи з врахуванням короткосяжних
i далекосяжних взаємодiй при прикладаннi до кристалу механiчної
напруги σ6 = σxy та електричного поля E3, яке напрямлене вздовж
кристалографiчної осi c, i якi незалежно iндукують внески в поля-
ризацiю P3 та деформацiю ε6 кристала, складається iз “затравочної”
та псевдоспiнової частин:

Ĥ = NH0 + Ĥs, (2.1)

де N – загальна кiлькiсть примiтивних комiрок. “Затравочна” енер-
гiя примiтивної комiрки вiдповiдає гратцi важких iонiв i явно не за-
лежить вiд конфiгурацiї дейтронної пiдсистеми. Вона виражається
через деформацiю ε6 та електричне поле E3 i включає в себе пружну,
п’єзоелектричну i дiелектричну складовi:

H(0) = v̄

(

1

2
cE0
66 ε

2
6 − e036E3ε6 −

1

2
χε033E

2
3

)

, (2.2)
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де v̄ = v
kB

, v – об’єм примiтивної комiрки; cE0
66 , e036, χ

ε0
33 – “затравочнi”

пружна стала, коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги, дiелектрична
сприйнятливiсть. Цi величини визначають температурну поведiнку
вiдповiдних характеристик далеко вiд температури фазового пере-
ходу Tc.

Псевдоспiнова частина гамiльтонiану

Ĥs =
1

2

∑

qf

q′f′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f ′〉
2

−

−
∑

qf









∑

q′f ′

Jff ′

〈σq′f ′〉
2





σqf
2

− 2ψ6ε6
σqf
2



 +

+Ĥкв.(6) −
∑

qf

µf3E3
σqf
2

=

= 2Nνc

(

η(1)(6)
)2

−
∑

qf

[2νcη
(1)(6) − 2ψ6ε6]

σqf
2

+ (2.3)

+Ĥкв.(6) −
∑

qf

µf3E3
σqf
2
.

Першi два доданки у (2.3) – гамiльтонiан середнього поля за дале-
косяжними диполь-дипольними взаємодiями, яка включає i непряму
взаємодiю дейтронiв через коливання гратки [38, 68], а також лiнiй-
ного за деформацiєю ε6 середнього поля, яке iндуковане п’єзоелект-
ричною взаємодiєю [84]. У (2.3)

4νc = J
(0)
11 + 2J12(0) + J13(0)

– власне значення матрицi Jff ′ =
∑

Rq−Rq′

Jff ′(qq′), яка є фур’є-

образом матрицi далекосяжної взаємодiї мiж дейтронами;

η(1)(6) = 〈σq1〉 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉 = 〈σq4〉

– параметр дейтронного впорядкування; σqf – оператор z-компонен-
ти квазiспiна дейтрона, який знаходиться в q-iй комiрцi на f -ому
зв’язку (σqf = ±1).

У (2.3) Ĥкв.(6) – гамiльтонiан короткосяжних взаємодiй мiж дей-
тронами кристалу, який лiнiйний за деформацiєю ε6. Гамiльтонi-
ан Ĥкв.(6) отримано, враховуючи розщеплення енергiї конфiгурацiй
дейтронiв поблизу кисневого тетраедра PO4 εs, ε0, εa i ε1 внаслiдок
наявностi деформацiї ε6 (табл.1).
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Табл. 1.
i Ei6 i Ei6

1

1

2

1

1

1

2

2

2

2

3

1

4

+ + + + εs − δs6ε6 9 −−− + ε1 − δ16ε6

2 −−−− εs + δs6ε6 10 −− + −

3 + − + − ε0 11 − + −−

4 − + − + ε0 12 + −−−

5 + + −− εa + δa6ε6 13 + + − + ε1 + δ16ε6

6 −− + + εa + δa6ε6 14 + + + −

7 − + + − εa − δa6ε6 15 − + + +

8 + −− + εa − δa6ε6 16 + − + +
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При цьому кристал втрачає симетрiю дзеркального повороту на
кут π/4 навколо осi c. Цей поворот змiнює знак п’єзоелектричнозв’я-
заних деформацiї ε6 i поляризацiї P3. Спiвставляючи кожнiй конфi-
гурацiї оператор конфiгурацiї N̂A

i (q), отримуємо гамiльтонiан кон-
фiгурацiйних взаємодiй у наступному виглядi:

Ĥкв.(6) =
∑

q

{(

δs6
8
ε6 +

δ16
4
ε6

)

(σq1 + σq2 + σq3 + σq4)+

+

(

δs6
8
ε6 −

δ16
4
ε6

)

(σq1σq2σq3+σq1σq2σq4+σq1σq3σq4+σq2σq3σq4) +

+
1

4
(V + δa6)(σq1σq2 + σq3σq4) +

1

4
(V − δa6)(σq2σq3 + σq4σq1) + (2.4)

+
1

4
U(σq1σq3+σq2σq4)+

1

16
Φσq1σq2σq3σq4 −

1

2
∆c(σq1+σq2+σq3+σq4),

де

V = −1

2
w1, U =

1

2
w1 − ε, Φ = 4ε− 8w + 2w1,

а
ε = εa − εs, w = ε1 − εs, w1 = ε0 − εs,

∆c – ефективне поле, яке створене сусiднiми поза межами кластера
дейтронними зв’язками.

Останнiй доданок у (2.3) ефективно описує взаємодiю дейтронiв iз
зовнiшнiм електронним полем E3. Тут µf3 – ефективний дипольний
момент f -го зв’язку, причому

µ13 = µ23 = µ33 = µ43 = µ3.

В результатi вихiдний гамiльтонiан (2.1)

Ĥ = N [H0 + 2νc(η
(1)(6))2] +

∑

q

Ĥ
(4)
q6 ,

де

Ĥ
(4)
q6 = −

4
∑

f=1

z6
β

σqf
2

+
ε6
4

(−δs6 + 2δ16)

4
∑

f=1

σqf
2

− (2.5)

−ε6(δs6+2δ16)
(σq1

2

σq2
2

σq3
2

+
σq1
2

σq2
2

σq4
2

+
σq1
2

σq3
2

σq4
2

+
σq2
2

σq3
2

σq4
2

)

+

+(V +δa6ε6)
(σq1

2

σq2
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+(V −δa6ε6)
(σq2

2

σq3
2

+
σq4
2

σq1
2

)

+

+U
(σq1

2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+ Φ
σq1
2

σq2
2

σq3
2

σq4
2
,
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де

z6 = β(−∆c + 2νcη
(1)(6) − 2ψ6ε6 + µ3E3), (β =

1

kBT
).

Ефективне поле ∆c можна визначити, якщо використати умову,
що середнi значення 〈σqf 〉, якi розрахованi в наближеннi чотиричас-
тинкового кластера й одночастинкового, тобто з гамiльтонiаном (2.5)
i з

Ĥ
(1)
qf = − Z̄f6

β

σqf
2
, (2.6)

вiдповiдно, мають спiвпадати,

z̄f6 = β[−2∆c + 2νcη
(1)(6) − 2ψ6ε6 + µ3E3].

Отже,

〈σqf 〉 =
Sp

{

σqf e
−βĤ

(4)
q6

}

Sp e−βĤ
(4)
q6

=
Sp

{

σqf e
−βĤ

(1)
qf

}

Sp e−βĤ
(1)
qf

. (2.7)

В результатi

η(1)(6) =
m6

D6
,

де

m6 = sinh(2z6 + βδs6ε6) + 2b sinh(z6 − βδ16ε6),

D6 = cosh(2z6 + βδs6ε6) + 4b cosh(z6 − βδs6ε6) + 2a coshβδa6ε6 + d,

z6 =
1

2
ln

1 + η(1)(6)

1 − η(1)(6)
+ βνcη

(1)(6) − βψ6ε6 +
βµ3

2
E3,

a = e−βε, b = e−βw, d = e−βw1.

3. Повздовжнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пру-
жнi характеристики кристалiв MD2XO4

Використаємо електричний термодинамiчний потенцiал у розрахун-
ку на один квазiспiн, який у наближеннi чотиричастинкового клас-
тера отриманий у наступному виглядi:

g2E(6) =
v̄

2
cE0
66 ε

2
6 − v̄e036ε6E3 −

v̄

2
χε033E

2
3 + 2T ln 2 + (3.1)

+ 2ν̄c[η
(1)z(6)]2 − 2T ln[1 − (η(1)z(6))2] − 2T lnDz

6 − v̄σ6ε6.
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З умов термодинамiчної рiвноваги

1

v̄

(

∂g2E(6)

∂ε6

)

E3,σ6

= 0,
1

v̄

(

∂g2E(6)

∂E3

)

σ6

= −P3

ми отримуємо

σ6 =cE0
66 ε6−e036E3+

4ψ6

v

mz(6)

Dz
6

+
2δa6
v̄Dz

6

Ma6−
2δs6
vDz

6

Ms6+
2δ16
vDz

6

M16, (3.2)

P3 = e036ε6 + χε033E3 + 2
µ

v

mz(6)

Dz
6

, (3.3)

де

Ma6 = aa6 −
a

a6
,Ms6 = sinh(2zz6 + βδs6ε6),M16 = 4b sinh(zz6 − βδ16ε6).

З (3.3) електричне поле

E3 = −h0
36ε6 + kε033

(

P3 − 2
µ

v

mz(6)

Dz
6

)

, (3.4)

де h0
36 = e036/χ

ε0
33, kε033 = 1/χε033.

Пiдставивши вираз (3.4) у (3.2), отримаємо

σ6 = cP0
66 ε6 − h0

36

(

P3 − 2
µ

v

mz(6)

Dz
6

)

+
4ψ6

v

mz(6)

Dz
6

+

+
2δa6
vDz

6

Ma6 −
2δs6
vDz

6

Ms6 +
2δ16
vDz

6

M16, (3.5)

де cP0
66 = cE0

66 + e036h
0
36.

Вирази (3.4) i (3.5) можна отримати i з умов

1

v̄

(

∂g(6)

∂ε6

)

P3

= σ6,
1

v̄

(

∂g(6)

∂P3

)

ε6

= E3,

де g(6) – пружний термодинамiчний потенцiал у розрахунку на один
квазiспiн, причому

g(6) = f(6) − v̄σ6ε6, (3.6)

а вiльна енергiя

f(6) = g2E(6) + v̄P3E3 + v̄σ6ε6. (3.7)
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Пiдставивши вирази (3.1) i (3.4) у (3.7), отримаємо

f(6) =
v̄

2
cP0
66 ε

2
6 − v̄h0

36ε6P3 +
v̄

2
k0
33P

2
3 − v̄

2
k0
33

(

2
µ

v̄
η(1)z(6)

)2

+ (3.8)

+ 2T ln 2 + 2ν̄c[η
(1)z(6)]2 − 2T ln[1 − (η(1)z(6))2] − 2T lnDz

6 .

Дослiдимо тепер вплив механiчної напруги σ6 на п’єзоелектричнi,
дiелектричнi i пружнi властивостi ДСОФ.

Використовуючи вираз для унарної функцiї розподiлу, отримаємо
(

∂η(1)(6)

∂ε6

)

E3

=
βθ6

D6 − 2ϕη6κ6
, (3.9)

де θ6 = −2κ
c
6ψ6 + f6,

κ6 = cosh(2z6 + βδs6ε6) + b cosh(z6 − βδ16ε6) − η(1)(6)m(6),

f6 = δs6 cosh(2z6 + βδs6ε6) − 2bδ16 cosh(z6 − βδ16ε6) +

+η(1)z(6) [−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16] ,

ϕη6 =
1

1 − (η(1)(6))2
+ βνc.

Звiдси iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектрично’ напруги eT36 має
наступний вигляд:

eT36 = −
(

∂σ6

∂E3

)

ε6

=

(

∂P3

∂ε6

)

E3

= e036 +
2µ3

v

βθ6
D6 − 2ϕη6κ6

. (3.10)

У параелектричнiй фазi кристалу, коли η(1)(6) = 0, iзотермiч-
ний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги недеформованого кристалу
(σ6 = 0)

eT+
36 = e036 +

µ3

v

2β[−2(1 + b)ψ6 + δs6 − 2bδ16]

−1 + 2b+ 2a+ d− 2βνc(1 + b)
. (3.11)

Диференцiюючи вираз для поляризацiї кристалу (3.3) по по-
лю при постiйнiй деформацiї, отримуємо iзотермiчну дiелектричну
сприйнятливiсть при ε6 = const:

χTε33 =

(

∂P3

∂E3

)

ε6

= χ0
33 + v̄

µ2

v2

1

T

2κ6

D6 − 2κ
a
6ϕ

eta
6

. (3.12)

Оскiльки

(D6 − 2κ6ϕ
η
6)

(

∂η(1)(6)

∂ε6

)

P3

= βθ6 + βµ32κ6

(

∂E3

∂ε6

)

P3

,
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то iзотермiчна стала п’єзоелектричної напруги

hT36 = −
(

∂E3

∂ε6

)

P3

= −
(

∂σ6

∂P3

)

ε6

=
eT36
χTε33

. (3.13)

Iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

dT36 =

(

∂P3

∂σ6

)

E3

= e036s
E
66 + 2

µ3

v

(

∂η(1)(6)

∂σ6

)

E3

,

де sTE66 =
(

∂ε6
∂σ6

)

E3

– iзотермiчна податливiсть при постiйному полю.

Використовуючи вираз для унарної функцiї розподiлу (2.10), отри-
муємо

(D6 − 2κ
c
6ϕ

η
6)

(

∂η(1)(6)

∂σ6

)

E3

= βθ6

(

∂ε6
∂σ6

)

E3

.

В результатi
dT36 = eT36s

TE
66 . (3.14)

Розрахуємо внесок у пружну сталу, зумовлену впорядкуванням
дейтронiв. Iз (3.2), використовуючи (3.9), отримуємо вираз для iзо-
термiчної пружної сталої при постiйному полю:

cTE66 = cE0
66 +

4ψ6

v
· β(−ψ6κ

c
6 + f6)

D6 − 2ϕη6κ
c
6

− 4βϕη6f
2
6

vD6(D6 − 2ϕη6κ
c
6)

−

− 2β

vD6
[δ2s6 cosh(2z6 + βδs6ε6) + δ2a6

(

aa6 +
a

a6

)

+ (3.15)

+δ2164b cosh(z6 − βδ16ε6)] +
2β

vD2
6

(δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16)
2

i iзотермiчну пружну сталу при постiйнiй поляризацiї

cTP66 = cTE66 + eT36h
T
36. (3.16)

У параелектричнiй фазi, коли η(1)(6) = 0, перенормована пружна
стала для недеформованого кристалу (σa = 0) має наступний вигляд:

cTE66 = cE0
66 +

+
4ψ6

v

β[−ψ6(1 + b) + δs6 − δ162b]

−1 + 2a+ 2b+ d− 2βνc(1 + b)
−

− 4β(1 + βνc)(δs6 − δ162b)
2

(1 + 4b+ 2a+ d)[−1 + 2a+ 2b+ d− 2βνc(1 + b)]
−

−2β

v

δ2s6 + 2aδ2a6 + 4bδ216
1 + 4b+ 2a+ d

. (3.17)
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В результатi спiввiдношення (3.2)–(3.5) набувають вигляду

σ6 = cTE66 ε6 − eT36E3, σ6 = cTP66 ε6 − hT36P3,

P3 = eT36ε6 + χTε33E3, E3 = −hT36ε6 + kTε33 P3, (3.18)

де kTε33 = 1/χTε33 – обернена дiелектрична сприйнятливiсть. Цi спiв-
вiдношення можна отримати на основi феноменологiчного пiдходу,
однак тут розкрито мiкроскопiчний змiст величин cTE66 , eT36, χ

Tε
33 , hT36.

Iз системи рiвнянь (3.18) при E3=const

cTP66

(

∂ε6
∂σ6

)

E3

− hT36

(

∂P3

∂σ6

)

E3

= 1,

−hT36
(

∂ε6
∂σ6

)

E3

+ kTε33

(

∂P3

∂σ6

)

E3

= 0 (3.19)

знаходимо вирази для iзотермiчного коефiцiєнта п’єзоелектричної
деформацiї

dT36 =

(

∂P3

∂σ6

)

E3

=
hT36

cTP66 k
Tε
33 − hT2

36

=
eT36

cTP66 − eT36h
T
36

, (3.20)

i iзотермiчної податливостi при постiйному полю:

sTE66 =

(

∂ε6
∂σ6

)

E3

=
kTε33

cTP66 k
Tε
33 − hT2

36

=
1

cTP66 − eT36h
T
36

=
1

cTE66

. (3.21)

Iз (3.18) при P3 = const отримуємо

cTE66

(

∂ε6
∂σ6

)

P3

− eT36

(

∂E3

∂σ6

)

P3

= 1,

eT36

(

∂ε6
∂σ6

)

P3

+ χTε33

(

∂E3

∂σ6

)

P3

= 0;

Звiдси iзотермiчна стала п’єзоелектричної деформацiї

gT36 = −
(

∂E3

∂σ6

)

P3

=
eT36

(

cTE66 +
eT2
36

χT ε
33

)

χTε33

=
hT36

cTE66 + eT36h
T
36

=
hT36
cTP66

,

(3.22)
i iзотермiчна податливiсть при постiйнiй поляризацiї

sTP66 =

(

∂ε6
∂σ6

)

P3

=
1

cTE66 +
eT 2
36

χT ε
33

=
1

cTP66

. (3.23)
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Взявши вiд системи рiвнянь (3.18) похiдну по полю E3 при пос-
тiйнiй напрузi, отримаємо

cTE66

(

∂ε6
∂E3

)

σ6

− eT36 = 0, −eT36
(

∂ε6
∂E3

)

σ6

+

(

∂P3

∂E3

)

σ6

= χTε33 . (3.24)

Оскiльки

dT36 =

(

∂ε6
∂E3

)

σ6

,

то iзотермiчний дiелектрична сприйнятливiсть при σ6 = const

χTσ33 =

(

∂P3

∂E3

)

σ6

= χTε33 + eT36d
T
36. (3.25)

Таким чином, ми отримали мiкроскопiчнi вирази для cTE66 , eT36 i χTε33 ,
а всi iншi характеристики виражаються через них.

4. Тепловi характеристики кристалiв типу
MD2XO4

Молярна ентропiя кристалiв типу MD2XO4, що обумовлена дейтрон-
ною пiдсистемою має такий вигляд:

S6 = −R
(

∂f(6)

∂T

)

P3,ε6

= R
{

2 ln 2 + 2 ln[1 − (η(1)(6))2] + 2 lnD6+

+ 4TϕT6 η
(1)(6) +

2M6

D6

}

, (4.1)

де R – унiверсальна газова стала,

ϕT6 = − 1

T 2
(νcη

(1)(6) − ψ6ε6), (4.2)

M6 = 4b
w

T
cosh z6 + d

w1

T
+

(

ac6 +
a

c6

)

ε

T
+

(

ac6 −
a

c6

)

δ6ε6
T

.

Молярну теплоємнiсть MD2XO4, обумовлену дейтронною пiдсис-
темою при постiйнiй напрузi обчислимо безпосередньо диференцiю-
ючи ентропiю (4.1):

∆Cσ6 = T

(

∂S

∂T

)

σ

= ∆Cε6 + qP6 α6, (4.3)
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де ∆Cε6 – молярна теплоємнiсть при постiйнiй деформацiї

∆Cε6 = qP,ε6 + qε6p
σ
6 . (4.4)

Використовуючи спiввiдношення (4.1), отримуємо

qP,ε6 =

(

∂S6

∂T

)

P3,ε6

= (4.5)

=
2R

D6

{

2TϕT6 [2κ6Tϕ
T
6 + 2(q6 − η(1)(6)M6)] +N6 −

M2
6

D6

}

,

qε6 =

(

∂S6

∂P3

)

ε6,T

=
v

µ3

2RT

D6
ϕη6{2κ6Tϕ

T
6 + [q6 − η(1)(6)M6]}

– теплота поляризацiї при заданому ε6,

qP6 =

(

∂S6

∂ε6

)

P3,T

=
2R

D6

{

2TϕT6 (−2κ6ψ6 + r6) − 2[q6 − η(1)(6)M6]ψ6

−λ6 +
M6

D6
(−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16)

}

,

теплота деформацiї при заданому P3,

N6 =
1

T 2

[

(ε+ δa6ε6)
2aa6 + (ε− δa6ε6)

2 a

a6
+ 4bw2 cosh(zz6 − βδ16ε6)+

+ w1
2d− (δs6ε6)

2
cosh(2z6 + βδasε6) +

+ (δ16ε6)
2
4b cosh(z6 − βδ16ε6) + (δ16ε6w) 8b cosh(z6 − βδ16ε6)

]

,

q6 =
1

T
[−δs6ε6 cosh(2z6 + βδasε6) + δ16ε62b cosh(z6 − βδ16ε6)+

+ 2bw cosh(z6 − βδ16ε6)] , (4.6)

λ6 =
1

T

[

−δ2s6ε6 sinh(2z6 + βδasε6) + δ216ε64b cosh(z6 − βδ16ε6)+

+δa6

(

aa6(ε+ δa6ε6) −
a

a6
(ε− δa6ε6)

)

+ δ16wε64b sinh(z6 − βδ16ε6)

]

.

У (4.3) i (4.4) pσ6 = (∂P3/∂T )σ,E3
– пiроелектричний коефiцiєнт, а

α6 = (∂ε6/∂T )σ – коефiцiєнт теплового розширення.
Зi спiввiдношень (3.18) отримуємо

pσ6 = pε6 + e36α6, (4.7)

де

pε6 =
µ3

v

2

T

2κ6Tϕ
T
6 + [q6 − η(1)(6)M6]

D6 − 2κ6ϕ
η
6

, (4.8)
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а коефiцiєнт теплового розширення

α6 =
−p6 + h36p

ε
6

cE66
, (4.9)

де p6 =
(

∂σ6

∂T

)

p3,ε6
= qp6 .

5. Системи рiвнянь для залежних вiд часу функцiй
розподiлу дейтронiв

Динамiчнi властивостi MD2XO4 при наявностi напруги σ6 будемо до-
слiджувати на основi динамiчної моделi дейтерованих сегнетоактив-
них ортофосфатiв (ДСОФ), яка грунтується на iдеях стохастичної
моделi Глаубера [9]. На основi методики, яка розвинута в роботах
[10–12], отримуємо наступну систему рiвнянь для залежних вiд часу
функцiй розподiлу дейтронiв

−α d
dt
〈
∏

f

σqf 〉 =
∑

f ′







〈
∏

f

σqf

[

1 − σqf ′ tanh
1

2
βε

z
qf ′(t)

]

〉







, (5.1)

де ε
z
qf ′(t) – локальне поле, що дiє на f ′-ий дейтрон у q-iй комiрцi.

Здiйснимо тотожне перетворення виразу tanh 1
2βε

z
qf ′(t), викорис-

товуючи гамiльтонiан (2.1). Отримуємо

tanh
βε

z
qf

2
= tanh

(

βεqf

2
+
zz6
2

)

, (5.2)

де

βεq1
2

=−β
4

(V +δa6ε6)σq2−
β

4
(V −δa6ε6)σq4−

β

4
Uσq3−

β

16
Φσq2σq3σ4−

−β
4

(

−δs6ε6
2

−δ16ε6
)

(σq2σq3+σq3σq4+σq2σq4)−
β

4

(

−δs6ε6
2

+δ16ε6

)

,

βεq2
2

=−β
4

(V +δa6ε6)σq1−
β

4
(V −δa6ε6)σq3−

β

4
Uσq4−

β

16
Φσq1σq3σq4−

−β
4

(

−δs6ε6
2

−δ16ε6
)

(σq1σq4+σq3σq4+σq1σq3)−
β

4

(

−δs6ε6
2

+δ16ε6

)

,(5.3)

βεq3
2

=−β
4

(V +δa6ε6)σq4−
β

4
(V −δa6ε6)σq2−

β

4
Uσq1−

β

16
Φσq1σq2σq4−

−β
4

(

−δs6ε6
2

−δ16ε6
)

(σq1σq2+σq1σq4+σq2σq4)−
β

4

(

−δs6ε6
2

+δ16ε6

)

,
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βεq4
2

=−β
4

(V +δa6ε6)σq3−
β

4
(V −δa6ε6)σq1−

β

4
Uσq2−

β

16
Φσq2σq3σq4−

−β
4

(

−δs6ε6
2

−δ16ε6
)

(σq1σq2+σq2σq3+σq1σq3)−
β

4

(

−δs6ε6
2

+δ16ε6

)

.

Правi частини кожного з чотирьох рiвнянь (5.3) приймають вiсiм
рiзних значень i можуть бути представленi у виглядi

tanh
βε

z
q1

2
= P z6 σq3 +Qz61σq2 +Qz62σq4 +Rz6σq2σq3σq4 +

+Mz
61σq2σq3 +Mz

62σq3σq4 +Nz
6σq2σq4 + Lz6,

tanh
βε

z
q2

2
= P z6 σq4 +Qz61σq1 +Qz62σq3 +Rz6σq1σq3σq4 +

+Mz
61σq4σq2 +Mz

62σq3σq4 +Nz
6σq1σq3 + Lz6, (5.4)

tanh
βε

z
q3

2
= P z6 σq1 +Qz61σq4 +Qz62σq2 +Rz6σq1σq2σq4 +

+Mz
61σq1σq4 +Mz

62σq1σq2 +Nz
6σq2σq4 + Lz6,

tanh
βε

z
q4

2
= P z6 σq2 +Qz61σq3 +Qz62σq1 +Rz6σq1σq2σq3 +

+Mz
61σq2σq3 +Mz

62σq1σq2 +Nz
6σq1σq2 + Lz6.

Враховуючи, що σqf = ±1, та прирiвнюючи правi сторони виразiв
(5.3) i (5.4), знаходимо вирази для коефiцiєнтiв P6, . . . , L6:

P z6 =
1

8
(lz1 − lz2 + nz1 − nz2 +mz

1 −mz
2 +mz

3 −mz
4),

Qz61 =
1

8
(lz1 − lz2 − nz1 + nz2 +mz

1 +mz
2 −mz

3 −mz
4),

Qz62 =
1

8
(lz1 − lz2 − nz1 + nz2 −mz

1 −mz
2 +mz

3 +mz
4),

Rz6 =
1

8
(lz1 − lz2 + nz1 − nz2 −mz

1 +mz
2 −mz

3 +mz
4), (5.5)

Nz
6 =

1

8
(lz1 + lz2 + nz1 + nz2 −mz

1 −mz
2 −mz

3 −mz
4),

Mz
61 =

1

8
(lz1 + lz2 − nz1 − nz2 +mz

1 −mz
2 −mz

3 +mz
4),

Mz
62 =

1

8
(lz1 + lz2 − nz1 − nz2 −mz

1 +mz
2 +mz

3 −mz
4),

Lz6 =
1

8
(lz1 + lz2 + nz1 + nz2 +mz

1 +mz
2 +mz

3 +mz
4),
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де використанi наступнi позначення:

lz1 = tanh
β

2

[

w + (δs6 + δ16)ε6 +
zz6
β

]

,

lz2 = tanh
β

2

[

−w + (δs6 + δ16)ε6 +
zz6
β

]

,

nz1 = tanh
β

2

[

(w − w1) − δ16ε6 +
zz6
β

]

,

nz2 = tanh
β

2

[

−(w − w1) − δ16ε6 +
zz6
β

]

,

mz
1 = tanh

β

2

[

(ε− δa6ε6 − w) − δ16ε6 +
zz6
β

]

,

mz
2 = tanh

β

2

[

−(ε+ δa6ε6 − w) − δ16ε6 +
zz6
β

]

,

mz
3 = tanh

β

2

[

(ε+ δa6ε6 − w) − δ16ε6 +
zz6
β

]

,

mz
4 = tanh

β

2

[

−(ε− δa6ε6 − w) − δ16ε6 +
zz6
β

]

.

Враховуючи симетрiю функцiй розподiлу

η(1)z(6) = 〈σq1〉 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉 = 〈σq4〉 =

=
1

Dz
6

[

sinh(2zz6 + βδs6ε6) + 2b sinh(zz6 − βδ16ε6)
]

,

η(3)z(6) = 〈σq1σq2σq3〉 = 〈σq1σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq4〉 = 〈σq2σq3σq4〉 =

=
1

Dz
6

[

sinh(2zz6 + βδs6ε6) − 2b sinh(zz6 − βδ16ε6)
]

, (5.6)

η
(2)z
1 (6)=〈σq2σq3〉=〈σq1σq4〉=

1

Dz
6

[

cosh(2zz6 +βδs6ε6)−aa6+
a

a6
−d

]

,

η
(2)z
2 (6)=〈σq1σq2〉=〈σq3σq4〉=

1

Dz
6

[

cosh(2zz6 +βδs6ε6)+aa6−
a

a6
−d

]

,

η
(2)z
3 (6)=〈σq1σq3〉=〈σq2σq4〉=

1

Dz
6

[

cosh(2zz6 +βδs6ε6)−aa6−
a

a6
+d

]

,

на основi (5.1) з врахуванням (5.3) i (5.4) можна отримати замк-
нену систему рiвнянь для часозалежних унарної, тернарної парних
функцiй розподiлу дейтронiв MD2XO4 при наявностi поля E3 в на-
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ступному виглядi:

α
d

dt















η(1)z(6)

η(3)z(6)

η
(2)z
1 (6)

η
(2)z
2 (6)

η
(2)z
3 (6)















=













c̄11 c̄12 c̄13 c̄14 c̄15
c̄21 c̄22 c̄23 c̄24 c̄25
c̄31 c̄32 c̄33 c̄34 c̄35
c̄41 c̄42 c̄43 c̄44 c̄45
c̄51 c̄52 c̄53 c̄54 c̄55



























η(1)z(6)

η(3)z(6)

η
(2)z
1 (6)

η
(2)z
2 (6)

η
(2)z
3 (6)















+













c̄1
c̄2
c̄3
c̄4
c̄5













.

(5.7)
Тут використанi наступнi позначення:

c̄11 = −(1 − P z6 −Qz61 −Qz62), c̄12 = Rz6,

c̄13 = Mz
61, c̄14 = Mz

62, c̄15 = Nz
6 , c̄1 = Lz6,

c̄21 = (2P z6 + 2Qz61 + 2Qz62 + 3R6), c̄22 = −(3 − P z6 −Qz61 −Qz62),

c̄23 = (Nz
6 +Mz

62 + Lz6), c̄24 = (Nz
6 +Mz

61 + Lz6),

c̄25 = (Mz
61 +Mz

62 + Lz6), c̄2 = (Nz
6 +Mz

61 +Mz
62),

c̄31 = (Nz
6 +Mz

62 + Lz6), c̄32 = Mz
61, (5.8)

c̄33 = −(1 −Rz6), c̄34 = P z6 , c̄35 = Qz61, c̄3 = 2Qz62,

c̄41 = 2(Nz
6 +Mz

61 + Lz6), c̄42 = 2Mz
62, c̄43 = 2P z6 , c̄44 = −2(1 −Rz6),

c̄45 = 2Qz62, c̄4 = 2Qz61, c̄51 = 2(Mz
61 +Mz

62 + Lz6), c̄52 = 2Nz
6 ,

c̄53 = 2Qz61, c̄54 = 2Qz62, c̄55 = −2(1 −Rz6), c̄5 = 2P z6 .

В одночастинковому наближеннi з (5.1) отримуємо

α
d

dt
η(1)z(6) = −η(1)z(6) + tanh

1

2
z̄z6 . (5.9)

6. Релаксацiйна динамiка механiчно затиснутих
кристалiв MD2XO4

Розглянемо на основi отриманих систем рiвнянь динамiчнi власти-
востi MD2XO4 у випадку малих вiдхилень вiд стану рiвноваги. Ви-
дiлимо в системах рiвнянь статичну i динамiчну частини. Для цього
представимо функцiї розподiлу та ефективнi поля у виглядi суми
двох доданкiв – рiвноважних функцiй i їх вiдхилень вiд стану рiвно-
ваги:

η(1)z(6) = η̃(1)(6) + η
(1)z
t (6); η(3)z(6) = η̃(3)(6) + η

(3)z
t (6);

η(2)z(6) = η̃
(2)
i (6) + η

(2)z
it (6), (i = 1, 2, 3), (6.1)

zz6 = z̃6 + z6t = −β∆̃ + 2βνcη̃
(1)(6) − 2βψ6ε6 −

−β∆t + 2βνсη
(1)z
t (6) + βµ3E3t.
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Внаслiдок п’єзоелектричного ефекту залежнi вiд часу електричнi по-
ля повиннi iндукувати залежнi вiд часу деформацiї. Однак у данiй
роботi ми розглядатимемо поля, частота яких – порядку 109 ∼ 1012

Гц, що значно бiльше, нiж частота п’єзоелектричного резонансу. На
таких частотах деформацiя не встигає за зовнiшнiм полем, тобто
кристал є ефективно затиснутим. Тому в розкладах (4.1)i (3.2) ми
вважаємо деформацiю ε6 незалежною вiд часу.

Розкладемо коефiцiєнти P z6 , . . . , L
z
6 у ряд по zz6t/2 з точнiстю до

лiнiйних членiв:

P z6 = P
(0)
6 +

zz6t
2
P

(1)
6 , Qz61 = Q

(0)
61 +

zz6t
2
Q

(1)
61 , Qz62 = Q

(0)
62 +

zz6t
2
Q

(1)
62 ,

Rz6 = R
(0)
6 +

zz6t
2
R

(1)
6 , Nz

6 = N
(0)
6 +

zz6t
2
N

(1)
6 , (6.2)

Mz
61 = M

(0)
61 +

zz6t
2
M

(1)
61 , Mz

62 = M
(0)
62 +

zz6t
2
M

(1)
62 , Lz6 = L

(0)
6 +

zz6t
2
L

(1)
6 .

Тут використанi наступнi позначення:

P
(0)
6 =

1

4
[(1−b2)Z61 + (b2a2

6−a2)Z62 + (b2−a2a2
6)Z63 + (d2−b2)Z64],

Q
(0)

6 1
2

=
1

4
[(1−b2)Z61 ± (b2a2

6−a2)Z62 ∓ (b2−a2a2
6)Z63−(d2−b2)Z64],

R
(0)
6 =

1

4
[(1−b2)Z61−(b2a2

6−a2)Z62−(b2−a2a2
6)Z63 + (d2−b2)Z64],

N
(0)
6 =

1

2
bZ61 sinh(z̃6+βδs6ε6+βδ16ε6)−

1

2
aba6z62 sinh(z̃6−βδ16ε6)−

−1

2
aba6Z63 sinh(z̃6−βδ16ε6) +

1

2
bdZ64 sinh(z̃6−βδ16ε6),

M
(0)

6 1
2

=
1

2
bZ61 sinh(z̃6+βδs6ε6+βδ16ε6) ±

1

2
aba6Z62 sinh(z̃6−βδ16ε6)∓

∓1

2
aba6Z63 sinh(z̃6−βδ16ε6)−

1

2
bdZ64 sinh(z̃6−βδ16ε6),

L
(0)
6 =

1

2
bZ61 sinh(z̃6+βδs6ε6+βδ16ε6)+

1

2
aba6Z62 sinh(z̃6−βδ16ε6) +

+
1

2
aba6Z63 sinh(z̃6−βδ16ε6) +

1

2
bdZ64 sinh(z̃6−βδ16ε6),

P
(1)
6 =−b(1−b2)Z2

61 sinh(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6)−
−aba6(b

2a2
6−a2)Z2

62 sinh(z̃6−βδ16ε6)−
−aba6(b

2−a2a2
6)Z

2
63 sinh(z̃6−βδ16ε6)−bd(d2−b2)Z2

64 sinh(z̃6−βδ16ε6),
Q

(1)

6 1
2

=−b(1−b2)Z2
61 sinh(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6) ∓
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∓aba6(b
2a2

6−a2)Z2
62 sinh(z̃6−βδ16ε6) ±

±aba6(b
2−a2a2

6)Z
2
63 sinh(z̃6−βδ16ε6) + bd(d2−b2)Z2

64 sinh(z̃6−βδ16ε6),
R

(1)
6 =−b(1−b2)Z2

61 sinh(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6) +

+aba6(b
2a2

6−a2)Z2
62 sinh(z̃6−βδ16ε6) +

+aba6(b
2−a2a2

6)Z
2
63 sinh(z̃6−βδ16ε6)−bd(d2−b2)Z2

64 sinh(z̃6−βδ16ε6),

N
(1)
6 =

1

4

{

−
[

(1−b2)2 + 4b2 sinh2(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6)
]

Z2
61+

+
[

(b2a2
6−a2)2 + 4a2b2a2

6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
62 +

+
[

(b2−a2a2
6)

2 + 4a2b2a2
6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)

]

Z2
63−

−
[

(d2−b2)2 + 4b2d2 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
64

}

,

M
(1)

6 1
2

=
1

4

{

−
[

(1−b2)2 + 4b2 sinh2(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6)
]

Z2
61∓

∓
[

(b2a2
6−a2)2 + 4a2b2a2

6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
62 ±

±
[

(b2−a2a2
6)

2 + 4a2b2a2
6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)

]

Z2
63 +

+
[

(d2−b2)2 + 4b2d2 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
64

}

,

L
(1)
6 =

1

4

{

−
[

(1−b2)2 + 4b2 sinh2(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6)
]

Z2
61−

−
[

(b2a2
6−a2)2 + 4a2b2a2

6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
62−

−
[

(b2−a2a2
6)

2 + 4a2b2a2
6 sinh2(z̃6−βδ16ε6)

]

Z2
63−

−
[

(d2−b2)2 + 4b2d2 sinh2(z̃6−βδ16ε6)
]

Z2
64

}

,

де

Z61 =
[

1 + b2 + 2b cosh(z̃6 + βδs6ε6 + βδ16ε6)
]

−1

,

Z62 =
[

b2a2
6 + a2 + 2aba6 cosh(z̃6 − βδ16ε6)

]

−1

,

Z63 =
[

b2 + a2a2
6 + 2aba6 cosh(z̃6 − βδ16ε6)

]

−1

,

Z64 =
[

b2 + d2 + 2bd cosh(z̃6 − βδ16ε6)
]

−1

,

а

z̃6 =
1

2
ln

1 + η̃(1)(6)

1 − η̃(1)(6)
+ βνcη̃

(1)(6) − βψ6ε6.
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Пiдставивши вирази (6.1) i (6.2) у рiвняння системи (5.7) i в рiв-
няння (5.9), отримаємо систему рiвнянь для рiвноважних функцiй
розподiлу i рiвняння, якi описують поведiнку флуктуацiйних частин
функцiй розподiлу:

α
d

dt















η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















=















c̄
(0)
11 + βνcY

(1)
6 c̄

(0)
12 c̄

(0)
13 c̄

(0)
14 c̄

(0)
15

c̄
(0)
21 + βνcY

(3)
6 c̄

(0)
22 c̄

(0)
23 c̄

(0)
24 c̄

(0)
25

c̄
(0)
31 + βνcY

(2)
61 c̄

(0)
32 c̄

(0)
33 c̄

(0)
34 c̄

(0)
35

c̄
(0)
41 + βνcY

(2)
62 c̄

(0)
42 c̄

(0)
43 c̄

(0)
44 c̄

(0)
45

c̄
(0)
51 + βνcY

(2)
63 c̄

(0)
52 c̄

(0)
53 c̄

(0)
54 c̄

(0)
55





























η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















+

+

(

−β∆t

2
+
µ3E3t

2kT

)















Y
(1)
6

Y
(3)
6

Y
(2)
61

Y
(2)
62

Y
(2)
63















, (6.3)

α
d

dt
η
(1)
t (6) = −

[

1 − βνcr6

]

η
(1)
t (6) − β∆tr6 +

µ3E3t

2kT
r6. (6.4)

Тут використанi наступнi позначення:

Y
(1)
6 =

(

P
(1)
6 +Q

(1)
61 +Q

(1)
62

)

η̃(1)(6) +R
(1)
6 η̃(3)(6) +M

(1)
61 η̃

(2)
1 (6) +

+M
(1)
62 η̃

(2)
2 (6) +N

(1)
6 η̃

(2)
3 (6) + L

(1)
6 ,

Y
(3)
6 =

(

2P
(1)
6 + 2Q

(1)
61 + 2Q

(1)
62 + 3R

(1)
6

)

η̃(1)(6) +

+
(

P
(1)
6 +Q

(1)
61 +Q

(1)
62

)

η̃(3)(6) +

+
(

N
(1)
6 +M

(1)
62 + L

(1)
6

)

η̃
(2)
1 (6) +

(

N
(1)
6 +M

(1)
61 + L

(1)
6

)

η̃
(2)
2 (6) +

+
(

M
(1)
61 +M

(1)
62 + L

(1)
6

)

η̃
(2)
3 (6) +

(

N
(1)
6 +M

(1)
61 +M

(1)
62

)

,

Y
(2)
61 =

(

N
(1)
6 +M

(1)
62 + L

(1)
6

)

η̃(1)(6) +M
(1)
61 η

(3)(6) +R
(1)
6 η̃

(2)
1 (6) +

+P
(1)
6 η̃

(2)
2 (6) +Q

(1)
61 η

(2)
3 (6) +Q

(1)
62 ,

Y
(2)
62 =

(

N
(1)
6 +M

(1)
61 + L

(1)
6

)

η̃(1)(6) +M
(1)
62 η

(3)(6) + P
(1)
6 η̃

(2)
1 (6) +

+R
(1)
6 η̃

(2)
2 (6) +Q

(1)
62 η

(2)
3 (6) +Q

(1)
61 ,

Y
(2)
63 =

(

M
(1)
61 +M

(1)
62 + L

(1)
6

)

η̃(1)(6) +N
(1)
6 η(3)(6) +Q

(1)
61 η̃

(2)
1 (6) +

+Q
(1)
62 η̃

(2)
2 (6) +R

(1)
6 η

(2)
3 (6) + P

(1)
6 ,
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r6 = sec2

[

1

2
ln

1 + η̃(1)(6)

1 − η̃(1)(6)

]

.

З першого рiвняння системи (6.3) i (6.4) знайдемо β∆t i, виклю-
чаючи цей вираз з рiвнянь системи (4.3), отримаємо

d

dt















η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















=













c11 c12 c13 c14 c15
c21 c22 c23 c24 c25
c31 c32 c33 c34 c35
c41 c42 c43 c44 c45
c51 c52 c53 c54 c55



























η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















−µ3E3t

2kT













c1
c2
c3
c4
c5













,

(6.5)
де

c11 =
1

α

(

c̄
(0)
11 + βνcY

(1)
6 − k

(1)
6 Ψz

6

)

, c12 =
1

α

(

c̄
(0)
12 − k

(1)
6 c̄

(0)
12

)

,

c13 =
1

α

(

c̄
(0)
13 − k

(1)
6 c̄

(0)
13

)

, c14 =
1

α

(

c̄
(0)
14 − k

(1)
6 c̄

(0)
14

)

,

c15 =
1

α

(

c̄
(0)
15 − k

(1)
6 c̄

(0)
15

)

, c1 =
1

α
k

(1)
6 r6,

c21 =
1

α

(

c̄
(0)
21 + βνcY

(3)
6 − k

(3)
6 Ψz

6

)

, c22 =
1

α

(

c̄
(0)
22 − k

(3)
6 c̄

(0)
12

)

,

c23 =
1

α

(

c̄
(0)
23 − k

(3)
6 c̄

(0)
13

)

, c24 =
1

α

(

c̄
(0)
24 − k

(3)
6 c̄

(0)
14

)

,

c25 =
1

α

(

c̄
(0)
25 − k

(3)
6 c̄

(0)
15

)

, c2 =
1

α
k

(3)
6 r6,

c31 =
1

α

(

c̄
(0)
31 + βνcY

(2)
61 − k

(2)
61 Ψz

6

)

, c32 =
1

α

(

c̄
(0)
32 − k

(2)
61 c̄

(0)
12

)

,

c33 =
1

α

(

c̄
(0)
33 − k

(2)
61 c̄

(0)
13

)

, c34 =
1

α

(

c̄
(0)
34 − k

(2)
61 c̄

(0)
14

)

,

c35 =
1

α

(

c̄
(0)
35 − k

(2)
61 c̄

(0)
15

)

, c3 =
1

α
k

(2)
61 r6,

c41 =
1

α

(

c̄
(0)
41 + βνcY

(2)
62 − k

(2)
62 Ψz

6

)

, c42 =
1

α

(

c̄
(0)
42 − k

(2)
62 c̄

(0)
12

)

,

c43 =
1

α

(

c̄
(0)
43 − k

(2)
62 c̄

(0)
13

)

, c44 =
1

α

(

c̄
(0)
44 − k

(2)
62 c̄

(0)
14

)

,

c45 =
1

α

(

c̄
(0)
45 − k

(2)
62 c̄

(0)
15

)

, c4 =
1

α
k

(2)
62 r6,

c51 =
1

α

(

c̄
(0)
51 + βνcY

(2)
63 − k

(2)
63 Ψz

6

)

, c52 =
1

α

(

c̄
(0)
52 − k

(2)
63 c̄

(0)
12

)

,

c53 =
1

α

(

c̄
(0)
53 − k

(2)
63 c̄

(0)
13

)

, c54 =
1

α

(

c̄
(0)
54 − k

(2)
63 c̄

(0)
14

)

,
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c55 =
1

α

(

c̄
(0)
55 − k

(2)
63 c̄

(0)
15

)

, c5 =
1

α
k

(2)
63 r6.

Тут використанi такi позначення:

k
(1)
6 = Y

(1)
6

(

Y
(1)
6 − 2r6

)

−1

, k
(3)
6 = Y

(1)
6

(

Y
(1)
6 − 2r6

)

−1

,

k
(2)
61 = Y

(2)
61

(

Y
(1)
6 − 2r6

)

−1

, k
(2)
62 = Y

(2)
62

(

Y
(1)
6 − 2r6

)

−1

,

k
(2)
63 = Y

(2)
63

(

Y
(2)
6 − 2r6

)

−1

, Ψz
6 = [1 + c̄

(0)
11 + βν3(Y

(1)
6 − r6)].

Розв’яжемо спочатку систему рiвнянь (6.5) для залежних вiд ча-
су функцiй розподiлу у випадку E3t = 0. Iз системи (6.5) отримуємо
однорiдне диференцiальне рiвняння з постiйними коефiцiєнтами для
унарної функцiї розподiлу.

.....
η

(1)z

t (6) + p4

....
η

(1)z

t (6) + p3

...
η

(1)z

t (6) +

+p2

..
η

(1)z

t (6) + p1

.
η

(1)z

t (6) + p0η
(1)z
t (6) = 0, (6.6)

де

p4 =−(c11+c22+c33+c44+c55),

p3 =

∣

∣

∣

∣

c11 c12
c21 c22

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c11 c13
c31 c33

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c11 c14
c41 c44

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c11 c15
c51 c55

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c22 c23
c32 c33

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

c22 c24
c42 c44

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c22 c25
c53 c55

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c33 c34
c43 c44

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c33 c35
c53 c55

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c44 c45
c54 c55

∣

∣

∣

∣

,

p2 =−







∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c14
c21 c22 c24
c41 c42 c44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c15
c21 c22 c25
c51 c52 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c13 c14
c31 c33 c34
c41 c43 c44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c13 c15
c31 c33 c35
c51 c53 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c14 c15
c31 c44 c45
c51 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c22 c23 c24
c32 c33 c34
c42 c43 c44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c22 c23 c25
c32 c33 c35
c52 c53 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c22 c24 c25
c42 c44 c45
c52 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c33 c34 c35
c43 c44 c45
c53 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣







, (6.7)

p1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24
c31 c32 c33 c34
c41 c42 c43 c44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c13 c15
c21 c22 c23 c25
c31 c32 c33 c35
c51 c52 c53 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
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+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c13 c14 c15
c31 c33 c34 c35
c41 c43 c44 c45
c51 c53 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c14 c15
c21 c22 c24 c25
c41 c42 c44 c45
c51 c52 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c22 c23 c24 c25
c32 c33 c34 c35
c42 c43 c44 c45
c52 c53 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

p0 =−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c13 c14 c15
c21 c22 c23 c24 c25
c31 c32 c33 c34 c35
c41 c42 c43 c44 c45
c51 c52 c53 c54 c55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Розв’язок рiвняння (6.6) має вигляд:

η
(1)z
t (6) =

5
∑

i=1

Czi exp

(

− t

τzi

)

.

Тут Czi – постiйнi коефiцiєнти, а τzi – часи релаксацiй, якi визнача-
ються спiввiдношенням

τzi = (−qzi )−1,

а qzi – коренi характеристичного рiвняння

+(qz)5 + p4(q
z)4 + p3(q

z)3 + p2(q
z)2 + p1(q

z) + p0 = 0. (6.8)

У випадку E3t 6= 0 систему рiвнянь (6.5) зводиться до неодно-
рiдного диференцiального рiвняння з постiйними коефiцiєнтами для
унарної функцiї розподiлу:

+
.....
η

(1)z

t (6) + p4

....
η

(1)z

t (6) + p3

...
η

(1)z

t (6) + p2

..
η
(1)z

t (6) +

+p1

.
η
(1)z

t (6) + p0η
(1)z
t (6) =

µ3E3t

2kBT
p, (6.9)

де p = −[(iω)4p(4) + (iω)3p(3) + (iω)2p(2) + (iω)p(1) + p(0)], а

p(4) = c1,

p(3) =

∣

∣

∣

∣

c12 c1
c22 c2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c13 c1
c33 c3

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c14 c1
c44 c4

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c15 c1
c55 c5

∣

∣

∣

∣

,

p(2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c1
c22 c23 c2
c32 c33 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c1
c22 c24 c2
c42 c44 c4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c15 c1
c22 c25 c2
c52 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c1
c33 c34 c3
c43 c44 c4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c15 c1
c33 c35 c3
c53 c54 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c14 c15 c1
c44 c45 c4
c54 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (6.10)
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p(1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c1
c22 c23 c24 c2
c32 c33 c34 c3
c42 c43 c44 c4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c15 c1
c22 c23 c25 c2
c32 c33 c35 c3
c52 c53 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c15 c1
c22 c24 c25 c2
c42 c44 c45 c4
c52 c54 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c15 c1
c33 c34 c35 c3
c43 c44 c45 c4
c53 c54 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

p(0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 c13 c14 c1
c22 c23 c24 c25 c2
c32 c33 c34 c35 c3
c42 c43 c44 c45 c4
c52 c53 c54 c55 c5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (6.11)

Частинний розв’язок рiвняння (6.9) будемо шукати у виглядi

η
(1)z
t (6) = A exp iωt.

В результатi залежна вiд часу унарна функцiя розподiлу має вигляд:

η
(1)z
t (6) =

5
∑

i=1

Czi exp

(

− t

τzi

)

+
µ3E3t

2kBT
·

4
∑

k=0

(iω)kp(k)

(iω)5 +
4
∑

k=0

(iω)kpk

. (6.12)

Динамiчну сприйнятливiсть затиснутого кристалу визначимо на-
ступним чином:

χε33(ω, T ) = lim
E3t→0

2
µ3

v

dη
(1)z
t (6)

dE3t
. (6.13)

Тодi на основi (6.12) маємо

χε33(ω, T, σ6) = v̄
µ2

3

v2

1

T

4
∑

k=0

(iω)kp(k)

(iω)5 +
4
∑

k=0

(iω)kpk

=

= v̄
µ2

3

v2

1

T

5
∏

i=1

τzi

[ 4
∑

k=0

(iω)kp(k)
]

5
∏

i=1

(1 + iωτzi )

=

5
∑

i=1

χ3i

1 + iωτzi
.
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Коефiцiєнти χ3i знаходимо, розв’язуючи систему рiвнянь












n11 n12 n13 n14 n15

n21 n22 n23 n24 n25

n31 n32 n33 n34 n35

n41 n42 n43 n44 n45

n51 n52 n53 n54 n55

























χ31

χ32

χ33

χ34

χ35













=













n1

n2

n3

n4

n5













. (6.14)

Тут використанi наступнi позначення:

n11 = τz2 τ
z
3 τ

z
4 τ

z
5 ; n12 = τz1 τ

z
3 τ

z
4 τ

z
5 ; n13 = τz1 τ

z
2 τ

z
4 τ

z
5 ;

n14 = τz1 τ
z
2 τ

z
3 τ

z
5 ; n15 = τz1 τ

z
2 τ

z
3 τ

z
4 ;

n21 = τz2 τ
z
3 τ

z
4 + τz2 τ

z
3 τ

z
5 + τz2 τ

z
4 τ

z
5 + τz3 τ

z
4 τ

z
5 ;

n22 = τz1 τ
z
3 τ

z
5 + τz1 τ

z
4 τ

z
5 + τz1 τ

z
3 τ

z
4 + τz3 τ

z
4 τ

z
5 ;

n23 = τz1 τ
z
2 τ

z
4 + τz1 τ

z
2 τ

z
5 + τz1 τ

z
4 τ

z
5 + τz2 τ

z
4 τ

z
5 ;

n24 = τz1 τ
z
2 τ

z
3 + τz1 τ

z
2 τ

z
5 + τz1 τ

z
3 τ

z
5 + τz2 τ

z
3 τ

z
5 ;

n25 = τz1 τ
z
2 τ

z
3 + τz1 τ

z
2 τ

z
4 + τz1 τ

z
3 τ

z
4 + τz2 τ

z
3 τ

z
4 ;

n31 = τz2 τ
z
3 + τz2 τ

z
4 + τz3 τ

z
4 + τz2 τ

z
5 + τz3 τ

z
5 + τz4 τ

z
5 ;

n32 = τz1 τ
z
3 + τz1 τ

z
4 + τz1 τ

z
5 + τz3 τ

z
4 + τz3 τ

z
5 + τz4 τ

z
5 ;

n33 = τz1 τ
z
2 + τz1 τ

z
4 + τz1 τ

z
5 + τz2 τ

z
4 + τz2 τ

z
5 + τz4 τ

z
5 ;

n34 = τz1 τ
z
2 + τz1 τ

z
3 + τz1 τ

z
5 + τz2 τ

z
3 + τz2 τ

z
5 + τz3 τ

z
5 ;

n35 = τz1 τ
z
2 + τz1 τ

z
3 + τz1 τ

z
4 + τz2 τ

z
3 + τz2 τ

z
4 + τz3 τ

z
4 ; (6.15)

n41 = τz2 + τz3 + τz4 + τz5 , n42 = τz1 + τz3 + τz4 + τz5 ;

n43 = τz1 + τz2 + τz4 + τz5 , n44 = τz1 + τz2 + τz3 + τz5 ,

n45 = τz1 + τz2 + τz3 + τz4 ;

n51 = n52 = n53 = n54 = n55 = 1;

n1 =
µ2

3

kBv

1

T

5
∏

i=1

τzi p
(4), n2 =

µ2
3

kBv

1

T

5
∏

i=1

τzi p
(3),

n3 =
µ2

3

kBv

1

T

5
∏

i=1

τzi p
(2), n4 =

µ2
3

kBv

1

T

5
∏

i=1

τzi p
(1), n5 =

µ2
3

kBv

1

T

5
∏

i=1

τzi p
(0).

Комплексна поздовжня дiелектрична проникнiсть дейтронної систе-
ми ДСОФ

εε
′

33(ω, T ) = 1 + 4πχε
′

33(ω, T ), εε
′′

33 (ω, T ) = 4πχε
′′

33 (ω, T ).
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7. Динамiчнi характеристики механiчно вiльного
кристалу M(H1−x

D
x
)2XO4. П’єзоелектричний ре-

зонанс

Розглянемо коливання тонкої квадратної пластинки кристалу
MD2XO4, вирiзаної у площинi [001], зi сторонами завдовжки l, пiд
дiєю зовнiшнього змiнного електричного поля E3t = E3e

iωEt. Таке
зовнiшнє поле, окрiм зсувної деформацiї ε6 iндукує в системi ще й
дiагональнi компоненти тензора деформацiї εi. Однак для простоти
розгляду динамiчних характеристик дiагональними деформацiями
будемо нехтувати.

Динамiку деформацiйних процесiв у MD2XO4 будемо описувати
мовою класичних рiвнянь руху елементарного об’єму кристалу, якi
мають вигляд

ρ
∂2ui
∂t2

=
∑

k

∂σik
∂xk

, (7.1)

де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xi, σik – механiчна напруга. Зсувну деформацiю ε6 визначають
змiщення ux = u1 i uy = uz, тобто

ε6 = εxy =
∂u1

∂y
+
∂u2

∂x
.

У нашому випадку вiдмiнною вiд нуля є зсувна напруга σxy = σ6,
яка має вигляд (3.2).

Отже,

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂ε6
∂y

+
4ψ6

v

∂η(1)(6)

∂y
+

+
2δa6
v

∂

∂y

(

Ma6

D6

)

− 2δs6
v

∂

∂y

(

Ms6

D6

)

+
2δ16
v

∂

∂y

(

M16

D6

)

,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂ε6
∂x

+
4ψ6

v

∂η(1)(6)

∂x
+ (7.2)

+
2δa6
v

∂

∂x

(

Ma6

D6

)

− 2δs6
v

∂

∂x

(

Ms6

D6

)

+
2δ16
v

∂

∂x

(

M16

D6

)

.

При малих вiдхиленнях вiд стану рiвноваги видiлимо в системах
(5.7)i (5.9) статичну i часозалежну частини, представивши функцiї
розподiлу, ефективнi поля змiщення u1, u2 i деформацiю ε6 у вигля-
дi двох доданкiв – рiвноважних функцiй та їх вiдхилень вiд стану
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рiвноваги:

η(1)(6) = η̃(1)(6) + η
(1)
t (6), η(3)(6) = η̃(3)(6) + η

(3)
t (6),

η
(2)
i (6) = η̃

(2)
i (6) + η

(2)
t (6), (i = 1, 2, 3), (7.3)

ε6 = ε̃6 + ε6t, u1,2 = ũ1,2 + u1,2t,

zz6 = z̃6 + z6t = −β∆̃ + 2βνcη̃
(1)(6) − 2βψ6ε̃6 −

−β∆̃t + 2βνcη̃
(1)
t (6) − 2βψ6ε̃6t + βµ3E3t.

Розкладемо коефiцiєнти P6, . . . , L6 у ряд за часозалежними до-
данками. В результатi

P6 = P
(0)
6 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

P
(1)
6 + βνcP

(1)
6 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6P
(1)
6 + βδs6P

(1)
s − βδa6P

(1)
a + βδ16P

(1)
1

)

ε6t,

Q61 = Q
(0)
61 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

Q
(1)
61 + βνcQ

(1)
61 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6Q
(1)
61 + βδs6P

(1)
s − βδa6Q

(1)
a + βδ16Q

(1)
11

)

ε6t,

Q62 = Q
(0)
62 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

Q
(1)
62 + βνcQ

(1)
62 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6Q
(1)
62 + βδs6P

(1)
s + βδa6Q

(1)
a + βδ16Q

(1)
12

)

ε6t,

R6 = R
(0)
6 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

R
(1)
6 + βνcR

(1)
6 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6R
(1)
6 + βδs6P

(1)
s + βδa6P

(1)
a + βδ16R

(1)
1

)

ε6t,

N6 = N
(0)
6 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

N
(1)
6 + βνcN

(1)
6 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6N
(1)
6 + βδs6L

(1)
s + βδa6L

(1)
a + βδ16N

(1)
1

)

ε6t,

M61 = M
(0)
61 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

M
(1)
61 + βνcM

(1)
61 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6M
(1)
61 + βδs6L

(1)
s − βδa6M

(1)
a + βδ16M

(1)
11

)

ε6t,

M62 = M
(0)
62 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

M
(1)
62 + βνcM

(1)
62 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6M
(1)
62 + βδs6L

(1)
s + βδa6M

(1)
a + βδ16M

(1)
12

)

ε6t,
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L6 = L
(0)
6 +

(

−β∆t

2
+
βµ3E3t

2

)

L
(1)
6 + βνcL

(1)
6 η

(1)
t (6) +

+
(

−βψ6L
(1)
6 + βδs6L

(1)
s − βδa6L

(1)
a + βδ16L

(1)
1

)

ε6t,

а

P
(0)
6 = l

(0)
12− +m

(0)
14−+m

(0)
32−+n

(0)
12−, P

(1)
6 = l

(1)
12−+m

(1)
14−+m

(1)
32−+n

(1)
12−,

Q
(0)

6 1
2

= l
(0)
12− ±m

(0)
14− ∓m

(0)
32−−n(0)

12−, Q
(0)

6 1
2

= l
(1)
12− ±m

(1)
14− ∓m

(1)
32−−n(1)

12−,

R
(0)
6 = l

(0)
12−−m(0)

14−−m(0)
32−+n

(0)
12−, R

(1)
6 = l

(1)
12−−m(1)

14−−m(1)
32−+n

(1)
12−,

N
(0)
6 = l

(0)
12+−m(0)

14+−m(0)
32++n

(0)
12+, N

(1)
6 = l

(1)
12+−m(1)

14+−m(1)
32++n

(1)
12+,

M
(0)

6 1
2

= l
(0)
12+ ±m

(0)
14+ ∓m

(0)
32+−n(0)

12+, M
(1)

6 1
2

= l
(1)
12+ ±m

(1)
14+ ∓m

(1)
32+−n(1)

12+,

L
(0)
6 = l

(0)
12++m

(0)
14++m

(0)
32++n

(0)
12+, L

(1)
6 = l

(1)
12++m

(1)
14++m

(1)
32++n

(1)
12+,

P (1)
s =

1

2
l
(1)
12−, P

(1)
a =

1

2

(

m
(1)
14+−m(1)

32+

)

,

L(1)
s =

1

2
l
(1)
12+, L

(1)
a =

1

2

(

m
(1)
14−−m(1)

32−

)

,

Q(1)
a =

1

2

(

m
(1)
14++m

(1)
32+

)

, Q
(1)
11 =

1

2

(

l
(1)
12−−m(1)

14−+m
(1)
32−+n

(1)
12−

)

,

M (1)
a =

1

2

(

m
(1)
14−+m

(1)
32−

)

, M
(1)
11 =

1

2

(

l
(1)
12+−m(1)

14++m
(1)
32++n

(1)
12+

)

,

Q
(1)
12 =

1

2

(

l
(1)
12−+m

(1)
14−−m(1)

32−+n
(1)
12−

)

,

M
(1)
12 =

1

2

(

l
(1)
12++m

(1)
14+−m(1)

32++n
(1)
12+

)

,

P
(1)
1 =

1

2

(

l
(1)
12−−m(1)

14−−m(1)
32−−n(1)

12−

)

,

R
(1)
1 =

1

2

(

l
(1)
12−+m

(1)
14−+m

(1)
32−−n(1)

12−

)

,

N
(1)
1 =

1

2

(

l
(1)
12++m

(1)
14++m

(1)
32+−n(1)

12+

)

,

L
(1)
1 =

1

2

(

l
(1)
12+−m(1)

14+−m(1)
32+−n(1)

12+

)

,

де використанi наступнi позначення:

l
(0)
12− =

1

8

{

tanh
β

2

[

w + (δs6 + δ16)ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− tanh
β

2

[

−w + (δs6 + δ16)ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=
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=
1

4
(1 − b2)Z61, Z61 = [1 + b2 + 2b cosh(z̃6 + βδs6ε̃6 + βδ16ε̃6)]

−1,

m
(0)
14− =

1

8

{

tanh
β

2

[

(ε− δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− tanh
β

2

[

−(ε− δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

=
1

4
(b2a2

6 − a2)Z62, Z62 = [b2a2
6 + a2 + 2aba6 cosh(z̃6 − βδ16ε̃6)]

−1,

m
(0)
32− =

1

8

{

tanh
β

2

[

(ε+ δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− tanh
β

2

[

−(ε+ δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

=
1

4
(b2 − a2a2

6)Z63, Z63 = [b2 + a2a2
6 + 2aba6 cosh(z̃6 − βδ16ε̃6)]

−1,

n
(0)
12 =

1

8

{

tanh
β

2

[

(w − w1) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− tanh
β

2

[

−(w − w1) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

=
1

4
(d2 − b2)Z64, Z64 = [b2 + d2 + 2bd cosh(z̃6 − βδ16ε̃6)]

−1,

l
(0)
12+ =

1

2
bz61 sinh(z̃6 + βδs6ε̃6 + βδ16ε̃6),

m
(0)
14+ =

1

2
aba6z62 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

m
(0)
32+ =

1

2
aba6z63 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

n
(0)
12+ =

1

2
bdz64 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

l
(1)
12 =

1

8

{

cosh−2 β

2

[

w + (δs6 + δ16)ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− cosh−2 β

2

[

−w + (δs6 + δ16)ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

= −b(1 − b2)z2
61 sinh(z̃6 + βδs6ε̃6 + βδ16ε̃6),

m
(1)
14− =

1

8

{

cosh−2 β

2

[

(ε− δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− cosh−2 β

2

[

−(ε− δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

= −aba6(b
2a2

6 − a2)z2
62 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

ICMP–06–08U 29

m
(1)
32− =

1

8

{

cosh−2 β

2

[

(ε+ δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− cosh−2 β

2

[

−(ε+ δa6ε̃6 − w) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

= −aba6(b
2 − a2a2

6)z
2
63 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

n
(1)
12− =

1

8

{

cosh−2 β

2

[

(w − w1) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

−

− cosh−2 β

2

[

−(w − w1) − δ16ε̃6 +
z̃6
β

]

}

=

= −bd(d2 − b2)z2
64 sinh(z̃6 − βδ16ε̃6),

l
(1)
12+ =

1

4

{

1 − [(1 − b2)2 + 4b2 sinh2(z̃6 + βδs6ε̃6 + βδ16ε̃6)]z
2
61

}

,

m
(1)
14+ =

1

4

{

1 − [(b2a2
6 − a2)2 + 4a2b2a2

6 sinh2(z̃6 − βδ16ε̃6)]z
2
62

}

,

m
(1)
32+ =

1

4

{

1 − [(b2 − a2a2
6)

2 + 4a2b2a2
6 sinh2(z̃6 − βδ16ε̃6)]z

2
63

}

,

n
(1)
12+ =

1

4

{

1 − [(d2 − b2)2 + 4b2d2 sinh2(z̃6 − βδ16ε̃6)]z
2
64

}

,

В результатi для часозалежних частин функцiй розподiлу отри-
муємо наступну систему рiвнянь:

d

dt















η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















=













c11 c12 c13 c14 c15
c21 c22 c23 c24 c25
c31 c32 c33 c34 c35
c41 c42 c43 c44 c45
c51 c52 c53 c54 c55



























η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















−

−1

2
βµ3E3t













c1
c2
c3
c4
c5













+ βψ6ε6t













c1
c2
c3
c4
c5













− βδs6ε6t













c1s
c3s
c2s
c2s
c2s













+

+βδa6ε6t













c1a
−c1a
c2a
−c2a
c3a













− βδ16ε6t













c̃11
c̃21
c̃31
c̃41
c̃51













, (7.4)

де коефiцiєнти c11, . . . , c55, c1, . . . , c5 спiвпадають iз коефiцiєнтами в
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системi (6.5), а

c1s =
1

α
k1sr6, c2s =

1

α
k2sr6, c3s = 3k1sr6,

c1a =
1

α
k1ar6, c2a =

1

α
k2ar6, c3a =

1

α
3k3ar6,

c̃11 =
1

α
k1r6, c̃21 =

1

α
k2r6, c̃31 =

1

α
k3r6,

c̃41 =
1

α
k4r6, c̃51 =

1

α
k5r6,

де

k1s = 2Ys(Y
(1)
6 − 2r6)

−1, k2s = 2Y (2)
s (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

k1a = 2Ya(Y
(1)
6 − 2r6)

−1, k2a = 2Y (2)
a (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

k3a = 2Y
(2)
a3 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

k1 = 2Y
(1)
1 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1, k2 = 2Y
(3)
1 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

k3 = 2Y
(2)
1 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1, k4 = 2Y
(2)
2 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

k5 = 2Y
(2)
3 (Y

(1)
6 − 2r6)

−1,

а

Ys = Y (1)
s =

1

3
Y

(3)
1 = 3P (1)

s η̃(1)(6) + P (1)
s η̃(3)(6) + L(1)

s η̃
(2)
1 (6) +

+L(1)
s η̃

(2)
2 (6) + L(1)

s η̃
(2)
3 (6) + L(1)

s ,

Y (2)
s =Y

(2)
s1 =Y

(2)
s2 =Y

(2)
s3 =2

[

3L(1)
s η̃(1)(6) + L(1)

s η̃(3)(6) + P (1)
s η̃

(2)
1 (6) +

+P (1)
s η̃

(2)
2 (6) + P (1)

s η̃
(2)
3 (6) + P (1)

s

]

,

Ya = Y (1)
a = −Y (3)

a = −P (1)
a η̃(1)(6) + P (1)

a η̃(3)(6) −M (1)
a η̃

(2)
1 (6) +

+M (1)
a η̃

(2)
2 (6) + L(1)

a η̃
(2)
3 (6) − L(1)

a ,

Y (2)
a = Y

(2)
a1 = −Y (2)

a2 = 2
[

M (1)
a η̃(1)(6) −M (1)

a η̃(3)(6) + P (1)
a η̃

(2)
1 (6) −

−P (1)
a η̃

(2)
2 (6) −Q(1)

a η̃
(2)
3 (6) +Q(1)

a

]

,

Y
(2)
a3 = 2

[

−L(1)
a η̃(1)(6) + L(1)

a η̃(3)(6) −Q(1)
a η̃

(2)
1 (6) +

+Q(1)
a η̃

(2)
2 (6) + P (1)

a η̃
(2)
3 (6) − P (1)

a

]

,

Y
(1)
1 =

(

P
(1)
1 +Q

(1)
11 +Q

(1)
12

)

η̃(1)(6) +R
(1)
1 η̃(3)(6) +
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+M
(1)
11 η̃

(2)
1 (6) +M

(1)
12 η̃

(2)
2 (6) +N

(1)
1 η̃

(2)
3 (6) + L

(1)
1 ,

Y
(3)
1 =

(

2P
(1)
1 + 2Q

(1)
12 + 2Q

(1)
12 + 3R

(1)
1

)

η̃(1)(6) +

+(P
(1)
1 +Q

(1)
11 +Q

(1)
12 )η̃(3)(6) +

+
(

N
(1)
1 +M

(1)
12 + L

(1)
1

)

η̃
(2)
1 (6) +

(

N
(1)
1 +M

(1)
11 + L

(1)
1

)

η̃
(2)
2 (6) +

+
(

M
(1)
11 +M

(1)
12 + L

(1)
1

)

η̃
(2)
3 (6) +

(

N
(1)
1 +M

(1)
11 +M

(1)
12

)

,

Y
(2)
1 = 2

(

N
(1)
1 +M

(1)
12 + L

(1)
1

)

η̃(1)(6) + 2M
(1)
11 η̃

(3)(6) +

+2R
(1)
1 η̃

(2)
1 (6) + 2P

(1)
1 η̃

(2)
2 (6) + 2Q

(1)
11 η̃

(2)
3 (6) + 2Q

(1)
12 ,

Y
(2)
2 = 2

(

N
(1)
1 +M

(1)
11 + L

(1)
1

)

η̃(1)(6) + 2M
(1)
12 η̃

(3)(6) +

+2P
(1)
1 η̃

(2)
1 (6) + 2R

(1)
1 η̃

(2)
2 (6) + 2Q

(1)
12 η̃

(2)
3 (6) + 2Q

(1)
11 ,

Y
(2)
3 = 2

(

M
(1)
11 +M

(1)
12 L

(1)
1

)

η̃(1)(6) + 2N
(1)
1 η̃(3)(6) +

+2Q
(1)
11 η̃

(2)
1 (6) + 2Q

(1)
12 η̃

(2)
2 (6) + 2R

(1)
1 η̃

(2)
3 (6) + 2P

(1)
1 .

Враховуючи вирази (7.3), рiвняння для змiщень (7.2) запишемо
у такому виглядi:

ρ
∂2u1t

∂t2
= c16

∂ε6t
∂y

+ c26
∂η

(1)
t (6)

∂y
,

ρ
∂2u2t

∂t2
= c16

∂ε6t
∂x

+ c26
∂η

(1)
t (6)

∂x
, (7.5)

де використанi наступнi позначення:

c16 = cE0
66 +

4βψ6

vD6
f6 −

− 2β

vD6

[

δ2s6 cosh(2z̃6 + βδs6ε̃6) + δ2164b cosh(z̃6 − βδ16ε̃6) +

+δ2a62a coshβδa6ε̃6

]

+
2β

vD2
6

(−δs6Ms6 + δ16M16 + δa6Ma6)
2,

c26 =
4

v

(

ψ6 −
ϕη6
D6

f6

)

,

Розв’язки систем (7.4) i (7.5) шукатимемо у виглядi гармонiчних
хвиль

η
(1)
t (6) = η

(1)
E (6, x, y)eiωEt, η

(3)
t (6) = η

(3)
E (6, x, y)eiωEt,
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η
(2)
1t (6) = η

(2)
1E (6, x, y)eiωEt, η

(2)
2t (6) = η

(2)
2E (6, x, y)eiωEt, (7.6)

η
(2)
3t (6) = η

(2)
3E (6, x, y)eiωEt, ε6t = ε6E(x, y)eiωEt,

u1t = u1E(y)eiωEt, u2t = u2E(x)eiωEt.

В результатi, розв’язуючи систему рiвнянь (7.4) з врахуванням
(7.6), знаходимо, що

η
(1)
E (6, x, y) =

βµ3

2
F (1)(αωE)E3 +

[

−βψ6F
(1)(αωE) + (7.7)

+βδs6F
(1)
s (αωE) − βδa6F

(1)
a (αωE) + βδ16F

(1)
1 (αωE)

]

ε6E(x, y),

де використанi наступнi позначення:

F (1)(αω) =
p(4)(iαω)4 + p(3)(iαω)3 + p(2)(iαω)2 + p(1)(iαω) + p(0)

(iαω)5 + p4(iαω)4 + p3(iαω)3 + p2(iαω)2 + p1(iαω) + p0
,

F (1)
s (αω) =

p
(4)
s (iαω)4 + p

(3)
s (iαω)3 + p

(2)
s (iαω)2 + p

(1)
s (iαω) + p

(0)
s

(iαω)5 + p4(iαω)4 + p3(iαω)3 + p2(iαω)2 + p1(iαω) + p0
,

F (1)
a (αω) =

p
(4)
a (iαω)4 + p

(3)
a (iαω)3 + p

(2)
a (iαω)2 + p

(1)
a (iαω) + p

(0)
a

(iαω)5 + p4(iαω)4 + p3(iαω)3 + p2(iαω)2 + p1(iαω) + p0
,

F
(1)
1 (αω) =

p
(4)
1 (iαω)4 + p

(3)
1 (iαω)3 + p

(2)
1 (iαω)2 + p

(1)
1 (iαω) + p

(0)
1

(iαω)5 + p4(iαω)4 + p3(iαω)3 + p2(iαω)2 + p1(iαω) + p0
.

(7.8)

У (7.8) вирази p4, . . . , p0, p(4), . . . , p(0) задаються спiввiдношення-
ми (6.7) i (6.10), а

p(4)
s = −c1s, p(4)

a = −c1a, p
(4)
1 = −c̃11,

p(3)
s = −

(∣

∣

∣

∣

c12 c1s
c22 c3s

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c13 c1s
c33 c2s

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c14 c1s
c44 c2s

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c15 c1s
c55 c2s

∣

∣

∣

∣

)

,

p(3)
a = −

(∣

∣

∣

∣

c12 c1a
c22 −c1a

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c13 c1a
c33 c2a

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c14 c1a
c44 −c2a

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c15 c1a
c55 c3a

∣

∣

∣

∣

)

,

p
(3)
1 = −

(∣

∣

∣

∣

c12 c̃11
c22 c̃21

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c13 c̃11
c33 c̃31

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c14 c̃11
c44 c̃41

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c15 c̃11
c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

)

,

p(2)
s = −





∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c1s
c22 c23 c3s
c32 c33 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c1s
c22 c24 c3s
c42 c44 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c15 c1s
c22 c25 c3s
c52 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c1s
c33 c34 c2s
c43 c44 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c15 c1s
c33 c35 c2s
c53 c45 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c14 c15 c1s
c44 c45 c2s
c54 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 ,
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p(2)
a =−





∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c1a
c22 c23 −c1a
c32 c33 c2a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c1a
c22 c24 −c1a
c42 c44 −c2a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c15 c1a
c22 c25 −c1a
c52 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c1a
c33 c34 c2a
c43 c44 −c2a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c15 c1a
c33 c35 c2a
c53 c45 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c14 c15 c1a
c44 c45 −c2a
c54 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 ,

p
(2)
1 = −





∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c̃11
c22 c23 c̃21
c32 c33 c̃31

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c̃11
c22 c24 c̃21
c42 c44 c̃41

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c15 c̃11
c22 c25 c̃21
c52 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c̃11
c33 c34 c̃31
c43 c44 c̃41

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c15 c̃11
c33 c35 c̃31
c53 c45 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c14 c15 c̃11
c44 c45 c̃41
c54 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 ,

p(1)
s = −









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c1s
c22 c23 c24 c3s
c32 c33 c34 c2s
c42 c43 c44 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c15 c1s
c22 c23 c25 c3s
c32 c33 c35 c2s
c52 c53 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c15 c1s
c22 c24 c25 c35
c42 c44 c45 c2s
c52 c54 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c15 c1s
c33 c34 c35 c2s
c43 c44 c45 c2s
c53 c54 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









,

p(1)
a = −









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c1a
c22 c23 c24 −c1a
c32 c33 c34 c2a
c42 c43 c44 −c2a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c15 c1a
c22 c23 c25 −c1a
c32 c33 c35 c2a
c52 c53 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c15 c1a
c22 c24 c25 −c1a
c42 c44 c45 −c2a
c52 c54 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c15 c1a
c33 c34 c35 c2a
c43 c44 c45 −c2a
c53 c54 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









,

p
(1)
1 = −









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c̃11
c22 c23 c24 c̃21
c32 c33 c34 c̃31
c42 c43 c44 c̃41

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c15 c̃11
c22 c23 c25 c̃21
c32 c33 c35 c̃31
c52 c53 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c14 c15 c̃11
c22 c24 c25 c̃21
c42 c44 c45 c̃41
c52 c54 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c13 c14 c15 c̃11
c33 c34 c35 c̃31
c43 c44 c45 c̃41
c53 c54 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









,
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p(0)
s = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c15 c1s
c22 c23 c24 c25 c3s
c32 c33 c34 c35 c2s
c42 c43 c44 c45 c2s
c52 c53 c54 c55 c2s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

p(0)
a = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c15 c1a
c22 c23 c24 c25 −c1a
c32 c33 c34 c35 c2a
c42 c43 c44 c45 −c2a
c52 c53 c54 c55 c3a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

p
(0)
1 = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c12 c13 c14 c15 c̃11
c22 c23 c24 c25 c̃21
c32 c33 c34 c35 c̃31
c42 c43 c44 c45 c̃41
c52 c53 c54 c55 c̃51

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Враховуючи спiввiдношення (7.5) i (7.6), отримуємо наступнi хви-
льовi рiвняння для u1E , u2E:

cE66(αωE)
∂2u2E

∂y2
+ ρω2

Eu1E = 0, cE66(αωE)
∂2u2E

∂x2
+ ρω2

Eu2E = 0, (7.9)

де

cE66(αω) = cE0
66 +

+
4βψ6

v

[

−ψ6F
(1)(αω) + δs6F

(1)
s (αω) + δ16F

(1)
1 (αω) − δa6F

(1)
a (αω)

]

−

−4ϕ3f6
vD6

β
[

−ψ6F
(1)(αω)+δs6F

(1)
s (αω)+δ16F

(1)
1 (αω)−δa6F (1)

a (αω)
]

−

− 2β

vD6

[

δ2s6 cosh(2z̃+βδs6ε̃6)+δ
2
16 cosh(z̃−βδ16ε̃6)+δ2a62a coshβδa6ε̃

2
6

]

+

+
4βψ6

vD6
f6 +

2β

vD2
6

(−δs6Ms6 + δ16M16 + δa6Ma6)
2.

Рiвняння (7.9) запишемо в такому виглядi:

∂2u1E

∂y2
+ k2

6Eu1E = 0,
∂2u2E

∂x2
+ k2

6Eu2E = 0, (7.10)

де k6E – хвильове число

k6E =
ωE

√
ρ

√

cE66(αωE)
. (7.11)
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Розв’язки рiвнянь (7.10) шукаємо у наступному виглядi:

u1E=A1E cos k6Ey+B1E sin k6Ey; u2E=A2E cos k6Ex+B2E sin k6Ex.

В результатi

ε6E(x, y) = k6E

[

−(A1E cos k6Ey +A2E cos k6Ex) +

+(B1E sin k6Ey +B2E sin k6Ex)
]

. (7.12)

Граничнi умови задаємо в наступному виглядi:

ε6E(0, 0) = ε6E(l, l) = ε6E(0, l) = ε6E(l, 0) = ε0E . (7.13)

Значення ε0E знаходимо iз виразу (7.4), враховуючи спiввiдно-
шення (7.9). В результатi

ε0E =
e36(αωE)

cE66(αωE)
E3. (7.14)

де

e36(αωE) = e036 +
βµ3

v

[

−ψ6F
(1)(αωE) + δs6F

(1)
s (αωE) +

+δ16F
(1)
1 (αωE) − δa6F

(1)
a (αωE)

]

. (7.15)

Враховуючи граничнi умови (7.14), iз виразiв (7.12) знаходимо,
що

ε6E(x, y) =
ε0E
2

[

−cos k6El − 1

sink6E l
(sin k6Ey + sin k6Ex)+

+(cos k6Ey + cos k6Ex)] . (7.16)

Використовуючи вираз, який зв’язує поляризацiю P3 з парамет-
ром порядку η(1) та деформацiєю ε6, а також спiввiдношення (7.7),
знаходимо, що

P3(x, y, t) = P3E(x, y)eiωEt, (7.17)

де

P3E(x, y) = e36(αωE)ε6E(x, y) + χε33(αωE)E3,

а

χ33(αωE) = χε033 +
βµ2

3

2v
F (1)(αωE).
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Розрахуємо тепер дiелектричну динамiчну сприйнятливiсть
χσ33(αωE) вiльного кристалу, яка визначається наступним спiввiдно-
шенням:

χσ33(αωE) =
1

l2
∂

∂E3

l
∫

0

l
∫

0

P3E(x, y)dxdy. (7.18)

Враховуючи вирази (7.19), знаходимо, що

1

l2

l
∫

0

l
∫

0

dxdyε6E(x, y) =
2ε0E
k6E

tan
k6E l

2
=

ε0E
R(ωE)

, (7.19)

де
1

R(ω)
=

2

k6El
tan

k6El

2
.

Беручи до уваги спiввiдношення (7.17) i (7.19), на основi виразiв
(7.18), отримуємо, що

χσ33(αωE) = χε33(αωE) +
1

R(ωE)

e236(αωE)

cE66(αωE)
. (7.20)

8. Поглинання i швидкiсть ультразвуку в криста-
лах KD2PO4

Ефективним методом вивчення поведiнки кристалiв є проходжен-
ня через них ультразвукових хвиль, довжина яких набагато менша
вiд лiнiйних розмiрiв зразка. При цьому всi динамiчнi змiннi, а са-
ме параметр порядку, елементарнi змiщення, залежать лише вiд ко-
ординати напрямку поширення хвилi. Якщо тонкi бруски кристалу
вирiзанi вздовж напрямку [001], то вздовж бруска поширюється по-
перечна ультразвукова хвиля, яка поляризована вздовж [010]. Серед
похiдних ∂ui

∂xj
вiдмiнною вiд нуля є лише ∂u2

∂x
i тому замiсть систем

рiвнянь (7.4) i (7.5) можна записати наступнi рiвняння:

d

dt















η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















=













c11 c12 c13 c14 c15
c21 c22 c23 c24 c25
c31 c32 c33 c34 c35
c41 c42 c43 c44 c45
c51 c52 c53 c54 c55



























η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)















+
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+βψ6ε6t













c1
c2
c3
c4
c5













−βδs6ε6t













c1s
c3s
c2s
c2s
c2s













+βδa6ε6t


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
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

;

ρ
∂2u2t

∂t2
= c16

∂ε6t
∂x

+ c26
∂η

(1)
t (6)

∂x
. (8.1)

Розв’язуючи систему рiвнянь (8.1), отримуємо для такого вибору
брускiв хвильове число, яке спiвпадає iз знайденим вище, а саме

k6 =
ω
√
ρ

√

cE66(αω)
. (8.2)

Використовуючи спiввiдношення (8.2), можна розрахувати швид-
кiсть ультразвукової хвилi, а саме

v66(ω) =
ω

Re|k6|
= Re

√

cE66(αω)√
ρ

(8.3)

i внесок квазiспiнової пiдсистеми у коефiцiєнт поглинання звуку:

κ(ω) = κ0 − Im|k6| = κ0 − Im

∣

∣

∣

∣

∣

ω
√
ρ

√

cE66(αω)

∣

∣

∣

∣

∣

, (8.4)

де κ0 – сталий, частотно i температурно незалежний доданок, який
описує внесок iнших механiзмiв у поглинання, що спостерiгається на
експериментi.

9. Порiвняння числових розрахункiв з експери-
ментальними даними. Обговорення отриманих
результатiв

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числового розрахунку, от-
риманих у рамках запропонованої моделi, поздовжнiх дiелектрич-
них, теплових, п’єзоелектричних та пружних характеристик криста-
лiв M(H1−xDx)2XO4 (M= K, Rb; X = P, As) i порiвняємо їх з вiдпо-
вiдними експериментальними даними для цих кристалiв. Вiдзначи-
мо, що розвинута в попереднiх параграфах теорiя, строго кажучи,
справедлива для кристалiв типу MD2XO4. Експериментальнi ж данi
стосуються кристалiв M(H1−xDx)2XO4 iз концентрацiями дейтерiю
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x (0 ≤ x ≤ 1). Встановлений експериментальним шляхом релаксацiй-
ний характер дисперсiї ε∗33(ν, T ) [16,19,31,75] у цього типу кристалах,
слiдуючи [80–82], скорiше всього пов’язаний з ефектом подавлення
тунелювання короткосяжними взаємодiями. У зв’язку з цим ефекта-
ми тунелювання протонiв на водневих зв’язках надалi будемо нехту-
вати. При цьому вважатимемо, що i для кристалiв M(H1−xDx)2XO4

справедливою є запропонована теорiя з усередненими ефективними
мiкропараметрами.

Головним завданням тепер є дослiдження розрахованих на основi
отриманих виразiв залежностей статичних i динамiчних поздовжнiх
дiелектричних, теплових, п’єзоелектричних характеристик криста-
лiв M(H1−xDx)2PO4 вiд параметрiв теорiї i визначення оптимальних
параметрiв, якi дозволили б отримати добре кiлькiсне узгодження
теоретичних розрахункiв з вiдповiдними експериментальними дани-
ми.

Для вибору оптимальних параметрiв теорiї необхiдно використо-
вувати залежнiсть температури переходу Tc вiд концентрацiї дейте-
рiю x. I тому зупинимось на експериментальних даних для Tc(x) для
K(H1−xDx)2PO4, якi наведенi на рис.2. Як видно, має мiсце досить
великий розкид значень Tc(x), наведений рiзними авторами.
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Рис. 2. Залежнiсть температури фазового переходу K(H1−xDx)2PO4

вiд концентрацiї дейтерiю x: [13], [14], [15], [16], [17],
[18], [19], [20], [21], [22], [23], [24, 25], [26],
[27], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34]. Лiнiя

– використана в теорiї залежнiсть Tc(x).
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У роботах [19,46,83] залежнiсть Tc(x) кристалiв K(H1−xDx)2PO4

вважається лiнiйною i описується емпiричною залежнiстю Tc =
123+106x± 2 [19], Tc = 121, 7+107x [83]. Однак у цих роботах вико-
ристана мала кiлькiсть зразкiв i невисокою є точнiсть вимiрювання
Tc(x). У роботах [26,29,47], якi характеризуються бiльш високою точ-
нiстю вимiрювання i бiльшою кiлькiстю використаних зразкiв, отри-
манi нелiнiйнi залежностi Tc(x). Однак результати цих робiт часто
не узгоджуються мiж собою за величиною dTc

dx
i екстрапольованими

значеннями Tc(0) i Tc(1). У роботах [24,25] було проведено грунтов-
не дослiдження концентрацiйної залежностi температури фазового
переходу для великої кiлькостi зразкiв кристалу K(H1−xDx)2PO4 i
був пiдтверджений нелiнiйний характер Tc(x). Порiвнюючи данi ро-
бiт [24,25] iз результатами Tc(x) iнших авторiв, можна помiтити, що
значення Tc(x) [24,25] узгоджуються з даними робiт [26], [83] в iн-
тервалi 0 ≤ x ≤ 0, 4 iз даними [47] в iнтервалi складiв 0 ≤ x ≤ 0, 3.
Окремi значення Tc iз [19] (x = 0,35; 0,68) та (x = 0, 4) [83] спiв-
падають з вiдповiдними результатами робiт [24,25]. Але в iнтервалi
складiв 0, 4 ≤ x ≤ 1 значення робiт [19,46,47,83] для Tc(x) на 5-
10 K вищi вiд отриманих у [24,25]. Досить великий розкид даних
для Tc(x) пов’язаний, скорiше всього, з неточним визначенням кон-
центрацiй дейтерiю у зразках K(H1−xDx)2PO4, якi дослiджувались
рiзними авторами. Надалi будемо грунтуватися на даних для Tc(x),
наведених у [24,25]. Беручи до уваги цю залежнiсть Tc(x) i данi тих
робiт для Tc(x), якi вiдхиляються вiд результатiв робiт [24,25], мож-
на уточнити концентрацiю x дейтерiю у кристалах K(H1−xDx)2PO4.
Суцiльна лiнiя на рис.2 – використана в теорiї залежнiсть Tc(x).

Експериментальнi значення температури переходу Tc при рiз-
них значеннях x для кристалу Rb(H1−xDx)2PO4 наведенi на рис.3.
Концентрацiйна залежнiсть Tc(x) у Rb(H1−xDx)2PO4 є майже лiнiй-
ною, на вiдмiну вiд нелiнiйної для кристалiв K(H1−xDx)2PO4.

У роботi [67] запропоновано емпiричну залежнiсть Tc(x) для
Rb(H1−xDx)2PO4, а саме Tc(x) = (146, 6 + 108x)K.

Для порiвняння на рис.4 наведенi залежностi температур фа-
зових переходiв Tc(x) вiд концентрацiї дейтерiю x для криста-
лiв M(H1−xDx)2XO4, Cs(H1−xDx)2PO4 i N(H1−xDx)4(H1−xDx)2PO4.
Виявилось, що для кристалiв M(H1−xDx)2XO4 коефiцiєнт dTc(x)

dx

практично однаковий i дещо бiльший для Cs(H1−xDx)2PO4. Залеж-
ностi Tc(x) для Rb(H1−xDx)2PO4 i N(H1−xDx)4(H1−xDx)2PO4 спiв-
падають.

Для кiлькiсної оцiнки температурних i частотних залежностей
вiдповiдних фiзичних характеристик кристалiв M(H1−xDx)2PO4, от-
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Рис. 3. Залежнiсть температури фазового переходу Rb(H1−xDx)2PO4

вiд концентрацiї дейтерiю x: [35], [33], [36], [21], [37].
Лiнiя – використана в теорiї залежнiсть Tc(x).

риманих в рамках запропонованої теорiї, необхiдно задати значення
таких параметрiв:

- енергiй протонних i дейтронних конфiгурацiй εH , wH , w1H i
εD, wD, w1D, вiдповiдно;

- параметрiв далекосяжної взаємодiї νc(x);

- ефективних дипольних моментiв µ3H , µ3D;

- деформацiйних потенцiалiв ψ6H , ψ6,012H , δs6H , δs6,012H , δa6H ,
δa6,012H , δ16H , δ16,012H ;

- “затравочних” дiелектричних сприйнятливостей χε033H , χε033D;

- “затравочних” пружних сталих cE0
66H , cE0

66,012H ;

- “затравочних” коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e036H ,
e036,012H ;

- параметрiв αH , αD, що визначають часову шкалу релаксацiй-
них процесiв.
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Рис. 4. Залежнiсть температури фазового переходу вiд концен-
трацiї дейтерiю x для кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 – [38],
Rb(H1−xDx)2PO4 – [37], [89], K(H1−xDx)2PO4 –
[18], [16], [24, 25], K(H1−xDx)2AsO4 – [39], [40],
N(H1−xDx)4(H1−xDx)2PO4 – [41]. Лiнiї – використанi в теорiї за-
лежностi Tc(x).

Iндекс H у параметрах теорiї вiдповiдає кристалу MH2XO4, а
iндексD – MD2XO4. Вважатимемо, що кристалам M(H1−xDx)2PO4 з
рiзними значеннями x вiдповiдають усередненi ефективнi параметри

ε(x) = εH(1 − x) + εDx, w(x) = wH(1 − x) + wDx

i так далi.
В отриманi теоретично вирази фiзичних характеристик крiм пе-

рерахованих параметрiв теорiї входить об’єм примiтивної комiрки
кристалiв M(H1−xDx)2XO4, що складається iз двох тетраедрiв PO4.
Враховуючи, що для K(H1−xDx)2PO4 v(x) = [0, 19359 + 0, 00184x] ·
10−21 см3 [67], нами використанi такi значення v для кристалiв
M(H1−xDx)2XO4 (табл.2)

Табл. 2.
KH2PO4 KD2PO4 RbH2PO4 KH2AsO4 KD2AsO4

υ, 10−21см3 0.1936 0.1954 0.2090 0.2052 0.2065
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Енергiя w1H , яка вiдповiдає двом протонним конфiгурацiям – чо-
тири бiля кисневого тетраедра i жодного протона – повинна бути
значно бiльшою за енергiї εH i wH . I тому ми приймаємо w1H = ∞ i
w1D = ∞(d = 0).

Для визначення перерахованих нижче оптимальних мiкропа-
раметрiв використаємо температурнi залежностi фiзичних харак-
теристик M(H1−xDx)2PO4, якi отриманi експериментально. Зокре-
ма, для K(H1−xDx)2PO4 Tc(x) [24,25], Ps(T ) [26,42], ε6 [84,85],
∆Cp(T ) [35,48,50], εσ33(0, T ) [84,85] [23,26,39,57], d36 [57,70,71,59], cE66
[57,66,73,68], ε∗ε33(ω, T ) [16], а для Rb(H1−xDx)2PO4 Tc(x) [37], Ps(T )
[28], ∆Cp(T ) [35], εσ33(0, T ) [59], d36 [59], cE66 [68], ε∗ε33(ω, T ) [76], а для
K(H1−xDx)2AsO4 Tc(x) [40], Ps(T ) [40], ∆Cp(T ) [40], εσ33(0, T ) [39,40],
d36 [72], cE66 [72], ε∗ε33(ω, T ) [76].

Зупинимось тепер коротко на методицi знаходження параметрiв
теорiї на прикладi кристалу KH2PO4. Спочатку розглянемо випадок,
коли п’єзоелектрична взаємодiя вiдсутня i вiдповiднi деформацiйнi
потенцiали рiвнi нулю. У випадку сегнетоелектричної фази голов-
ною задачею є розв’язок рiвняння для параметра порядку η(1)(6).
Температурний хiд спонтанної поляризацiї та iнших характеристик
KH2PO4 визначають тi розв’язки рiвняння для η(1)(6), якi задово-
льняють умову мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу. Вiзьмемо до
уваги, що фазовий перехiд у кристалi KH2PO4 є переходом першого
роду. Тому при заданих параметрах мiкротеорiї εH i wH параметр
далекосяжної взаємодiї νc будемо знаходити за допомогою програми
мiнiмiзацiї термодинамiчного потенцiалу за умови, щоб розрахова-
не значення температури фазового переходу Tc у випадку фазового
переходу першого роду вiдповiдало експериментально визначеному.
Вибираючи рiзнi набори мiкропараметрiв εH i wH i знаходячи вели-
чини νc, знаходимо тi значення цих параметрiв, якi найкраще кiль-
кiсно вiдтворюють температурний хiд спонтанної поляризацiї Ps(T )
i протонної теплоємностi ∆Cp. Значення ефективного дипольного
моменту µ−

3H у сегнетоелектричнiй фазi визначається шляхом уз-
годження мiж теоретичним значенням параметра порядку η(1)(6) й
експериментальною величиною поляризацiї насичення, а також iз
врахуванням температурної залежностi ε′′33(ω, T ).

Парафазне значення µ+
3H визначається з умови узгодження роз-

рахованої на частотi ν = 154, 2 ГГц уявної частини дiелектричної
проникностi ε′′33(ω, T ) з вiдповiдним експериментальним результатом
роботи [16].

Якщо ж взяти до уваги п’єзоелектричну взаємодiю, то, врахову-
ючи проведений вище аналiз, який показав, що внески спонтанної
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деформацiї ε6 у температурнi залежностi спонтанної поляризацiї та
протонної теплоємностi є незначними, отриманi ранiше значення εH
i wH залишаються незмiнними.

“Затравочнi” величини χε033, e
0
36, c

E0
66 = 1

sE0
66

визначаються з умови
найкращого узгодження теорiї з вiдповiдними експериментальними
даними у температурних областях, якi значно вiддаленi вiд темпе-
ратури переходу Tc.

Для вибору оптимального набору деформацiйних параметрiв
ψ6H , δs6H , δa6H i δ16H проведено грунтовне дослiдження їх впли-
ву на температурну залежнiсть розрахованих спонтанної деформа-
цiї ε6, п’єзоелектричних характеристик d36, e36, h36, g36 i пружної
сталої cE66. Крiм того, цi параметри i параметр далекосяжної взаємо-
дiї νCH входять в електричний термодинамiчний потенцiал g2E(6).
В результатi отримано такий набiр параметрiв νCH , ψ6H , δs6H , δa6H
i δ16H , при якому розрахована на основi потенцiалу g2E(6) темпера-
тура Tc = 122, 5 K, а температурнi залежностi розрахованих ε6, d36,
e36, h36, g36 i cE66 спiвпадають з експериментальними [41,42,57].

Для визначення параметра порядку η(1)(6) i спонтанної дефор-
мацiї ε6 проведена мiнiмiзацiя термодинамiчного потенцiалу g2E(6)
при E3 = 0 за параметром порядку η(1)(6) i знайдено деформацiю
ε6 з рiвняння (3.2) при σ6 = 0. Поведiнка g2E(6) є характерною для
фазового переходу I роду: нижче точки переходу g2E(6) має три мi-
нiмуми – один при η(1)(6) = 0 i два при ±η(1)(6) 6= 0. Останнi два ма-
ють однакову глибину i є нижчими, нiж при η(1)(6) = 0. При T = Tc
всi мiнiмуми є однакової глибини (умова на температуру фазового
переходу), а при T > Tc центральний мiнiмум є найглибшим.

Параметр αH визначали з такої умови, щоб теоретично розрахо-
ванi кривi частотних залежностей ε∗33(ω) узгоджувались iз кривими,
якi отримано експериментально. При цьому передбачалось, що па-
раметр αH незначно змiнюється з температурою:

αH = [PH +RH |∆T |] · 10−14, ∆T = T − Tc.

Отриманий таким чином оптимальний набiр параметрiв на-
ведений у табл.3 для кристалiв K(H1−xDx)2PO4, у табл.4 –
для Rb(H1−xDx)2PO4 i в табл.5 – для K(H1−xDx)2AsO4.

Тепер проаналiзуємо отриманi результати для модельних пара-
метрiв εH , wH i νCH для кристалiв KH2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4.
Значення параметрiв εH i wH для фосфатiв (KH2PO4, RbH2PO4) є
бiльшими вiд значень цих параметрiв для арсенатiв (KH2AsO4). Iзо-
морфне замiщення K → Rb приводить до незначної змiни значень
параметрiв εH i wH , а вiдношення εH

wH
приблизно однаковi, а саме
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Табл. 3.
x Tc T0

ε
kB

w
kB

ν3(0)
kB

µ3−, 10−18 µ3+, 10−18 χ0
33

(K) (K) (K) (K) (K) (esu · cm) (esu · cm)
0.00 122.5 122.5 56.00 422.0 17.91 1.46 1.71 0.73
0.21 146.0 145.9 63.78 515.8 23.18 1.54 1.79 0.65
0.29 155.0 154.8 66.74 551.5 25.21 1.57 1.82 0.62
0.64 191.0 190.3 79.71 707.8 32.34 1.70 1.96 0.48
0.79 204.0 203.1 85.27 774.8 34.18 1.76 2.02 0.42
0.81 205.6 204.8 85.82 781.5 33.44 1.76 2.02 0.42
0.84 208.0 207.0 87.12 797.1 34.63 1.77 2.03 0.41
0.88 211.0 210.0 88.60 815.0 34.90 1.79 2.05 0.39
0.91 213.2 212.2 89.71 828.4 35.07 1.80 2.06 0.38
0.93 215.0 213.9 90.45 837.3 35.36 1.81 2.07 0.37
0.99 219.0 217.9 92.67 864.1 35.52 1.83 2.09 0.35
1.00 220.1 219.0 93.05 868.6 35.76 1.84 2.10 0.34

x ψ6

kB

δs6

kB

δa6

kB

δ16
kB

c066 · 10−10 e036
(K) (K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 -150.00 82.00 -500.00 -400.00 7.10 1000.00
0.64 -142.73 58.73 -863.64 -400.00 6.59 1727.27
0.81 -200.00 52.73 -957.39 -400.00 6.45 1914.77
0.84 -140.45 51.45 -977.27 -400.00 6.43 1954.55
0.88 -140.00 50.00 -1000.00 -400.00 6.40 2000.00
0.93 -139.43 48.18 -1028.41 -400.00 6.36 2056.82
1.00 -138.64 45.64 -1068.18 -400.00 6.30 2136.36
x P− R− P+ R+

(s) ( s
K

) (s) ( s
K

)
0.00 0.35 0.0100 0.43 0.0160
0.21 0.85 0.0095 1.22 0.0193
0.29 1.05 0.0093 1.51 0.0217
0.64 1.76 0.0385 2.44 0.0173
0.79 1.92 0.0082 2.65 0.0151
0.81 1.95 0.0082 4.19 0.0001
0.84 2.02 0.0081 2.83 0.0167
0.88 2.10 0.0080 2.90 0.0150
0.91 2.16 0.0079 2.88 0.0130
0.93 2.20 0.0079 3.04 0.0149
0.99 2.72 0.0077 4.21 0.0189
1.00 2.84 0.0077 4.54 0.0349
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Табл. 4.
x Tc T0

ε
kB

w
kB

ν3(0)
kB

µ3−, 10−18 µ3+, 10−18 χ0
33

(K) (K) (K) (K) (K) (esu · cm) (esu · cm)
0.00 147.6 147.6 60.00 440.0 29.13 1.50 2.00 0.40
0.48 193.0 192.5 78.00 645.8 36.52 1.68 2.03 0.39
0.80 223.0 222.1 90.00 783.0 41.47 1.80 2.05 0.39

x ψ6

kB

δs6

kB

δa6

kB

δ16
kB

c066 · 10−10 e036
(K) (K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 -130.00 50.00 -500.00 -300.00 5.90 3000.00
0.48 -124.00 44.00 -620.00 -300.00 6.32 2400.00
0.80 -120.00 40.00 -700.00 -300.00 6.60 2000.00
x P− R− P+ R+

(s) ( s
K

) (s) ( s
K

)
0.00 0.55 0.0080 0.93 0.0140

Табл. 5.
x Tc T0

ε
kB

w
kB

ν3(0)
kB

µ3−, 10−18 µ3+, 10−18 χ0
33

(K) (K) (K) (K) (K) (esu · cm) (esu · cm)
0.00 97.0 95.8 35.50 385.0 17.43 1.61 1.65 0.70
1.00 162.0 158.7 56.00 690.0 31.72 2.20 2.20 0.50

x ψ6

kB

δs6

kB

δa6

kB

δ16
kB

c066 · 10−10 e036
(K) (K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 -170.00 130.00 -500.00 -500.00 7.50 3000.00
1.00 -160.00 120.00 -800.00 -500.00 6.95 3000.00
x P− R− P+ R+

(s) ( s
K

) (s) ( s
K

)
0.00 0.47 0.0160 0.61 0.0190
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рiвнi 7,1 у KH2PO4 i 7,2 у RbH2PO4. Змiна значення параметра да-
лекодiї νc при iзоморфному замiщеннi K → Rb близька за величиною
до його змiни при iзоморфному замiщеннi P → As, але протилежна
за знаком. Спробуємо пояснити особливостi у змiнi значень пара-
метрiв εH , wH , νCH при переходi вiд одного кристалу до iншого.
На значення енергiї εH нейтральних конфiгурацiй протонiв впливає
насамперед асиметрiя розмiщення водневих зв’язкiв бiля iдеального
тетраедра PO4. На значення енергiї εH впливає також неiдеальнiсть
тетраедра PO4 й асиметрiя його оточення вздовж i перпендикулярно
до тетрагональної осi c [86]. За вiдсутностi всiх цих асиметрiй εH = 0.
Отже, змiна значення енергiї εH пов’язана зi змiною цих асиметрiй.
У кристалi KH2PO4 кутове викривлення тетраедра PO4 є бiльшим,
нiж у кристалi KH2AsO4 [87], i тому значення енергiї εH для криста-
ла KH2PO4 отримано бiльшим, нiж для кристала KH2AsO4. Енергiя
wH заряджених конфiгурацiй є менш чутливою до цих асиметрiй.
Менше значення енергiї wH для кристала KH2AsO4 порiвняно зi зна-
ченням wH для KH2PO4 можна пояснити послабленням електричної
взаємодiї, оскiльки вiддаль P−O є меншою за вiддаль As−O [87,88].

У роботi [28] вiдзначено, що вiдношення величин мiкропарамет-
рiв, що вiдповiдають кристалу KH2XO4, до вiдповiдних величин
кристалу KD2XO4 є приблизно однаковими. В нашому випадку для
K(H1−xDx)2PO4

TCH

TCD
= 0, 556, εH

εD
= 0, 601, wH

wD
= 0, 485, νCH

νCD
= 0, 507,

µ2
3−H

µ2
3−D

= 0, 629,
µ2

3+H

µ2
3+D

= 0, 663, а для K(H1−xDx)2AsO4
TCH

TCD
= 0, 634,

εH

εD
= 0, 634, wH

wD
= 0, 558, νCH

νCD
= 0, 598,

µ2
3−H

µ2
3−D

= 0, 732,
µ2

3+H

µ2
3+D

= 0, 750.

З табл.3–5 видно, що для опису температурного ходу поляризацiї
i статичної дiелектричної проникностi в парафазi значення ефек-
тивного дипольного моменту µ3 слiд покладати рiзними, причому
µ+

3 > µ−

3 . Таким же є вибiр µ3 i в iнших роботах, зокрема [27]. У ро-

ботi [77] вiдмiннiсть вiд одиницi вiдношення µ
+
3

µ
−

3

пояснено iснуванням

у кристалi недодемпорованої м’якої моди. Неможливiсть описати в
рамках моделi лад–безлад як поляризацiю, так i парафазну статич-
ну проникнiсть без введення для двох рiзних фаз двох значень µ3

показує границi застосовностi даної моделi. Тому крiм моделi про-
тонного впорядкування слiд включити до розгляду фононнi ступенi
вiльностi та ангармонiзми.

Розрахованi на основi модельних параметрiв для
M(H1−xDx)2XO4 рiзницi температур Кюрi–Вейса вiльного i за-
тиснутого кристалiв T σ0 −T ε0 , рiзницi температур фазового переходу
i температури Кюрi–Вейса вiльного кристалу Tc − T σ0 , а також данi
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iнших робiт наведенi в табл.6.

Табл. 6.
T σ0 − T ε0 T σ0 − T ε0 Tc − T σ0 Tc − T σ0

(K) (K) (K) (K)

KH2PO4 3.2 3.5 [57] 0.006 0.000 [26]

4.0 [53] 0.012 [45]

0.021 [86]

0.053 [39]

0.060 [44]

0.060 [36]

KD2PO4 3.9 6.7 [23] 1.135 0.73 [39]

1.5 [26]

1.5 [40]

2.3 [23]

RbH2PO4 2.3 0.024 0.000 [86]

0.060 [35]

0.076 [39]

KH2AsO4 5.5 1.182 0.716 [86]

1.55 [40]

1.82 [39]

KD2AsO4 5.8 3.338 3.63 [40]

Параметр далекосяжної взаємодiї νc можна визначити з рiвнян-
ня для температури Кюрi–Вейса T ε0 , при якiй сприйнятливiсть за-
тиснутого кристалу (3.12) має особливiсть i взявши T σ0 −T ε0 = 3, 5 K.
При цьому ν̃c = 17, 75 K. Однак при цьому значеннi ν̃c не вдалося
знайти такого набору деформацiйних параметрiв, щоб i Tc = 122, 5 i
розрахованi температурнi залежностi п’єзоелектричних коефiцiєнтiв
узгоджувались з експериментальними. Врахування тунелювання в
[36] дало змогу описати рiзницi T σ0 − T ε0 i Tc − T σ0 бiльш точно.

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числового розрахунку
фiзичних характеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4 на основi знай-
дених параметрiв теорiї i порiвняння отриманих теоретичних резуль-
татiв з вiдповiдними експериментальними даними.

Результати розрахунку температурного ходу спонтанної поляри-
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зацiї Ps(T ) для K(H1−xDx)2PO4 з рiзними ступенями дейтерування
x разом з експериментальними даними наведенi на рис.5. Слiд вiд-
значити, що в кристалi KH2PO4 має мiсце фазовий перехiд першого
роду, близький до другого. При збiльшеннi x першорiднiсть фазо-
вого переходу посилюється. Отриманi на основi теоретичних розра-
хункiв залежностi Ps(T ) добре описують спостережуваний темпера-
турний хiд поляризацiї [26] у випадку x = 1, 0 i 0,80. У випадку
x = 0, 33 i x = 0, 0, починаючи з ∆T ∼ 15 K розрахованi значення
Ps(T ) бiльшi на ∼ 10% вiд даних роботи [26]. Але добре запропо-
нована теорiя описує Ps(T ) для KH2PO4 робiт [43,45]. Розрахована
в [36] з врахуванням тунелювання крива Ps(T ) для KH2PO4 добре
описує експериментальнi данi роботи [26]. Розраховане вiдношення
PCH

PSH
= 0, 23, отримане ж iз даних експерименту [44] воно дорiвнює

0,14, а iз робiт [39,40] – 0,36. Для KD2PO4 результати наших роз-
рахункiв PCD

PSD
= 0, 75. Це значення узгоджується iз даними експери-

менту 0,724 [40], 0,65 [26].
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Рис. 5. Температурна залежнiсть спонтанної поляризацiї
K(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 1.0 – 1, [26]; 0.84 – 2, [39]; 0.8 –
3, [26]; 0.33 – 4, [26]; 0.0 – 5, [42], [26], [43], [44],

[45], [46], [39]. Точки – експериментальнi, суцiльнi лiнiї –
теоретичнi значення, штриховi – теоретичнi значення [36].

На рис.6 наведено результати розрахунку Ps(T ) для
M(H1−xDx)2XO4 разом iз даними експериментiв для KH2PO4,
KD2PO4, RbH2PO4, KH2AsO4. Штриховими лiнiями представле-
но температурнi залежностi Ps(T ), розрахованi без врахування
п’єзоелектричної взаємодiї. Запропонована теорiя добре кiлькiсно
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Рис. 6. Температурна залежнiсть спонтанної поляризацiї для крис-
талiв: KH2PO4 – 1, [42], [26]; KD2PO4 – 2, [26]; RbH2PO4

– 3, [28]; KH2AsO4 – 4, [40], [39]; KD2AsO4 – 5, [40].
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення, штриховi –
теоретичнi значення [36].

описує спостережувану температурну залежнiсть спонтанної поля-
ризацiї цих кристалiв. У випадку RbH2PO4 розраховане значення
PCH

PSH
= 0, 33, а отримане на основi експерименту – 0,35 [39], 0,30 [40],

для KH2AsO4 маємо PCH

PSH
= 0, 84, а експериментальне 0,86 [39] i 0,84

[40], i, накiнець, для KD2AsO4 розраховане вiдношення PCH

PSH
= 0, 91,

а експериментальне значення дорiвнює 0,92 [40]. Вiдзначимо, що у
випадку iзоморфного замiщення K → Rb спонтанна поляризацiя
менша в усьому температурному дiапазонi в середньому на 10%, а
фазовий перехiд залишається переходом першого роду, близьким
до другого. При замiщеннi P → As значення поляризацiї насичення
зростає вiд 5,0·10−2 C/m2 до 5,2·10−2 C/m2, а температурна залеж-
нiсть Ps(T ) є дуже слабою i при T = Tc має мiсце чiтко виражений
перехiд першого роду. При дейтеруваннi величина поляризацiї
насичення зростає до 7,1·10−2 C/m2.

На рис.7 представлено розраховану температурну залежнiсть
спонтанної деформацiї ε6 кристалiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4,
KH2AsO4, KD2AsO4 i данi експерименту для ε6(T ), якi наведенi в
роботах [84,85] для KH2PO4. Як видно, розрахована крива ε6(T ) за-
довiльно узгоджується з результатами вимiрювань, особливо роботи
[85]. Температурний хiд ε6 якiсно повторює хiд спонтанної поляри-
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Рис. 7. Температурна залежнiсть спонтанної деформацiї ε6 для крис-
талiв: KH2PO4 – 1, , [85], , [84], KD2PO4 – 2, RbH2PO4 – 3,
KH2AsO4 – 4, KD2AsO4 – 5. Суцiльнi лiнiї – результати теоретично-
го розрахунку.

зацiї Ps(T ).
Запропонована теорiя кiлькiсно добре описує, як видно з рис.8–

10, температурну залежнiсть протонної молярної теплоємностi ∆Cp
кристалiв K(H1−xDx)2PO4, Rb(H1−xDx)2PO4, KH2AsO4 i KD2AsO4

при сталому тиску. Експериментальне значення ∆Cp знаходимо
внаслiдок вiднiмання вiд теплоємностi кристала граткового внеску,
який в областi фазового переходу апроксимується лiнiйною функ-
цiєю температури. Проведений числовий аналiз залежностi форми
кривих температурних залежностей поляризацiї i протонної моляр-
ної теплоємностi вiд параметрiв теорiї ε i w показує, що змiна ве-
личини ε при незмiнному w дуже слабо змiнює значення Ps i ∆Cp,
а при сталому ε збiльшення w наближає криву ∆Cp(T ) до даних
експерименту i в той же час зростає опуклiсть кривої Ps(T ). I то-
му вибрано оптимальнi параметри ε i w, якi задовiльно описували б
обидвi характеристики кристалiв.

Для порiвняння температурнi залежностi протонної молярної
теплоємностi кристалiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4, KH2AsO4 i
KD2AsO4 зображенi на рис.11. Найменшi значення ∆Cp властивi
арсенатам. При зменшеннi x у кристалах K(H1−xDx)2PO4 значен-
ня ∆Cp збiльшуються. При замiщеннi K → Rb величина протонної
теплоємностi зростає.

Штриховою лiнiєю на рис.11 зображено розраховану протонну
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Рис. 8. Температурна залежнiсть теплоємностi K(H1−xDx)2PO4 при
рiзних x: 0.0 – 1, [47], [48], [49]; 0.11 – 2, [47]; 0.34 – 3,

[47]; 0.54 – 4, [47]; 0.78 – 5, [48]; 0.86 – 6, [47]; 1.0 – 7,
[50]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 9. Температурна залежнiсть теплоємностi Rb(H1−xDx)2PO4 при
рiзних x: 0.0 – 1, [35], [51]; 0.5 – 2, [35]; 0.8 – 3, [35]. Точки
– експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 10. Температурна залежнiсть теплоємностi для кристалiв
KH2AsO4 – i KD2AsO4 – . Точки – експериментальнi [40], лiнiї
– теоретичнi значення, штриховi – теоретичнi значення [36].
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Рис. 11. Температурна залежнiсть теплоємностi для кристалiв
KH2PO4 – 1, [48]; KD2PO4 – 2, [50]; RbH2PO4 – 3, [51];
KH2AsO4 – 4, [40]; KD2AsO4 – 5, [40]. Точки – експеримен-
тальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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молярну теплоємнiсть KH2PO4 юез врахування п’єзоелектричної
взаємодiї. Як видно, її вклад у ∆Cp є незначним.

Перейдемо тепер до обговорення результатiв розрахунку поздов-
жнiх статичних дiелектричних проникностей механiчно вiльних i ме-
ханiчно затиснутих кристалiв M(H1−xDx)2XO4.

Вище точки переходу Tc при ∆T = T − Tc < 50◦ для темпе-
ратурної залежностi дiелектричної проникностi εσ33(0) механiчно вi-
льного кристалу досить точно виконується закон Кюрi–Вейса [53]:
εσ33(0) ≈ CCW

T−Tc
(CCW – стала Кюрi–Вейса, Tc – температура, при якiй

появляється спонтанна поляризацiя). У роботi [57] вiдзначено, що у
KH2PO4 ε

σ
33(0, T ) вище точки Кюрi добре описується виразом

εσ33(0) = 4, 5 +
3122

T + 251
.

При вимiрюваннi дiелектричної проникностi на частотах, бiль-
ших вiд частоти п’єзоелектричного резонансу, отримуємо дiелект-
ричну проникнiсть εσ33(0, T ) затиснутого кристалу, яка також опи-
сується законом Кюрi–Вейса, причому стала CCW у межах похибок
вимiрювань має таку ж величину, як i для вiльного кристалу, що
свiдчить про те, що рiзниця обернених проникностей затиснутого i
вiльного кристалiв фактично не залежить вiд температури [93].

Як видно iз табл.7, значення сталих CCW кристалiв
M(H1−xDx)2XO4, якi запропонованi для опису вимiряної безпосеред-
ньо статичної проникностi або для розрахунку експериментально
отриманої динамiчної поздовжньої проникностi, в рiзних роботах
досить вiдмiннi мiж собою.

Результати розрахунку температурних залежностей iзотермiчних
обернених статичних дiелектричних проникностей вiльного εσ33(0) i
затиснутого εε33(0) кристалу K(H1−xDx)2PO4 при рiзних значеннях
x i данi експериментiв наведено на рис.12, а кристалiв RbH2PO4,
KH2AsO4 i KD2AsO4 – на рис.13. Внаслiдок досить значного розки-
ду експериментальних даних для KH2PO4 температурнi залежностi
(εσ33(0))−1, отриманi в одних роботах, описуються добре, а iншi – гiр-
ше, особливо при ∆T > 50 K. Для температурного ходу (εσ33(0))−1 i
(εε33(0))−1 при великих значеннях x виконується закон Кюрi–Вейса
в досить широкому температурному iнтервалi. Iз зменшенням x об-
ласть температур, в яких справедливий закон Кюрi–Вейса, звужує-
ться i проявляється помiтна нелiнiйнiсть в температурнiй залежностi
(ε33(0))−1. При ростi ступеня дейтерування x величини εσ33(0) i εε33(0)
збiльшуються в парафазi i зменшуються в сегнетофазi. У випадку
iзоморфного замiщення K → Rb величина поздовжньої статичної
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Табл. 7.
x K(H1−xDx)2PO4 Rb(H1−xDx)2PO4 K(H1−xDx)2AsO4

2350 [52] 2546 [61] 2300 [40]
2600 [53] 2800 [52] 2488 [39]
2700 [54] 2924 [51] 2550 [52]
2780 [55] 3000 [35] 2600 [54]
2826 [56] 3060 [59] 2700 [64]

0.00 2856 [39] 3100 [54] 2702 [65]
2925 [26] 3200 [62]
3122 [57] 3490 [63]
3200 [47] 3696 [39]
3203 [66]
3220 [29]

0.20 2680 [52]
3290 [47]

0.33 3450 [26]
0.34 3453 [47]
0.54 4020 [47]
0.64 3000 [52]
0.67 3240 [13]
0.78 2000 [58]
0.80 3880 [26] 3800 [35]

4000 [62]
0.84 3320 [52]

3866 [39]
0.86 3700 [13]

3930 [47]
0.89 3400 [59]

3520 [52]
0.93 4160 [47]

4200 [60]
0.96 4000 [32]

3760 [30] 4500 [40]
1.00 4020 [26]

4050 [23]
4435 [29]
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проникностi стає бiльшою у всьому температурному iнтервалi, а при
P → As – меншою.

Сталi Кюрi–Вейса, якi вiдповiдають розрахованим (εσ33(0))−1 i
(εε33(0))−1, наведенi в табл.8.

Табл. 8.
K(H1−xDx)2PO4 RbH2PO4 K(H1−xDx)2AsO4

0.00 0.33 0.55 0.80 0.88 1.00 0.00 1.00
CCW (K) 2614 3033 3342 3744 3886 4104 3042 2402 4328

Обернена дiелектрична проникнiсть (ε33)
−1 кристалу KH2PO4,

яка розрахована без врахування п’єзоелектричної взаємодiї, при
∆T < 50 K спiвпадає зi значеннями (εσ33)

−1, а при бiльших ∆T крива
(ε33(T ))−1 йде дещо вище, нiж (εσ33(T ))−1 (рис.12а).

На рис.14 i 15 наведено розрахованi температурнi залежностi по-
здовжнiх статичних дiелектричних проникностей вiльного εσ33(0) i
затиснутого εε33(0) кристалiв K(H1−xDx)2PO4 при рiзних значеннях
x i RbH2PO4, KH2AsO4, KD2AsO4, якi добре кiлькiсно узгоджують-
ся iз результатами вимiрювань. Лише у випадку кристалу KD2PO4

розрахована крива εε33(0, T ) йде дещо вище i експериментальної кри-
вої, яка наведена в [23]. При наближеннi в параелектричнiй фазi до
температури Tc величина εσ33(0) зростає за гiперболiчним законом,
досягаючи при T = Tc дуже великих значень. При ростi x величина
εσmax
33 (0) зменшується. Зменшується ця величина i при iзоморфному

замiщеннi P → As. Нижче температури переходу εσ33(0) спадає дуже
швидко, але без стрибка.

На рис.16 зображено розрахованi температурнi залежностi кое-
фiцiєнтiв п’єзоелектричної деформацiї d36 i коефiцiєнтiв п’єзоелект-
ричної напруги e36 кристалiв KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4, RbH2PO4

i KH2AsO4, а також наявнi вiдповiднi результати. Отримано задовi-
льний кiлькiсний опис на основi розвиненої теорiї експерименталь-
них даних для d36 i перерахованих для e36. При T → Tc значення
коефiцiєнтiв d36 i e36 зростають. У сегнетофазi розрахованi на ос-
новi мiкротеорiї значення коефiцiєнтiв d36 i e36 характеризуються
рiзким зменшенням, значно швидшим, нiж у параелектричнiй фазi.
При дейтеруваннi максимальнi значення d36 i e36 зменшуються.

Екстраполюючи до нульових значень напруг, температурна за-
лежнiсть d36 може бути апроксимована за допомогою закону Кюрi–
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Рис. 12. Температурна залежнiсть обернених статичних дiелектрич-
них проникностей затиснутого (εε33)

−1 (1) i вiльного (εσ33)
−1 (2) крис-

талiв K(H1−xDx)2PO4: x=0.0 – a), , [57], [55], [26],
[54], [39], [56], [67], ×[85], x=0.33 – b), [26]; x=0.55
– c), [47]; x=0.8 – d), [22], [26]; x=0.88 – e), [59],

(
εσ
33−1
4π [60] − d236[60]

sE
66

)4π + 1; x=1.0 – f), , [23], [26], [29].

ICMP–06–08U 57

0 20 40 60 80 100
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

∆T, K 

(ε
33

)−1

1 2 a)

0 20 40 60 80 100
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0 20 40 60 80 100
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

∆T, K ∆T, K 

(ε
33

)−1 (ε
33

)−1 

1 2 

1 2 

b) c)

Рис. 13. Температурна залежнiсть обернених статичних дiелектрич-
них проникностей затиснутого (εε33)

−1 (1) i вiльного (εσ33)
−1 (2) крис-

талiв: RbH2PO4 – a), [59], (
εσ
33−1
4π [60] − d236[60]

sE
66

)4π + 1, [69],

[54]; KH2AsO4 – b), [39]; KD2AsO4 – c), [40], [64].
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Рис. 14. Температурна залежнiсть статичних дiелектричних про-
никностей затиснутого (εε33)

−1 (1) i вiльного (εσ33)
−1 (2) криста-

лiв K(H1−xDx)2PO4: x=0.0 – a), , [57], [55], [26],
[54], [39], [56], [67], ×[85], x=0.33 – b), [26]; x=0.55
– c), [47]; x=0.8 – d), [22], [26]; x=0.88 – e), [59],

(
εσ
33−1
4π [60] − d236[60]

sE
66

)4π + 1; x=1.0 – f), , [23], [26], [29].
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Рис. 15. Температурна залежнiсть статичних дiелектричних про-
никностей затиснутого (εε33)

−1 (1) i вiльного (εσ33)
−1 (2) кристалiв:

RbH2PO4 – a), [59], (
εσ
33−1
4π [60] − d236[60]

sE
66

)4π + 1, [69], [54];

KH2AsO4 – b), [39]; KD2AsO4 – c), [40], [64].
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Рис. 16. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної
деформацiї d36 кристалiв KH2PO4 – 1, [57], [70], [71];
K(H0.12D0.88)2PO4 – 2, [69]; RbH2PO4 – 3, [69]; KH2AsO4 – 4,

[72]; KD2AsO4 – 5, [72], i температурна залежнiсть коефiцi-
єнта п’єзоелектричної напруги e36 кристалiв KH2PO4 – 1, [67];
K(H0.12D0.88)2PO4 – 2, – d36[59]

sE
66[68]

; RbH2PO4 – 3, – d36[59]
sE
66[68]

; KH2AsO4

– 4, – d36
sE
66

[72]; KD2AsO4 – 5, – d36
sE
66

[72].
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Вейса [94]:

d36 = d0
36 +

B

T − Tc
,

зокрема для KH2PO4 B = 1, 26 · 10−4 од.CGSE, d0
36

∼= −8 · 10−8

од.CGSE. Поблизу точки Кюрi можна знехтувати незалежним вiд
температури доданком d0

36.
Температурнi залежностi констант п’єзоелектричної напру-

ги hT36 i п’єзоелектричної деформацiї gT36 кристалiв MH2XO4 i
K(H0,12D0,88)2PO4, данi роботи [57] i перерахованi значення hT36 i gT36
зображенi на рис.17. У параелектричнiй фазi значення констант ми
розраховували на основi спiввiдношень:

hT36 =
eT36
χTε33

, gT36 =
dT36
χTσ33

.

Розрахованi температурнi залежностi hT36 i gT36 при T > Tc добре
узгоджуються з даними роботи [57] i перерахованими на основi даних
експерименту роботи [59]. Оскiльки дiелектрична сприйнятливiсть
описується законом Кюрi–Вейса

χTσ36 ≈ CCW
4π(T − Tc)

,

зокрема для KH2PO4 CCW = 3250 K [81]. З наведених формул отри-
муємо

gT36 =
4πB

c
=

1

2, 05 · 106
од.CGSE = 4, 87 · 10−7 од.CGSE.

Розрахунок gT36 на основi мiкротеорiї для KH2PO4 при ∆T <
20 K дає значення 4,7·10−7 од.CGSE, що узгоджується iз наведеним
4,87·10−7 [93] i 4,35·10−7 [57].

У сегнетоелектричнiй фазi для механiчно вiльного кристалу
(σ6 = 0) поляризацiя Ps i деформацiя ε6 зв’язанi наступним чином:

Ps =
χTε33

dT36
ε6 =

ε6

gT36
.

I тому при T < Tc розрахунок температурної залежностi констан-
ти п’єзоелектричної деформацiї виконаний на основi спiввiдношення

gT36 =
ε6
Ps
,
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Рис. 17. Температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної на-
пруги h36 кристалiв KH2PO4 – 1, [67]; K(H0.12D0.88)2PO4 – 2, –

d36
sE
66χ

σ
33−d

2
36

[59]; RbH2PO4 – 3, [59]; KH2AsO4 – 4; KD2AsO4 – 5,

i температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної деформацiї
g36 кристалiв KH2PO4 – 1, [57]; K(H0.12D0.88)2PO4 – 2, – d36

χσ
33

[59];

RbH2PO4 – 3, –[59]; KH2AsO4 – 4; KD2AsO4 – 5.

ICMP–06–08U 63

а константи п’єзоелектричної напруги – на основi спiввiдношення

hT36 = gT36c
TP
66 .

Для KH2PO4 при T = 110 K, як наведено в роботi [94], ε6
Ps

=
1

1,85·106 од.CGSE = 5,41·10−7 од.CGSE. На основi мiкротеорiї отри-

муємо, що g36 = 5, 2 · 10−7 од.CGSE.
Як видно з рис.17, константи hT36 i gT36 незначно змiнюються з

ростом температури, змiнюючись стрибкоподiбно при T = Tc. А ос-
кiльки вони не мають особливостей при сегнетоелектричному пере-
ходi, то їх називають “iстинними” п’єзоелектричними константами
кристалу.

Температурнi залежностi iзотермiчних пружних сталих cTE66 i cTP66

та податливостей sTE66 i sTP66 , якi розрахованi на основi мiкротео-
рiї, для кристалiв KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4

i KD2AsO4 добре кiлькiсно узгоджуються з даними експериментiв
(рис.18, 19). При температурi фазового переходу пружна стала cTE66

кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 прямує до нуля, а для iнших крис-
талiв набуває мiнiмального значення. Збiльшення ступеня дейтеру-
вання x приводить до росту мiнiмального значення cTE66 при T = Tc.
У парафазi iз ростом температури ∆T значення cTE66 зростає значно
повiльнiше нiж у сегнетофазi.

Аналiз експериментальних даних для KH2PO4 показує, що закон
Кюрi–Вейса справедливий i для наступних величин:

1

cTE66

− 1

cTP66

= sTE66 − sTP66 =
D

T − Tc
,

де D = 4, 6 ·10−11 см2·град/дин. У випадку RbHPO4 D = 15, 6 ·10−11

см2·град/дин [94].
Пружна стала cTP66 при температурах T < Tc з ростом темпера-

тури не змiнюється, при T = Tc – стрибкоподiбно зменшується; в
парафазi збiльшення температури приводить до незначного її змен-
шення за лiнiйним законом.

Перейдемо тепер до опису в рамках розвиненої теорiї релаксацiй-
них явищ у сегнетоелектричних кристалах M(H1−xDx)2XO4. Зупи-
нимось спочатку на температурних залежностях динамiчних поздов-
жнiх дiелектричних проникностей ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) затиснутого
кристалу при рiзних ступенях дейтерування x. На рис.20–29 наве-
дено розрахованi температурнi залежностi цих величин на частотах,
на яких виконанi експериментальнi вимiрювання дiйсної та уявної
частин ε∗33(ω, T ) для K(H1−xDx)2PO4, на рис.30–32 – для RbH2PO4

i на рис.33 – для KH2AsO4.
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Рис. 18. Температурна залежнiсть пружних сталих cE66 i cP66 криста-
лiв KH2PO4 – a), [57], [73], [66]; K(H0.12D0.88)2PO4 – b), –

1
sE
66[68]

; RbH2PO4 – c), – 1
sE
66[68]

; KH2AsO4 – d), – 1
sE
66[72]

; KD2AsO4

– e), – 1
sE
66[72]

.
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Рис. 19. Температурна залежнiсть податливостi sE66 i sP66 кристалiв
KH2PO4 – a), – 1

cE
66[57]

, – 1
cE
66[73]

, – 1
cE
66[68]

; K(H0.12D0.88)2PO4 –

b), ,[68]; RbH2PO4 – c), ,[68]; KH2AsO4 – d), , [72]; KD2AsO4

– e), , [72].
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Рис. 20. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [19]; 138.6 – 2, [74]; 154.2 – 3, [16];
249.0 – 4, [16]; 372.0 – 5, [16]. Точки – експериментальнi, лiнiї
– теоретичнi значення.
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Рис. 21. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H0.79D0.21)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц) [16]: 154.2 – 1, ; 249.0 – 2, ; 372.0 – 3,

. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 22. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H0.36D0.64)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц) [16]: 154.2 – 1, ; 249.0 – 2, ; 372.0 – 3,

. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 23. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H0.16D0.84)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц) [16]: 154.2 – 1, ; 249.0 – 2, ; 372.0 – 3,

. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 24. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H0.07D0.93)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц) [16]: 154.2 – 1, ; 249.0 – 2, ; 372.0 – 3,

. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 25. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KD2PO4 при частотах ν
(ГГц): 3.0 – 1, [31]; 10.0 – 2, [31]; 20.0 – 3, [31]. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 26. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H1−xDx)2PO4 для час-
тоти ν=154.2ГГц при рiзних x [16]: 0.0 – 1, ; 0.21 – 2, ; 0.64 –
3, ; 0.84 – 4, ; 0.93 – 5, . Точки – експериментальнi, лiнiї –
теоретичнi значення.
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Рис. 27. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H1−xDx)2PO4 для час-
тоти ν=9.2ГГц при рiзних x [19]: 0.0 – 1, ; 0.29 – 2, 0.99 – 3, .
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 28. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H1−xDx)2PO4 для час-
тоти ν=138.6ГГц при рiзних x [13]: 0.63 – 1, ; 0.91 – 2, . Точки
– експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 29. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 K(H0.22D0.78)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц) [75]: 8.6 – 1, ; 9.7 – 2, ; 26.5 – 3, .
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 30. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц) [76]: 154.2 – 1, ; 250.2 – 2, ; 372.0 – 3, . Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 31. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при частотi
27ГГц [69]. Точки – експериментальнi, лiнiя – теоретичнi значення.
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Рис. 32. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц) [33]: 198.0 – 1, ; 366.0 – 2, . Точки – експеримен-
тальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 33. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2AsO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [19]; 154.2 – 2, [76]; 198.9 – 3, [76]; 250.2
– 250.2 – 4, [76]; 299.1 – 5, – 6, [76]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.
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Запропонована теорiя добре кiлькiсно описує експериментальнi
данi для K(H1−xDx)2PO4, якi отриманi методом монохроматичної
субмiлiметрової спектроскопiї [16,52,76,90,91], даних робiт [13], [19],
[58,69,75] i дещо гiрше результати роботи [31], особливо при ∆T <
20 K для ε′33(ω, T ). Але слiд вiдмiтити, що отриманi з роботи [31]
значення ε′33(ω, T ) при частотах бiльших 1 ГГц при T = Tc мають не
мiнiмальне, а максимальне значення.

Температурна залежнiсть ε∗33(ω, T ) для RbH2PO4, яка отримана
в роботi [76], адекватно описується в рамках мiкротеорiї, за винят-
ком значень для ε′33(ω, T ) при ν = 154, 2 ГГц i ∆T < 20 K (рис.30).
Добрим є узгодження результатiв розрахункiв i даних роботи [69]
для ε∗33(ω, T ) при ν = 27 ГГц. Отриманi на основi розрахунку кривi
ε∗33(ω, T ) на частотах 198 ГГц i 366 ГГц (рис.32) лише якiсно вiдтво-
рюють данi роботи [33], але результати цiєї роботи не корелюють iз
експериментальними даними, якi наведенi в [76].

Добрим є узгодження розрахованих температурних залежностей
εε

′

33(ω, T ) i εε
′′

33 (ω, T ) iз даними вимiрювань цих величин у [76] для
KH2AsO4 при рiзних значеннях субмiлiметрових частот (рис.33). Де-
що гiрше, особливо при ∆T < 20 K описуються величини ε∗33(ω, T )
роботи [19] на частотi ν = 9, 2 ГГц.

Загальний характер температурної залежностi проникностей
ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) при рiзних значеннях частоти зовнiшнього елект-
ричного поля для кристалiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4

наведений на рис.34–38. Починаючи з частоти νk замiсть низькочас-
тотного максимуму ε′33(ω, T ) виникає гострий провал-мiнiмум при
∆T = 0 K, який при збiльшеннi частоти розширюється i поглиблю-
ється, досягаючи при ν ∼ 1012 Гц величини ε∞3 . Максимум у тем-
пературному ходi ε′33(ω, T ), якому вiдповiдає температура ∆Tn =
|Tn − Tc|, з ростом частоти зменшується i розмивається, а величина
∆Tn – збiльшується. Збiльшення частоти приводить до зменшення
значень ε′33(ω) при всiх ∆T = |T−Tc|. Максимальнi величини ε′33(ω) i
значення ∆Tn у параелектричнiй фазi значно бiльшi вiд цих величин
у сегнетофазi. Вiдмiтимо, що дисперсiя дiйсної частини проникностi
ε′33(ω, T ) у сегнетофазi спостерiгається у вузькому температурному
дiапазонi ∆T ∼ 20 K, а у параелектричнiй фазi рiзниця ∆T значно
бiльша i є порядку 200 K.

Мiнiмум значення ε′33(ω) при ∆T = 0 починається з часто-
ти νk = (2πτz1 )−1, тобто з центра областi дисперсiї. Для KH2PO4

νk = 33, 2 ГГц, KD2PO4 – νk = 1, 4 ГГц, RbH2PO4 – νk = 20, 5 ГГц,
KH2AsO4 – νk = 20, 8 ГГц.

При збiльшеннi концентрацiї x дейтерiю у кристалi
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Рис. 34. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [19]; 33.2 – 2; 80 – 3; 154.2 – 4, [16]; 249
– 5, [16]; 372 – 6, [16]; 800 – 7. Точки – експериментальнi, лiнiї
– теоретичнi значення.
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Рис. 35. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [19]; 154.2 – 2, [16]; 372 – 3, [16]; 800
– 4. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 36. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KD2PO4 при частотах ν
(ГГц): 1.93 – 1; 3.0 – 2, [31]; 10.0 – 3, [31]; 20.0 – 4, [31]; 40.0
– 5; 80.0 – 6; 154.2 – 7. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення.
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Рис. 37. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 0.25 – 1; 10.0 – 2; 27.0 – 3, [69]; 154.2 – 4, [76];
250.2 – 5, [76]; 372.0 – 6, [76]; 700.0 – 7. Точки – експеримен-
тальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 38. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2AsO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [19]; 20.8 – 2; 80.0 – 3; 154.2 – 4, [76];
198.9 – 5, [76]; 250.2 – 6, [76]; 7, [76]; 372.0 – 8, [76]; 700.0
– 9; . Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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K(H1−xDx)2PO4 величина ε′33(ω, T ) зменшується, а рiзниця ∆Tn
зростає.

При iзоморфоному замiщеннi K → Rb, P→ As максимальнi зна-
чення ε′33(ω, T ) майже не змiнюються, але ∆Tn незначно збiльшую-
ться.

При зменшеннi ∆T у сегнетофазi величина ε′′33(ω) зростає, дося-
гаючи максимуму при ∆T = 0 i при ростi ∆T у параметричнiй фазi
значення ε′′33(ω) зменшується. При збiльшеннi частоти зменшують-
ся i величина максимуму проникностi ε′′33(ω) та її швидкiсть змiни з
ростом ∆T .

При частотах νk значення ε′33(ω, T ) = ε′′33(ω, T ) i дорiвнюють для
KH2PO4 465, KD2PO4 – 520, RbH2PO4 – 562 i KH2AsO4 – 330.

Вiдзначимо, що у випадку кристалiв MH2XO4 експериментальнi
данi робiт [17,19,74,76] розмiщуються в областi дисперсiї дiелектрич-
ної проникностi, в той же час для KD2PO4 частоти субмiлiметрової
спектроскопiї [16] вiдповiдають високочастотному “хвосту” дисперсiї,
а данi роботи [31] – низькочастотному. Тому необхiднi експеримен-
тальнi вимiрювання ε∗33(ω, T ) в областi частот вiд 10 ГГц i вище, щоб
оцiнити вiдповiднiсть розрахованих ε∗33(ω, T ) даним експерименту.

На рис.35 штриховими лiнiями наведено результати розрахунку
температурних залежностей ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) на основi мiкротео-
рiї без врахування п’єзоелектричної взаємодiї, а суцiльними – беручи
її до уваги. Як видно, при врахуваннi п’єзоефекту при ∆T = 0 мi-
нiмальнi значення ε′33(ω) на рiзних частотах є бiльшими, нiж при
нехтуваннi п’єзоелектричною взаємодiєю.

Дослiдження частотних залежностей дiйсної та уявної частин дi-
електричної проникностi є одним iз важливих методiв дослiдження
властивостей сегнетоелектрикiв. На рис.39–43 наведено результатi
розрахунку частотних залежностей ε′33(ω) i ε′′33(ω) при рiзних зна-
ченнях ∆T для KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4, вiдповiдно,
а також експериментальнi данi. При низьких частотах (ν < 107 Гц)
ε′33(ω) = ε33(0), а при високих (ν > 1013 Гц) – ε′33(ω) = ε033. На
частотах 2πνT3 = τ−1

c (T ) дiелектричний внесок εT = ε33(0) − ε033
зменшується вдвiчi. При збiльшеннi ∆T значення ε′33(ω) зменшую-
ться, а також зменшується швидкiсть змiни ε′33(ω) з ростом частоти.
Величина ε′′33(ω) = 0, як при низьких частотах (ω → 0), так i при
високих (ω → ∞). На частотах νT3 ε′′33(ω) набуває максимального
значення, яке при ростi ∆T зменшується i змiщується у високочас-
тотну область.

У сегнетоелектричнiй фазi при однаковiй, порiвняно з парафа-
зою, рiзницi |∆T | = 5 K значення ε′33(ω) i ε′′33(ω) зменшуються, а
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Рис. 39. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 0 – 1; 5 – 2, [74], [16], [19], [33], [77]; 50
– 3, [74], [16], [19], [33], [77]; 100 – 4, [74], [16],

[19], [33], [77]; 173 – 5, [16], [19], [33], [77]; -5 –
2’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 40. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 0 – 1; 5 – 2, [74], [16], [19], [33], [77]; 50
– 3, [74], [16], [19], [33], [77]; 100 – 4, [74], [16],

[19], [33], [77]; 173 – 5, [16], [19], [33], [77]; -5 –
2’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 41. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KD2PO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 0 – 1; 5 – 2, [23]; 10K – 3, [23]; 50 – 4, [23],

[19]; 100 – 5, [23], [19]; -5 – 2’. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 42. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних темпе-
ратурах ∆T(K): 0 –1; 5 – 2, [33], [76], [69]; 20 – 3, [33],

[76], [69]; 50K – 4, [33], [76], [69]; 100 – 5, [33],
[76], [69]; -5 – 2’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi

значення.
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Рис. 43. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2AsO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 0 –1; 5 – 2, [76]; 20 – 3, [76], [19]; 50 – 4, [76],

[19]; 100 – 5, [76], [19]; -5 – 2’. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.

дисперсiя проникностi змiщується в область бiльших частот.
Iз рис.39 видно, що у випадку KH2PO4 розрахованi на основi за-

пропонованої теорiї, яка є по сутi релаксацiйною теорiєю дебаєвсько-
го типу, значення ε′33(ω) i ε′′33(ω) добре узгоджуються з даними робiт
[16,19,74]. Спiвпадає частотна залежнiсть ε′33(ω) з даними [77] при
менших частотах, а ε′′33(ω) – при вищих частотах.

Розрахованi частотнi залежностi ε′33(ω) i ε′′33(ω) при рiзних темпе-
ратурах добре описують експериментальнi данi роботи [23] кристалу
KD2PO4 для залежностей ε′33(ω) i ε′′33(ω) у всьому частотному дi-
апазонi, за винятком ∆T < 50 K i ν > 20 ГГц для ε′33(ω). У цiй
температурнiй i частотнiй областi розрахована величина ε′33(ω, T )
зменшується при ∆T → 0, а експериментальна [23] – збiльшується.

Задовiльним є опис експериментальних даних для ε′33(ω) i ε′′33(ω),
якi для RbH2PO4 отриманi в роботах [76,33,69] (рис.42) i для
KH2AsO4 – в роботах [76,19] (рис.43). Для вияснення бiльш повної
можливостi опису теорiєю експерименту доцiльно було б вимiряти
ε′33(ω) i ε′′33(ω) у бiльш широкiй частотнiй областi.

Проаналiзуємо змiну дiйсної та уявної частин ε∗33(ω) кристалiв
M(H1−xDx)2XO4 при замiщеннях H → D, K → Rb i P → As. При
∆T = +0 K дисперсiйна частота, тобто частота, при якiй спосте-
рiгається максимум ε′′33(ω), у випадку KH2PO4 дорiвнює 33,2 ГГц,
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KD2PO4 – 1,93 ГГц, RbH2PO4 – 20,5 ГГц, KH2AsO4 – 20,8 ГГц. Ши-
рина спектра, яка визначається рiзницею частот, при якiй максимум
ε′′33(ω) зменшується вдвiчi, для кристалу KH2PO4 дорiвнює 12,0 Гц,
KD2PO4 – 4,8 Гц, RbH2PO4 – 7,8 Гц, а KH2AsO4 – 7,2 Гц.

Найбiльш повним вiдтворенням дисперсiї дiйсної та уявної час-
тин дiелектричної проникностi ε∗33(ω, T ) кристалiв M(H1−xDx)2XO4

є їх частотно-температурнi залежностi, розрахованi в широкому тем-
пературному i частотному дiапазонах. На рис.44, 45 разом iз даними
експериментiв наведено результати розрахунку цих характеристик
для KH2PO4, на рис.46, 47 – для K(H0,07D0,93)2PO4, для RbH2PO4

– на рис.48, 49 i для KH2AsO4 – на рис.50, 51.
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Рис. 44. Частотно-температурна залежнiсть ε′33 KH2PO4. – [19];
, , – [16]; – [74]; – [77]. Точки – експериментальнi, лiнiї

– теоретичнi значення.

У вирази для комплексної дiелектричної проникностi
M(H1−xDx)2XO4 входять часи релаксацiї τz1 i τz2,3,4, якi мiстять
параметр α. Його значення, як було вказано вище, вибираємо таким,
щоб розрахована дисперсiя ε∗33(ω) була в тому ж частотному дiа-
пазонi, що й отримана експериментально. Знайдене значення часiв
релаксацiї τz2,3,4, на вiдмiну вiд τz1 , є слабо температурно залежним
i набагато менший за величиною вiд τz1 . Температурна залежнiсть
оберненого часу релаксацiї (τz1 )−1 кристалу K(H1−xDx)2PO4 при
рiзних значеннях x, а також експериментально визначенi значення
(τz1 )−1(T ) наведенi на рис.51. Видно, що мiкротеорiя дає для часу
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Рис. 45. Частотно-температурна залежнiсть ε′′33 KH2PO4. – [19];
, , – [16]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 46. Частотно-температурна залежнiсть ε′33 K(H0.07D0.93)2PO4.
, , – [16]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 47. Частотно-температурна залежнiсть ε′′33 K(H0.07D0.93)2PO4.
, , – [16]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 48. Частотно-температурна залежнiсть ε′33 RbH2PO4. – [69];
, , – [76]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 49. Частотно-температурна залежнiсть ε′′33 RbH2PO4. – [69];
, , – [76]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.

−20 0 20 40 60 80

10
9

10
10

10
11

10
12

10
1

10
2

10
3

ε’
33

 

ν, Hz 
∆T, K 

Рис. 50. Частотно-температурна залежнiсть ε′33 KH2AsO4. – [19];
, , , , – [76]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi

значення.
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Рис. 51. Частотно-температурна залежнiсть ε′′33 KH2AsO4. – [19];
, , , , – [76]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi

значення.

релаксацiї залежнiсть вiд температури, яка задовiльно вiдтворює
результати вимiрювань. Деяка вiдмiннiсть часiв релаксацiї, визна-
чених iз дiелектричних спектрiв та ультразвукових вимiрювань,
пов’язана з тим, що поряд iз сегнетоелектричною релаксацiєю у
поглинання ультразвуку дають вклад i iншi механiзми дисипацiї
(наприклад, розсiяння на домiшках).

Штриховою лiнiєю на рис.52 наведена температурна залежнiсть
(τz1 )−1 для x = 0.805, яка узгоджується iз значенням (τz1 )−1, що отри-
мане iз ультразвукових дослiджень [22]. Суцiльна ж лiнiя 6 отримана
iз умови опису проникностi ε∗33(ω).

Для температурного ходу (τz1 )−1 характерна нелiнiйнiсть, особ-
ливо при великих значеннях x. Дейтерування приводить до збiль-
шення часу релаксацiї τz1 , а, отже, i до зменшення частоти дисперсiї
K(H1−xDx)2PO4. У парафазi час релаксацiї τz1 є бiльшим, нiж у сег-
нетоелектричнiй фазi.

Iзоморфнi замiщення K → Rb, P → As практично не змiнюють
швидкостi температурної змiни оберненого часу релаксацiї (τz1 )−1(T )
(рис.53), але збiльшується скачок значення (τz1 )−1 у точцi фазового
переходу.

У вiдповiдностi з теорiєю Ландау–Халатнiкова статична дiелект-
рична сприйнятливiсть безпосередньо пов’язана з часом дiелектрич-
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Рис. 52. Температурна залежнiсть оберненого часу релаксацiї поля-
ризацiї при рiзних x: 0.0 – 1, [66], [98], [79]; 0.07 – 2, [18];
0.21 – 3, [18]; 0.43 – 4, [18]; 0.72 – 5, [18]; 0.805 – 6, [22];
0.84 – 7, [99]; 0.93 – 8, [98]; 1.0 – 9, [96]. Точки – експери-
ментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 53. Температурна залежнiсть оберненого часу релаксацiї поля-
ризацiї (τz1 )−1: 1 – KH2PO4; 2 – KD2PO4; 3 – RbH2PO4; 4 – KH2AsO4;
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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ної релаксацiї, а саме
χ33(0) = Γ3τ

z
1 ,

де Γ3 – кiнетичний коефiцiєнт.
Перейдемо тепер до дослiдження розрахованих динамiчних ха-

рактеристик механiчно вiльних кристалiв M(H1−xDx)2XO4, якi ви-
рiзанi у виглядi квадратної пластинки зi сторонами l = 1 мм у пло-
щинi [0,0,1]. Для числових розрахункiв у цьому випадку необхiдно
задати значення тих же параметрiв теорiї, якi були використанi при
описi статичних i динамiчної дiелектричної проникностi механiчно
затиснутого кристалу.

Вiдзначимо, що ми не можемо провести кiлькiсне порiвняння те-
оретично отриманих температурних i частотних динамiчних харак-
теристик механiчно вiльного кристалу в областi п’єзоелектричного
резонансу iз експериментальними даними, оскiльки нам не вiдомi
такi вимiрювання. Крiм того, результати розрахункiв залежать вiд
розмiрiв сторiн пластинки кристалу.

На рис.54–57 представлено температурнi залежностi дiйсної
ε′33(ω, T ) частини дiелектричної проникностi механiчно вiльних крис-
талiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4 при рiзних частотах
зовнiшнього електричного поля. При частотах, нижчих вiд часто-
ти першого резонансного пiку, залежнiсть динамiчної проникностi
ε∗33(ω, T ) спiвпадає iз температурною залежнiстю статичної проник-
ностi вiльного кристалу. В дiапазонi резонансних частот на кривiй
температурної залежностi проникностi виникають резонанснi пiки,
кiлькiсть яких зi збiльшенням частоти зростає, а їх амплiтуда змен-
шується. При наступному збiльшеннi частоти численнi резонанснi
пiки малої амплiтуди накладаються на криву температурної залеж-
ностi динамiчної дiелектричної проникностi затиснутого кристалу.
При ще вищих частотах резонанснi пiки зникають взагалi. Резонанс-
нi пiки для дiйсної та уявної частин проникностi спостерiгаються при
заданiй частотi при однакових температурах ∆T . Характер кривих
п’єзоелектричного резонансу рiзний для кристалiв, якi нами дослi-
джуються.

На рис.58–61 зображено частотнi залежностi дiйсної та уяв-
ної частин динамiчної дiелектричної проникностi механiчно вiльних
кристалiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4 у парафазi при
рiзних температурах ∆T . В областi частот 3 ·105–3 ·108 Гц для крис-
талiв MH2XO4 має мiсце дисперсiя резонансного типу, а для KD2PO4

– у дiапазонi 5 ·105–5 ·108 Гц. При ω → 0 отримуємо статичну дiелек-
тричну проникнiсть вiльного кристалу. Враховуючи закон дисперсiї
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Рис. 54. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелект-
ричної сприйнятливостi вiльного кристалу KH2PO4 при рiзних час-
тотах ν,МГц: 1 – 3, 2 – 10, 3 – 30.
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Рис. 55. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелект-
ричної сприйнятливостi вiльного кристалу KD2PO4 при рiзних час-
тотах ν,МГц: 1 – 3, 2 – 10, 3 – 30.
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Рис. 56. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелект-
ричної сприйнятливостi вiльного кристалу RbH2PO4 при рiзних час-
тотах ν,МГц: 1 – 3, 2 – 10, 3 – 30.
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Рис. 57. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелект-
ричної сприйнятливостi вiльного кристалу KH2AsO4 при рiзних час-
тотах ν,МГц: 1 – 3, 2 – 10, 3 – 30.
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(7.11), знаходимо рiвняння для резонансних частот

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

cE66
ρ
,

де враховано в областi частот 5 · 105–5 · 108 Гц cE66(ω) вiд частоти
практично не залежить. Резонанснi частоти обернено пропорцiйнi
до розмiрiв зразка.

Штрихова лiнiя на рис.58–61 вiдповiдає низькочастотному ходу
проникностi затиснутого кристалу. При збiльшеннi частоти i темпе-
ратури ∆T амплiтуди резонансних пiкiв зменшуються. При збiль-
шеннi температури ∆T останнiй резонансний пiк змiщується в об-
ласть вищих частот. Аналогiчна багатопiкова резонансна дисперсiя
спостерiгається i в сегнетоелектричнiй фазi. Вище вiд резонансної
частоти спостерiгається затискання кристалу високочастотним по-
лем i для проникностi затиснутого кристалу вище частоти 109 Гц
має мiсце дисперсiя релаксацiйного типу. Кривi частотних залеж-
ностей ε′33(ω) i ε′′33(ω), якi розрахованi на основi мiкротеорiї, добре
узгоджуються з даними експериментiв. Дисперсiя резонансного типу
в кристалi KH2PO4 наведена схематично в роботi [95], для випадку
сегнетофази – при частотах 104 − 106 Гц.

Температурна залежнiсть динамiчних e∗36(ω), d∗36 =
e∗36(ω)

cE∗

66 (ω)
, cE∗

66 (ω)

i sE∗

66 = 1
cE∗

66 (ω)
для кристалiв KH2PO4, RbH2PO4, KH2AsO4 при час-

тотах ν = 107, 1011Гц i для KD2PO4 при частотах ν = 107, 109Гц
наведенi на рис.62–65. На рис.62 зображенi i данi експериментiв для
e36 i cE66. Як видно, значення дiйсних частин розглянених характе-
ристик при ν = 10МГц спiвпадають iз ν = 0МГц.

На рис.66 наведенi частотнi характеристики дiйсних i уявних час-
тин e∗36(ω), d∗36(ω), cE∗

66 (ω) i sE∗

66 (ω) для кристалiв KH2PO4, KD2PO4,
RbH2PO4 i KH2AsO4. При частотах менших 1010Гц для MH2XO4 i
109Гц для KD2PO4 значення дiйсних частин величин, якi розгля-
даються, є незмiнними, а при збiльшеннi частоти e′36, d

′

36, s
′E
66 змен-

шуються до, а c′E66 – збiльшується в областi 1010 − 1012Гц, а потiм
залишається сталою. Уявна частина e∗36(ω), d∗36(ω), cE∗

66 (ω) i sE∗

66 (ω) в
областi частот 1010 − 1012Гц збiльшується, досягаючи максимуму, i
зменшується.

На рис.67 зображено розрахованi температурнi залежностi коефi-
цiєнта поглинання звуку α6 кристалiв KH2PO4, K(H0,195D0,805)2PO4,
RbH2PO4 i KH2AsO4 при рiзних частотах i данi вимiрювань
α6, якi наведенi в [22], [79]. Отримано хороше кiлькiсне узго-
дження розрахованих та експериментальних даних, особливо для
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Рис. 58. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу KH2PO4 при
рiзних ∆T ,K: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 50.
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Рис. 59. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу KD2PO4 при
рiзних ∆T ,K: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 50.
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Рис. 60. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу RbH2PO4 при
рiзних ∆T ,K: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 50.
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Рис. 61. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу KH2AsO4 при
рiзних ∆T ,K: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 50.
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Рис. 62. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини eT36, d
T
36,

cT66, s
T
66 кристалу KH2PO4 при частотах ν = 107(1), 1011(2)Гц.
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Рис. 63. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини eT36, d
T
36,

cT66, s
T
66 кристалу KD2PO4 при частотах ν = 107(1), 109(2)Гц.

ICMP–06–08U 101

−20 −10 0 10 20 30 40
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

6

∆T, K −20 −10 0 10 20 30 40

10
0

10
5

∆T, K

−20 −10 0 10 20 30 40

10
−5

10
−3

∆T, K −20 −10 0 10 20 30 40

10
−10

10
−5

∆T, K

−20 −10 0 10 20 30 40
0

2

4

6

8
x 10

10

∆T, K −20 −10 0 10 20 30 40

10
5

10
10

∆T, K

−20 −10 0 10 20 30 40
10

−11

10
−10

10
−9

∆T, K −20 −10 0 10 20 30 40

10
−15

10
−10

∆T, K

e’
36

, esu/cm2 e’’
36

, esu/cm2 

d’’
36

, esu/dyn d’
36

, esu/dyn 

c’
66

, dyn/cm2 c’’
66

, dyn/cm2 

s’
66

, cm2/dyn s’’
66

, cm2/dyn 

1 

2 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

Рис. 64. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини eT36, d
T
36,

cT66, s
T
66 кристалу RbH2PO4 при частотах ν = 107(1), 1011(2)Гц.
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Рис. 65. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини eT36, d
T
36,

cT66, s
T
66 кристалу KH2AsO4 при частотах ν = 107(1), 1011(2)Гц.
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Рис. 66. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини eT36, d
T
36, c

T
66,

sT66 кристалiв KH2PO4 (1), KD2PO4 (2), RbH2PO4 (3) i KH2AsO4 (4)
при ∆T=5K.
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K(H0.195D0.805)2PO4.
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Рис. 67. Температурнi залежностi коефiцiєнта поглинання криста-
лiв KH2PO4 (a), RbH2PO4 (c), KH2AsO4 (d), при рiзних частотах
ν, 106Гц: 1 – 10, [79], 2 – 30, [79], 3 – 50, [79], 4 – 70, [79],
5 – 90,+ [79] i кристалу K(H0.195D0.805)2PO4 (b) при таких частотах
ν, 106Гц: 1 – 5, [22], 2 – 15, [22], 3 – 25, [22], 4 – 45, [22].

В околi температури переходу Tc спостерiгається рiзке зростан-
ня поглинання звуку α6. В сегнетофазi зi зменшенням температури
коефiцiєнт поглинання зменшується значно швидше, нiж у парафазi.

Залежнiсть коефiцiєнта поглинання звуку α6 вiд квадрата час-
тоти ω2 для кристалiв KH2PO4, K(H0,195D0,805)2PO4, RbH2PO4 i
KH2AsO4 при рiзних температурах ∆T зображено на рис.68. Як вид-
но, коефiцiєнт поглинання змiнюється пропорцiйно до квадрата час-
тоти. Швидкiсть зростання α6 з частотою тим бiльша, чим ближче
температура до точки Кюрi.
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Рис. 68. Частотнi залежностi коефiцiєнта поглинання кристалiв
KH2PO4 (a), K(H0.195D0.805)2PO4 (b), RbH2PO4 (c), KH2AsO4 (d),
при рiзних температурах ∆T ,K: 1 – 2, 2 – 5, 3 – 10, 4 – 50.

При збiльшеннi частоти зовнiшнього поля, починаючи вiд частот
∼ 107 Гц, результати розрахункiв показують, що коефiцiєнт погли-
нання звуку рiзко лiнiйно зростає i виходить на насичення в областi
частот 1010 Гц (рис.69). У парафазi обрiзаюча частота тим нижча,
чим ближча температура до температури переходу Tc. Зменшується
величина обрiзаючої частоти i при збiльшеннi ступеня дейтеруван-
ня x. Значення коефiцiєнта поглинання α6 при насиченнi настiльки
великi, що це означає вiдсутнiсть поширення звуку.

На рис.70 зображено розраховану температурну залежнiсть
швидкостi звуку v66 для кристалiв KH2PO4, K(H0,195D0,805)2PO4,
RbH2PO4 i KH2AsO4. Швидкiсть v66 при T = Tc характеризується



106 Препринт

10
6

10
8

10
10

10
12

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
6

10
8

10
10

10
12

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

ν, Hz 

α, cm−1 α, cm−1 

ν, Hz 

4 
3 

2 
1 

1 

2 
3 

4 

a) b) 

10
6

10
8

10
10

10
12

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
6

10
8

10
10

10
12

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

ν, Hz 

α, cm−1 α, cm−1 

ν, Hz 

4 

3 

2 

1 

1 

2 
3 

4 

c) d) 

Рис. 69. Частотнi залежностi коефiцiєнта поглинання кристалiв
KH2PO4 (a), K(H0.195D0.805)2PO4 (b), RbH2PO4 (c), KH2AsO4 (d),
при рiзних температурах ∆T ,K: 1 – 2, 2 – 5, 3 – 10, 4 – 50.

мiнiмумом. При частотах, менших 1010 Гц, величина cE66(ω) вiд час-
тоти не залежить, тому ми провели на основi формули (8.3) розра-
хунок швидкостi звуку, використовуючи експериментальнi данi для
cTE66 i густини кристалiв ρ. Результати цих розрахункiв наведено на
рис.70 у виглядi o.

На тих же частотах, де спостерiгається дисперсiя дiелектричної
проникностi затиснутого кристалу, швидкiсть звуку v66 рiзко зростає
i виходить на насичення при частотах ∼ 1011 Гц (рис.71). Значення
швидкостi звуку при насиченнi не залежить вiд температури.
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Рис. 70. Температурнi залежностi швидкостi звуку кристалiв
KH2PO4 (a), K(H0.195D0.805)2PO4 (b), RbH2PO4 (c), KH2AsO4 (d).
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Рис. 71. Частотнi залежностi швидкостi звуку кристалiв KH2PO4

(a), K(H0.195D0.805)2PO4 (b), RbH2PO4 (c), KH2AsO4 (d), при рiзних
температурах ∆T ,K: 1 – 2, 2 – 5, 3 – 10, 4 – 50.
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10. Заключнi зауваження

У данiй роботi на основi модифiкованої моделi протонного впорядку-
вання без врахування тунелювання протонiв на водневих зв’язках у
наближеннi чотиричастинкового кластера для короткосяжних i мо-
лекулярного поля для далекосяжних взаємодiй розрахованi вирази
для поляризацiї, дiелектричних, пружних, п’єзоелектричних i тепло-
вих характеристик сегнетоелектричних кристалiв M(H1−xDx)2PO4.
Дана модель враховує лiнiйний за деформацiєю ε6 внесок в енергiю
протонної пiдсистеми. Знайдено оптимальний набiр значень пара-
метрiв теорiї, деформацiйних потенцiалiв i “затравочних” характе-
ристик, який дав можливiсть на належному рiвнi описати вiдповiднi
експериментальнi данi, навiть у випадку x = 0.

Вперше з врахуванням п’єзоефекту розрахованi дiйсна ε′33(ω) та
уявна ε′′33(ω) частини дiелектричної проникностi механiчно затисну-
того кристалу M(H1−xDx)2PO4 i отримано задовiльне узгодження
даних розрахунку з експериментальними даними. Вивчено вплив
дейтерування та iзоморфного замiщення K → Rb, P → As на значен-
ня цих характеристик i на частоту дисперсiї. Отриманi вирази для
ε′33(ω) i ε′′33(ω) механiчно вiльного кристалу M(H1−xDx)2PO4. Зна-
чення цих характеристик збiгаються на частотах бiльших нiж 109 Гц
iз вiдповiдними величинами механiчно затиснутого кристалу, а при
частотах 105-107 Гц має мiсце явище п’єзоелектричного резонансу.

Врахування п’єзоелектричної взаємодiї мало впливає на величину
спонтанної поляризацiї i молярної теплоємностi, приводить до по-
яви вiдмiнностi мiж дiелектричними проникностями механiчно за-
тиснутого i вiльного кристалiв. У температурному ходi ε′33(ω, T ) при
T = Tc i при дисперсiйних частотах отримується значно вищий мi-
нiмум, нiж без врахування п’єзоефекту. У бiльш високочастотну об-
ласть змiщується i частота дисперсiї при наявностi п’єзоефекту.

Отримано i задовiльний опис коефiцiєнта поглинання ультразву-
ку в M(H1−xDx)2PO4 та проаналiзовано температурний i частотний
хiд швидкостi v66 ультразвуку в цих сегнетоелектриках.
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