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1 Препринт

1. Вступ

Розробка методiв дослiдження сильно неiдеальних електронних си-
стем залишається однiєю з актуальних задач статистичної фiзики.
Спiвiснування колективних та iндивiдуальних рухiв є характерною
особливiстю систем з колективiзованими електронами, що зумовлена
далекосяжним характером потенцiалу Кулона. Ця обставина є пiд-
ставою для формулювання простого пiдходу в теорiї металiв, який
базується на концепцiї колективного опису мiжелектронних взаємо-
дiй. Один з варiантiв такого пiдходу розроблявся в роботах [1 – 6]
(див. також [7], де перелiчено майже всi роботи цього напрямку).
Оскiльки плазмони є добре визначеними збудженнями лише при ма-
лих значеннях хвильового вектора q, то у згаданих роботах вводи-
лися колективнi змiннi для областi 0 ≤ |q| ≤ kc, де kc має порядок

kF =
(3π2N

V

) 1
3

. Для збереження числа ступенiв вiльностi на хвильо-

ву функцiю системи накладались додатковi умови [5]. Як правило у
цитованих роботах розглядався основний стан системи, а одним з
головних завдань було дослiдження спектру плазмових коливань. З
цiєю метою використовувались серiї канонiчних перетворень, у ре-
зультатi чого розроблений формалiзм набув наближеного характеру.
Саме через це, на наш погляд, пiдхiд Бома-Пайнса був поступово
витiснений з теорiї металiв бiльш формальним пiдходом пiдсумову-
вання рядiв розбiжних дiаграм звичайної теорiї збурень, започатко-
ваним роботами [8, 9]. Доповнений концепцiєю локального поля, цей
пiдхiд став загальноприйнятим у сучаснiй теорiї металiв.

В той же час є очевидним, що колективний опис мiжелектрон-
них взаємодiй має переваги перед методами звичайної теорiї збу-
рень, особливо в областi сильної неiдеальностi. Причина в тому, що
при колективному описi в ролi нульового наближення виступає сис-
тема вiльних електронiв i невзаємодiючих плазмонiв, а не iдеальна
система електронiв. Концепцiя колективного опису має перспективу
дальшого розвитку, а варiант, який розроблявся в роботах [1 – 6],
є лише одним з можливих. Iнший варiант колективного опису, що
розвивався в роботах [10 – 13], паралельно iз введенням розшире-
ного простору iндивiдуальних i колективних координат використо-
вує перетворення змiщень у статистичному операторi. Це приводить
до безмежної системи нелiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь,
що також робить метод наближеним. На вiдмiну вiд пiдходу Бома-
Пайнса, у методi змiщень i колективних змiнних перехiд до розши-
реного простору виконується строго за допомогою функцiї переходу.
В обох пiдходах є багато спiльного, i не тiльки в концептуально-
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му планi. Характерною рисою обох пiдходiв є вiдсутнiсть розбiжних
дiаграм, на вiдмiну вiд стандартних методiв теорiї збурень.

Нами запропоновано варiант колективного опису взаємодiй у мо-
делi електронної рiдини, вiдмiнний як вiд варiанту Бома-Пайнса, так
i вiд варiанту змiщень i колективних змiнних. Ми стартуємо iз зоб-
раження вторинного квантування, а розширений простiр вводимо за
допомогою оператора переходу [14]. Колективнi змiннi є промiжним
елементом i слугують для введення операторiв породження i зни-
щення плазмонiв. Статистична сума моделi в термiнах електронiв
i плазмонiв не мiстить жодних наближень. Теорiя збурень вiднос-
но нелокальної електрон-плазмонної взаємодiї будується у термiнах
специфiчних n-частинкових динамiчних кореляцiйних функцiй, а їх
розрахунок є окремою задачею.

2. Загальнi спiввiдношення

Розглянемо гамiльтонiан моделi електронної рiдини у зображеннi
вторинного квантування на базисi плоских хвиль

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Ĥ0 =
∑

k,s

εka+
k,sak,s, (2.1)

V̂ = (2V )−1
∑

q 6=0

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2
ak1,s1

,

де εk =
h̄2

k2

2m
, Vq = 4πe2q−2, V – об’єм системи. Наявнiсть взаємодiї

мiж електронами приводить до того, що антисиметрична хвильова
функцiя системи Ψ залежить не тiльки вiд iндивiдуальних змiнних,
а й вiд колективних. Хвильовi функцiї такого типу використовува-
лись в багатьох роботах (див. [15 – 17]). У вторинному квантуваннi

її можна записати у виглядi Ψ ≡ Ψ(ak,s|ρ̂q), де ρ̂q =
∑

k,s

a+
k+q,sak,s є

зображенням Фур’є оператора електронної густини.
Перейдемо до розширеного простору iндивiдуальних та колекти-

вних змiнних за допомогою оператора переходу [14]

Ĵ(ρ, ρ̂) =
∏

Cq

δ (ρq − ρ̂q) =

∫
(dω)



2πi

∑

q∈Cq

ωq(ρq − ρ̂q)



 , (2.2)

де ωq – змiнна, спряжена до ρq, ρ̂q ≡
∑

k,s

a+
k+q,sak,s, (dω) =

∏

Cq

(dωq),
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а область хвильових векторiв Cq включає половину всiх векторiв зi
сфери радiуса q0, наприклад

0 < |q| ≤ q0, qz > 0.

Оператор переходу є квантовим аналогом функцiї переходу класи-
чної статистики [18 – 19]. Будь-який оператор f̂(ρ̂), який є цiлою
функцiєю ρ̂q, має зображення в колективних змiнних,

f̂(ρ̂) =

∫
(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂)F̂ (ρ), (dρ) ≡

∏

Cq

dρq. (2.3)

Рiвностi

Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(ρ′, ρ̂) = Ĵ(ρ, ρ̂)
∏

Cq

δ(ρ′q − ρq), (2.4)

Sp
{
Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(ρ′, ρ̂)

}
=

∏

Cq

δ(ρq
′ − ρq)SpĴ(ρ, ρ̂)

дозволяють знайти зображення f̂(ρ̂) в колективних змiнних, а саме

F̂ (ρ) =
{
SpĴ(ρ, ρ̂)

}−1

Sp
{
f̂(ρ̂)Ĵ(ρ, ρ̂)

}
. (2.5)

За аналогiєю з роботами [1 – 6], оператор енергiї мiжелектрон-
них взаємодiй роздiлимо на далекосяжну та короткосяжну складовi
i запишемо у виглядi

1

2V

∑

q∈Cq

Vq (ρ̂qρ̂−q − N̂) (2.6)

+
1

2V

∑

q/∈Cq

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2
ak1,s1

,

де N̂ ≡
∑

k,s

a+
k,sak,s – оператор числа частинок. Другий доданок у

формулi (2.6) описує ефективну короткосяжну взаємодiю електронiв
з потенцiалом

Vs(r) =
1

V

∑

q/∈Cq

Vq exp (iqr) =
e2

r

{
1 − 2

π
Si (q0r)

}
(2.7)

(Si(x) – iнтегральний синус [20]).
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Згiдно з формулою (2.3) довiльнiй хвильовiй функцiї Ψ(ak|ρ̂) мо-
жна спiвставити зображення у розширеному просторi Ψ(ak|ρ),

Ψ(ak|ρ̂) =

∫
(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂)Ψ(ak|ρ). (2.8)

Розрахуємо дiю оператора exp(−βĤ) на хвильову функцiю
Ψ(ak|ρ̂):

exp(−βĤ)Ψ(ak|ρ̂) =

∫
(dρ)(dω) exp(−2πi

∑

q∈Cq

ωqρ̂q) (2.9)

× exp(−βĤω) exp(2πi
∑

q∈Cq

ωqρq)Ψ(ak|ρ).

Тут β = (kБT )−1 – обернена температура,

Ĥω = exp(2πi
∑

q∈Cq

ωqρ̂q)Ĥ exp(−2πi
∑

q∈Cq

ωqρ̂q)

= Ĥ − 2πi
∑

q∈Cq

ωq[Ĥ0, ρ̂q]_ (2.10)

+
(2πi)2

2!

∑

q1,q2∈Cq

ωq1
ωq2

[[Ĥ0, ρ̂q1
]_, ρ̂q2

]_.

Вираз (2.10) є точним. Наведемо явний вигляд комутаторiв, якi тут
фiгурують:

[Ĥ0, ρ̂q]_ = εqρ̂q +
h̄2

m
f̂q; f̂q ≡

∑

k,s

(k,q)a+
k+q,sak,s; (2.11)

1

2
[[Ĥ0, ρ̂q1

]_, ρ̂q2
]_ = −N̂εq1

δq1+q2,0 +
h̄2

2m
(q1,q2)ρ̂q1+q2

.

Використовуючи тотожнiсть
{

2πiωq − ∂

∂ρq

}
exp (2πi

∑

q∈Cq

ωqρq) = 0 (2.12)

та iнтегруючи частинами за змiнними ρq, приведемо рiвнiсть (2.9)
до наступного вигляду:

exp(−βĤ)Ψ(ak|ρ̂) =

∫
(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp(−βĤ1(ak|ρ))Ψ(ak|ρ),
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Ĥ1(ak|ρ) = Ĥ +
∑

q∈Cq

(εqρ̂q +
h̄2

m
f̂q)

∂

∂ρq

− N̂
∑

q∈Cq

εq

∂2

∂ρq∂ρ−q

+
h̄2

2m

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)ρ̂q1+q2

∂2

∂ρq1
∂ρq2

. (2.13)

При цьому Ĥ визначено формулою (2.1). Згiдно з формулою (2.3) в
операторi Ĥ1(ak|ρ) можна виконати замiну ρ̂q → ρq. Тому статисти-
чна сума моделi у великому канонiчному ансамблi набуває вигляду

Z = Sp exp
{
−β (Ĥ − µN̂)

}
(2.14)

= Sp

∫
(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp

{
−β (Ĥ(a|ρ) − µN̂)

}
,

де µ – змiнна хiмiчного потенцiалу, N̂ – оператор числа частинок.
Оператор

Ĥ(a|ρ) = Ĥs +
∑

q∈Cq

{
(εqρq +

h̄2

m
f̂q)

∂

∂ρq

− N̂εq

∂2

∂ρq∂ρ−q

+ (2V )−1Vq[ρqρ−q − N̂ ] } (2.15)

+
h̄2

2m

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)ρq1+q2

∂2

∂ρq1
∂ρq2

є гамiльтонiаном системи у розширеному просторi iндивiдуальних i
колективних змiнних, ak i ρq є незалежними, а оператор переходу
регулює спiввiдношення мiж ними i забезпечує збереження числа
ступенiв вiльностi. Оператор

Ĥs = Ĥ0 +(2V )−1
∑

q/∈Cq

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2
ak1,s1

(2.16)

є гамiльтонiаном системи електронiв iз залишковою короткосяжною
взаємодiєю.

Розглянемо далi покращений варiант розрахунку статистичної
суми, виконуючи циклiчне перетворення її на основi оператора

Ŵ (ρ̂) =
1

2

∑

q∈Cq

w(q)ρ̂qρ̂−q, (2.17)
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у якому w(q) – невiдома функцiя, що буде знайдена пiзнiше. Ос-
кiльки Ŵ (ρ̂) комутує з операторами N̂ та V̂ , то у перенормованiй
статистичнiй сумi

Z = Sp{e−Ŵ(ρ̂) exp (−β [Ĥ − µN̂ ]) eŴ (ρ̂)}
= Sp

{
exp[−β(ĤW − µN̂)]

}
(2.18)

фiгурує перенормований гамiльтонiан

ĤW = Ĥ0 + V̂ + K̂ + L̂;

K̂ = [Ĥ0, Ŵ ]_ =
∑

q∈Cq

w(q)

{
εq[ρ̂qρ̂−q − N̂ ] +

h̄2

m
ρ̂qf̂−q

}
;

L̂ =
1

2
[[Ĥ0, Ŵ ]_, Ŵ ]_ = −N̂

∑

q∈Cq

εqw2(q)ρ̂qρ̂−q (2.19)

+
h̄2

2m

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)w(q1)w(q2)ρ̂q1
ρ̂q2

ρ̂−q1−q2
.

Дiя оператора exp(−βĤW ) на функцiю Ψ(ak|ρ̂) розраховується так
само, як i дiя exp(−βĤ) (див. ф. (2.9) – (2.14)). Аналогом формули
(2.14) є такий вираз:

Z = Sp

∫
(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp

{
−β(ĤW (a|ρ) − µN̂)

}
;

ĤW (a|ρ) = Ĥs − N̂
∑

q∈Cq

(
Vq

2V
+ w(q)εq)

+
∑

q∈Cq

{
1

2
ρqρ−q[

Vq

V
+ 2εqw(q)(1 − N̂w(q))]

− N̂εq

∂2

∂ρq∂ρ−q

(2.20)

+
h̄2

m
[w(q)ρ−q +

∂

∂ρq

]f̂q + [1 − 2N̂w(q)]εqρq

∂

∂ρq

}

+
h̄2

2m

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)ρq1+q2

×
{

∂

∂ρq1

+ ρ−q1
w(q1)

}{
∂

∂ρq2

+ ρ−q2
w(q2)

}
.

Щоб видiлити в ĤW (a|ρ) колективну складову, введемо ще одну
колективну змiнну N , яка вiдповiдає оператору числа частинок N̂ ,
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за допомогою дельта-функцiї δ(N −N̂). Найпростiший вибiр функцiї
w(q) з умови

1 − 2Nw(q) = 0 (2.21)

приводить до такого зображення статистичної суми:

Z = Spa

∫
(dρ) dN δ(N − N̂) Ĵ(ρ, ρ̂)

× exp
{
−β[Ĥ(a) + Ĥ(ρ) + Ĥint(a|ρ)]

}
;

Ĥ(ρ) =
1

2

∑

q∈Cq

{[Vq

V
+

εq

2N
]
ρqρ−q − 2N εq

∂2

∂ρq∂ρ−q

}

+
h̄2

2m

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)ρq1+q2
(2.22)

×
{

∂

∂ρq1

+
ρ−q1

2N

}{
∂

∂ρq2

+
ρ−q2

2N

}
;

Ĥint(a|ρ) =
h̄2

m

∑

q∈Cq

(ρ−q

2N +
∂

∂ρq

)
f̂q;

Ĥ(a) ≡ Ĥ0 + V̂s; Ĥ0 =
∑

k,s

(εk − µ)a+
k,sak,s;

де εk = εk−
1

2V

∑

q∈Cq

[Vq+
(N

V

)−1

εq] – перенормована одночастинкова

енергiя електрона. Символ Spa означає обчислення операцiї слiду за
iндивiдуальними змiнними.

Введемо замiсть змiнних ρq Бозе-оператори породження i зни-
щення плазмонiв b+

q , bq за правилом:

bq =
1√
2

{
αqρ̃q +

1

αq

∂

∂ρ̃−q

}
,

b+
−q =

1√
2

{
αqρ̃q − 1

αq

∂

∂ρ̃−q

}
; (2.23)

ρ̃q ≡ N− 1
2 ρq; αq =

{
h̄ωq

2εq

} 1
2

; h̄ωq =

{
2
Vq

V
N εq + ε2

q

} 1
2

.

Перехiд вiд змiнних ρq до операторiв b+
q , bq здiйснимо за допомогою

оператора переходу

Ĵ(ρ̂(b)
q , ρq) =

∏

Cq

δ(ρ̂(b)
q − ρq),
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ρ̂(b)
q = (2N )−

1
2 α−1

q

{
bq + b+

−q

}
. (2.24)

Згiдно з формулою (2.5)

exp
{
−β[Ĥ(a) + Ĥ(ρ) + Ĥint(a|ρ)]

}
(2.25)

= Spb

{
Ĵ(ρ̂(b), ρ) exp[−β(Ĥ(a) + Ĥp + Ĥep)]

} {
SpbĴ(ρ̂(b), ρ)

}−1

.

Оператори Ĥp та Ĥep одержуються iз операторiв Ĥ(ρ) та Ĥint(a|ρ)

в результатi переходу вiд ρ̃q,
∂

∂ρ̃q

до b+
q , bq згiдно з формулами (2.23):

Ĥp = Ĥp + Ĥpp; Ĥp =
∑

q∈Cq

h̄ωq(b+
q bq +

1

2
);

Ĥpp = − h̄2

16m
√

2N
∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)α
−1
q1

α−1
q2

α−1
q1+q2

× (b+
q1+q2

+ b−q1−q2
)B̂q1

B̂q2
,

Ĥep =
h̄2

2m
√

2N
∑

q∈Cq

α−1
q f̂qB̂q, (2.26)

B̂q = [
h̄ωq

εq

+ 1]bq − [
h̄ωq

εq

− 1]b+
−q.

Пiдставимо (2.25) у формулу (2.22) та проiнтегруємо за змiнними ρq

за правилом
∫

(dρ) Ĵ(ρ̂, ρ(a)) Ĵ(ρ̂(b) − ρ)
{
SpbĴ(ρ̂(b), ρ)

}−1

= Ĵ(b, a),

Ĵ(b, a) =
∏

q∈Cq

δ(ρ̂(b)
q − ρ̂(a)

q ) (2.27)

де ρ̂(a)
q ≡ ρ̂q =

∑

k,s

a+
k+q,sak,s. В результатi одержуємо статистичну

суму у такому виглядi:

Z = Sp

{∫
dN δ(N − N̂) Ĵ(b, a) exp[−β(Ĥ(a) + Ĥp + Ĥep)]

}
.

(2.28)
Формально оператор Ĥ(a)+Ĥp +Ĥep описує двi рiзнi пiдсистеми об’-
єктiв – електронiв i плазмонiв, а Ĵ(b, a) вiдображає додатковi умови
або в’язi, необхiднi при такому описi.
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Дальший розрахунок статистичної суми виконаємо в рамках те-
орiї збурень. З цiєю метою застосуємо у статистичному операторi
зображення взаємодiї

exp[−β(Ĥ(a) + Ĥp + Ĥep)] = exp
{
−β(Ĥ0 + Ĥp)

}
T Ŝ, (2.29)

де T – символ хронологiчного впорядкування, а Ŝ-матриця визнача-
ється операторами взаємодiй:

Ŝ = exp



−

β∫

0

dβ
′

[V̂s(β
′

) + Ĥpp(β
′

) + Ĥep(β
′

)]



 . (2.30)

Переставляючи оператор exp
{
−β[Ĥ0 + Ĥp]

}
через оператор перехо-

ду Ĵ(b, a), переведемо останнiй у зображення взаємодiї:

Z = Spa,b

{∫
dN δ(N − N̂) exp[−β(Ĥ0 + Ĥp)]

× T [
∏

Cq

δ(ρ̂(b)
q (β) − ρ̂(a)

q (β))Ŝ] } ,

ρ̂(a)
q (β) ≡

∑

k,s

a+
k+q,s(β)ak,s(β); (2.31)

ρ̂(b)
q (β) ≡ 2−

1
2 N

1
2 α−1

q [bq(β) + b+
−q(β)].

Для зручностi наступного розрахунку дiаграм теорiї збурень перей-
демо до так званого частотного зображення [21, 22], вводячи комбi-
нацiї операторiв ak,s(β

′

) та bq(β
′

):

ak,s(ν
∗) =

β∫

0

ak,s(β
′

)Ψν∗(β
′

)dβ
′

,

bq(ν) =

β∫

0

bq(β
′

)Ψν(β
′

)dβ
′

, (2.32)

де Ψν(β
′

) = β− 1
2 exp(iνβ

′

), ν∗ = (2n + 1)πβ−1, ν = 2πnβ−1, n =
0;±1;±2; · · · . У новому зображеннi

Ŝ ≡ Ŝ(ν) = exp
{
−V̂s(ν) − Ĥpp(ν) − Ĥep(ν)

}
,
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V̂s(ν) =
1

2βV

∑

q∈Cq

∑

ν

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

∑

ν∗

1
,ν∗

2

a+
k1+q,s1

(ν∗
1 + ν)

× a+
k2−q,s2

(ν∗
2 − ν)ak2,s2

(ν∗
2 )ak1,s1

(ν∗
1 );

Ĥep(ν) =
h̄2

2m
√

2Nβ

∑

q∈Cq

∑

ν

α−1
q f̂q,νB̂q,ν; (2.33)

B̂q,ν =

{( h̄ωq

εq

+ 1
)
bq,ν −

( h̄ωq

εq

− 1
)
b+
−q,−ν

}
;

f̂q,ν =
∑

k,s

∑

ν∗

(kq)a+
k+q,s(ν

∗ + ν)ak,s(ν
∗);

Ĥpp(ν) =
h̄2

4m
√

2Nβ

∑

q1,q2∈Cq

(q1,q2)
∑

ν1,ν2

α−1
q1+q2

(bx1+x2
+ b+

−x1−x2
)

×
∏

j=1,2

{
αqj

(bxj
− b+

−xj
) +

1

2αqj

(b−xj
+ b+

xj
)

}
,

де bx ≡ bq,ν. Оскiльки

ρ̂(a)
q (β) = β−1

∑

ν

ρ̂q,ν,

ρ̂q,ν ≡ ρx =
∑

k,s

∑

ν∗

a+
k+q,s(ν

∗ + ν)ak,s(ν
∗), (2.34)

ρ̂(b)
q (β) =

√
N
2β

α−1
q

∑

ν

(bq,ν + b+
−q,−ν),

то, використовуючи iнтегральне зображення δ-функцiї у формулi
(2.31), одержуємо такий вираз для розрахунку статистичної суми:

Z =

+∞∫

−∞

dN Z0

+∞∫

−∞

dω0 exp(2πiω0N )ξ(ω0) (2.35)

×
〈

T





∫
(dϕ) exp

(
iπ

∑

ν

∑

q∈Cq

ϕq

[√N
2β

α−1
q (bx + b+

−x) − 1

β
ρ̂x

])

× exp[−V̂s(ν) − Ĥpp(ν) − Ĥep(ν)]
}〉

0
; (dϕ) ≡

∏

Cq

dϕq.

Статистичне засереднення тут проводиться за станами вiльних еле-
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ктронiв i вiльних плазмонiв,

Z0 = Sp
{
exp[−β(Ĥ0 + Ĥp)]

}
= exp(−βΩ0) (2.36)

– статистична сума вiльних електронiв i плазмонiв, а Ω0 – її термо-
динамiчний потенцiал

Ω0 = − 1

β

∑

k,s

ln
{

1 + e−β(εk−µ∗)
}

+
1

β

∑

q∈Cq

ln
{
1 − e−βh̄ωq

}

+
1

2

∑

q∈Cq

h̄ωq; (2.37)

µ∗ ≡ µ +
1

2V

∑

q∈Cq

[Vq + εqV N−1].

Множник ξ(ω0) визначений таким спiввiдношенням:

ξ(ω0) = Spa exp
{
−β[Ĥ0 − µN̂ ] − 2πiω0N̂

}

×
{
Spa exp[−β(Ĥ0 − µN̂)]

}−1

(2.38)

=
∏

k,s

{1 − nk,s + nk,s exp(−2πiω0)} ,

де nk,s = {1 + exp[β(εk − µ∗)]}−1 – розподiл Фермi в iдеальнiй сис-
темi електронiв. З формули (2.38) видно, що у границi низьких тем-
ператур, при повному виродженнi (β → ∞) ξ(ω0) → exp(−2πiω0N),
де N – число електронiв у системi. В загальному випадку

ξ(ω0) = exp



−2πiω0N +

∑

n≥2

(−2πi)n ωn
0

n!
β1−nµ0

n(0)



 , (2.39)

де µ0
n(0) є статичною довгохвильовою границею n-частинкових ди-

намiчних кореляцiйних функцiй iдеальної системи [21], зв’язних (ку-
мулянтних) середнiх вiд добуткiв операторiв ρ̂x:

µ0
n(x1, . . . , xn) =

1

β
〈ρ̂x1

ρ̂x2
· · · ρ̂xn

〉c0 . (2.40)

У статичнiй довгохвильовiй границi

µ0
n(0) =

∑

k,s

dn−1

dµn−1
nk,s (2.41)

= (−1)n V

π2

µ
5
2
−n

2n−1
(
2m

h̄2 )
3
2

{
Rn − π2

24
(βµ)−2(2n − 3)!! + . . .

}
,
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де R2 = 1, R3 = 1, а при n ≥ 4 маємо Rn = −(2n − 7)!!.
Тотожнiсть

{
2πiω0 +

∂

∂N

}
exp(−2πiω0N) = 0 (2.42)

дає можливiсть проiнтегрувати за змiнними ω0 та N , зводячи роз-
рахунок статистичної суми до такого вигляду:

Z = Λ̂(N)Z0

×
〈

T





∫
(dϕ) exp(iπ

∑

ν

∑

q∈Cq

ϕq[

√
N
2β

α−1
q (bx + b+

−x) − 1

β
ρ̂x])

× exp[−V̂s(ν) − Ĥpp(ν) − Ĥep(ν)]
}〉

0
. (2.43)

При цьому у Z0, а також пiд знаком 〈. . .〉0 замiсть змiнної N слiд
поставити скрiзь число частинок N . Оператор Λ̂(N) виникає за ра-
хунок доданкiв n ≥ 2 у формулi (2.39) i враховує температурнi по-
правки:

Λ̂(N) = exp





∑

n≥2

(n!)−1β1−nµ0
n(0)

∂n

∂Nn



 . (2.44)

Формулу (2.43) доцiльно переписати в еквiвалентнiй формi, видiля-
ючи статистичну суму Zep модельної системи, яка складається iз
взаємодiючих пiдсистем електронiв i плазмонiв, але без врахування
додаткових умов, а саме

Z = Λ̂(N)Zep

〈
Ĵ(b, a)

〉
ep

;

Zep = Z0

〈
T Ŝ(ν)

〉
0
; (2.45)

〈
Ĵ(b, a)

〉
ep

=

〈∫
(dϕ) exp



iπ

∑

q∈Cq

∑

ν

ϕq

× [N
1
2 (2β)−

1
2 α−1

q (bx + b+
−x) − 1

β
ρ̂x]

}〉

ep

;

〈
Â

〉
ep

≡
〈
T

{
ÂŜ(ν)

}〉
0

〈
T Ŝ(ν)

〉−1

0
.
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3. Теорiя збурень i n-частинковi кореляцiйнi фун-

кцiї

Врахування оператора слабкої короткосяжної мiжелектронної вза-
ємодiї V̂s(ν) можна виконати за допомогою пiдходу локального по-
ля. Врахування оператора нелокальної електрон-плазмонної взаємо-
дiї Ĥep(ν) виконаємо методом теорiї збурень. У зв’язку з лiнiйнiстю
оператора Ĥep(ν) вiдносно плазмонних операторiв bq,ν , b+

q,ν вiдмiннi
вiд нуля внески виникають лише у парних порядках теорiї збурень.
Iншою важливою особливiстю є цiлковита вiдсутнiсть розбiжних дiа-
грам у будь-якому порядку теорiї збурень, що зумовлено структурою
оператора Ĥep(ν). Для прикладу розгляньмо внесок до термодина-
мiчного потенцiалу єдиної дiаграми другого порядку теорiї збурень:

∆Ω2 = − 1

2β

〈
T Ĥ2

ep(ν)
〉

0
(3.1)

= −
∑

q,ν

( h̄2

2m

)2

(4Nβ2α2
q)−1

〈
T

{
f̂xf̂−x

}〉
0

〈
T

{
B̂xB̂−x

}〉
0
.

Середнi, якi тут фiгурують, визначаються через спектральнi зобра-
ження функцiй Грiна електронiв i плазмонiв [22]

−
〈
T

{
ak1,s1

(ν∗
1 )a+

k2,s2
(ν∗

2 )
}〉

0
= Ge

k1,s1
(ν∗

1 )δs1,s2
δk1,k2

δν∗

1
,ν∗

2
;

Ge
k,s(ν

∗) = {iν∗ − εk + µ∗}−1
; (3.2)

−
〈
T

{
bxb+

x

}〉
0

= Gp
q(ν) = {iν − h̄ωq}−1

.

Згiдно з формулами (3.2)
〈
T

{
B̂xB̂−x

}〉
0

= −2h̄ωq

{
(
h̄ωq

εq

)2 − 1

}{
ν2 + (h̄ωq)2

}−1
; (3.3)

〈
T

{
f̂xf̂−x

}〉
0

=
∑

k,s

∑

ν∗

(k,q)(k + q,q)Ge
k,s(ν

∗)Ge
k+q,s(ν

∗ + ν).

Вираз (3.1) нагадує внесок у термодинамiчний потенцiал деякої мо-
дельної системи у першому порядку теорiї збурень, причому роль
локального потенцiалу вiдiграє величина

− V

2N
ε2

F α−2
q

〈
T

{
B̂xB̂−x

}〉
0

= 4Vqε2
F

{
ν2 + (h̄ωq)2

}−1
, (3.4)

що має властивiсть потенцiалу зарядженого квантового пакета. Мно-
жник

η2(x,−x) = (
h̄2

2m
)2ε−2

F β( − 1)
〈
T

{
f̂xf̂−x

}〉
0

(3.5)
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вiдiграє роль спектрального зображення двочастинкової кореляцiй-
ної функцiї типу

”
густина–густина“. У дiаграмах виникають функцiї

типу

ηn(x1, . . . , xn) = (
h̄2

2m
)nε−n

F β−1
〈
T

{
f̂x1

f̂x2
· · · f̂xn

}〉
0
, (3.6)

що є аналогами n-частинкових кореляцiйних функцiй звичайної те-
орiї збурень з потенцiалом Кулона [21].

Використовуючи функцiї Грiна базисної системи Ge
k,s(ν

∗), зобра-
зимо ηn(x1, . . . , xn) у виглядi таких згорток:

η2(x1, x2) = β−1δx1+x2,0(
h̄2

2mεF
)2Re

∑

k,s

∑

ν∗

Ge
k,s(ν

∗)Ge
k+q1,s(ν

∗+ν1)

× (k,q1)(k + q1,q1); (3.7)

η3(x1, x2, x3) = −2β−1δx1+x2+x3,0(
h̄2

2mεF
)3Re

∑

k,s

∑

ν∗

Ge
k,s(ν

∗)

× Ge
k+q1,s(ν

∗ + ν1)G
e
k−q2,s(ν

∗ − ν2)

× (k,q1)(k + q1,q1 + q2)(k − q2,q2)

i т. д., де символ Re вiдноситься до частот Бозе-Мацубари (ν1, ν2, . . .).
З формул (3.7) видно, що ηn(x1, . . . , xn) є дiйсними функцiями сво-
їх аргументiв (q1, . . . ,qn; ν1, . . . , νn). Виконавши пiдсумовування за
частотою ν∗ за правилом [22]

β−1
∑

ν∗

Ge
k,s(ν

∗) = nk,s = {1 + exp[β(εk − µ∗)]}−1
, (3.8)

зобразимо ηn(x1, . . . , xn) у виглядi суми за хвильовим вектором,

η2(x,−x) = 2(
h̄2

2mεF
)2Re

∑

k,s

nk,sy(x)(k,q)(k + q,q);

η3(x1, x2, x3) = −2δx1+x2+x3,0(
h̄2

2mεF
)3Re

∑

k,s

nk,s

×{y(x1)y(−x2)(k,q1)(k − q2,q2)(k + q1,q1 + q2) (3.9)

+y(x2)y(−x3)(k,q2)(k − q3,q3)(k + q2,q2 + q3)

+y(x3)y(−x1)(k,q3)(k − q1,q1)(k + q3,q3 + q1) } ;

i т. д., де y(x) ≡ {iν + εk − εk+q}−1; x ≡ (q, ν). Зробимо зауваження
щодо симетрiї виразу у фiгурнiй дужцi (3.9): другий i третiй доданки
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утворюються з першого шляхом циклiчної перестановки. Розраху-
нок функцiї η2(x,−x) труднощiв не складає. Переходячи вiд суми за
вектором k до iнтегралу i використовуючи сферичну систему коор-
динат, вiсь 0z якої паралельна до вектора q, при абсолютному нулi
температури одержуємо:

η2(x,−x) =− N

2εF
q2 + (u2 +

1

4
q2)µ0

2(x,−x)

=− N

2εF
q2

{
1 − 3[u2 +

1

4
q2]I2,0(q, u)

}
, (3.10)

де q ≡ |q|k−1
F ; u ≡ ν(2εF q)−1, a I2,0(q, u) – безрозмiрна функцiя цих

змiнних:

I2,0(q, u) =
1

2

{
1 +

1

2q
(1 + u2 − q2

4
)

∑

σ=±1

σ ln[(1 + σ
q

2
)2 + u2]

− u
∑

σ=±1

arctg[
1

u
(1 + σ

q

2
)]

}
. (3.11)

Наявнiстю добутку скалярних множникiв (k,qi) функцiї
ηn(x1, . . . , xn) вiдрiзняються вiд µ0

n(x1, . . . , xn). Однак ця
”
дрiб-

на деталь“ суттєво ускладнює розрахунок функцiй ηn(x1, . . . , xn)
у випадку n ≥ 3 i зумовлює принципову вiдмiннiсть у залежностi
функцiй (2.40) i (3.5) вiд хвильових векторiв q1, . . . ,qn , зокрема їх
асимптотику:

µ0
n(x1, . . . , xn) →

{
NεF (εq1

. . . εqn
)−1 при qi >> kF ;

Nε1−n
F при qi << kF ; νi = 0;

ηn(x1, . . . , xn) =

{
Nε1−n

F при qi >> kF ;
Nε1−n

F q1q2 . . . qnk−n
F при qi << kF ; νi = 0;

(3.12)

Цю асимптотику пiдтверджує рисунок 1, на якому зображено безроз-
мiрнi множники функцiй η2(x,−x) та µ2(x,−x) як функцiї хвильо-
вого вектора q при заданих частотах. З рисунка видно, що η2(x,−x)
є ще й знакозмiнною функцiєю в областi малих i середнiх векторiв,
на вiдмiну вiд µ0

2(x,−x).
У наступних роздiлах виконано явний розрахунок функ-

цiй η3(x1, x2, x3) та η4(x1,−x1, x2,−x2) шляхом зведення їх до
µ0

3(x1, x2, x3), µ0
4(x1,−x1, x2,−x2) та спорiднених функцiй.
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Рис. 1. Двочастинковi кореляцiйнi функцiї η2(q, u) =
2εF (3N)−1η2(x,−x) та µ2(q, u) = 2εF (3N)−1µ0

2(x,−x) при рiз-
них значеннях безрозмiрної частоти (u = 0; 0.5; 1).

4. Тричастинкова кореляцiйна функцiя

Спосiб розрахунку кореляцiйних функцiй при n ≥ 3 детально про-
iлюструємо на прикладi тричастинкової функцiї. Насамперед у ко-
жному з трьох доданкiв формули (3.9) виконаємо перетворення з
метою зменшити число скалярних добуткiв, використовуючи тотож-
ностi типу

h̄2

2m
(k,q1) = −1

2
{εk + εq1

− εk+q1
} , (4.1)

h̄2

2m
(k − q2,q2) = −1

2
{εk−q2

− εk + εq2
} ,

i т.д. В результатi таких перетворень iз кожного з доданкiв (3.9)
виникають складовi без енергетичних знаменникiв, складовi з одним
енергетичним знаменником типу

µ2(x) = −2
∑

k,s

nk,s[iν + εk − εk+q]−1, (4.2)
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ζ2(x1|q2) = −4
∑

k,s

nk,s
h̄2

2m
(k,q2)[iν1 + εk − εk+q1

]−1,

а також складовi з двома енергетичними знаменниками, але без ска-
лярних добуткiв у чисельнику дробу типу

Γ3(x1,−x2) =
∑

k,s

nk,s[iν1 + εk − εk+q1
]−1[−iν2 + εk − εk−q2

]−1. (4.3)

Розрахунок складових типу (4.2) легко виконується за допомогою
iнтегрування за вектором k у сферичнiй системi координат. У без-
розмiрних змiнних

µ2(x) =
3N

2εF
R2,0(q, u),

ζ2(x|q1) =
3N

q2
(q,q1)C(q, u), (4.4)

де безрозмiрнi комплекснi функцiї R2,0(q, u) та C(q, u) наведено у
Додатку 1. Вводячи для компактностi запису позначення ε(q, u) =
q2 +2iuq, представимо η3(x1, x2, x3) у безрозмiрних змiнних у такому
виглядi:

η3(x1, x2, x3) =
3N

(2εF )2
δx1+x2+x3,0

{
−1

3
(q2

1 + q2
2 + q2

3)

+
1

2
I2,0(q1, u1)Re[ε∗(q1, u1)(ε

∗(q2, u2) − ε∗(q3, u3))]

+
1

2
I2,0(q2, u2)Re[ε∗(q2, u2)(ε

∗(q3, u3) − ε∗(q1, u1))]

+
1

2
I2,0(q3, u3)Re[ε∗(q3, u3)(ε

∗(q1, u1) − ε∗(q2, u2))]

+
Re

4
[R2,0(q1, u1)(ε(q1, u1)ε(q3, u3) + ε∗(q1, u1)ε(q2, u2))]

+
Re

4
[R2,0(q2, u2)(ε(q2, u2)ε(q1, u1) + ε∗(q2, u2)ε(q3, u3))]

+
Re

4
[R2,0(q3, u3)(ε(q3, u3)ε(q2, u2) + ε∗(q3, u3)ε(q1, u1))]

− (q1,q2)

2
Re[ε∗(q1, u1)C(q1, u1)q

−2
1 + ε∗(q2, u2)C

∗(q2, u2)q
−2
2 ]

− (q2,q3)

2
Re[ε∗(q2, u2)C(q2, u2)q

−2
2 + ε∗(q3, u3)C

∗(q3, u3)q
−2
3 ]

− (q1,q3)

2
Re[ε∗(q3, u3)C(q3, u3)q

−2
3 + ε∗(q1, u1)C

∗(q1, u1)q
−2
1 ] }
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−1

4
δx1+x2+x3,0Re {ε∗(q1, u1)ε

∗(q2, u2)ε
∗(q3, u3)

× [Γ3(x1,−x2) + Γ3(x2,−x3) + Γ3(x3,−x1)]} . (4.5)

Зазначимо, що останнiй доданок у формулi (4.5) пов’язаний з фун-
кцiєю µ0

3(x1, x2, x3), оскiльки

µ0
3(x1, x2, x3) = −2δx1+x2+x3,0Re { Γ3(x1,−x2) (4.6)

+ Γ3(x2,−x3) + Γ3(x3,−x1) } ,

однак вiн вимагає розрахунку не тiльки дiйсних, але й уявних скла-
дових функцiй Γ3(xi,−xj).

Труднощi розрахунку Γ3(xi,−xj) та аналогiчних функцiй вищо-
го порядку (з бiльшим числом енергетичних знаменникiв) зумовленi
необхiднiстю iнтегрування за вектором k при заданiй конфiгурацiї
векторiв q1, . . . ,qn. Проте iнтегрування за кутовими змiнними век-
тора k стає елементарним, якщо використати тотожнiсть Фейнмана
[23],

n∏

j=1

A−1
j = (n − 1)!

1∫

0

. . .

1∫

0

dα1 . . . dαn





n∑

j=1

αjAj





−n

δ(

n∑

j=1

αj − 1).

(4.7)
Ми розглянемо тут розрахунок функцiї Γ3(x1, x2) для випадку

частот ν1 i ν2 одного знаку, оскiльки через те, що дiйсна частина∑

j

αjAj може перетворюватися в нуль при деяких значеннях α, ви-

никає вимога додатньої визначеностi уявної частини
∑

j

αjAj . У До-

датку 2 наведено формули зведення, якi дозволяють одержати фун-
кцiю Γ3(x1, x2) для частот рiзного знаку. Виходячи з означення (4.3),
перейдемо до безрозмiрних змiнних qi = |qi|k−1

F , ui = νi(2εF qi)
−1 i

використаємо тотожнiсть (4.7) при n = 2. В результатi цих перетво-
рень одержуємо таке зображення:

Γ3(x1, x2) =
3N

4πq1q2(2εF )2

∫
dk nk,s

1∫

0

dαF−2
α ; (4.8)

Fα = α[(k, e1) + ξ1] + (1 − α)[(k, e2) + ξ2],

де ei = qi|qi|−1, вектор k вимiрюється в одиницях kF , ξj =
1

2
qj − iuj;

j = 1, 2. Введемо вектор

ρα = αe1 + (1 − α)e2, (4.9)
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а також позначення

Ωα = α(ξ2 − ξ1) − ξ2 = Ωc
α − iΩs

α;

Ωc
α =

1

2
[α(q1 − q2) + q2], Ωs

α = α(u1 − u2) + u2, (4.10)

так що Ωc
α, Ωs

α ≥ 0. У цих позначеннях

Fα = (k, ρα) + Ωα, (4.11)

а тому iнтегрування за кутовими змiнними вектора k виконаємо у
сферичнiй системi координат, вiсь z якої паралельна вектору ρα.
Пiсля наступного iнтегрування за модулем вектора k одержуємо
Γ3(x1, x2) у виглядi однократного iнтеграла за параметром α:

Γ3(x1, x2) = − 3N

q1q2(2εF )2

1∫

0

dα

ρ2
α

{
1 − Ωα

2ρα
ln

∣∣∣ρα + Ωα

ρα − Ωα

∣∣∣
}

,

ρα ≡ |ρα| =
{
1 − 2α(1 − t) + 2α2(1 − t)

} 1
2 , (4.12)

а t ≡ t12 ≡ (e1, e2) є косинусом кута мiж векторами q1 i q2.
Iнтеграл за змiнною α розiб’ємо на два. Той iз них, у якому фi-

гурує логарифм, iнтегруємо частинами, пiсля чого об’єднуємо його
з тим iнтегралом, пiдiнтегральна функцiя якого дорiвнює ρ−2

α . В ре-
зультатi цих перетворень iнтеграл (4.12) суттєво спрощується, так
що

Γ3(x1, x2) =
3N

(2εF )2
[2q1q2(1 − t2)]−1 (4.13)

×
{

[ξ2 − tξ1] ln
[1 − ξ1

1 + ξ1

]
+ [ξ1 − tξ2] ln

[1 − ξ2

1 + ξ2

]}

− 3N

(2εF )2
[2q1q2(1 − t2)]−1δ(ξ, t)

1∫

0

dα

ρ2
α − Ω2

α

,

де

δ(ξ, t) = 1 − t2 − ξ1 − ξ2
2 + 2tξ1ξ2; (4.14)

ρ2
α − Ω2

α = α2
{
2(1 − t) − (ξ1 − ξ2)

2
}

+ 2α {ξ2(ξ2 − ξ1) − (1 − t)} + 1 − ξ2
2 .

Нехай α1 = αc
1 + iαs

1, α2 = αc
2 + iαs

2 є коренями рiвняння ρ2
α −Ω2

α = 0:

αc
1 =

{
p2

c + p2
s

}−1 {pc(bc − η) + ps(bs + ζ)} ;
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αs
1 =

{
p2

c + p2
s

}−1 {pc(bs + ζ) − ps(bc − η)} ;

αc
2 =

{
p2

c + p2
s

}−1 {pc(bc + η) + ps(bs − ζ)} ; (4.15)

αs
2 =

{
p2

c + p2
s

}−1 {pc(bs − ζ) − ps(bc + η)} .

Тут використано такi позначення:

pc = 2(1 − t) − 1

4
(q1 − q2)

2 + (u1 − u2)
2;

ps = (q1 − q2)(u1 − u2);

bc = 1 − t − u2(u1 − u2) +
q2

4
(q1 − q2);

bs =
u2

2
(q2 − q1) −

q2

2
(u1 − u2);

[δ(ξ, t)]
1
2 = ζ + iη; (4.16)

ζ =
1√
2

{
δc + [δ2

c + δ2
s ]

1
2

} 1
2

; η =
δs√
2

{
δc + [δ2

c + δ2
s ]

1
2

}− 1
2

;

δc = 1 − t2 − 1

4
(q2

1 + q2
2 − 2tq1q2) + (u2

1 + u2
2 − 2tu1u2);

δs = u1(q1 − tq2) + u2(q2 − tq1).

Роздiляючи пiдiнтегральну функцiю на простi множники, предста-
вимо iнтеграл за змiнною α у такому виглядi:

δ(ξ, t)

1∫

0

dα

ρ2
α − Ω2

α

= γc
3 + iγs

3 ,

γc
3 =

ζ

2
(Ã1 − Ã2) +

η

4
(L̃1 − L̃2);

γs
3 =

η

2
(Ã1 − Ã2) −

ζ

4
(L̃1 − L̃2); (4.17)

Ãi = arctg
1 − αc

i

αs
i

+ arctg
αc

i

αs
i

;

L̃i ≡ ln
(1 − αc

i )
2 + (αs

i )
2

(αc
i )

2 + (αs
i )

2
; (i = 1, 2).

Остаточно дiйсна i уявна складовi функцiї Γ3(x1, x2) визначаються
такими формулами:

Γc
3(x1, x2) =

3N

(2εF )2
[2q1q2(1 − t2)]−1
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×
{
−1

4
(q2 − tq1)L(q1, u1) − (u2 − tu1)A(q1, u1)

−1

4
(q1 − tq2)L(q2, u2) − (u1 − tu2)A(q2, u2) − γc

3

}
; (4.18)

Γs
3(x1, x2) = − 3N

(2εF )2
[2q1q2(1 − t2)]−1

×1

2
{(q2 − tq1) A(q1, u1) − (u2 − tu1) L(q1, u1)

+ (q1 − tq2) A(q2, u2) − (u1 − tu2) L(q2, u2) + γs
3} ,

де функцiї A(q, u) та L(q, u) наведено у Додатку 1.
Формули (4.4), (4.5), (4.15) – (4.18) разом iз формулами зведення

(див. Додаток 2) в сукупностi визначають функцiю η3(x1, x2, x3).

5. Чотиричастинкова кореляцiйна функцiя

Розглянемо тут найбiльш важливу чотиричастинкову кореляцiйну
функцiю, яка виникає у четвертому порядку теорiї збурень i вiдпо-
вiдає виродженiй комбiнацiї аргументiв (x1 + x2 + x3 + x4 = 0 при
x1 + x2 = 0):

η4(x1,−x1, x2,−x2) = β−1ε−4
F

〈
T

{
f̂x1

f̂−x1
f̂x2

f̂−x2

}〉c

0

= η4,1(x1,−x1, x2,−x2) + η4,2(x1, x2,−x1,−x2), (5.1)

де перша складова є власноенергетичною,

η4,1(x1,−x1, x2,−x2) = P4(x1, x2) + P4(x2,−x1),

P4(x1, x2) = −2β−1(
h̄2

2mεF
)4Re

∑

k,s

∑

ν∗

[Ge
k,s(ν

∗)]2Ge
k+q1,s(ν

∗ + ν1)

×Ge
k+q2,s(ν

∗ + ν2)(k,q1)(k,q2)(k + q1,q1)(k + q2,q2), (5.2)

а друга – обмiнною:

η4,2(x1, x2,−x1,−x2) = R4(x1, x2) + R4(x2,−x1),

R4(x1, x2) = −β−1(
h̄2

2mεF
)4Re

∑

k,s

∑

ν∗

Ge
k,s(ν

∗)Ge
k+q2,s(ν

∗ + ν2)

×Ge
k+q1,s(ν

∗ + ν1)G
e
k+q1+q2,s(ν

∗ + ν1 + ν2) (5.3)

×(k,q1)(k + q1,q2)(k + q2,q2)(k + q1 + q2,q1),
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Для наочностi зручно зображати функцiї ηn(x1, . . . , xn), як i
µ0

n(x1, . . . , xn), дiаграмами у виглядi кiльця з n вiдростками, що вiд-
повiдають їх аргументам. Кожному сегменту кiльця спiвставляється
вiдповiдна функцiя Грiна i добуток векторiв (ki,qi); напрям обходу
контура виберемо проти руху годинникової стрiлки. Згiдно з цими
правилами

η2(x,−x) =
1

2





−x

(k + q, q)Ge
k+q(ν∗ + ν)

(k, q)Ge
k(ν∗)

x + x −x





;

η3(x1, x2, x3) = δx1+x2+x3,0 { Z1

x1

x2 x3

Z3 +

Z2

+

−x1

−x2 − x3

} ;

Z7

P4(x1, x2) = Z4

−x1 x1

x2 −x2

Z6 +

x1 −x1

−x2 x2

; (5.4)

Z5

Z11

R4(x1, x2) = Z8

−x1 −x2

x2 x1

Z10 +

x1 x2

−x2 −x1

.

Z9

Тут введено такi позначення:

Z1 = (k + q1 + q2 + q3,q3)G
e
k+q1+q2+q3

(ν∗ + ν1 + ν2 + ν3);

Z2 = (k + q2,q2)G
e
k+q2

(ν∗ + ν2);

Z3 = (k + q2 + q3,q3)G
e
k+q2+q3

(ν∗ + ν2 + ν3);

Z4 = (k,q1)G
e
k(ν∗);

Z5 = (k + q2,q2)G
e
k+q2

(ν∗ + ν2);

Z6 = (k,q2)G
e
k(ν∗);

Z7 = (k + q1,q1)G
e
k+q1

(ν∗ + ν1);

Z8 = (k,q1)G
e
k(ν∗);

Z9 = (k + q2,q2)G
e
k+q2

(ν∗ + ν2);
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Z10 = (k + q1 + q2,q1)G
e
k+q1+q2

(ν∗ + ν1 + ν2);

Z11 = (k + q1,q2)G
e
k+q1

(ν∗ + ν1).

Опишемо схему розрахунку власноенергетичної складової. Тотож-

нiсть G2
k,s(ν

∗) =
∂

∂εk

Gk,s(ν
∗) дозволяє виконати обчислення суми за

частотою ν∗ таким самим способом, як у випадку η3(x1, x2, x3). На-

ступне диференцiювання за εk та рiвнiсть
∂nk,s

∂εk

= − ∂

∂µ
nk,s дають

такий результат:

P4(x1, x2) = 2(
h̄2

2mεF
)4

×Re
∑

k,s

{ ∂nk,s

∂µ
(k,q1)(k,q2)(k + q1,q1)(k + q2,q2)

× y(x1)y(x2)

+ nk,s(k,q1)(k,q2)(k + q1,q1)(k + q2,q2)

× [y2(x1)y(x2) + y2(x2)y(x1)] (5.5)

− nk,s(k − q1,q1)(k,q1)(k − q1,q2)(k − q1 + q2,q2)

× y2(−x1)y(x2 − x1)

− nk,s(k − q2,q1)(k,q2)(k − q2,q2)(k − q2 + q1,q1)

× y2(−x2)y(x1 − x2) } .

Перший доданок у фiгурнiй дужцi (5.5) дає так звану
”
аномальну“

складову η4(x1,−x1, x2,−x2), за аналогiєю до
”
аномальних“ скла-

дових функцiй µ0
n(x1, . . . , xn) [21]. При розрахунку фiзичних хара-

ктеристик моделi при T = 0K такi складовi цiлком компенсуються
зсувом хiмiчного потенцiалу (за рахунок взаємодiї) i в остаточних ви-
разах не фiгурують. Через те ми не будемо його розглядати. Проте
зауважимо, що його розрахунок можна виконати за схемою розра-
хунку η3(x1, x2, x3).

Для розрахунку iнших доданкiв P4(x1, x2) (
”
нормальних“ скла-

дових) скористаємось тотожнiми перетвореннями типу (4.1), щоб ма-
ксимально можливо звiльнитись вiд скалярних добуткiв. Це приво-
дить до появи функцiй типу (4.2) та (4.3), а також виразiв типу

−2
∑

k,s

nk,sy
2(x) = i

∂

∂ν
µ2(x),

−4
h̄2

2m

∑

k,s

nk,s(k,q1)y
2(x) = i

∂

∂ν
ζ2(x|q1), (5.6)
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τ2(x|q1) = −4(
h̄2

2m
)2

∑

k,s

nk,s(k,q1)
2y(x),

а також функцiй типу

Γc
4(x1, x1, x2) = −2Re

∑

k,s

nk,sy
2(x1)y(x2), (5.7)

розрахoваних у роботi [21] для випадку T = 0K. Для
”
нормальної“

складової P4(x1, x2) одержуємо таке зображення:

Pn
4 (x1, x2) = Φ(x1, x2) + Φ(x2, x1),

ε4
F Φ(x1, x2) = −N

8

h̄2

2m

{
q2
1 + 2(q1,q2)

}

−1

4
ν1(ν

2
2 + ε2

q2
)Γs

3(x1, x2) +
1

8
τc
2 (x2 − x1|q1)

−1

4

{
ν1(ν

2
2 + ε2

q2
) + ν2(ν

2
1 + ε2

q1
)
}

Γs
3(−x1, x2 − x1)

+
1

16
(ν2

1 + ε2
q1

)(ν2
2 + ε2

q2
) {Γc

4(−x1,−x1, x2 − x1) − Γc
4(x1, x1, x2)}

+
1

8
µc

2(x1)
{
ε2

q1
+ 2ν2

1 + 2ν1ν2

}
+

1

8
(εq2

− εq2−q1
)µs

2(x1) (5.8)

+
1

16
(ν2

2 + ε2
q2

)µc
2(x2) −

1

16
(ε2

q1
+ ε2

q2
+ ν2

2 − ν2
1 + 2ν1ν2)µ

c
2(x2 − x1)

+
1

8
(ν1 + ν2)εq1

µs
2(x2 − x1) +

1

16
(ν2

1 + ε2
q1

)(ν1 + 2ν2)
∂

∂ν1
µc

2(x1)

+
1

16
(ν2

1 + ε2
q1

)(ε2
q1

− εq2−q1
)

∂

∂ν1
µs

2(x1) −
1

8
(ν1 + ν2)ζ

s
2(x2 − x1|q1)

−1

8
ν1 {ζs

2(x1|q2) − ζs
2(x1|q2 − q1)}

+
1

16
(ν2

1 + ε2
q1

)
∂

∂ν1
{ζs

2(x1|q2) − ζs
2(x1|q2 − q1)} .

Тут використано розмiрнi змiннi qi, νi iндекс “c“ означає дiйсну час-
тину вiдповiдної функцiї, а “s“ – уявну. Функцiя τ2(x|q1) легко роз-
раховується iнтегруванням у сферичнiй системi координат. Вона на-
ведена у Лодатку 1.

Тiльки на перший погляд здається, що розрахунок обмiнної скла-
дової громiздкiший, нiж власноенергетичної, оскiльки пiсля обчис-
лення суми за частотою ν∗ функцiя R4(x1, x2) має три рiзних енер-
гетичних знаменники:

R4(x1, x2) = Ψ4(x1, x2) + Ψ4(x2,−x1), (5.9)
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Ψ4(x1, x2) =−2(
h̄2

2mεF
)4Re

∑

k,s

nk,s y(x1) y(x2) y(x1 + x2)

× (k,q1)(k + q1,q2)(k + q2,q2)(k + q1 + q2,q1).

Скориставшись тотожнiстю

y(x1) y(x2) y(x1 + x2) =

{
2

h̄2

2m
(q1,q2)

}−1

(5.10)

×{y(x1) y(x1 + x2) + y(x2) y(x1 + x2) − y(x1) y(x2)} .

зведемо розрахунок Ψ4(x1, x2) до такої форми, у якiй фiгурують ли-
ше два енергетичнi знамeнники:

Ψ4(x1, x2) = (
h̄2

2m
)3ε−3

F (q1,q2)
−1Re

∑

k,s

nk,s(k,q1)(k + q1,q2)

× (k + q2,q2)(k + q1 + q2,q1) (5.11)

× {y(x1) y(x2) − y(x1) y(x1 + x2) − y(x2) y(x1 + x2)} .

Наступний розрахунок виконується за схемою розрахунку
η3(x1, x2, x3), використовуючи тотожностi типу

h̄2

2m
(k,q1) = −1

2
{εk − εk+q1

+ εq1
} , (5.12)

h̄2

2m
(k + q1,q2) = −1

2
{εk − εk+q1+q2

} +
1

2
{εk − εk+q1

} − 1

2
εq2

,

i т. д. Таким чином, функцiю вдається зобразити у виглядi суми
трьох доданкiв,

Ψ4(x1, x2) = Ψ
(1)
4 (x1, x2) + Ψ

(2)
4 (x1, x2) + Ψ

(2)
4 (x2, x1), (5.13)

де Ψ
(1)
4 (x1, x2) вiдповiдає y(x1) y(x2), Ψ

(2)
4 (x1, x2) – доданку

y(x1) y(x1 + x2), Ψ
(2)
4 (x2, x1) – доданку y(x2) y(x1 + x2). Для ком-

пактностi запису використаємо позначення εq1,q2
=

h̄2

2m
(q1,q2), а

також введемо ще одну функцiю типу ζ2(x1|q2), τ2(x1|q2), а саме

S2(x1|q2) = −8(
h̄2

2m
)3Re

∑

k,s

nk,s(k,q2)
3y(x1), (5.14)
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результати розрахунку якої наведено в Додатку 1. Складова
Ψ

(1)
4 (x1, x2) зображаються у такому виглядi:

16Ψ
(1)
4 (x1, x2)ε

4
F εq1,q2

= N

{
2(εq2

+ εq1
)εq1,q2

− [εq1
εq2

+ ν1ν2] + 4εq1,q2
[εq1,q2

+
1

5
εF ]

}

+Re
{
−(εq1

− iν1)[2εq1,q2
+ εq1

+ iν1][εq1,q2
µ2(x1) +

1

2
ζ2(x1|q2)]

+(εq2
+ iν2)[2εq1,q2

− εq2
+ iν2][(εq1

+ εq1,q2
)µ2(x2) +

1

2
ζ2(x2|q1)]

−(εq2
+ iν2)(εq1

− iν1)[εq1,q2
+

1

2
εq1

+
1

2
iν1]µ2(x1) (5.15)

−(εq2
+ iν2)(εq1

− iν1)[εq1,q2
− 1

2
εq2

+
1

2
iν2]µ2(x2)

−(εq1
− iν1)(εq2

+ iν2)[2εq1,q2
+ εq1

+ iν1]

×[2εq1,q2
− εq2

+ iν2]Γ3(x1, x2)
}
;

Аналогiчним чином зображається складова Ψ
(2)
4 (x1, x2),

16Ψ
(2)
4 (x1, x2)ε

4
F εq1,q2

= N

{
ν1ν2 − [εq1

+ εq1,q2
][εq2

+ εq1,q2
] +

4

5
εF [εq1

− εq1,q2
]

}

+Re
{1

2
µ2(x1)(εq1

− iν1)(iν1 + εq1
+ εq1,q2

)(iν2 + εq2
+ εq1,q2

)

−1

2
ζ2(x1|q2)(εq1

− iν1)(iν1 + εq1
+ εq1,q2

) (5.16)

+τ2(x1 + x2|q1)[2(iν2 − iν1 − εq1,q2
) − 3(εq1

− iν1)]

+
1

2
ζ2(x1 + x2|q1)[4(εq1

− iν1)(iν2 − iν1 − εq1,q2
) − 3

2
(εq1

− iν1)
2

+(εq1
− iν1)(iν1 + εq1

+ εq1,q2
)

+(2iν1 + εq1,q2
)(2iν2 − εq1,q2

) + (εq2
− iν2)(iν2 + εq2

− εq1,q2
)]

+
1

2
µ2(x1 + x2)[(εq2

− iν2)(iν2 + εq2
− εq1,q2

)(2εq1
+ εq1,q2

)]

−S2(x1 + x2|q1)

−(εq1
− iν1)(εq2

− iν2)(iν1 + εq1
+ εq1,q2

)

×(iν2 + εq2
− εq1,q2

)Γ3(x1, x1 + x2)
}
.

Таким чином η4(x1,−x1, x2,−x2) також зображається в елементар-
них функцiях.
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6. Висновок

Структура дiаграм теорiї збурень за оператором електрон-плазмон-
ної взаємодiї цiлком подiбна до структури дiаграм звичайної теорiї
збурень за кулонiвською взаємодiєю. Однак тепер роль зображення
Фур’є слабкого потенцiалу вiдiграє плазмонний корелятор (3.4)

4Vq

{
(

ν

εF
)2 +

16rs

3πη
+ (

q

kF
)4

}−1

, (6.1)

що має властивостi регуляризованого потенцiалу типу потенцiалу
квантового пакету. Залежнiсть потенцiалу (6.1) вiд параметра rs

є причиною доброї збiжностi ряду теорiї збурень у випадку силь-
но неiдеальних систем. Розрахованi кореляцiйнi функцiїї η2(x,−x),
η3(x1, x2, x3), η4(x1,−x1, x2,−x2) значно спрощують розрахунок дiа-
грам теорiї збурень за електрон-плазмонною взаємодiєю. Зокрема,
розрахунок внескiв у кореляцiйну енергiю дiаграм до шостого по-
рядку включно зводиться до трикратних iнтегралiв.
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Додаток 1

Функцiї µ2(x) та ζ2(x|q1).

Наведемо тут явнi вирази для функцiй (4.2) у безрозмiрних змiнних
q = |q|k−1

F , u = ν(2εF q)−1:

µ2(x) =
3N

2εF
R2,0(q, u),

R2,0(q, u) = I2,0(q, u) + iJ2,0(q, u);

J2,0(q, u) = − 1

2q

{
u − 1

2
(1 + u2 − q2

2
)A(q, u)

}
;

ζ2(x|q1) =
3N

q2
(q,q1)C(q, u),

C(q, u) = Cc(q, u) + iCs(q, u),

Cc(q, u) =
2

3
+ (u2 − q2

4
) − q

8
(1 + 3u2 − q2

4
)L(q, u)

−u

2
(1 + u2 − 3

4
q2)A(q, u);

Cs(q, u) = qu +
u

4
(1 + u2 − 3

4
q2)L(q, u)

−1

4
q(1 + 3u2 − q2

4
)A(q, u).

L(q, u) = ln
u2 + (1 + q

2 )2

u2 + (1 − q
2 )2

:

A(q, u) = arctg
1 + q

2

u
+ arctg

1 − q
2

u
.

Функцiї τ2(x|q1) та S2(x|q1) мають зображення, аналогiчнi до
функцiй µ2(x) та ζ2(x|q1). У безрозмiрних змiнних:

τ2(x|q1) = τc
2 (x|q1) + iτs

2 (x|q1),

τc
2 (x|q1) =

3

2
NεF q−1q2

1

{
(1 − α2)Ic

1(q, u) + (3α2 − 1)Ic
2(q, u)

}
,

τs
2 (x|q1) =

3

2
NεF q−1uq2

1

{
(1 − α2)Is

1(q, u) + (3α2 − 1)Is
2(q, u)

}
.

Тут α є косинус кута мiж векторами q i q1, а безрозмiрнi функцiї
Ic
j (q, u) та Is

j (q, u) визначенi такими спiввiдношеннями:

Ic
1(q, u) =

1∫

0

dk k4

1∫

−1

(kt + q
2 )dt

(kt + q
2 )2 + u2
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=
1

12
q(1 +

3

4
q2 − 9u2) +

1

8
(1 +

3

2
q2u2 − u4 − 1

16
q4)L(q, u)

−1

8
qu(q2 − 4u2)A(q, u);

Ic
2(q, u) =

1∫

0

dk k4

1∫

−1

t2(kt + q
2 )dt

(kt + q
2 )2 + u2

=
1

24
q(3q2 − 36u2 − 8) − 1

4
(u4 − 3

2
q2u2 +

1

16
q4 − 1

4
q2 + u2)L(q, u)

+
1

4
qu(4u2 + 2 − q2)A(q, u);

Is
1(q, u) =

1∫

0

dk k4

1∫

−1

dt

(kt + q
2 )2 + u2

=
1

24
(12u2 − 9q2 − 4) − q

16
(4u2 − q2)L(q, u)

+
1

16u
(4 − 1

4
q4 − 4u4 + 6u2q2)A(q, u);

Is
2(q, u) =

1∫

0

dk k4

1∫

−1

t2 dt

(kt + q
2 )2 + u2

=
2

3
+ u2 − 3

4
q2 − 1

8
q(2 + 4u2 − q2)L(q, u)

+
1

8u
(q2 − 4u4 + 6u2q2 − 4u2 − 1

4
q4)A(q, u).

Аналогiчне зображення має i функцiя S2(x|q1):

S2(x|q1) = 3Nε2
F

q3
1

q

{
3α(1 − α2)J1(q, u) + α(5α2 − 3)J2(q, u)

}
,

J1(q, u) =

1∫

0

dk k5

1∫

−1

t(kt + q
2 )dt

(kt + q
2 )2 + u2

=
2

5
+

1

6
u2 − 1

24
q2 − 1

32
q4 − 1

2
u4 +

3

4
q2u2

− 1

16
q(1 +

5

2
q2u2 − 5u4 − 1

16
q4)L(q, u)

−u

4
(1 − u4 − 5

16
q4 +

5

2
q2u2)A(q, u);
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J2(q, u) =

1∫

0

dk k5

1∫

−1

t3(kt + q
2 )dt

(kt + q
2 )2 + u2

=
2

15
+

1

6
q2 − 2

3
u2 − 1

16
q4 − u4 +

3

2
q2u2

+
q

32
(
1

4
q4 + 20u4 − 10q2u2 − q2 + 12u2)L(q, u)

+
u

32
(5q4 − 12q2 + 16u4 + 16u2 − 40q2u2)A(q, u).
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Додаток 2

Виходячи з означення (4.3) та явного виразу Γ3(x1, x2) ≡
Γ3(q1, ν1;q2, ν2) при ν1, ν2 ≥ 0 або ν1, ν2 < 0, шляхом елементарних
перетворень одержуємо формули зведення, якi дозволяють записа-
ти Γ3(q1, ν1;q2, ν2) для додатнiх та вiд’ємних хвильових векторiв та
частот. Нехай Γ3(x1, x2) для випадку одного знаку частот ν1, ν2 за-
писується у безрозмiрнiй формi:

Γ3(x1, x2) ≡
3N

(2εF )2
γ3(q1, q2, t|

ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
)

де t ≡ t12 = cos( ̂q1,q2), ν̄i ≡ ν(2εF )−1.
Тодi

Γ3(q1, ν1| − q2, ν2) =
3N

(2εF )2
γ3(q1, q2,−t| ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
) (ν1, ν2 > 0)

Γ3(q1, ν1| − q2,−ν2) =
3N

(2εF )2
γ3(q1,−q2, t|

ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
) (ν1, ν2 > 0)

Γ3(q1, ν1|q2,−ν2) =
3N

(2εF )2
γ3(q1,−q2,−t| ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
) (ν1, ν2 > 0)

Аналогiчнi спiввiдношення виконуються i для функцiй
Γ4(x1, x1, x2):

Γ4(x1, x1, x2) =
3N

(4εF )3
γ4(q1, q1, q2, t|

ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
) (ν1, ν2 > 0)

Γ4(q1, ν1,q1, ν1| − q2, ν2) =
3N

(4εF )3
γ4(q1, q1, q2,−t| ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
)

Γ4(q1, ν1,q1, ν1| − q2,−ν2) =
3N

(4εF )3
γ4(q1, q1,−q2, t|

ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
)

Γ4(q1, ν1,q1, ν1|q2,−ν2) =
3N

(4εF )3
γ4(q1, q1,−q2,−t| ν̄1

q1
,
ν̄2

q2
)

де (ν1, ν2 > 0).
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