
Нацiональна академiя наук України

��

� � � �

IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

'

&

$

%

I.В.Стасюк, Т.С.Мисакович

КОМБIНАЦIЙНЕ РОЗСIЯННЯ СВIТЛА В СИСТЕМАХ З
ЛОКАЛЬНО-АНГАРМОНIЧНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

СТРУКТУРИ

ICMP–04–12U

ЛЬВIВ

УДК: 535.375.5

PACS: 71.10.Fd, 72.10.Di, 74.25.Kc

Комбiнацiйне розсiяння свiтла в системах з локально-анга-

рмонiчними елементами структури
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Анотацiя. Для розрахунку диференцiального перерiзу комбiнацiй-
ного розсiяння свiтла використано мiкроскопiчну схему, що базуєть-
ся на представленнi оператора поляризованостi через неусереднену
функцiю Грiна, побудовану на операторах дипольного моменту сис-
теми. Для випадку наближення сильного зв’язку встановлено спiв-
вiдношення зi стандартними пiдходами. Дослiджено частотну залеж-
нiсть iнтенсивностi комбiнацiйного розсiяння свiтла для псевдоспiн-
електронної моделi при рiзних значеннях параметрiв моделi та при
рiзних спiввiдношеннях мiж поляризацiєю падаючого та розсiяного
свiтла. Враховано псевдоспiновi та електроннi внески в розсiяння.

Raman scattering in systems with locally anharmonic elements

of structure

I.V.Stasyuk, T.S.Mysakovych

Abstract. The microscopic approach, which is based on presentation
of polarizability operator using unaveraged Green’s functions built on
dipole moment operators, is used to calculate the cross-section of Raman
scattering. For the case of strong coupling approximation the relation of
this method with standard approach is revealed. Frequency dependence
of Raman scattering intensity for different values of model parmeters
and for different polarization of scattering and incident light is inves-
tigated. Pseudospin and electron contributions to scattering are taken
into account.
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1 Препринт

1. Вступ

Комбiнацiйне розсiяння (КР) свiтла є потужним iнструментом для
дослiдження елементарних збуджень в рiзних системах, оскiльки во-
но є досить чутливим до проявiв спiнових, електронних та фононних
ступенiв вiльностi. КР пов’язане iз передачею енергiї вiд кванта свi-
тла (та змiною його хвильового вектора) до кристалу завдяки прису-
тностi низькочастотних збуджень - фононiв або низькоенергетичних
електронних переходiв. За допомогою фононного КР можна вивча-
ти тонкi деталi структури фононних спектрiв та отримувати iнфор-
мацiю про змiни в локальнiй структурi окремих центрiв чи самої
гратки. Кiлька десятилiть за допомогою КР дослiджується гратко-
ва динамiка i, разом з тим, порiвняно недавно дослiджується еле-
ктронне КР в металах, дiелектриках, напiвпровiдниках та надпро-
вiдниках. КР свiтла є важливим засобом дослiдження систем з си-
льними електронними кореляцiями, якi володiють рядом особливих
властивостей (нефермi-рiдинна поведiнка електронiв, фазовi перехо-
ди з модуляцiєю зарядової густини та змiною валентностi, переходи
метал-дiелектрик i т.д.).

При появi в системi антиферомагнiтного стану можливим є роз-
сiяння на магнонах. Двомагнонне розсiяння було розглянено ще в
60-х роках в роботах Флюрi i Лоудона [1] за допомогою феномено-
логiчного гамiльтонiану розсiяння. На початку 90-х рокiв Шастрi i
Шрайман розглядали внески такого типу на мiкроскопiчному рiв-
нi для випадку моделi Хаббарда [2]. Детальна теорiя двомагнонного
розсiяння в дiелектриках для резонансного та нерезонансного випад-
кiв була розроблена в роботi [3].

Багато робiт (як експериментальних так i теоретичних) викона-
но з метою дослiдження низькочастотної динамiки високотемпера-
турних надпровiдникiв (cистеми типу YBaCuO та iншi [4, 5], див.
огляди [6–8]), де крiм фононних лiнiй видiляють смуги, викликанi
електронними переходами у неперервному спектрi. При цьому та-
кож вiдзначається, що фононнi лiнiї мають ускладнену структуру
та зазнають деформацiї внаслiдок ефекту недiабатичностi та змiн в
електроннiй густинi [9, 10]. Так, зокрема, у роботi [9] було показано,
що експериментальнi результати з розсiяння, пов’язанi iз коливан-
нями Ba та Cu, можна вiдтворити, врахувавши взаємодiю фононiв
iз деяким континуумом збуджень. Цей континуум пов’язувався iз
низькоенергетичними електронними мiжзонними переходами. Тем-
пературна залежнiсть спектрiв мiнялася зi змiною заселеностi еле-
ктронних зон. Було вiдзначено, що отриманий спектр дещо вiдрiз-
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няється вiд того, який можна знайти, використовуючи адiабатичне
наближення. Також авторами було вiдзначено, що кристали типу
YBaCuO мiстять мiкрофазнi домени, тому у спектрi розсiяння бу-
дуть присутнi внески вiд рiзних фаз. Разом з тим, природа спектру
з високочастотного боку вiд моди 500 см−1 (порядку 540−570 см−1)
є все ще до кiнця нез’ясованою. Авторами [10] було вiдзначено, що
вплив електронного континууму проявляється у спектрах у виглядi
слабкого широкого пiку, шо знаходиться у областi частот порядку
200 см−1. У якостi можливого механiзму розсiяння було запропоно-
вано збудження електрон-дiркових пар з великим iмпульсом. Крiм
цього, електронний внесок у розсiяння у ненадпровiднiй фазi про-
являється також у виглядi широкого континууму, що тягнеться вiд
майже нульових енергiй i аж до енергiй порядку 1 eВ (див. огляд [6]).
Такий континуум спостерiгається для випадку поляризацiї свiтла у
площинi ab (для YBaCuO це площина, паралельна CuO2) та у на-
прямку осi с (перпендикулярно ab), причому для напрямку вздовж
осi с вважається, що в такому розсiяннi приймають участь фоно-
ни (зокрема тi, що пов’язанi з коливаннями апексного кисню O4).
При цьому припускається, що присутнiсть фононiв сприяє перено-
су електронiв мiж рiзними площинами. Механiзм такого розсiяння
залишається до кiнця нез’ясованим.

У роботi [5] зазначалося, що складнiсть структури фононних лi-
нiй у спектрi може бути пов’язана iз спiвiснуванням мiкрофаз в кри-
сталах типу YBaCuO (це, зокрема, фононний спектр, пов’язаний iз
коливаннями апексного кисню О4). Тому результуючий спектр бу-
де накладанням спектрiв спiвiснуючих фаз. Крiм цього також вiд-
значено, що розташування та максимум пiку залежать вiд частоти
падаючого свiтла та вiд ступеня легування.

Дослiдження, проведенi у роботах [11–13], були присвяченi роз-
рахункам фононних внескiв в комбiнацiйне розсiяння свiтла для ви-
падку кристалiв типу YBaCuO. У роботi [11] за допомогою ab-initio
розрахункiв було розраховано зонну структуру та коливнi потенцiа-
ли в межах адiабатичного наближення. Порiвняння результатiв, от-
риманих в адiабатичному наближеннi та з застосуванням теорiї збу-
рень, було здiйснене в роботi [12]. Виявилося, що якiсно результати
є досить подiбними, хоча кiлькiсно вони дещо вiдрiзняються. У цих
дослiдженнях було враховано, що механiзм комбiнацiйного розсiян-
ня є пов’язаний iз електронними станами в киснево-мiдних ланцю-
жках, причому електронний перенос (що формував зони) та взає-
модiя електронiв з фононами враховувалися для згаданих вже лан-
цюжкiв. Решта системи, зокрема площини CuO2, вiдiгравали роль
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термостату (зарядового резервуару зокрема), рiвень Фермi був спi-
льним для киснево-мiдних ланцюжкiв та площин CuO2. При певних
значеннях частоти падаючого свiтла наступав резонанс, при цьому
частота свiтла була порядку величини енергiї переходу мiж елект-
ронними зонами. Було зроблено висновок, що пiдхiд, базований на
теорiї збурень, дає бiльш коректнi результати анiж адiабатичний пiд-
хiд при розрахунку перерiзу розсiяння. Усi активнi при КР фононнi
моди YBaCuO були розрахованi за допомогою методу функцiоналу
густини [13]. Було встановлено, що iнтенсивностi для випадку по-
ляризацiй в площинi xy є бiльш нiж на порядок меншими нiж для
випадку поляризацiй в zz напрямку (напрямок коливань апексного
кисню), при цьому зсув апексного кисню має найсильнiший вплив на
електроннi стани i приводить до найбiльшої iнтенсивностi фононної
лiнiї, пов’язаної з коливаннями О4 для zz поляризацiї.

Фононнi аномалiї, пов’язанi iз немонотонною залежнiстю фонон-
ної частоти для надпровiдних кристалiв були дослiдженi також в
рамках моделi Хаббарда-Голстейна [14]. За допомогою теорiї ди-
намiчного середнього поля було виявлено, що завдяки електрон-
фононнiй взаємодiї фононна частота зсувається i цей зсув залежить
вiд температури.

Дослiджуються також внески одночастинкових та колективних
збуджень в КР [15,16], при цьому встановлюються умови виникнен-
ня резонансного розсiяння [16]. Так, зокрема, в роботi [16] було вияв-
лено, що для зонних електронiв з кулонiвською взаємодiєю в довго-
хвильовiй границi (~q → 0, де ~q− хвильовий вектор свiтла) при нере-
зонансному розсiяннi проявлятимуться лише колективнi збудження
зарядової густини (плазмони), в той час як одночастинковi електрон-
дiрковi збудження будуть давати внесок лише тодi, коли частота па-
даючого свiтла є близькою до мiжзонної щiлини (умова резонансу).

Останнiм часом проблема теоретичного опису електронного КР
стала актуальною завдяки появi нових методiв теоретичного дослi-
дження моделей, що використовуються в теорiї сильноскорельова-
них електронних систем, а також завдяки розширенню експеримен-
тальних дослiджень в цiй областi та появi нової експериментальної
технiки. Окремо можна видiлити дослiдження, присвяченi вивчен-
ню КР поблизу переходу метал-дiелектрик [17–19]. З цiєю метою як
базовi використовують моделi Фалiкова-Кiмбала (ФК) та Хаббар-
да, оскiльки в таких моделях при певному пiдборi параметрiв мо-
же наступити згаданий перехiд. Виходячи з представлення Шастрi
i Шраймана для оператора поляризованостi, дослiдження, проведе-
нi на основi методу динамiчного середнього поля (який є точним в
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границi d → ∞), виявили присутнiсть так званого пiку зарядового
переносу та пiку низькоенергетичних збуджень, а також iснування
iзозбестичної точки в спектрi КР. Було розглянено окремо резонанс-
нi, нерезонанснi та змiшанi внески в КР, резонанс наступав при час-
тотi падаючого свiтла, близькiй до частоти, що вiдповiдає константi
локальної взаємодiї мiж частинками [20].

Для кращого розумiння процесiв, що вiдбуваються при КР свi-
тла в сильноскорельованих системах, представляє iнтерес розвиток
наближених схем рахунку перерiзу КР. Ми зупинимось на двох ва-
рiантах побудови оператора поляризованостi КР: перший полягає у
розкладi за степенями електронного переносу, другий - у певних на-
ближеннях, що робляться при написаннi рiвнянь для неусереднених
функцiй Грiна. У роботi [21] в рамках першого з цих пiдходiв бу-
ло дослiджено частотну залежнiсть iнтенсивностi розсiяння при рi-
зних значеннях параметрiв теорiї для псевдоспiн-електронної моде-
лi (ПЕМ). Був розглянений випадок сильної псевдоспiн-електронної
взаємодiї при врахуваннi лише псевдоспiнового внеску в дипольний
момент. У данiй роботi ми хочемо дати бiльш детальний аналiз ме-
тоду, який ми використовуємо для опису КР свiтла. Будуть врахо-
ванi електроннi внески в дипольний момент для ПЕМ, дослiдимо
також випадок слабкої псевдоспiн-електронної взаємодiї, буде отри-
мано вираз для оператора поляризованостi для моделi ФК в межах
запропонованого нами пiдходу.

2. Диференцiальний перерiз розсiяння

При непружньому розсiяннi свiтла визначальними є часово залеж-
нi флуктуацiї електронного вiдгуку середовища на падаючу елект-
ромагнiтну хвилю. Звичайно такий вiдгук описується електронною
поляризованiстю, тому при розсiяннi важливими є її змiни внаслi-
док руху iонiв (фононне КР) або завдяки квантовим переходам мiж
електронними станами (електронне КР).

Будемо виходити з гамiльтонiану взаємодiї електронiв кристалу
з поперечною електромагнiтною хвилею з векторним потенцiалом
~A(~r, t):

H = H + Hint

Hint =
e

c

∑

q,ω

~v(−~q) ~A(~q, ω) +

+
e2

2mc2

∑

qω

∑

q′ω′

N(−~q − ~q′) ~A(~q, ω) ~A(~q′, ω′), (1)
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де N(~q), ~v(~q) є фур’є-образами операторiв густини та швидкостей ча-
стинок. Вираз для Hint отриманий через замiну ~pj → ~pj + e

c
~A(~rj)

для i− частинки у доданку гамiльтонiану кристалу H , що вiдпо-
вiдає кiнетичнiй енергiї електронiв. Пiсля проведення квантування
електромагнiтного поля та використання теорiї збурень за степеня-
ми вектора ~A у другому порядку (при цьому враховуються процеси
поглинання фотона з частотою ω1, хвильовим вектором ~q1 i векто-
ром поляризацiї ~e1 та випромiнювання фотона з частотою ω2, хви-
льовим вектором ~q2 i вектором поляризацiї ~e2) отримується (див.
напр. [6, 22]) вираз для диференцiального перерiзу розсiяння:

∂2σ

∂Ω∂ω2
=

ω4
2

c4
(
ω2

ω1
)
n2

n1

∫ +∞

−∞

dt

2π
eiωtV 2〈χ+

21(t)χ21(0)〉 ≡

ω4
2

c4
(
ω2

ω1
)
∑

αα′

ρ(Eα)δ[(Eα′ − Eα)/~ − ω]V 2|〈α′|χ21|α|2, (2)

де n1, n2 - показники заломлення, V - об’єм, що розсiює, Eα, |α〉 -
власнi значення енергiї та власнi стани гамiльтонiану H ; ρ(Eα) =
Z−1exp(−βEα) - власнi значення статистичного оператора при усе-
редненнi за розподiлом Гiббса;

χ21 =
∑

µν

e2µχµν(ω1, ω2, ~q1, ~q2)e1ν

χ21(t) = e
i
~

Htχ21e
− i

~
Ht

ω = ω2 − ω1, (3)

χµν -тензор електронної поляризованостi (сприйнятливостi) перехо-
ду, який є оператором, що дiє у просторi електронних станiв. Тензор
χµν , усереднений за розподiлом Гiббса, при покладаннi ω1 = ω2, ~q1 =
~q2, дає звичайну поперечну електронну сприйнятливiсть при заданих
значеннях частоти i хвильового вектора. При низьких температурах
(T → 0) присутнi лише внески з частотами ω2 < ω1 - це так званi
стоксовi компоненти розсiяння, що визначаються спектром низько-
частотних збуджень в системi. Якщо частота фотона є близькою до
частоти переходу у промiжнi стани (при врахуваннi другого порядку
внескiв в розсiяння), то деякi складовi, що формують перерiз розсi-
яння, мають резонансний характер. Iнтенсивнiсть розсiяння у цьому
випадку суттєво залежить вiд частоти фотона.

Якщо розглянути випадок взаємодiї заряджених частинок з еле-
ктромагнiтним полем, то за допомогою теорiї збурень можна отри-
мати наступний вираз для матричного елемента електронної поля-

ICMP–04–12U 6

ризованостi [6, 22]:

〈α′|χµν |α〉 = − e2

mω2
2

1

V
〈α′|N(~q1 − ~q2)|α〉δµν −

e2

ω2
2

1

V

c2

e2

∑

α′′

[ 〈α′|Qµ(−~q2)|α′′〉〈α′′|Qν(~q1)|α〉
Eα − Eα′′ + ~ω1

−

〈α′|Qν(~q1)|α′′〉〈α′′|Qµ(−~q2)|α〉
Eα′′ − Eα + ~ω2

]
. (4)

Для системи частинок

N(~q1 − ~q2) =
∑

j

e−i(~q1−~q2)~rj

~Q(−~q) = − e

2mc

∑

j

(~pje
−i~q~rj + e−i~q~rj ~pj) =

~e

2mc
~qN(~q) − e

c
~v(~q)

~v(~q) =
∑

j

e−i~q~rj (− i~

m
~∇j); ~pj = −i~~∇j (5)

тут N(~q), ~Q(~q) - фур’є образи густини та потокiв (з точнiстю до
коефiцiєнта) частинок. Для поперечної хвилi (вектор поляризацiї ~e)

∑

µ

eµQµ(−~q) = −e

c

∑

µ

eµvµ(~q) (6)

Перейшовши до матричних елементiв швидкостей, матимемо

〈α′|χµν |α〉 = − e2

mω2
2

1

V
〈α′|N(~q1 − ~q2)|α〉δµν − e2

ω2
2

1

V
× (7)

∑

α′′

[ 〈α′|vµ(~q2)|α′′〉〈α′′|vν(−~q1)|α〉
Eα − Eα′′ + ~ω1

− 〈α′|vν(−~q1)|α′′〉〈α′′|vµ(~q2)|α〉
Eα′′ − Eα + ~ω2

]

Цей вираз є вихiдним при розглядi на основi рiзних пiдходiв елек-
тронного КР свiтла (див. [6, 22]). Як видно з цього виразу, постає
проблема розрахунку власних станiв та власних енергiй системи.

Другий доданок у формулi (7) можна переписати через матричнi
елементи оператора

Πµν
~q2,−~q1

(ω1, t) = −2π

∫ +∞

−∞

dseiω1(t−s){{vµ(~q2, t)|vν(−~q1, s)}},

vν(−~q1, s) = e
i
~

Hsvν(−~q1)e
− i

~
Hs. (8)
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Тут cимволом {{...|...}} позначено "неусереднену"функцiю Грiна,
означену у такий спосiб [23]:

{{A(t)|B(t′)}} = −iΘ(t − t′)[A(t), B(t′)], (9)

Рiвняння руху для цiєї функцiї мають вигляд

~ω1{{A|B}}ω1,ω2
=

~

2π
[A, B]ω1−ω2

+ {{[A, H ]|B}}ω1,ω2
(10)

~ω2{{A|B}}ω1,ω2
=

~

2π
[A, B]ω1−ω2

− {{A|[B, H ]}}ω1,ω2
,

де

{{A|B}}ω1,ω2
=

1

(2π)2

∞∫

−∞

dt

+∞∫

−∞

dseiω1te−iω2s{{A(t)|B(s)}}

Aω =
1

2π

+∞∫

−∞

dteiωtA(t).

Використавши iнтегральне представлення для функцiї Хевiсайда
Θ(s)

Θ(−s) =
i

2π

∫ +∞

−∞

dx

x + iε
eisx (11)

отримаємо

〈α′|Πµν
~q2,−~q1

(ω1, 0)|α〉 = ~

∑

α′′

[ 〈α′|vµ(~q2)|α′′〉〈α′′|vν(−~q1)|α〉
Eα′′ − Eα − ~ω1 − iε

−

〈α′|vν(−~q1)|α′′〉〈α′′|vµ(~q2)|α〉
Eα′ − Eα′′ − ~ω1 − iε

]
(12)

Таким чином,

〈α′|χµν |α〉 = − e2

mω2
2

1

V
〈α′|N(~q1 − ~q2)|α〉δµν +

e2

~ω2
2

1

V
〈α′|Πµν

~q2,−~q1
(ω1, 0)|α〉 (13)

при цьому було враховано зв’язок мiж частотою розсiяного i падаю-
чого свiтла: ~ω1 + Eα = ~ω2 + E′

α. Для випадку кристалу структура
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виразу (13) зберiгається, однак перший доданок при цьому перенор-
мовується i набуває вигляду, що визначається законом дисперсiї для
зонної енергiї; цей член дає вклад в нерезонансне розсiяння (див.
нижче). Другий доданок вiдiграє важливу роль при резонансному
розсiяннi.

Перейдемо у виразi для оператора Π вiд неусереднених функцiй
Грiна на операторах швидкостей до функцiй на операторах коорди-
нат ~R(~q) =

∑
j e−i~q ~rj~rj . Використовуючи рiвняння руху (10), мати-

мемо

{{vµ(~q2)|vν(−~q1)}}ω′

1
,ω1

= − i

2π
[vν(−~q1), Rµ(~q2)]ω′

1
−ω1

+

ω′
1ω1{{Rµ(~q2)|Rν(−~q1)}}ω′

1
,ω1

(14)

(оскiльки [~R(~q), H ] = i~~v(~q) в границi ~q2, ~q1 → 0) i тодi

Πµν
~q2,−~q1

(ω1, t) = i[vν(−~q1), Rµ(~q2)]t −

−2π

∫ +∞

−∞

dω′
1e

i(ω1−ω′

1)tω′
1ω1{{Rµ(~q2)|Rν(−~q1)}}ω′

1
ω1

(15)

В границi ~q2, ~q1 → 0, що вiдповiдає дипольному наближенню,

[vν(−~q1), Rµ(~q2)] = − i~

m
δνµN(−~q1 + ~q2). (16)

Розглянемо неусереднену функцiю Грiна {{Rµ|Rν}}, переписав-
ши оператори Rµ, Rν через оператори Хаббарда, що дiють на базисi
власних станiв гамiльтонiану системи H =

∑
i λiX

ii:

Rµ(~q2) =
∑

ik

〈i|Rµ(~q2)|k〉X ik,

Rν(−~q1) =
∑

ik

〈i|Rν(−~q1)|k〉X ik. (17)

Використовуючи рiвняння руху, можемо отримати

{{X ik|X lm}}ω′

1
ω1

=
~

2π

[X ik, X lm]ω′

1
−ω1

~ω′
1 − λki

(18)

Врахувавши гейзенбергiвське представлення для операторiв Хаббар-
да X ik(t) = e

i
~

λiktX ik, запишемо для комутатора:

[X ik, X lm]ω′

1
−ω1

= δklδ(ω
′
1 − ω1 + λim/~)X im −

δmiδ(ω
′
1 − ω1 + λlk/~)X lk. (19)
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В результатi

{{Rµ(~q2)|Rν(−~q1)}}ω′

1
,ω1

=
~

2π

∑

ik

∑

lm

〈i|Rµ(~q2)|k〉〈l|Rν(−~q1)|m〉 ×

[X ik, X lm]ω′

1
−ω1

~ω′
1 − λki

(20)

Iнтегрування по частотi ω′
1 в виразi (15) знiметься завдяки δ-

функцiям (як видно з (19) та (20)); пiсля iнтегрування ми прийдемо
до виразу:

Πµν
~q2,−~q1

(ω1, t) =
~

m
δµνN(−~q1 + ~q2)t −

ω1ω2

∑

imk

~

(〈i|Rµ(~q2)|k〉〈l|Rν(−~q1)|m〉
~ω1 − λkm

−

〈i|Rν(−~q1)|k〉〈k|Rµ(~q2)|m〉
~ω1 − λik

)
X im(t), (21)

причому тут було враховано згадану вище умову збереження енергiї
~ω1 + λm = ~ω2 + λi. Ввiвши згiдно означення

2π

∫ +∞

−∞

dω′
1e

i(ω1−ω′

1)t{{Rµ(~q2)|Rν(−~q1)}}ω′

1
ω1

≡

≡ − 1

e2
Pµν

~q2,−~q1
(ω1, t) (22)

оператор Pµν
~q2,−~q1

, можемо записати

Πµν
~q2,−~q1

(ω1, t) =
~

m
δµνN(−~q1 + ~q2)|t +

ω1ω2

e2
Pµν

~q2,−~q1
(ω1, t). (23)

В результатi для матричних елементiв оператора поляризованостi
матимемо

〈α′|χµν |α〉 =
ω1

~ω2V
〈α′|Pµν

~q2,−~q1
(ω1, 0)|α〉 (24)

Таким чином, в границi ~q1, ~q2 → 0 оператор поляризованостi виража-
ється через iнтеграл по частотi вiд неусередненої функцiї Грiна, по-
будованої на фур’є-образах електронних дипольних моментiв e ~R(~q).

З приведених вище формул видно, що можуть бути два альтерна-
тивнi пiдходи для розрахунку оператора поляризованостi. Перший
пiдхiд (при використаннi спiввiдношення (13)) є бiльш загальним i
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може використовуватися при описi розсiяння з ~q 6= 0 (це, зокрема,
рентгенiвський дiапазон хвиль). Другий (при використаннi форму-
ли (24), яка є справедливою при ~q1, ~q2 → 0), що використовувався в
роботах [21, 24], є зручним при побудовi явного вигляду оператора
поляризованостi шляхом операторних розкладiв.

Для диференцiального перерiзу розсiяння у другому пiдходi зви-
чайно записується такий вираз (див. [21, 23–25]):

∂2σ

∂Ω∂ω2
=

ω3
2ω1

~2c4

n2

n1

∑

αβα′β′

e1αe2βe1α′e2β′Hβ′α′,β,α
k2,k1

(ω1, ω2), (25)

де тензор розсiяння має вигляд

Hβ′α′,β,α
k2,k1

(ω1, ω2) =
1

2π

+∞∫

−∞

dtei(ω1−ω2)t × (26)

〈P̂ β′α′

~k2−~k1

(−ω1, t)P̂
βα

−~k2
~k1

(ω1, 0)〉,

при цьому

[P βα
~k′,~k

(ω, t)]+ = P βα

−~k′,−~k
(−ω, t). (27)

Така властивiсть оператора поляризованостi забезпечує виконання
нерiвностi ∂2σ

∂Ω∂ω2
≥ 0.

3. Наближення сильного зв’язку

Розглянемо випадок електронiв, що описуються локалiзованими
функцiями (наближення сильного зв’язку). Ввiвши одночастинко-
вий базис для електронiв |n >≡ φn(~r) (ортогоналiзованi орбiтально
невиродженi атомнi функцiї), можемо записати у представленнi вто-
ринного квантування гамiльтонiан невзаємодiючих електронiв:

H0 = E0

∑

n

a+
n an +

∑

nm

′

tnma+
n am, (28)

tnm - iнтеграл перескоку. Перейшовши до k− простору

an =
1√
N

∑

k

ei~k ~Rnαk (29)

отримаємо

H0 =
∑

k

(E0 + t(~k))α+
k αk ≡

∑

k

εkα+
k αk (30)
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Для оператора фур’є-образу координати у представленнi вторинного
квантування

~R(~q) =
∑

nn′m

〈n|e−i~q~r|m〉〈m|~r|n′〉a+
n an′ , (31)

врахувавши

〈n|e−i~q~r|m〉 ≈ δmne−i~q ~Rm ; 〈m|~r|n′〉 ≈ δmn′
~Rm, (32)

матимемо

~R(~q) =
∑

n

e−i~q ~Rn ~Rna+
n an. (33)

Для представлення оператора дипольного моменту ~P (~q) використо-
вуємо зв’язок мiж матричними елементами

〈m| − i~∇|n′〉 =
m

i~
(~Rm − ~R′

n)tmn′ (34)

(оскiльки −i~∇ = m
i~ [~r, H0]). Тодi можна записати

Pα(~q) =
m

~

∑

k

∂εk

∂kα
α+

k−q/2αk+q/2. (35)

Видно, що у даному наближеннi

[~R(~q), H0] =
i~

m
~P (~q) = i~~v(~q)

[Pα(~q1), Rβ(~q2] = − im

~

∑

k

∂2εk

∂kα∂kβ
α+

k−
~q1+~q2

2

α
k+

~q1+~q2
2

. (36)

Наведенi тут результати є справедливими i для випадку присутностi
мiжелектронної взаємодiї.

В прийнятому наближеннi (до розгляду взято одну орбiтально не-
вироджену електронну зону у наближеннi сильного зв’язку) можемо
переписати (14) у виглядi

{{Rµ(~q2)|Rν(−~q1)}}ω′

1
ω1

=
1

ω′
1ω1

{{vµ(~q2)|vν(−~q1)}}ω′

1
ω1

+

1

2π~

1

ω′
1ω1

γνµ(~q2 − ~q1)|ω1
′−ω1

(37)

ICMP–04–12U 12

де

γµν(~q2 − ~q1) =
∑

k

∂2εk

∂kν∂kµ
α+

k−
~q2−~q1

2

α
k+

~q2−~q1
2

. (38)

Перейшовши до операторiв P (ω, t) та Π(ω, t) (формули (22) та
(8), вiдповiдно), матимемо таке спiввiдношення:

Pµν
~q2,−~q1

(ω1, t)=− e2

~ω1ω2
γµν(~q2 − ~q1)|t +

e2

ω1ω2
Πµν

~q2,−~q1
(ω1, t), (39)

причому тут iнтегрування по частотi ω′
1 було виконано за допомо-

гою описаної вже процедури (див. формули (15)-(22)). В результатi
оператор поляризованостi набуває форму

χµν(t) = − 1

V

e2

~2ω2
2

γµν(~q2 − ~q1)|t +
1

V

e2

~ω2
2

Πµν
~q2,−~q1

(ω1, t). (40)

Такий запис тензора χ використовується для опису електронного
КР на зонних електронах у напiвпровiдниках та сильно скорельо-
ваних (Мотт-Хаббардiвських) системах [17]. Перший доданок в (40)
дає вклад в нерезонансне розсiяння (при цьому тензор напружень
γµν(~q) є ефективною вершиною), другий - в резонансне розсiяння
(ефективними вершинами є оператори струму jα(~q) = ~vα(~q)), при
змiшаному розсiяннi будуть присутнi як вершини з γµν(~q) так i з
jα(~q).

У довгохвильовому наближеннi (q → 0) у вираз для γ входить те-
нзор оберненої ефективної маси. Такого вигляду нерезонансну скла-
дову можна отримати за рахунок перенормування, що пов’язане iз
внесками вiд елeктронних переходiв до iнших зон у виразi типу (7)
для тензора поляризованостi (див. [6, 26]). У нашому пiдходi такий
результат отримується в рамках наближення сильного зв’язку при
видiленнi одного орбiтального стану на атомi (одної електронної зо-
ни) i наближеного розрахунку матричних елементiв. Слiд зауважи-
ти, що за рахунок прийнятої апроксимацiї сумування в (12) прово-
диться лише по станах пiдпростору, на якому дiє оператор енергiї
однозонної моделi.

Пiдсумовуючи отриманi результати, можемо вiдзначити наступ-
не. Можна розглядати два способи для знаходження оператора по-
ляризованостi. У першому пiдходi треба користуватися спiввiдно-
шенням (24), при цьому необхiдно буде розраховувати "неусеред-
ненi"функцiї Грiна, побудованi на операторах дипольного моменту.
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При використаннi другого пiдходу необхiдно користуватися форму-
лою (40), тодi одразу видiляють нерезонанснi (перший доданок у
формулi (40)) та резонанснi (другий доданок у формулi (40)) внески
в розсiяння. В першому пiдходi резонанснi та нерезонанснi внески
з’являться при розрахунку "неусереднених"функцiй Грiна, побудо-
ваних на операторах дипольного моменту. Ми показали, що в гра-
ницi q → 0 цi два методи знаходження оператора поляризованостi є
еквiвалентними.

Виразивши оператор поляризованостi χµν через неусередненi
функцiї Грiна, можемо розвивати певнi схеми його побудови, застосо-
вуючи наближеннi способи розрахунку цих функцiй. Далi на прикла-
дi моделi Фалiкова-Кiмбала та псевдоспiн-електронної моделi буде
розглянено два рiзнi способи отримання оператора поляризованостi.
Один з них базується на розкладах за степенями електронного пе-
реносу (цей спосiб буде застосовано для випадку сильної псевдоспiн-
електронної взаємодiї в ПЕМ а також для моделi Фалiкова-Кiмбала),
iнший - на деяких способах розщеплень у рiвняннях руху для не-
усереднених функцiй Грiна (випадок слабкої псевдоспiн-електронної
взаємодiї).

4. Оператор поляризованостi для моделi Фалiкова-

Кiмбала

Модель Фалiкова-Кiмбала є однiєю з найчастiше використовуваних
i дослiджуваних моделей у теорiї сильно скорельованих електрон-
них систем. Областю її переважного застосування є переходи метал-
дiелектрик та стани зi змiнною валентнiстю. На протязi останнiх
рокiв було виявлено, що ця модель описує крiм цього переходи у
стани з просторовою модуляцiєю густини, а також фазове розшару-
вання [27, 28].

Модель ФК є аналiтично точно розв’язуваною в границi безме-
жної вимiрностi простору у пiдходi динамiчного середнього поля
(ДСП). У зв’язку з цим в рамках моделi були проведенi недавно [20]
за допомогою методу ДСП розрахунки ефективного перерiзу КР,
виходячи з представлення Шастрi i Шраймана [2] для оператора по-
ляризованостi, що вiдповiдає формулi (40) даної роботи. Така схема
дозволила розглянути окремо внески рiзного типу - резонанснi, не-
резонаснi та змiшанi. При цьому виникала необхiднiсть розрахунку
багаточасових кореляцiйних функцiй, якi визначались шляхом пе-
реходу до мацубарiвського частотного представлення (де вiдповiднi
корелятори розраховувалися точно в границi d → ∞) за допомогою
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процедури, яка вимагала узагальнення звичайної спектральної тео-
реми для двочасових функцiй Грiна.

Разом з тим, представляє iнтерес розвиток i наближених схем роз-
рахунку перерiзу КР для моделi ФК. Ми зупинимось тут на пiдходi,
що вiдповiдає наближенню сильного зв’язку i базується на згадано-
му вже розкладi за степенями переносу tij . Зазначимо, що викорис-
тання такого розкладу дало можливiсть вiдтворити [24] (в другому
порядку за tij у виразi для оператора поляризованостi) результати,
як зрештою i також сам механiзм, для т.зв. двомагнонного розсiян-
ня [1] у випадку моделi Хаббарда при половинному заповненi, коли
в нiй iснує антиферомагнiтне впорядкування.

Гамiльтонiан моделi ФК запишемо в стандартному виглядi [29]

H =
∑

i

(Edd
+
i di+Eff+

i fi)+U
∑

i

d+
i dif

+
i fi+

∑

ij

tijd
+
i dj (41)

де iндекси d i f вiдносяться, вiдповiдно, до рухомих та нерухомих ча-
стинок (електронiв). Енергiї Ed i Ef вiдраховуються вiд своїх хiмiч-
них потенцiалiв. Доцiльно перейти вiд фермi-операторiв до операто-
рiв Хаббарда, ввiвши базис одновузлових станiв |nid, nif 〉 (де nid, nif

- числа заповнення рухомих та нерухомих частинок вiдповiдно)

|i; 1〉 = |i; 0, 0〉; |i; 2〉 = |1, 1〉; |i; 3〉 = |i; 0, 1〉; |i; 4〉 = |1, 0〉,

тодi

d+
i = X41

i + X23
i ; f+

i = X31
i − X24

i

d+
i di = X44

i + X22
i ; f+

i fi = X33
i + X22

i . (42)

Гамiльтонiан моделi ФК прийме вигляд

H =
∑

i

(EdX
44
i + EfX33

i + (Ed + Ef + U)X22
i ) +

∑

ij

tij(X
41
i + X23

i )(X14
j + X32

j ). (43)

Введемо оператор електричного дипольного моменту, що вiдносить-
ся до i−го вузла

Mα
i = Rα

i [eX44
i + qX33

i + (e + q)X22
i ] (44)

де e i q - ефективнi заряди рухомих та нерухомих частинок. В дов-
гохвильовiй границi (~q → 0) Mα(~q = 0) =

∑
i Mα

i . При використаннi
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для оператора поляризованостi його представлення через оператор
Pµν , побудований на операторах фур’є-образiв дипольних моментiв,
матимемо

χµν(t)=−2πω1

V ω2

∫ +∞

−∞

dω′
1e

i(ω1−ω′

1)t{{Mµ(~qs)|Mν(−~qi)}}ω′

1
,ω1

(45)

тут i в подальших розрахунках ми кладемо ~ = 1. Неусереднена
функцiя Грiна {{Mµ|Mν}} виражається через функцiї, побудованi
на дiагональних X−операторах. Застосуємо схему отримання явних
виразiв для таких функцiй, що грунтується на методi рiвнянь руху
(така схема була запропонована в [21]), обмежуючись в ланцюжку
рiвнянь членами не вище другого порядку за tij . Проiлюструємо цей
спосiб на прикладi функцiї {{X44

i |X44
l }}ω1,ω2

.
Початкове рiвняння руху для {{X44|X44}} має вигляд

ω1{{X44
i |X44

l }}ω1ω2
=

∑

j

tij{{X41
i (X14

j + X32
j )|X44

l }}ω1ω2
−

−
∑

j

tjl{{(X41
j + X23

j )X14
i |X44

l }}ω1ω2
. (46)

Неусередненi функцiї вищого порядку, що входять в дане рiвняння,
можна шукати в лiнiйному наближеннi за tij . Для першої з них пiсля
диференцiювання по другому часовому аргументу маємо:

ω2{{X41
i (X14

j +X32
j )|X44

l }}ω1ω2
= (47)

{
δjlX

41
i X14

j − δilX
41
i (X14

j + X32
j )

}

ω1−ω2

2π

−
∑

m

tlm{{X41
i (X14

j + X32
j )|X41

l (X14
m + X32

m )}}ω1ω2
+

∑

m

tml{{X41
i (X14

j + X32
j )|(X41

m + X23
m )X14

l }}ω1ω2

Останнi двi функцiї в цьому виразi слiд визначати в нульовому
наближеннi:

{{X41
i (X14

j +X32
j )|X41

l (X14
m +X32

m )}}ω1ω2
=

1

2π
(
Aml

ij

ω1
+

Bml
ij

ω1−U
) (48)

{{X41
i (X14

j + X32
j )|(X41

m + X23
m )X14

l }}ω1ω2
=

1

2π
(
Cml

ij

ω1
+

Dml
ij

ω1 − U
)
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де

Aml
ij = [X41

i (X11
j + X44

j )(X14
m + X32

m )δjl − (49)

X41
l (X11

i + X44
i )X14

j δim]ω1−ω2

Bml
ij = −[X41

l (X11
m + X44

m )X32
j δim]ω1−ω2

Cml
ij =[X41

i (X11
j + X44

j )X14
l δjm −

(X41
m + X23

m )(X11
i + X44

i )X14
j δil]ω1−ω2

Dml
ij = [X41

i (X22
j + X33

j )X14
l δjm −

(X41
m + X23

m )(X11
i + X44

i )X32
j δil]ω1−ω2

.

Аналогiчним способом визначається друга функцiя вищого порядку
{{(X41

j + X23
j )X14

i |X44
l }}ω1ω2

у формулi (46). В результатi отримує-
ться

{{X44
i |X44

l }}ω1ω2
=

1

2πω1ω2

∑

j

tij{δjlX
41
i X14

j −

δilX
41
i (X14

j + X32
j )}ω1−ω2

−
1

2πω1ω2

∑

j

tij
∑

m

tlm(
Aml

ij

ω1
+

Bml
ij

ω1 − U
) +

1

2πω1ω2

∑

j

tij
∑

m

tml(
Cml

ij

ω1
+

Dml
ij

ω1 − U
) −

1

2πω1ω2

∑

j

tij(δil(X
41
j + X23

j )X14
i − δjlX

41
j X14

i )ω1−ω2
+

1

2πω1ω2

∑

j

tij
∑

m

tlm(
Aml

ji

ω1
+

K lm
ji

ω1 + U
) −

1

2πω1ω2

∑

j

tij
∑

m

tml(
Cml

ji

ω1
+

Lml
ji

ω1 + U
) (50)

тут

K lm
ji = [X23

j (X11
i + X44

i )(X14
m + X32

m )δil −
X41

l (X22
j + X33

j )X14
i δjm]ω1−ω2

(51)

Lml
ji = [X23

j (X11
i + X44

i )X14
l δim]ω1−ω2

Подiбно проводиться розрахунок iнших функцiй виду {{Xpp
i |Xqq

l }}.
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При цьому можна переконатися, що

{{(X22
i + X33

i )|Xqq
l }}ω1−ω2

= 0 (52)

{{(Xpp
i |(X22

l + X33
l }}ω1−ω2

= 0,

тому

{{Mµ(~q2)|Mν(−~q1}}ω1,ω2
|~q2→0,~q1→0 ≡ {{Mµ|Mν}}ω1ω2

=

e2
∑

il

Rµ
i Rν

l {{(X44
i − X33

i )|(X44
l − X33

l )}}ω1ω2
(53)

Остаточний результат розрахунку цiєї функцiї зводиться до насту-
пного вигляду (де видiлено складовi першого та другого порядкiв
щодо tij):

{{Mµ|Mν}}ω1ω2
= {{Mµ|Mν}}(1)

ω1ω2
+ {{Mµ|Mν}}(2)

ω1ω2
; (54)

{{Mµ|Mν}}(1)
ω1ω2

=
e2

2πω1ω2

∑

il

(Rµ
i − Rµ

l )(Rν
i − Rν

l )til ×

×[(X41
i + X23

i )(X14
l + X32

l )]ω1−ω2
(55)

{{Mµ|Mν}}(2)
ω1ω2

=
e2

2πω1ω2

∑

ijl

tijtil{(Rµ
i − Rµ

j )(Rν
i − Rν

l ) ×

×
[
(X11

i + X44
i )(X14

l + X32
l )(

1

ω1
X41

j +
1

ω1 + U
X23

j ) +

(X22
i + X33

i )(X14
l + X32

l )(
1

ω1
X23

j +
1

ω1 − U
X41

j ) −

(X11
i + X44

i )(X41
l + X23

l )(
1

ω1
X14

j +
1

ω1 − U
X32

j ) −

(X22
i + X33

i )(X41
l + X23

l )(
1

ω1 + U
X14

j +
1

ω1
X32

j )
]

ω1−ω2

}.

В отриманих виразах можна частково повернутися до фермi-опера-
торiв di, d

+
i i fi, f

+
i . Ввiвши позначення для числа заповнення не-

рухомих частинок wi ≡ nif = f+
i fi, можемо переписати попереднi
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формули у виглядi:

{{Mµ|Mν}}(1)
ω1ω2

=
e2

2πω1ω2

∑

il

(Rµ
i − Rµ

l )(Rν
i − Rν

l )til[d
+
i dl]ω1−ω2

{{Mµ|Mν}}(2)
ω1ω2

=
e2

2πω1ω2

∑

ijl

tijtil{(Rµ
i − Rµ

j )(Rν
i − Rν

l ) ×

[(1 − wi)(
1

ω1
X41

j +
1

ω1 + U
X23

j )dl

+wi(
1

ω1 − U
X41

j +
1

ω1
X23

j )dl]ω1−ω2
} +

+(Rµ
i − Rµ

j )(Rν
l − Rν

i )[(1 − wi)d
+
l (

1

ω1
X14

j +
1

ω1 − U
X32

j ) +

wid
+
l (

1

ω1 + U
X14

j +
1

ω1
X32

j )]ω1−ω2
} (56)

Перепишемо член 1-го порядку через оператори, що дiють на бло-
хiвськi стани, застосувавши перетворення типу (28):

{{Mµ|Mν}}(1)
ω1ω2

=
e2

2πω1ω2

∑

k

∂2tk
∂kµ∂kν

[α+
k αk]ω1−ω2

(57)

Як видно, цей доданок вiдповiдає нерезонанснiй складовiй тензора
розсiяння (див. (40)). Тому можна зробити висновок, що в поправцi
другого порядку {{Mµ|Mν}}(2) мiстяться внески найнижчого поряд-
ку за t вiд резонансної компоненти. У k− представленнi

{{Mµ|Mν}}(2)
ω1ω2

= − e2

2πω1ω2

1√
N

∑

k1k2

∂tk1

∂kµ
1

∂tk2

∂kν
2

×

{[(1 − w)k1+k2
(

1

ω1
X41

−k1
+

1

ω1 + U
X23

−k1
)α−k2

+

wk1+k2
(

1

ω1 − U
X41

−k1
+

1

ω1
X23

−k1
)α−k2

]ω1−ω2
−

[(1 − w)k1+k2
α+

k2
(

1

ω1
X14

−k1
+

1

ω1 − U
X32

−k1
) +

wk1+k2
α+

k2
(

1

ω1 + U
X14

−k1
+

1

ω1
X32

−k1
)]ω1−ω2

} (58)

Роль вершини тут вiдiграють похiднi ∂tk/∂kα ≡ ∂εk/∂kα, якi ма-
ють змiст матричних елементiв оператора vα швидкостi електрона
на блохiвських станах.
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Як було показано в роботi [20] при дослiдженнi резонансного ком-
бiнацiйного розсiяння свiтла в моделi ФК, можливим є резонансне
наростання iнтенсивностi розсiяння при частотi падаючого свiтла,
близькiй до величини енергiї взаємодiї U . Як видно з формули (58), у
нашому пiдходi в виразi для оператора поляризованостi з’являються
доданки, якi теж приведуть до резонансного наростання iнтенсивно-
стi при частотi свiтла, близькiй до величини U . Звичайно, формула
(58) вiдповiдає розкладу за степенями t. Для бiльш детального ана-
лiзу резонансного розсiяння варто порiвняти результати, якi можна
було б отримати цим шляхом, з даними розрахункiв резонансних
внескiв до перерiзу КР, якi отриманi для моделi ФК методом ДСП
в границi d → ∞ [20].

Зауважимо, що загальна структура отриманих поправок (у ви-
глядi сум добуткiв функцiй вiд частот F (ω1, ω2) на оператори Q(ω1−
ω2)) зберiгається i для членiв вищого порядку за степенями t. В за-
гальному можна записати

{{Mµ|Mν}}ω1ω2
=

∑

s

Fµν
s (ω1, ω2)Qs(ω1 − ω2) (59)

Тензор розсiяння у даному випадку представиться у виглядi:

Hµν,αβ(ω1, ω2)=(2π)2
∫ +∞

−∞

∑

s

∑

r

Fµν
s (−ω2,−ω1)F

αβ
r (ω′

2, ω1)

〈Qs(−ω2 + ω1)Qr(ω
′
2 − ω1)〉dω′

2 (60)

Перейшовши до гейзенбергiвського представлення для oператорiв

〈Qs(−ω2 + ω1)Qr(ω
′
2 − ω1)〉 =

1

2π
δ(ω′

2 − ω2)

∫ +∞

−∞

dtei(ω1−ω2)t〈Qs(t)Qr(0)〉 (61)

матимемо

Hµν,αβ(ω1, ω2) = 2π
∑

sr

Fµν
s (−ω2,−ω1)F

αβ
r (ω2, ω1) ×

∫ +∞

−∞

dtei(ω1−ω2)t〈Qs(t)Qr(0)〉. (62)

Таким чином перерiз КР розпадається в даному випадку на ряд пар-
цiальних внескiв, пов’язаних з процесами розсiяння рiзних порядкiв
за степенями параметра переносу t.
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Слiд пiдкреслити, що в рамках використаного пiдходу не з’явля-
ються багаточасовi кореляцiйнi функцiї i тому вiдсутнi згаданi вже
проблеми, пов’язанi з розрахунком їх фур’є-компонент у частотному
просторi.

5. Оператор поляризованостi для ПЕМ: випадок

сильної псевдоспiн-електронної взаємодiї

ПЕМ з тунельним розщепленням рiвнiв є певним узагальненням мо-
делi ФК для випадку, коли у системi присутнi локально-ангармонiчнi
елементи структури. Прикладами таких систем можуть бути висо-
котемпературнi надпровiдники типу YBaCuO (локальнi ангармонiч-
нi коливання апексного кисню у напрямку по нормалi до площини
CuO2) а також кристали з водневими зв’язками. Для опису таких ко-
ливань у випадку локального потенцiалу з двома мiнiмумами засто-
совують псевдоспiновий формалiзм. В результатi гамiльтонiан ПЕМ
має вигляд:

H =
∑

i

(Uni,↑ni,↓ − µ(ni,↑ + ni,↓) + gSz
i (ni,↑ + ni,↓) −

−hSz
i − ΩSx

i ) +
∑

i,j,σ

tijc
†
i,σcj,σ (63)

Електронна пiдсистема у цiй моделi описується гамiльтонiаном Ха-
ббарда (tij-доданок описує перескок електрона зi спiном σ з вузла
i на вузол j, U -доданок - кулонiвське вiдштовхування), g-доданок
описує псевдоспiн-електронну взаємодiю, Ω-доданок - тунельне роз-
щеплення рiвнiв, h-доданок - асиметрiю локального ангармонiчного
потенцiалу [30–32].

Гамiльтонiан ПЕМ є подiбним до гамiльтонiану згадуваної вже
моделi Фалiкова-Кiмбала. Мiж моделями, однак, iснує суттєва вiд-
мiннiсть, яка полягає в наступному. Модель ФК не мiстить додан-
ку, який у ПЕМ вiдповiдає за тунельне розщеплення рiвнiв (тобто
ПЕМ враховує перескоки т. зв. нерухомих частинок з одного мiнi-
мума локального двоямного потенцiалу в iнший); крiм цього для
моделi ФК як правило використовують режим постiйної концентра-
цiї нерухомих частинок (це вiдповiдає в ПЕМ фiксацiї середнього
числа псевдоспiна), в той час як в ПЕМ використовують режими
фiксацiї хiмпотенцiалу або фiксацiї концентрацiї рухомих частинок
(електронiв).

Дослiдження ПЕМ були присвяченi аналiзу електронного спе-
ктру [33], вивченню поведiнки дiелектричної сприйнятливостi, ви-
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явленню фазових переходiв та виникненню фазового розшаруван-
ня [34–38]. У роботi [35] для ПЕМ iз прямою взаємодiєю мiж псев-
доспiнами при Ω = 0, t = 0 було встановлено можливiсть фазового
переходу першого роду мiж однорiдними фазами а також можли-
вiсть фазового розшарування. Схожi результати було отримано для
випадку Ω = 0, t 6= 0 при великому g у границi U → ∞ для дво-
пiдграткової ПЕМ [36] та у випадку U = 0 [37]. У роботi [37] на
основi термодинамiчно узгодженої схеми узагальненого наближен-
ня хаотичних фаз (УНХФ) було виявлено можливiсть появи фази з
подвiйною модуляцiєю перiоду гратки для випадку U = 0 , Ω = 0.
При слабкiй псевдоспiн-електроннiй взаємодiї при Ω 6= 0 у рамках
наближень середнього поля та хаотичних фаз було встановлено мо-
жливiсть появи у системi зарядовпорядкованої та надпровiдної фа-
зи [38,39]. Було виявлено, що в залежностi вiд значення хiмпотенцi-
алу система може перейти у фазу з подвiйною модуляцiєю перiоду
гратки (хiмпотенцiал розташований поблизу центру зони), у однорi-
дну фазу (хiмпотенцiал поблизу країв зони) та у фазу з неспiвмiрною
модуляцiєю перiоду гратки (при промiжних значеннях хiмпотенцiа-
лу). При вiдмiнному вiд нуля тунельному розщепленню рiвнiв та при
неполовинному заповненнi система переходить у надпровiдний стан.

Як вже було згадано у вступi, у роботi [21] було дослiджено ан-
гармонiчнi фононнi (псевдоспiновi) внески у комбiнацiйне розсiян-
ня свiтла для псевдоспiн-електронної моделi для випадку сильного
псевдоспiн-електронного зв’язку при врахуваннi лише псевдоспiно-
вого внеску в розсiяння. Було видiлено складовi розсiяння, пов’яза-
нi зi збудженням псевдоспiн-хвильового типу а також iз перебудо-
вою електронного спектру при реорiєнтацiї псевдоспiнiв. Базуючись
на цiй роботi, у даному дослiдженнi ми врахуємо також електрон-
нi внески в розсiяння та проаналiзуємо випадки рiзних поляризацiй
падаючого та розсiяного свiтла.

Введемо базис одночастинкових станiв: |i; R〉 ≡ |ni↑, ni↓, S
z
i = 1

2 〉,
|i; R̃ >≡ |ni↑, ni↓, S

z
i = − 1

2 > [34]

|i; 1, 1̃〉 = |i; 0, 0,±1

2
〉, |i; 2, 2̃〉 = |i; 1, 1,±1

2
〉, (64)

|i; 3, 3̃〉 = |i; 0, 1,±1

2
〉, |i; 4, 4̃〉 = |i; 1, 0,±1

2
〉.
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За допомогою перетворення

|i, R >= cosφr|i, r > + sinφr|i, r̃ > (65)

|i, R̃ >= cosφr|i, r̃ > − sinφr|i, r >,

cos 2φr =
nrg − h√

(nrg − h)2 + Ω2
,

здiагоналiзуємо одновузлову частину гамiльтонiану

H0 =
∑

i,r

λrX
rr
i +

∑

i,

�

r

λ �

rX

�

r

�

r
i (66)

λr,

�

r = nrµ + Uδr,2 ±
1

2

√
(nrg − h)

2
+ Ω2. (67)

Дипольний момент комiрки запишеться у виглядi

Mα
i = eRα

i (n↑,i + n↓,i) + dsS
z
i δαz, (68)

ми враховуємо електроннi внески (перший доданок у виразi (68))
та псевдоспiновi (другий доданок) в дипольний момент [21, 24]. Та-
кож при записi виразу для дипольного моменту ми врахували, що
локально ангармонiчний потенцiал орiєнтований вздовж осi z (для
випадку кристалу типу YBaCuO це напрямок ангармонiчних коли-
вань апексного кисню О4, вiсь z перпендикулярна до площин CuO2).

Вираз для оператора поляризованостi шукатимемо за допомогою
методу рiвнянь руху, здiйснюючи розклад за степенями параметра
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електронного переносу. В результатi отримаємо ( [24]):

{{Mα
k |Mβ

l }} =
δk,lδα,zδαβd2

s

8πω1

∑

r

sin(4φr)(X
r

�

r
k − X

�

rr
k ) + (69)

+
∑

r

δk,lδα,zδαβd2
s

8π(ω1 − λr + λ �

r)
(sin(4φr)X

�

rr
k − sin2(2φr)(X

rr
k − X

�

r

�

r
k )) −

−
∑

r

δk,lδα,zδαβd2
s

8π(ω1 + λr − λ �

r)
(sin(4φr)X

r

�

r
k − sin2(2φr)(X

rr
k − X

�

r

�

r
k )) +

+
eRα

k

ω1

∑

i,j,σ

ti,j(δi,k − δj,k){{a†
i,σaj,σ|Mβ

l }} +

+
∑

r

dsδα,z

2ω1

∑

i,j,σ

ti,j cos(2φr){{[Xrr
k − X

�

r

�

r
k , a†

i,σaj,σ]|Mβ
l }} +

+
∑

r

dsδα,z

2(ω1 − λr + λ �

r)

∑

i,j,σ

ti,j sin(2φr){{[X

�

rr
k , a†

i,σaj,σ]|Mβ
l }} +

+
∑

r

dsδα,z

2(ω1 + λr − λ �

r)

∑

i,j,σ

ti,j sin(2φr){{[Xr

�

r
k , a†

i,σaj,σ]|Mβ
l }}.

Першi три рядки (нульовий порядок по параметру переносу t) в ви-
разi (69) пов’язанi iз чисто псевдоспiновими внесками, вони дадуть
вклад в розсiяння для випадку zz поляризацiї. Доданок в четвертому
рядку мiстить внески, один з яких пов’язаний з чисто електронними
внесками в дипольний момент (коли замiсть Mβ

l пiдставити елект-
ронну складову дипольного моменту (68)). Якщо ж в доданку чет-
вертого рядку замiсть Mβ

l пiдставити псевдоспiнову складову дипо-
льного моменту, то ми отримаємо змiшаний псевдоспiн-електронний
внесок в оператор поляризованостi. Доданки п’ятого-сьомого рядкiв
дадуть або чисто псевдоспiновий внесок в оператор поляризованостi,
або змiшаний псевдоспiн-електронний.

Розглянемо бiльш детально чисто електронну складову розсiяння
(що походить, як вже було зазначено, вiд четвертого рядка в формулi
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(69)). Для електронних внескiв до КР отримаємо наступне

{{Mα
k |Mβ

l }}el=
e2

ω1

∑

i,j,σ

Rα
k Rβ

l ti,j(δi,k−δj,k){{a+
i,σaj,σ|(n↑l+n↓l

)}}=

e2

ω1ω2
Rα

k Rβ
l

∑

i,j,σ

s,p,σ′

ti,j(δi,k − δj,k)ts,p(δp,l − δs,l){{a+
i,σaj,σ|a+

s,σ′ap,σ′}}

− e2

2πω1ω2
Rα

k Rβ
l

∑

i,j,σ

ti,j(δi,k − δj,k)(δi,l − δj,l)a
+
i,σaj,σ. (70)

Як вже було зазначено, ми розглядаємо довгохвильову границю, хви-
льовi вектори падаючого та розсiяного свiтла ~k1, ~k2 ≈ 0, тому можемо
просумувати по iндексах k, l. При обмеженнi лiнiйним доданком

{{Mα
k |Mβ

l }}el=−
∑

k,l,i,j,σ

e2Rα
k Rβ

l

2πω1ω2
ti,j(δi,k−δj,k)(δi,l−δj,l)a

+
i,σaj,σ=

e2

2πω1ω2

∑

k

∂2t(k)

∂kα∂kβ
α+

k αk, (71)

αk =
1√
N

∑

i

aie
−ikRi , tk =

∑

R

t(R)e−ikR.

Фактично, вираз (71) є аналогiчним до нерезонансного доданку в
формулi (40).

Тензор КР виражається через двочасовi функцiї Грiна (що ви-
пливає з формули (26)):

Hαβ,α′β′

k2,k1=0(ω1, ω2) =
−(2π)2

(eβω − 1)
× (72)

∑

i,i1,j,j1

2=〈〈{{Mα
i |Mβ

j }}ω2,ω1

|{{Mα′

i1 |M
β′

j1
}}

−ω2,−ω1

〉〉
ω+iε

,

ω = ω2 − ω1

6. Корелятори в УНХФ

Як видно з формули (72), для знаходження тензора розсiяння не-
обхiдно розрахувати двочасовi функцiї Грiна, побудованi на опера-
торах поляризованостi. Використавши спiввiдношення, що пов’язує
двочасовi функцiї Грiна з температурними функцiями Грiна

〈〈A|B〉〉(ω) = 〈TA(τ)B〉(iω → ω), (73)
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де 〈TA(τ)B〉(iω) - температурна функцiя Грiна в частотному пред-
ставленнi, ми зведемо задачу до пошуку температурних функцiй Грi-
на, для яких розроблений та добре вiдомий апарат дiаграмної технi-
ки.

Як i в роботi [21], ми розглядаємо КР для випадку, коли частота
ω2−ω1 знаходиться поблизу ω′ = λ �

1−λ1, це вiдповiдає стоксовiй ком-
понентi розсiяння. Розiб’ємо вихiдний гамiльтонiан на двi частини,
гамiльтонiан нульового наближення та збурення,

H = H0 + Hint,

Hint =
∑

i,j,σ

ti,ja
†
i,σaj,σ. (74)

Розглядатимемо два випадки поляризацiї свiтла: 1) у напрямку zz
(перпендикулярному до площин CuO) 2) у напрямку xx + yy (па-
ралельно до площин). Як видно з виразу (69) (першi три рядки), у
найнижчому (нульовому) порядку по параметру електронного пере-
носу tij для випадку zz поляризацiї щоб отримати вираз для тензора
H(ω1, ω2), необхiдно знайти функцiю Грiна, побудовану на операто-
рах Xr

�

r, X

�

rr,X

�

r

�

r, Xrr

〈TXpq
l (τ)Xrs

m 〉 = Kpqrs
lm (τ) (75)

β∫

0

d(τ)eiωnτ 1

N

∑

lm

Kpqrs
lm (τ)eiq(Rl−Rm) = Kpqrs(q, ωn).

Для випадку xx+yy поляризацiї вклад у розсiяння дають додан-
ки в операторi поляризованостi першого i вищих порядкiв по пере-
носу. Обмежуючись знову найнижчим (першим в даному випадку -
четвертий рядок у формулi (69)) порядком, для xx + yy поляризацiї
треба шукати функцiю Грiна

〈T
∑

k

γkα+
k (τ)αk(τ)

∑

k′

γk′α+
k′αk′ 〉,

γk =
∑

α

∂2tk
∂k2

α

= −a2tk, (76)

a є постiйною квадратної гратки. Введемо позначення для незбуреної
функцiї Грiна:

gpq
ij (τ − τ ′)=δijg

pq(τ − τ ′)=δij
〈TXpq(τ)Xrs(τ ′)〉
〈[Xrs, Xpq]±〉0

, (77)
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gpq(ωn) =

β∫

0

d(τ − τ ′)e−iωn(τ−τ ′)gpq(τ − τ ′) = ± 1

iωn − λpq
, (78)

тут λpq = λp − λq; верхнiй (нижнiй) знак вiдповiдає функцiї Грiна,
побудованiй на фермi (бозе) оператора, при цьому ωn = 2n+1

β π та

ωn = 2n
β π вiдповiдно.

Використаємо такi дiаграмнi позначення [40]: трикутник
pq позначає функцiю Грiна gpq; коло pq та pp

позначає середнi 〈Xpp ± Xqq〉0 та 〈Xpp〉0 вiдповiдно; хвиляста лiнiя
є електронним переносом. Функцiя Грiна в наближеннi

Хаббард-I

G pq= pq pq pq pq ++= pq pq pq + ... ,

в аналiтичнiй формi

Gpq =
1

iωn − εpq(k)
, εpq(k) = λpq + Apq〈Xpp + Xqq〉tk, (79)

коефiцiєнти Apq з’явилися в зв’язку з перетворенням (65), зокрема
A �

4

�

1 = cos2φ1, A �

41 = sin2φ1.
Розглядатимемо випадок сильного зв’язку U, g >>

√
h2 + Ω2 >

W (W =
∑

j tij). У цьому випадку ми приймаємо до уваги лише ста-

ни |1〉, |1̃〉, |3̃〉 та |4̃〉, якi завдяки електронному переносу формують
двi найнижчi електроннi пiдзони λ �

41 = λ �

31, λ �

4

�

1 = λ �

3

�

1, роздiленi мiж
собою [21].

Корелятори розраховуватимемо на основi теорiї збурень, при цьо-
му середнi вiд Т− добуткiв операторiв Хаббарда шукаємо за допо-
могою теореми Вiка для операторiв Хаббарда [40]. При пiдсумову-
ваннi дiаграм ми приймаємо до уваги тi дiаграми, що мають лан-
цюжкову структуру [21], це вiдповiдає узагальненому наближенню
хаотичних фаз (УНХФ). У роботi [21] було показано, що найбiль-
ший внесок в частотному дiапазонi ω ∼ ω′ походить вiд корелятора
〈TX1

�

1(τ)X

�

11〉, у дiаграмному виглядi для цього корелятора можемо
записати (див. [21])
〈TX1

�

1(τ)X

�

11〉= +++ +

де для бозонної функцiї Грiна G можна записати рiвняння Дайсона:

G= = ++ ;

тонкою лiнiєю зi стрiлкою позначено незбурену функцiю Грiна g1

�

1.
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Подiбним чином для 〈T
∑

k γkα+
k (τ)αk(τ)

∑
q γqα

+
q (τ)αq〉 отриму-

ємо наступний дiаграмний ряд
1
N 〈T ∑

k γkα+
k αk(τ)

∑
q γkα+

q αq〉 =

γγ

γ γ γ         

+++

++

γ

γγ

γγ γ

γ

γ         

γ         

γ

γ

+

<TX( )X > 
γ γ

11          11
τ ++

Заштрихованi елiпси позначають багатопетлевi дiаграми, що скла-
даються з добуткiв однопетлевих дiаграм :
a= ; b= ; c= ; d= ; γb= γ та подiбнi по-

значення для петель bγ , γc, dγ , γbγ . З роботи [21] випливає, що серед
однопетлевих дiаграм найбiльш суттєвими є дiаграми

a=

 p1

 p1 , p = 4, 3 та подiбнi їм для петель b, c, d, bγ, γc, dγ , γbγ

(тобто з "нижньою"функцiєю Грiна G

�

4

�

1 або G

�

3

�

1 та з "верхньою"G

�

41

або G

�

31). В аналiтичнiй формi

a =
−2 sin2 φ1 cos2 φ1

N

∑

k

tktk
n(ε �

4

�

1(k)) − n(ε4

�

1(k))

iωn + ε �

4

�

1(k) − ε �

41(k)

b =
−2

N

∑

k

n(ε �

4

�

1(k)) − n(ε �

41(k))

iωn + ε �

4

�

1(k) − ε4

�

1(k)
+ 2

n(λ �

4

�

1) − n(λ �

41)

iωn + λ �

4

�

1 − λ �

41

(80)

c =
−2 sin2 φ1

N

∑

k

tk
n(ε �

4

�

1(k)) − n(ε �

41(k))

iωn + ε �

4

�

1(k) − ε �

41(k)

d =
−2 cos2 φ1

N

∑

k

tk
n(ε �

4

�

1(k)) − n(ε �

41(k))

iωn + ε �

4

�

1(k) − ε �

41(k)

Петлi з позначкою γ γb, bγ , γc, dγ , γbγ вiдрiзняються вiд a, b, c, d
тим, що в них пiд сумою по хвильовому вектору присутнiй додатково
множник 〈X11+X

�

4

�

4〉γk cosφ1 sin φ1 для випадку, коли γ знаходиться
злiва та 〈X

�

1

�

1 + X

�

4

�

4〉γk cosφ1 sin φ1 коли γ справа.
Введемо позначення для багатопетлевих внескiв

A= B= C= D= , γB= γ ,
та аналогiчно для γBγ , Bγ , γC, Dγ . Для них отримаємо наступнi
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рiвняння {
A = a + aC + dA;
C = c + cC + bA

{
B = b + cB + bD;
D = d + dD + aB

{
Bγ = bγ + cBγ + bDγ ;
Dγ = dγ + dDγ + aBγ

γBγ = γbγ + γcBγ + γbDγ (81)
γC = γc + γcC + γbA
γB = γb + γcB + γbD

Розв’язавши цi рiвняння, знайдемо вирази для багатопетлевих
внескiв. В результатi для бозонної функцiї Грiна отримується вираз

G =
〈X

�
1

�
1 − X11〉

iωn + λ1 − λ �

1 + ∆ − A〈X

�

1

�

1 − X11〉
(82)

∆ =
2

N

∑

k

tk[n(ε �

41)sin
2φ1 − n(ε �

4

�

1)cos
2φ1] (83)

Перший доданок у власноенергетичнiй частинi функцiї G веде до пе-
ренормування енергетичних рiвнiв [36]. Для повного самоузгоджен-
ня таке перенормування треба б було враховувати також у виразах
для фермi-функцiй Грiна. В числових розрахунках ми не приймає-
мо до уваги перенормування енергетичних рiвнiв у виразi для фермi-
функцiй Грiна та у виразi для бозонної функцiї Грiна (82). Для фун-
кцiї Грiна 〈TX1

�

1(τ)X

�

11〉 було отримано в аналiтичнiй формi [21]

〈TX1

�

1(τ)X

�

11〉q=0 = G + B + DG + GC + GDC (84)

Подiбно для 〈T
∑

k γkα+
k (τ)αk(τ)

∑
q γqα

+
q αq〉 матимемо

1

N
〈T

∑

k

γkα+
k (τ)αk(τ)

∑

q

γqα
+
q αq〉 = γBγ + γCGDγ + (85)

+∆ �

41〈X1

�

1X

�

11〉∆ �

4

�

1 + ∆ �

41
γCG + ∆ �

4

�

1D
γG + γB∆ �

41 +

Bγ∆ �

4

�

1 + CGDγ∆ �

4

�

1 + γCDG∆ �

41

де

∆rq = −2
∑

k

tkn(εrq) cosφ1 sin φ1 (86)
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Перехiд до двочасових функцiй Грiна (якi фiгурують в вира-
зi(72)) здiйснюється за допомогою спiввiдношення (73). В результатi
тензор розсiяння для випадкiв zz та xx + yy поляризацiї має вигляд

Hzz,zz
k2,k1=0(ω1, ω2) =

2ω′2 sin2 4φ1(
ds

2 )4N

1 − eβω

=〈〈X1

�

1|X

�

11〉〉q=0

ω2
2(ω2 − ω′)2

(87)

Hxx+yy,xx+yy
k2,k1=0 (ω1, ω2) =

2(ea)4

1 − eβω

=〈〈∑k γkα+
k αk|

∑
q γqα

+
q αq〉〉

ω2
1ω

2
2

Для розрахункiв нам ще потрiбний зв’язок мiж хiмiчним поте-
нцiалом та електронною концентрацiєю. Для випадку незалежних
пiдзон ε �

4

�

1 та ε �

41 отримується

µ = λ �

4 − λ �

1 − Wcos2φ1(1 − 3

2
n). (88)

В наших числових розрахунках ми приймаємо, що дипольний мо-
мент псевдоспiнiв ds є меншим нiж "дипольний момент"електронiв
ea (тут a - стала гратки), така ситуацiя є типовою для ВТНП типу
YBaCuO; в розрахунках ми беремо ds/ea = 0.6.

З виразу (82) видно, що уявна частина петлевих внескiв вiдмiнна
вiд нуля лише в частотному iнтервалi

−W
1 − 3

2n

1 − n
2

< − ω

cos2φ1 − n
2

< W. (89)

Уявна частина бозонної функцiї Грiна G може мати дельта-пiк за
межами цього iнтервалу, оскiльки дiйсна частина знаменника в ви-
разi для G може бути в цьому випадку рiвною нулевi [21]. Варто
вiдзначити, що знаменники у багатопетлевих внесках теж можуть
обертатися в нуль зовнi iнтервалу (89), однак тодi δ-подiбнi внески
взаємокомпенсуються.

На рис. 1-4 показано iнтенсивнiсть КР свiтла I(ω) ∼ H(ω) для
zz та xx + yy поляризацiй. Видно, що при T = 0 (Рис.1,3) в спект-
рi присутнi двi компоненти: 1) досить широка зона δω = |cos2φ1 −
n/2|4(1−n)

2−n W 2) вузький дельта-пiк (проявляється при високих елект-
ронних концентрацiях - Рис.1, при малих електронних концентрацiях
вiн перекривається згаданою зоною - Рис.3). Перша з цих компонент
є некогерентною i пов’язана з мiжзонними переходами iз зайнятих
станiв пiдзони λ �

41 до незайнятих станiв пiдзони λ �

4

�

1 (схематично за-
лежнiсть положення країв зон та хiмiчного потенцiалу вiд електрон-
ної концентрацiї зображено на рис.5 [21]), при цьому вiдбувається
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перебудова електронних станiв при переворотi псевдоспiна. Друга
компонента є когерентною i має псевдоспiнове походження (як вже
було згадано, уявна частина функцiї G має дельта-пiк). Вона пов’я-
зана з колективною динамiкою псевдоспiнiв, при цьому ефективна
взаємодiя мiж псевдоспiнами формується завдяки зонним електро-
нам.

На рис. 2,4 показано iнтенсивнiсть КР при T 6= 0. Некогерентна
компонента тепер є ширшою δω = |cos2φ1 − n/2|2W , оскiльки тепер
є можливими мiжзоннi переходи мiж станами з довiльними енергiя-
ми завдяки розмиванню Фермi-розподiлiв n(λ �

4

�

1) та n(λ �

41). Завдяки
такому розширенню некогерентна частина покриває дельта-пiк як
для малих так i для великих значень електронної концентрацiї (рис.
2,4). Пiк в спектрi пов’язаний в основному з особливостями поведiн-
ки уявної частини функцiї G, хоча внесок також дають також i уявнi
частини багатопетлевих дiаграм.

При високих температурах спектр КР, розрахований в УНХФ є
схожим на спектр, який може бути отриманим в однопетлевому на-
ближеннi (тодi =〈〈X1

�

1|X

�

11〉〉 ∼ =b та =〈〈
∑

k γka+
k ak|

∑
q γqa

+
q aq〉〉 ∼

=a, де b та a є однопетлевими внесками) хоча центральний пiк (при
ω − ω′ ∼ 0) не вiдтворюється в цьому наближеннi для xx + yy поля-
ризацiї (оскiльки =b ∼ ρ(t∗)δn, =a ∼ t∗2ρ(t∗)δn, де ρ(t) є густиною
електронних станiв, δn = n(ε �

41(t
∗))−n(ε �

4

�

1(t
∗)), t∗ = ω−ω′

n/2−cos2 φ1
i тодi

=a(ω ≈ ω′) ≈ 0).
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Рис. 1. Iнтенсивнiсть комбiнацiйного розсiяння для випадку zz та
xx + yy поляризацiї при T = 0, W = 0.1, n = 0.9, h = 0.07, Ω =
0.4. Вертикальна лiнiя позначає положення дельта-пiку. Iнтенсив-
нiсть вимiрюється в довiльних одиницях. Частота є зсунутою: ω =
ω2 − ω1 − ω′.
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Рис. 2. Iнтенсивнiсть комбiнацiйного розсiяння для випадку zz та
xx+ yy поляризацiї при T = 0.08, W = 0.1, n = 0.9, h = 0.07, Ω = 0.4.
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Рис. 3. Iнтенсивнiсть комбiнацiйного розсiяння для випадку zz та
xx + yy поляризацiї при T = 0, W = 0.1, n = 0.2, h = 0.25, Ω = 0.21.

Слiд вiдзначити вiдмiннiсть мiж дослiдженими нами псевдоспi-
новими внесками в розсiяння та звичайними фононними внесками. В
нашому випадку розсiяння пов’язане iз присутнiстю двоямного аси-
метричного потенцiалу та псевдоспiновими внесками в дипольний
момент, в той час як в стандартному пiдходi до фононного розсi-
яння розглядають, як правило, гармонiчнi коливання iонiв i внесок
в розсiяння формується лише за рахунок електронної поляризова-
ностi. Псевдоспiновий внесок в розсiяння буде iснувати навiть при
вiдсутностi електронiв, коли змiни загальної поляризованостi фор-
муються локальними ангармонiзмами гратки. Тодi в спектрi прису-
тнiй δ- пiк на частотi

√
h2 + Ω2 [21]. Аналогом звичайного фононного

КР у нашому випадку були б змiшанi псевдоспiн-електроннi внески,
що виникають за рахунок взаємодiї.
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Рис. 4. Iнтенсивнiсть комбiнацiйного розсiяння для випадку zz та
xx+yy поляризацiї при T = 0.03, W = 0.1, n = 0.2, h = 0.25, Ω = 0.21.
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Рис. 5. Залежнiсть країв зони та хiмiчного потенцiалу вiд концент-
рацiї при T = 0.

З рис. 1-4 видно, що iнтенсивнiсть комбiнацiйного розсiяння свi-
тла для випадку zz поляризацiї є бiльшою нiж для xx + yy поляри-
зацiї. Отриманi спектри мають складну структуру, положення пiку
залежить вiд величини параметра h, який вiдповiдає за асиметрiю
потенцiалу з двома мiнiмумами та залежить вiд симетрiї кристалу
(яка мiняється при змiнi складу для кристалiв типу YBa2Cu3O7−δ).
У експериментах по комбiнацiйному розсiянню свiтла у кристлах
YBa2Cu3O7−δ (коли йде мова про спектри, пов’язанi з коливаннями
апексного кисню О4) також вiдзначається складна структура спект-
рiв та залежнiсть позицiї пiку вiд ступеня легування, результуючий
спектр є накладанням спектрiв спiвiснуючих мiкрофаз (при цьому
положення пiку є рiзним для рiзних фаз) [4, 5]. Крiм цього експери-
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ментальнi данi пiдтверджують, що має мiсце ускладнення фононних
лiнiй внаслiдок впливу електронного континууму [9, 10].

Ми розглянули розсiяння, пов’язане iз переходами мiж зонами
ε4̃1,ε4̃1̃ i отримали пiк на частотi порядку

√
h2 + Ω2. Якщо б ми роз-

глядали внески в розсiяння, пов’язанi iз переходами мiж iншими
зонами, то отримали б i iншi пiки. Зокрема, при нехтуваннi елек-
тронним переносом, це були б пiки на частотi

√
(h − gn)2 + Ω2 та√

(h − 2gn)2 + Ω2 [21]. При змiнi ступеня легування положення цих
пiкiв буде мiнятися як завдяки змiнi електронної концентрацiї n, так
i завдяки змiнi величини h. Зауважимо, що локальне значення поля
h може мiнятися при змiнi ступеня легування киснем δ. Наявнiсть
кисневих вакансiй у близькому оточеннi мiняє форму i характер аси-
метрiї ефективного потенцiалу для кисню О4 (див. [41–43]).

Отриманi нами спектри можуть мати також вiдношення до си-
стем з водневими зв’язками, якi мiстять iони металiв та володiють
електронною провiднiстю [44]. На жаль, експериментальних даних
по комбiнацiйному розсiянню в таких системах є дуже мало.

7. Випадок слабкої псевдоспiн-електронної взаємо-

дiї

Розглянемо випадок слабкого зв’язку в псевдоспiн-електроннiй мо-
делi (U = 0, g � W , W - пiвширина електронної зони, яка в даному
випадку не розщеплюється). Електронний спектр та термодинамi-
ка ПЕМ для цього випадку були дослiдженi в [38]. При розрахун-
ку сприйнятливостi було використано наближення хаотичних фаз
(НХФ), чотирьохполюснi вершини ефективної взаємодiї мiж елект-
ронами формувалися кумулянтними та бозонними функцiями Грiна,
побудованими на Sz та S± операторах.

Щоб знайти оператор поляризованостi, використаємо пiдхiд, що
базується на розщепленнi рiвнянь руху для неусереднених функцiй
Грiна. Розщеплення рiвнянь руху буде зроблено по аналогiї до роз-
щеплення для звичайних "усереднених"функцiй Грiна в НХФ. У по-
передньому параграфi та роботi [21] було розглянено випадок шару-
ватої квазiдвовимiрної кристалiчної структури типу Y BaCuO з пе-
реносом електронiв лише в площинах та з врахуванням рiзних ком-
понент поляризацiї - "поперечної"(перпендикулярної до площин) та
компоненти, паралельної до площини. Для "поперечної"компоненти
eRz ≡ de = const, тодi дипольний момент комiрки

Mz
n = de

∑

σ

a+
nσanσ + dsS

z
n. (90)
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В операторi поляризованостi з’являться електроннi,псевдоспiновi та
змiшанi внески. Розглянемо спершу електроннi внески.

В k− представленнi електронна складова запишеться

Mz(~q) =
∑

n

Mz
neikRn = de

∑

kσ

α+
kσαk+q,σ . (91)

Таким чином, щоб побудувати оператор поляризованостi P z у яв-
ному виглядi, необхiдно у деякому наближеннi розрахувати функ-
цiю Грiна виду {{α+

k1σαk2σ|α+
k3σ′αk4σ′}}. Для слабкого псевдоспiн-

електронного зв’язку доцiльно роздiлити гамiльтонiан на основну
частину та на збурення [38]

H = H0 + Hint (92)

H0 = −λ
∑

i

σz
i − gNnη +

∑

kσ

εknkσ; εk = gη − µ + tk

Hint = g
∑

kk′σ

α+
kσαk′σS̃z(k − k′) − ng(

∑

i

Sz
i − Nη),

де у якостi гамiльтонiану нульового наближення H0 взято гамiль-
тонiан середнього поля, який дiагоналiзується пiсля перетворення
повороту

Sz
i = σz

i cos θ + σx
i sin θ

Sx
i = σx

i cos θ − σx
i sin θ

sin θ = Ω/λ; λ =
√

(gn − h)2 + Ω2. (93)

У гамiльтонiанi збурення Hint мiститься вiдхилення вiд середнього
значення псевдоспiна, для його запису використано позначення

S̃z(k − k′) = Sz(k − k′) − ηδ(k − k′). (94)

Виходячи з рiвнянь руху для неусереднених функцiй Грiна (10), ма-
тимемо:

{{α+
k1σαk2σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
=

1

2π

[α+
k1σαk2σ, α+

k3σ′αk4σ′ ]ω1−ω2

ω1 − εk2
+ εk1

+

g

ω1 − εk2
+ εk1

∑

k′

{{S̃z(k2 − k′)α+
k1σαk′σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
−

g

ω1 − εk2
+ εk1

∑

k′

{{S̃z(k′ − k1)α
+
k′σαk2σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
. (95)



35 Препринт

Застосуємо процедуру "розщеплення"з метою апроксимацiї неусере-
дненої функцiї Грiна вищого порядку:

{{S̃z(k2 − k′)α+
k1σαk′σ|α+

k3σ′αk4σ′}} ≈
〈α+

k1σαk′σ〉{{S̃z(k2 − k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}. (96)

При усередненнi обох сторiн в (96) ми отримаємо вiдоме наближення
типу розщеплення для звичайних усереднених функцiй Грiна, яке
було використане в [38] для розрахунку аналогiчних температурних
функцiй Грiна (i яке для цього випадку спiвпало з наближенням
хаотичних фаз). В результатi нам треба знайти функцiю {{S̃|α+α}},
для якої знову записуємо рiвняння руху:

ω1{{S̃z(k2−k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}=ω1 sin θ{{σx(k2−k′)|α+

k3σ′αk4σ′}} =

sin θλ{{iσy(k2 − k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}; (97)

ω1{{iσy(k2−k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}ω1ω2

=λ{{σx(k2−k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}ω1ω2

+g sin θ〈σz〉 1

N

∑

k5σ

{{α+
k5+k′−k2σαk5σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
,

де враховано, що в прийнятому наближеннi [σz
i , H ] = 0. В результатi

отримується

{{S̃z(k2 − k′)|α+
k3σ′αk4σ′}}ω1ω2

=

gλ sin2 θ〈σz〉
ω2

1 − λ2

1

N

∑

k5σ

{{α+
k5+k′−k2,σαk5σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
. (98)

Пiдставивши цей вираз у (95), отримаємо

∑

σσ′

{{α+
k1σαk2σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
=

1

2π

∑

σσ′

[α+
k1σαk2σ, α+

k3σ′αk4σ′ ]ω1−ω2

ω1 − εk2
+ εk1

+

g2λ sin2 θ〈σz〉
ω2

1 − λ2

∑

σ

nk1
− nk2

ω1 − εk2
+ εk1

×

∑

σσ′

1

N

∑

k5

{{α+
k5+k1−k2,σαk5σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
. (99)

Просумувавши обидвi сторони цього рiвняння по k2, отримаємо рiв-
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няння, з якого можна визначити:

1

N

∑

k2

∑

σσ′

{{α+
k2+q,σαk2σ|α+

k3σ′αk4σ′}}ω1ω2
=

1

1 − g2Σ(ω1)Πq(ω1)
×

1

2π

∑

σσ′

1

N

∑

k2

[α+
k2+q,σαk2σ, α+

k3σ′αk4σ′ ]ω1−ω2

ω1 − εk2
+ εk2+q

, (100)

де ~q = ~k1 − ~k2, пiсля пiдстановки в (99) матимемо остаточний вираз
для {{α+α|α+α}}. Введемо позначення

Σ(ω) = sin2 θ
λ〈σz〉

ω2 − λ2
; Πq(ω) =

1

N

∑

k

nk − nk−q

ω + εk − εk−q
. (101)

Для вiдповiдних температурних функцiй Грiна у НХФ [38] данi вели-
чини мають змiст, вiдповiдно, незвiдної власноенергетичної частини
(при ω 6= 0) та незбуреної електронної поляризованостi (яка з мно-
жником g2 характеризує ефективну взаємодiю мiж псевдоспiнами).
Таким чином, для неусередненої функцiї Грiна, побудованої на еле-
ктроннiй складовiй оператора дипольного моменту Mz, матимемо:

{{Mz(−~q)|Mz(~q′)}}ω1,ω2
=

1

2π
d2

e

1

1 − g2Σ(ω1)Πq(ω1)
×

1

N

∑

kσ

[α+
k+q,σαk+q′,σ − α+

k+q−q′,σαk,σ ]ω1−ω2

ω1 − εk + εk+q
. (102)

Очевидно, що пiсля статистичного усереднення даний вираз пере-
ходить у формулу для електронної частини (∼ 〈〈n|n〉〉) зарядової
сприйнятливостi ПЕМ для випадку слабкого зв’язку:

χel(ω) =
1

2π
d2

e

Πq(ω)

1 − g2Σ(ω)Πq(ω)
. (103)

Подiбним способом можна розрахувати змiшанi та псевдоспiновi
внески в оператор поляризованостi. Для вiдповiдних неусереднених
функцiй Грiна отримується:

ds{{S̃z(−~q)|Mz(~q′)}}ω1,ω2
=

1

2π
dsde

gΣ(ω1)

1 − g2Σ(ω1)Πq(ω1)
×

1

N

∑

kσ

[α+
k+q,σαk+q′,σ − α+

k+q−q′,σαk,σ ]ω1−ω2

ω1 − εk + εk+q
(104)
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d2
s{{S̃z(−~q)|S̃z(~q′)}}ω1,ω2

=
1

2π
d2

s

Σ(ω1)

sin θ〈σz〉 × (105)

[ω1σ
z(~q′ − ~q) sin θ − ω1σ

x(~q′ − ~q) cos θ − λiσy(~q′ − ~q) cos θ]ω1−ω2

ω1(1 − g2Σ(ω1)Πq(ω1))

ds{{Mz(−~q)|S̃z(~q′)}}=de

ds
gΠq(ω1){{S̃z(−~q)|S̃z(~q′)}} (106)

Вiдзначимо, що вирази (104) i (106) мають рiзну структуру, хо-
ча пiсля статистичного усереднення вони приводять до однакових
результатiв (оскiльки повинна виконуватися умова належної вiдпо-
вiдностi мiж функцiями 〈〈M |Sz〉〉 i 〈〈Sz |M〉〉). Якщо б ми хотiли си-
метризувати вирази (104) i (106), то потрiбно було б будувати рiвнян-
ня руху, диференцiюючи як за правим, так i за лiвим аргументом.
Зокрема, якщо б ми застосували описану вище схему але диферен-
цiювали по правому аргументу, то замiсть (105) ми б отримали

d2
s{{S̃z(−~q)|S̃z(~q′)}}ω1,ω2

=
1

2π
d2

s

Σ(ω2)

sin θ〈σz〉 × (107)

[ω2σ
z(~q′ − ~q) sin θ − ω2σ

x(~q′ − ~q) cos θ + λiσy(~q′ − ~q) cos θ]ω1−ω2

ω2(1 − g2Σ(ω2)Πq′(ω2))

Ми розглядали електронну складову дипольного моменту, запи-
сану у формi Mz

i =
∑

σ dea
+
iσaiσ. При розглядi дипольного моменту,

записаного у виглядi Mα
i = Rα

i a+
iσaiσ, α = x, y, можна зауважити

таку властивiсть:

−i

de

∂Mz(q)

∂qα
= Mα(q) (108)

Таким чином, для неусередненої функцiї Грiна, побудованої на опе-
раторах Mx,y, отримується такий вираз:

{{Mα(−~q)|Mα′

(~q′)}} =
1

d2
e

∂2

∂qα∂q′α′

{{Mz(−~q)|Mz(~q′)}} (109)

Легко бачити, що такi похiднi приведуть до появи пiд сумою по хви-
льовому вектору похiдних вiд енергiй ∂εq/∂q. Подiбним чином запи-
шуться вирази для iнших функцiй Грiна:

{{Mα(−~q)|Sz(~q′)}} =
i

de

∂

∂qα
{{Mz(−~q)|Sz(~q′)}} (110)
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{{Sz(−~q)|Mα(~q′)}} =
−i

de

∂

∂q′α
{{Sz(−~q)|Mz(~q′)}} (111)

При розрахунку тензора розсiяння за допомогою спiввiдно-
шення (72) виникне потреба в розрахунку функцiй Грiна типу
〈〈σz,x,y|σz,x,y〉〉, 〈〈n|σz,x,y〉〉, 〈〈σz,x,y|n〉〉, 〈〈n|n〉〉. Такого типу функ-
цiї були розрахованi в роботi [38] в НХФ, там же було дослiджено
поведiнку уявної частини згаданих вже функцiй Грiна (як видно з
формули (72), саме уявна частина функцiї Грiна дає iнформацiю про
спектр комбiнацiйного розсiяння).

Було виявлено, що в системi присутнi псевдоспiн-хвильовi збу-
дження, що визначаються полюсами усереднених дипольних функ-
цiй Грiна типу 〈〈Sz |Sz〉〉 (див. [38]) а також збудження, пов’язанi з
електронними переходами. Вклад останнiх в iнтенсивнiсть розсiяння
є малим в довгохвильовiй границi, тому їх можна було б виявити в
експериментах по розсiянню рентгенiвських променiв.

Наведемо спектр псевдоспiн-хвильових тазбуджень, пов’язаних iз
електронними переходами. Розглядатимемо випадок, коли зона май-
же заповнена (подiбна картина є i для випадку, коли зона майже
пуста), хiмпотенцiал задовiльняє умовi µ . W + gη, T → 0. Мо-
жна отримати наступний вираз для спектру псевдоспiн-хвильових
збуджень (при малих значеннях хвильового вектора q) [38]

ωps ≈ λ + g2 sin2 θ tanh
βλ

2

k∗2tq2

4πλ2
(ω > 2tk∗q + q2t) (112)

ωps ≈ λ + g2 sin2 θ tanh
βλ

2

k∗2

4π

tq2

λ2 − (tq2)2
(ω < −2tk∗q + q2t),

де k∗ =
√

W+gη−µ
t , t = W/4,

На рис. 6 потовщеною суцiльною лiнiєю позначено спектр псевдо-
спiн-хвильових збуджень, заштрихована область вiдповiдає неперер-
вному спектру електронних збудженнь. Слiд вiдзначити, що в час-
тотних дiапазонах ω > 2tk∗q+q2t; ω < −2tk∗q+q2t уявна частина Πq

рiвна нулю, тому в спектрi комбiнацiйного розсiяння буде присутнiй
досить вузький пiк (в iдеалi це δ− пiк, але в реальних системах вiн
матиме певну ширину завдяки рiзним чинникам - процесам розсiян-
ня збуджень, пов’язаним з їх взаємодiєю, домiшкам, неоднорiднос-
тям i т.д.), який пов’язаний iз згаданими вже псевдоспiн-хвильовими
збудженнями. У заштрихованiй областi уявна частина Πq вiдмiнна
вiд нуля i в спектрi комбiнацiйного розсiяння вклад вiд збуджень, по-
в’язаних з електронними переходами, проявиться у виглядi розмитої
смуги (для малих значень q це низькочастотний дiапазон).
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Рис. 6. Cпектр збуджень системи. µ = 1.22, Ω = 0.01, T = 0, h ≈ 1.02,
k∗ = 0.1, W = 1, g = 0.5.

Можливiсть появи низькочастотного внеску в спектрi при рент-
генiвському розсiяннi вiдзначалася в роботi [18]. У згаданiй роботi
було дослiджено розсiяння для випадку моделi Фалiкова-Кiмбала у
границi d → ∞, при цьому для спектру отримувалася подiбна до
нашої картина розсiяння: широкий пiк на частотi порядку величини
взаємодiї мiж рухомими та нерухомими частинками та згадана вже
низькочастотна частина (яка пропадала при q → 0).

Певну аналогiю можна встановити мiж знайденим нами спект-
ром та спектрами, що отримуються при розглядi зонних електронiв
з кулонiвською взаємодiєю [16] та електронного газу [45]. У таких си-
стемах видiляють спектр неперервних одночастинкових збуджень та
колективнi (плазмоннi) збудження (у нашому випадку роль останнiх
вiдiграють псевдоспiн-хвильовi збудження).

Картина отриманого спектру є також подiбною до того, що iс-
нує для магнiтних систем, коли застосовується НХФ при дослiджен-
нi феромагнетика з колективiзованими електронами, що описуєть-
ся гамiльтонiаном Хаббарда (див. [46]). Для таких систем виявлено
присутнiсть спiн-хвильових збуджень та широкого спектру стонерiв-
ських збуджень, такi два спектри можуть накладатися один на од-
ного. Схожу картину було виявлено для s-d моделi (див. [47]), де
враховувалися колективiзованi електрони та локалiзованi спiни. В
рамках НХФ було показано, що iснують двi гiлки спiн-хвильових
збуджень (оптична та акустична) та перенормований спектр стоне-
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рiвських збуджень. Механiзм, що приводить в магнiтних системах до
появи спiн-хвильових чи магнонних збуджень, пов’язаний з взаємо-
дiєю мiж електронами та з взаємодiєю електронiв iз спiнами. В ПЕМ
iснує аналогiчний механiзм: псевдоспiн-хвильовi збудження пов’яза-
нi з присутнiстю псевдоспiнiв та їхньою взаємодiєю з електронами.
Як вiдзначається в роботi [18], на даний момент є дуже мало експе-
риментальних даних по спектрах електронного розсiяння в сильно
скорельованих системах (в основному експериментальнi дослiджен-
ня проводяться з метою виявлення колективних збуджень - типу
плазмонiв, магнонiв), тому у даному випадку теорiя випереджує екс-
перимент.

8. Висновки

У цiй роботi дослiджено внески в комбiнацiйне розсiяння свiтла для
моделi Фалiкова-Кiмбала та псевдоспiн-електронної моделi. Розгля-
нено два альтернативнi пiдходи для знаходження оператора поля-
ризованостi. Один з них полягає у вираженнi оператора поляризо-
ваностi через "неусередненi"функцiї Грiна, побудованi на операто-
рах дипольного моменту. В iншому пiдходi явно видiляються резо-
нанснi та нерезонанснi внески, причому резонанснi внески пов’язанi
iз "неусередненими"функцiями Грiна, побудованими на операторах
швидкостей, в той час як нерезонанснi внески залежать вiд характе-
ру дисперсiї зонного спектру та є пропорцiйними до другої похiдної
вiд енергiї по хвильовому вектору. Показано, що цi два пiдходи є
еквiвалентними в границi q → 0. У рамках наближення сильного
зв’язку при видiленнi одного орбiтального стану на атомi (одної еле-
ктронної зони) для нерезонансної складови було отримано вираз, у
який входить тензор оберненої ефективної маси. У стандартних пiд-
ходах такого типу нерезонансну складову отримують за рахунок пе-
ренормування, що пов’язане iз внесками вiд електронних переходiв
до iнших зон.

Запропоновано мiкроскопiчний пiдхiд для отримання аналiтич-
ного виразу для оператора поляризованостi, що базується на опе-
раторних розкладах, цей пiдхiд апробовано для випадкiв моделi
Фалiкова-Кiмбала та ПЕМ. Для ПЕМ враховано електроннi та псе-
вдоспiновi внески в дипольний момент.

Для випадку сильної псевдоспiн-електронної взаємодiї в ПЕМ
встановлено присутнiсть в спектрi когерентного (типу δ- пiку) та
некогерентного (у формi зони скiнченної ширини) внескiв, якi роздi-
ляються при низьких температурах та накладаються один на одного
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при високих температурах. Отриманi спектри мають складну струк-
туру, характерною є асиметрiя лiнiй та залежнiсть їх форми вiд еле-
ктронної концентрацiї та температури. В загальному, нашi резуль-
тати узгоджуються з екпериментальними дослiдженнями комбiна-
цiйного розсiяння в кристалах типу YBaCuO (коливання апексного
кисню) [4, 5].

Для випадку слабкої псевдоспiн-електронної взаємодiї спектр КР
складається iз δ− пiку, що вiдповiдає псевдоспiн-хвильовим збуджен-
ням та розмитого спектру, пов’язаного iз електронними переходами,
цi два спектри можуть накладатися один на одного.

Слiд вiдзначити, що присутнiсть в спектрi комбiнацiйного роз-
сiяння свiтла внеску, пов’язаного iз псевдоспiн-хвильовими колек-
тивними збудженнями, є пiдтверджена для сегнетоелектрикiв типу
лад-безлад, в яких є присутнiй водневий зв’язок i дипольний момент
мiстить внесок, пов’язаний iз присутнiстю протонiв у двоямному по-
тенцiалi (див. [48]).

В цiлому, як бачимо, є певна подiбнiсть мiж спектрами, отримани-
ми для випадку слабкої та сильної взаємодiї. Однак можна зробити
попереднiй висновок про те, що ВТНП типу YBaCuO в рамках ПЕМ
краще описувати з врахуванням сильного зв’язку, оскiльки данi по
комбiнацiйному розсiянню в таких системах [5] свiдчать, що iснує
резонансне наростання iнтенсивностi для певного дiапазону частоти
падаючого свiтла. Таке резонансне зростання можна було б вiдтво-
рити для випадку сильної взаємодiї, коли енергiя кванта падаючого
свiтла є близькою за величиною до щiлини мiж зонами (слiд заува-
жити, що для випадку слабкого зв’язку зона не розщеплюється i
тому резонансу на мiжзонних переходах не буде).

Дослiдженi нами спектри КР для ПЕМ, крiм високотемперату-
рних надпровiдникiв, можуть мати також застосування до систем з
водневими зв’язками, що мiстять металiчнi iони i володiють елект-
ронною провiднiстю [44]. Iнтенсивнi експериментальнi дослiдження
КР в таких системах лише розпочинаються, тому нашi теоретичнi
розрахунки у даному випадку можуть тiльки прогнозувати данi екс-
перименту.

Автори висловлюють вдячнiсть Українському державному фон-
ду фундаментальних дослiджень (проект номер 02.07/266) за пiд-
тримку цiєї роботи.
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