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Особливостi руху субмiкронних частинок у повiтряному се-

редовищi
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Анотацiя. Розглядається мезоскопiчний пiдхiд до вивчення особли-
востей руху субмiкронного пилу у повiтряному середовищi. Розроб-
лено алгоритми для чисельного розв’язання отриманих рiвнянь руху
у комп’ютерному експериментi. В контекстi наявностi радiоактивних
частинок субмiкронного розмiру в об’єктi “Укриття” (ОУ), проведенi
чисельнi розрахунки та оцiнки радiоекологiчних ризикiв. Показано
зокрема, що основним механiзмом переносу пилових частинок слiд
вважати потоко-електрогравiтацiйний, причому роль гравiтацiйної
компоненти зменшуються зi зменшенням розмiру частинок. Особли-
ву небезпеку становлять субмiкроннi частинки радiуса R <∼ 100 нм,
якi можуть вийти за межi ОУ i мiгрувати на великi вiдстанi порядку
1000 км i бiльше.

Specificity of motion of submicron particles in air environment

I.M. Mryglod, I.P. Omelyan

Abstract. A mesoscopic approach for the study of specific features of
motion of submicron dust particles in an air environment is considered.
An algorithm for numerical solution of the obtained equations of motion
in computer experiment is developed. In the context of the presence of
radioactive particles of a submicron size in the object “Shelter” (OS),
the numerical calculations and estimations of the radioecological risks
are performed. It is shown that the flow-electrogravitational mechanism
appears to be dominant in transport of dust particles, and the role of
the gravitational component decreases with decreasing the sizes of the
particles. A special danger presents submicron particles with radius of
R <∼ 100 nm, which can go out of the OS and migrate on large distances
of order 1000 km and more.
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1 Препринт

1. Вступ

Радiоактивний пил (РП) є однiєю з складових частин паливовмiс-
них матерiалiв (ПВМ), якi знаходяться в об’єктi “Укриття” (ОУ).
РП спостерiгається практично в кожному примiщеннi ОУ i по попе-
реднiм оцiнкам його загальна вага на даний час складає приблизно
30 тонн [1–2]. По своєму походженню РП можна роздiлити на двi
категорiї: пил, який утворився в процесi аварiї на 4-му енергоблоцi
ЧАЕС i пил, що постiйно генерується поверхнею ПВМ. Згiдно екс-
периментальним даним [3,4], швидкiсть генерацiї пилових частинок
приблизно однакова для всiх видiв лавиноподiбних ПВМ (ЛПВМ) i
складає 5 – 15 Бк/см2доб для α-активностi та 300 – 900 Бк/см2доб
для β-активних випромiнювачiв. Для опромiненого ядерного палива
(ОЯП) вiдповiднi показники рiвнi 40 и 2400 Бк/см2доб. При пере-
рахунку на весь ОУ отримуємо, що щорiчно в пил перетворюється
декiлька десяткiв кiлограмiв ядерного палива. Проте немає жодної
гарантiї, що швидкiсть цього процесу не буде зростати с часом у
зв’язку з загальною деградацiєю поверхнi ЛПВМ.

Зараз добре вiдомо, що явище спонтанного пилоутворення тiсно
пов’язане з радiацiйними ушкодженнями, якi утворюються в повер-
хневому шарi ПВМ (як у видi ЛПВМ так i ОЯП). Деякi мiркування
про фiзичнi механiзми пилоутворення викладенi в роботах [4,5]. Про-
те до теперiшнього часу залишається незрозумiлим чи є вiдокрем-
лення пилових частинок вiд поверхнi ТСМ результатом електроста-
тичних взаємодiй (модель так званого “кулонiвського вибуху”, див.
наприклад [6]), або ж це вiдбувається згiдно механiзмiв електрон-
ного розпилення. Одним з механiзмiв дефектоутворення всерединi
ЛПВМ i їх подальшої деградацiї може бути формування латентних
трекiв високоенергетичними частинками продуктiв розпаду [7]. Ок-
рiм цього, вiдкрито розташованi фрагменти палива можуть пошко-
джуватися внаслiдок його окислення [8,9].

Як слiдує з попереднiх дослiджень [5], спонтанна емiсiя пилових
часток з поверхнi ЛПВМ i ОЯП має суттєво субмiкронний характер.
Таким чином, розмiри частинок можуть змiнюватися в широких ме-
жах: вiд сотень мiкрон (в основному це частинки, якi утворилися
внаслiдок макроскопiчних механiчних пошкоджень) до долей мiк-
рона (майже до декiлькох десяткiв нанометрiв для частинок, якi
утворилися у результатi спонтанної емiсiї). Очевидно, що частин-
ки бiльших розмiрiв залишаються в основному всерединi примiщень
ОУ через швидке осiдання пiд дiєю сили тяжiння. Легшi частинки
виявляються врiвноваженi у повiтрi i сильно чутливi до повiтряних
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потокiв та iнших зовнiшнiх сил, наприклад електромагнiтних полiв.
Такi частинки представляють основну радiацiйну небезпеку, оскiль-
ки вони постiйно виносяться вентиляцiйними потоками за межi ОУ
i можуть мiгрувати у подальшому на великi вiдстанi (сотнi кiломет-
рiв) пiд дiєю атмосферних потокiв [10,11]. Надiйнi теоретичнi оцiнки
швидкостi цього процесу є вiдсутнi, особливо для частинок субмi-
кронного розмiру. Крiм цього, зовнiшнiй викид РП можливий при
гiпотетичному обвалi будiвельних конструкцiй ОУ.

Побудова фiзичних моделей для вивчення особливостей руху суб-
мiкронного пилу у повiтряному середовищi має отже першочергову
важливiсть. Знання динамiки поведiнки радiоактивних пилових ча-
стинок дозволить зробити обгрунтованi оцiнки радiоекологiчних ри-
зикiв, пов’язаних с ОУ, як для бiжучого його стану, так i на зриме
майбутнє. У цiй роботi пропонується мезоскопiчний пiдхiд до опису
руху пилових частинок. Отриманi узагальненi рiвняння динамiки,
якi враховують наявнiсть усiх можливих сил дiючих на частинки.
Розроблений алгоритм для розв’язку цих рiвнянь у комп’ютерному
експериментi. У часткових випадках найденi аналiтичнi розв’язки.
Розгляненi основнi механiзми переносу частинок i проведенi чисель-
нi розрахунки та оцiнки.

2. Рiвняння руху пилових частинок у повiтряному

середовищi

Серед iснуючих пiдходiв [12,13] для опису руху частинок при наяв-
ностi (зовнiшнiх i внутрiшнiх) взаємодiй варто зазначити метод мо-
лекулярної динамiки (МД) i мезоскопiчний ланжевенiвський пiдхiд
(ЛП). Метод МД може бути застосований в пpинципi до довiльних
систем. Однак на практицi цей мiкроскопiчний пiдхiд виявляється
ефективним тiльки для вiдносно простих об’єктiв, де вiдомi явнi ви-
рази для мiжчастинкових потенцiалiв взаємодiї. Бiльше того, МД рi-
вняння можуть бути розв’язанi тiльки чисельно на мiкроскопiчних
масштабах часу спостереження над системою i вимагає залучення
потужних сучасних комп’ютерiв. З точки зору дослiджуваної проб-
леми найбiльш доцiльним виглядає застосування ЛП, де аналогiчно
до МД необхiдно розв’язувати рiвняння руху частинок з врахуван-
ням всiх сил дiючих в системi. Проте, на вiдмiну вiд МД, найбiльш
швидкозмiннi сили в ЛП не враховуються детально, а усеpеднюються
на масштабах часу характерних для динамiчних явищ, якi предста-
вляють iнтерес. Ми спочатку запишемо ЛП рiвняння для частинок
пилу в середовищi у найбiльш загальнiй формi з врахуванням всiх
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можливих сил, а потiм проаналiзуємо вклад кожної сили окремо,
щоб зробити висновки про її важливiсть при кожному конкретному
розмiрi частинок.

Розглянемо пил як набiр N взаємодiючих частинок i = 1, 2, . . . , N
приблизно сферичної форми об’єму Vi = 4

3πR3
i з радiусом Ri i маси

mi = ρVi, де ρ позначає густину матерiалу (ПВМ у нашому випад-
ку). Помiстимо таку систему в повiтряне середовище при наявностi
зовнiшнiх змiнних з часом i просторi електричних та магнiтних по-
лiв з напруженостями E0(r, t) i H0(r, t) вiдповiдно. Будемо вважати
також, що кожна частинка володiє зарядом qi = Zie i має елект-
ричний pi та магнiтний µi дипольнi моменти. Цi моменти будуть
складатися, взагалi кажучи, з двох частин

pi = pi(t) + p
E
(ri, t) ,

(1)
µi = µi(t) + µ

H
(ri, t) .

Перша частина зумовлена iснуванням власних (вбудованих) момен-
тiв, якi присутнi i за вiдсутностi зовнiшнiх полiв. Такi моменти мо-
жуть утворюватися внаслiдок спонтанної поляризацiї або намагнi-
ченностi пилинки (якщо, наприклад, її вихiдний матерiал володiє
властивостями сегнетоелектрика або феромагнетика). Вбудованi мо-
менти вважаються жорстко зв’язаними з частинками як єдине цiле
i отже модулi векторiв pi(t) и µi(t) будуть залишатися постiйни-
ми, якщо виключити деформацiю геометрiї пилинки (твердого тi-
ла). Напрямок цих векторiв звичайно змiнюється з часом за рахунок
обертового руху частинок. Друга частина утворюється у результатi
електромагнiтної поляризацiї матерiалу частинок пiд дiєю поля, що
призводить до появи iндукованих моментiв.

Нехтуючи ефектами запiзнення (динамiчної поляризацiї) величи-
ни iндукованих моментiв можна представити у видi

p
E
(ri, t) = εViE(ri, t) ,

(2)
µ

H
(ri, t) = χViH(ri, t) ,

де ε и χ – множники пов’язанi з статичними дiелектричною та маг-
нiтної сприйнятливостями матерiалу частинки вiдносно середовища
(повiтря). Наприклад, для сферичних частинок, величина ε зв’язана
з дiелектричною проникнiстю ε спiввiдношенням ε = 3

ε+2
ε−1
4π (тут

дiелектрична проникнiсть повiтря вважається рiвною одиницi). Ма-
гнiтна сприйнятливiсть може мати як дiамагнiтну (χ ∼ −10−5) так i
парамагнiтну (χ ∼ 10−3 ÷ 10−2) природу. У випадку ЛПВМ магнiт-
на сприйнятливiсть складає 3.5 × 10−3, 3.8 × 10−3, и 7.0 × 10−3 для
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полiхромної, чорної i коричневої керамiк, вiдповiдно [14]. Дiелектри-
чна проникнiсть ЛПВМ [15] лежить у межах ε ≈ 4 – 16. Зауважимо,
що впливом динамiчної поляризацiї можна знехтувати оскiльки на
практицi резонансна частота атомних струмiв на декiлька порядкiв
вища частоти змiни зовнiшнiх полiв так i частоти обертового руху
та швидкостi змiни трансляцiйного положення частинок (якi вiдпо-
вiдають за частоту внутрiшнiх полiв). Нагадаємо також, що навiть
частинки з субмiкронного дiапазону складаються з великого числа
(106–1012) атомiв, що дозволяє використовувати данi про сприйня-
тливостi, якi були отриманi в експериментi [14–15] для матерiалiв
макроскопiчних розмiрiв.

Cумарна напруженiсть електромагнiтного поля в рiвняннi (2) рi-
вна зовнiшньому плюс внутрiшньому полям дiючих на частинки в
системi, тобто

E(ri, t) = E0(ri, t) + e(ri, t) ,
(3)

H(ri, t) = H0(ri, t) + h(ri, t) ,

де вектор ri описує трансляцiйне положення частинки i. Внутрiшнє
поле зумовлене електромагнiтною взаємодiєю частинок мiж собою
i може бути визначене з вiдомих виразiв для кулонiвського ϕcoul

ij i
класичного диполь-дипольного ϕd

ij потенцiалiв

ϕcoul(qi, qj) =
qiqj

rij
, ϕd(pi,pj) =

pi·pj

r3
ij

− 3(pi·rij)(pj ·rij)

r5
ij

(4)

використовуючи спiввiдношення

e(ri, t) = −
N
∑

j(j 6=i)

(

∂2ϕcoul(qi, qj)

∂qi∂ri
+

∂ϕd(pi,pj)

∂pi

)

=

=
N
∑

j(j 6=i)

qjrij

r3
ij

−
N
∑

j(j 6=i)

(

pj

r3
ij

− 3rij(pj·rij)

r5
ij

)

, (5)

h(ri, t) = −
N
∑

j(j 6=i)

∂ϕd(µi, µj)

µi

= −
N
∑

j(j 6=i)

(

µj

r3
ij

−
3rij(µj·rij)

r5
ij

)

,

де rij = ri − rj i rij = |rij | – вiдстань мiж частинками i i j.
Тодi, з врахуванням рiвнянь (1) и (2), повну силу електромагнiт-

них взаємодiй, яка дiє на частинку i можна записати в видi

Fi(t) = qiE(ri, t) + pi gradE(ri, t) + µi gradH(ri, t) = qiE(ri, t) +
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+
∂

∂ri

(

pi(t)·E(ri, t)+µi(t)·H(ri, t)
)

+
Vi

2

∂

∂ri

(

εE2(ri, t)+χH2(ri, t)
)

,

(6)

де другий доданок представляє так-званий пондеромоторний вклад,
а сила Лоренца qi

vi

c ×H(ri, t) була повнiстю виключена через очевид-
ну малiсть швидкостi vi розглядуваних частинок вiдносно швидкостi
свiтла (vi � c). Моменти електромагнiтних сил дiючих на частин-
ки (i зумовлюють їх обертання) будуть визначатися тiльки першими
складовими векторiв pi i µi, тобто

Li = pi×E(ri, t) + µi×Hi ≡ pi(t)×E(ri, t) + µi(t)×Hi(ri, t) , (7)

оскiльки другi складовi є паралельнi до напрямку полiв E(ri, t) i
H(ri, t) (див. рiвняння (2)) и отже не дають вкладу в значення Li.

Далi, необхiдно враховувати що частинки перебувають у гравi-
тацiйному полi Землi i на них дiє сила тяжiння µig = ρVig, де g –
вектор прискорення вiльного падiння. Виштовхувальною силою Аp-
хiмеда −%Vig можна знехтувати оскiльки у нашому випадку густина
ПВМ набагато бiльша (ρ � %) густини оточуючого середовища (по-
вiтря). Дiйсно, густина ПВМ змiнюється в межах вiд [16] ρ ∼ 2.5
г/см3 для ЛПВМ до ρ ∼ 10 г/см3 для UO2, тодi як густина повiтря
при нормальних умовах складає всього % = 1.3 · 10−3 г/см3. Крiм
цього, оскiльки частинки не можуть проникати одна в одну, то на
близьких вiдстанях вони повиннi вiдштовхуватися. Вiдштовхування
можна змоделювати потенцiалом м’якого кору i зобразити, напри-
клад, у видi змiщеного потенцiалу Леннаpда-Джонса:

ϕc
ij =











4ξ

[

(

σij

rij

)12

−
(

σij

rij

)6
]

+ ξ , rij < 21/6σij

0 , rij ≥ 21/6σij

, (8)

де σij = (Ri + Rj), а ξ визначає жорсткiсть кору. Таким чином,
загальний вклад сил тяжiння i мiжчастинкового вiдштовхування є
таким

fi = −
N
∑

j(j 6=i)

∂ϕc
ij

∂ri
+ ρVig = f c

i + ρVig . (9)

Перейдемо тепер до розгляду процесiв взаємодiї частинок з повi-
тряним середовищем. Тут в першу чергу слiд вiдмiтити, що розмiр i
маса молекул повiтря на декiлька порядкiв менша за розмiри i масу
пилових частинок. Навiть якщо радiус останнiх дуже малий i рiвний
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порядку десяти нанометрiв (R ∼ 10−8 м), вони тим не менше склада-
ються з великого числа атомiв ПВМ i значно перевершують розмiри
молекул повiтря (∼ 5 · 10−10 м). Отже середовище можна трактува-
ти як неперервний континуум. В рамках ЛП, дiя цього континууму
на видiлену частинку описується дисипативними силами тертя Fs

i

i їх моментами Ls
i типу Стокса, якi залежать вiд швидкостi i фор-

ми частинки, а також випадковими силами Fr
i i моментами Lr

i, якi
характеризують рiвень безладу в системi i залежать вiд температу-
ри. Задаючи коефiцiєнт динамiчної в’язкостi середовища η i вводячи
вектоp гiдродинамiчної швидкостi U(r) макроскопiчного потоку мо-
лекул повiтря, отримаємо

Fs
i(t) = −6πηRi

(

vi(t) − U(ri, t)
)

, (10)

Ls
i(t) = −6πηVi

(

ωi(t) − Ω(ri, t)
)

, (11)

де vi и ωi – тpансляцiйна i кутова швидкостi i-той частинки, вiд-
повiдно. Гiдродинамiчна швидкiсть (швидкiсть вiтру) U(ri, t) мо-
же залежати вiд положення r точки в середовищi i часу t. Форма
функцiї U(r, t) визначається видом потоку мас повiтря. Наприклад,
для стацiонарних однорiдних зсувних потокiв вектор завихреностi
Ω = 1

2∇×U буде постiйним у середовищi, тобто Ω = const. При пос-
тiйнiй гiдродинамiчнiй швидкостi U(r, t) = const завихpенiсть пото-
ку вiдсутня, Ω = 0. Для частинок що рухаються разом з середови-
щем, тобто коли vi(t) = U(ri, t) i ωi(t) = Ω(ri, t), сили i моменти сил
тертя будуть рiвнi нулю.

Слiдує вiдмiтити, що рiвняння (10) и (11) були отриманi при умовi
ламiнарностi потоку i сферичностi частинок. Для частинок довiль-
ної форми, дисипативнi вклади будуть мати подiбну структуру, яку
проте неможливо представити в аналiтичному виглядi. Умова ламi-
нарностi вимагає малостi чисел Рейнольдса Re = v%R/η � 1. Вона
буде виконуватися у нашому випадку за рахунок малостi розмiрiв
частинок. Дiйсно, враховуючи що динамiчна в’язкiсть повiтря рiвна
η = 1.86 · 10−5 н · с/м2, отримаємо для швидкостей v <∼ 1 м/с таку
умову R � η/(vρ) ∼ 10−5 м, яка очевидно буде задовiльнятися для
субмiкронного дiапазону.

Крiм цього, оскiльки радiус R частинок може бути спiврозмiрна
з довжиною вiльного пробiгу молекул повiтря, яка рiвна при нор-
мальних умовах λ = 7 · 10−8 м, то необхiдно розглядати так звану
поправку Каннiнгема [17]. Згiдно цiєї поправки сила Стокса i її мо-
менти повиннi модифiкуватися при R <∼ λ, що можна врахувати
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ввiвши ефективну в’язкiсть середовища

η(R) =
η

1 + λ
R

(

1.257 + 0.4 exp(−1.1R/λ)

) (12)

залежну вiд радiуса частинок R. При R � λ ефективна в’язкiсть
прямує до звичайної в’язкостi середовища, limR→∞ η(R) = η. Однак
при R <∼ λ функцiя η(R) може суттєво вiдрiзнятися вiд η. Напри-
клад, для R = 3·10−8 м отримуємо що η(R) = 0.22η, тобто η(R) змен-
шується зi зменшенням R. Нижче, для компактностi представлення
формул, ми будемо писати просто η, видiляючи явно залежнiсть η(R)
тiльки в деяких мiсцях при проведеннi конкретних розрахункiв.

Випадковi сили Fr
i i моменти Lr

i описують зiткнення пилових ча-
стинок з молекулами середовища. Оскiльки маса окремих частинок
набагато перебiльшує масу молекул повiтря, то цi зiткнення можна
розглядати як хаотичнi на масштабах часу протягом яких тpансля-
цiйнi i оpiєнтацiйнi положення частинок суттєво змiняться. Амплi-
туди випадкових сил i їх моментiв визначаються з флуктуацiйно-
дисипативної теоpеми, згiдно з якою отримаємо

Fr
i =

(

12πηRikBT
)1/2

ξi(t) , (13)

Lr
i =

(

12πηVikBT
)1/2

ζi(t) . (14)

Випадковi взаємодiї будуть отже тим iнтенсивнiшi чим вища темпе-
ратура T в системi. Вони не залежать вiд трансляцiйних та оберто-
вих швидкостей частинок i зникають тiльки в границi T → 0. Вико-
ристовуючи теорему про рiвномiрний розподiл середнiх кiнетичних
енеpгiй мiж поступальними i обертовими ступенями вiльностi, тем-
пературу системи у стацiонаpному станi можна визначити з таких
спiввiдношень:

3kBT = mi〈(vi − U)2〉 = Ji〈(ωi − Ω)2〉 , (15)

де kB – постiйна Больцмана, а Ji – моменти iнерцiї частинок. Ком-
поненти (ξxi, ξyi, ξzi) та (ζxi, ζyi, ζzi) векторiв ξi та ζi представляють
собою випадковi числа, розподiленi по закону Гауса. Такi числа по-
внiстю некорельованi мiж собою для рiзних частинок i для рiзних
моментiв часу (так званий бiлий шум), а також мають нульове сеpе-
днє значення i одиничну диспеpсiю, тобто

〈ξi(t)ζj(t
′)〉 = 0 , 〈ξpi〉 = 0 , 〈ζpi〉 = 0 , 〈(ξpi)

2〉 = 1 , 〈(ζpi)
2〉 = 1 ,

(16)
〈ξpi(t)ξqj(t

′)〉 = δpqδijδ(t − t′) , 〈ζpi(t)ζqj(t
′)〉 = δpqδijδ(t − t′) .
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Тодi систему рiвнянь поступального i обертового рухiв можна за-
писати в такому видi:

mi
dvi

dt
= qiE(ri, t)+ρVig−6πηRi

(

vi−U(ri, t)
)

+ξi(t)
√

12πηRikBT +

+ f c
i +

∂

∂ri

{

pi(t)·E(ri, t)+µi(t)·H(ri, t)+
Vi

2

(

εE2(ri, t)+χH2(ri, t)
)}

,

dri

dt
= vi , (17)

Ji
dωi

dt
= −6πηVi

(

ωi − Ω(ri, t)
)

+ ζi(t)
√

12πηVikBT +

+pi(t)×E(ri, t) + µi(t)×H(ri, t) ,

(18)
dpi(t)

dt
= ωi×pi(t) ,

dµi(t)

dt
= ωi×µi(t) .

Згiдно рiвнянь (1)–(4), електромагнiтнi поля E(ri, t) i H(ri, t), якi
входять у рiвняння руху (17) и (18) необхiдно визначати самоузго-
джено використовуючи спiввiдношення:

E(ri, t) = E0(ri, t) + (19)

+

N
∑

j(j 6=i)

(

qjrij

r3
ij

+
pj(t) + εVjE(rj , t)

r3
ij

− 3rij([pj(t) + εVjE(rj , t)]·rij)

r5
ij

)

,

H(ri, t) = H0(ri, t) +
(20)

+
N
∑

j(j 6=i)

(

µj(t) + χVjH(rj , t)

r3
ij

−
3rij([µj(t) + χVjH(rj , t)]·rij)

r5
ij

)

.

Цi спiввiдношення являють собою двi системи N лiнiйних рiвнянь
(i = 1, 2, ..., N) для визначення E(ri, t) i H(ri, t) при вiдомих значен-
нях просторових {ri(t)} i орiєнтацiйних {pi(t), µi(t)} координат всiх
частинок.

3. Алгоритм розв’язку рiвнянь руху в комп’ютер-

ному експериментi

Отримана система диференцiальних рiвнянь руху (17) i (18) має до-
волi складну структуру и не може бути розв’язана аналiтично в за-
гальному видi. Навiть у випадку застосування чисельних методiв
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ми стикаємося з доволi складною проблемою, так як рiвняння руху
необхiдно розв’язувати самоузгоджено з рiвняннями (19) i (20) для
(квазiстатичних) електромагнiтних полiв. Тому використаємо специ-
фiчнi особливостi нашої конкретної задачi i зробимо ряд додаткових
спрощень, нехтуючи тими типами взаємодiй, якi не можуть вплину-
ти на рух пилових частинок суттєвим чином.

Перш за все вiдмiтимо, що густина (концентрацiя) n = N/V (тут
V позначає дослiджуваний об’єм простору) пилових частинок у повi-
трi є за звичай дуже низькою, тобто n∗ = nVi � 1. Тодi внутрiшнiм
полем (яке пропорцiйне густинi) можна повнiстю знехтувати, вва-
жаючи E(ri, t) ≈ E0(ri, t) i H(ri, t) ≈ H0(ri, t). При бiльш високих
густинах, рiвняння (19) и (20) можуть бути розв’язанi шляхом iте-
рацiй, покладаючи у нульовому наближеннi H

(0)
i (ri, t) = H0(ri, t).

Наприклад, обмежуючись першим наближенням, значення для по-
лiв отримується замiною E i H на E0 i H0 в правих частинах виразу
(19). Тодi будемо мати систему диференцiальних рiвнянь (17) i (18)
в явному видi, оскiльки градiєнти полiв i їх квадрати тепер можна
обчислити аналiтично беручи похiдну ∂/∂ri. До таким рiвнянь вже
застосовнi стандартнi схеми iнтегрування.

Крiм цього, при n∗ � 1 вплив зiткнень (вiдштовхувань) мiж ча-
стинками можна врахувати опосередковано покладаючи формально
f c
i = 0, але модифiкуючи при цьому коефiцiєнт в’язкостi [18]:

η = η

(

1 +
5

2
ϕ

)

,

де у нашому випадку (див. рiвняння (12)) η ≡ η(R) – коефiцiєнт
динамiчної в’язкостi за вiдсутностi взаємодiї мiж пиловими частин-
ками, а ϕ =

∑N
i=1 Vi/V – вiдношення об’єму всiх частинок до об’єму

повiтря. У випадку монодисперсного пилу,коли радiуси всiх части-
нок приблизно однаковi (Ri ≡ R), маємо ϕ = 4πnR3/3.

Наступний крок на шляху до спрощень полягає у нехтуваннi вла-
сним електричними i магнiтними дипольними моментами пилових
частинок. Нагадаємо, що поява таких моментiв можлива тiльки ко-
ли вихiдний матерiал частинки володiє сегнетоелектричними i/або
феромагнiтними властивостями. Але навiть тодi, утворення власних
дипольних моментiв стає вкрай сумнiвною з погляду малостi розмi-
рiв розглядуваних частинок. Справа у тому, що доменна структура
внутрiшнiх диполiв (спiнiв), яка приводить до спонтанної поляри-
зацiї (намагнiченностi) у зразках макроскопiчних розмiрiв, зникає
у випадку частинок розмiри яких набагато меншi характерних роз-
мiрiв доменiв. Таким чином слiд покласти pi(t) = 0 и µi(t) = 0.

ICMP–04–11U 10

При таких умовах рiвняння трансляцiйного руху (17) стає повнiстю
незалежним вiд рiвняння обертового руху (18) i отже може розв’я-
зуватися окремо. Тепер задача спрощується i набирає вигляду:

mi
dvi

dt
=qiE(ri, t) + ρVig − 6πηRi

(

vi − U(ri, t)
)

+

+ξi(t)
√

12πηRikBT +
Vi

2

∂

∂ri

(

εE2(ri, t) + χH2(ri, t)

)

,

(21)dri

dt
=vi .

У роботi [19] був запропонований ефективний пiдхiд до iнтегру-
вання ЛП рiвнянь у комп’ютерному експериментi. Дiючи у рамках
цього пiдходу, отримаємо у нашому випадку

vi(t + ∆t
2 )=vi(t − ∆t

2 ) + v̇i(t)∆t + O(∆t3) ,
(22)

ri(t + ∆t)=ri(t) + vi(t + ∆t
2 )∆t + O(∆t3) ,

де

v̇i(t) =
1

mi

[

qiE(ri, t) + ρVig − 6πηRi

(

vi(t) − U(ri, t)
)

+

+

√

12πηRikBT

∆t
ξi(t) +

Vi

2

∂

∂ri

(

εE2(ri, t) + χH2(ri, t)

)]

,(23)

a ∆t – крок по часу. Похибка iнтегрування O пропорцiйна ∆t3 i при
достатньо малих значеннях ∆t нею можна знехтувати. Вiдмiтимо,
що поява множника 1/

√
∆t зумовлена часовою дискретизацiєю, так

що тепер
〈ξpi

(t)ξqj
(t + ∆t)〉 = δpqδijδ∆t,0 . (24)

Врахуємо, що тpансляцiйне прискорення v̇i(t) в рiвняннi (22) за-
лежить явно вiд швидкостi vi(t) взятої в момент часу t. З iншого
боку, значення цiєї швидкостi фiгурує у рiвняннi (21) при t−∆t/2 та
t+∆t/2. Необхiдний зв’язок мiж цими величинами можна отримати
використовуючи iнтерполяцiйну формулу

vi(t) =
1

2

[

vi(t − ∆t
2 ) + vi(t + ∆t

2 )

]

+ O(∆t2) . (25)
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На основi рiвнянь (21), (22) и (24) приходимо до лiнiйної системи
рiвнянь вiдносно vi(t + ∆t

2 ) i ri(t + ∆t), яку можна розв’язати у ква-
дратурах:

vi(t + ∆t
2 ) = 1

1+
6πηRi

mi

∆t
2

[

(

1 − 6πηRi

mi

∆t
2

)

vi(t − ∆t
2 ) +

(

qi

mi

E(ri, t) +

+g + 6πηRi

mi

U(ri(t), t) + Vi

2mi

∂
∂ri

[

εE2(ri(t), t)+χH2(ri(t), t)
]

)

∆t +

+ 1
mi

√
12πηRikBT∆t ξi(t)

]

+ O(∆t3) , (26)

ri(t + ∆t) = ri(t) + vi(t + ∆t
2 )∆t + O(∆t3) .

Розглянемо тепер чи потрiбно модифiкувати алгоритм (26) вра-
ховуючи специфiку нашої задачi, тобто враховуючи що радiус ча-
стинок може приймати дуже малi значення. Для цього вiдмiтимо
перш за все що цей алгоритм вимагає дотримання по крайнiй мiрi
наступної умови на малiсть часового кроку

∆t � τ =
m

6πR η(R)
=

4
3πR3ρ

6πR η(R)
≡ 2ρR2

9η(R)
, (27)

щоб мати право знехтувати похибкою iнтегрування O(∆t3). Тут τ
– характерний час змiни швидкостi частинок без врахування зовнi-
шнiх полiв (так що в дiйсностi ∆t повинно бути ще меншим). Далi,
необхiдно враховувати той факт, що швидкiсть обчислень на ком-
п’ютерi хоча i вiдносно висока та все ж обмежена. Нехай b – час
необхiдний для проведення обчислень (26) протягом одного кроку
iнтегрування. Тодi, повний комп’ютерний час для дослiдження час-
тинки на iнтервалi часу t буде рiвний

C = b
t

∆t
� b

t

τ
≡ 9btη(R)

2ρR2

i може виявитись недопустимо великим для достатньо малих R (де
функцiя η(R) ∼ R, див. рiвняння (12), i отже C ∼ 1/R).

Для потужних сучасних комп’ютерiв швидкiсть обчислень скла-
дає порядку b ∼ 10−7 с. Тодi, наприклад, для R ∼ 5 · 10−8 м отри-
муємо τ ∼ 5 · 10−7 с, так що b/τ ∼ 1/5 и C ∼ t. Звiдки слiдує, що
алгоритм (26) застосовний для дослiдження руху частинок субмiк-
ронного розмiру тiльки для малих часiв спостереження t, скажемо
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не бiльше декiлькох дiб. Вiн може бути успiшно використаний в зада-
чах електромагнiтної сепарацiї субмiкронних частинок, але очевид-
но неприйнятний для прогнозування руху таких частинок протягом
довгого iнтервалу часу t (декiлькох рокiв чи десяткiв рокiв). Така
проблема не виникає для частинок бiльших розмiрiв R ∼ 10−5 де ми
маємо τ ∼ 10−2 с, так що C ∼ 10−5 t i отже для розрахунку трає-
кторiї скажемо на 10 рокiв наперед (t ∼ 3 · 108 с) необхiдно всього
C ∼ 3 · 103 с чистого комп’ютерного часу (тобто менше 1 години).

Розв’язати цю проблему малих часiв релаксацiї τ , яка приводить
до великих затрат обчислювального часу C можна враховуючи двi
обставини. По-перше, характернi часи ∆ змiни зовнiшнiх полiв U ,
E и H на декiлька порядкiв бiльшi за величину τ(R) яка вiдповiдає
частинкам субмiкронного розмiру i спiврозмiрна з τ(R) для великих
(R ∼ 10−5 м) частинок. Наприклад, швидкiсть повiтряного потоку
(вiтру) очевидно не може змiнитися суттєво по величинi i напрямку
за час порядку ∆ ∼ 10−2 с (а залежнiстю E и H вiд часу можна
взагалi знехтувати у нашому випадку). По-друге, найбiльш швид-
кi детермiнованi змiни швидкостi пов’язанi тiльки з дисипативними
процесами тертя i їх можна проiнтегрувати аналiтично. Дiйсно рi-
вняння руху dv/dt = −v/τ , яке враховує тiльки дисипативнi сили
легко iнтегрується як v(t) = v(0) exp(−t/τ). Використовуючи тепер
метод декомпозицiй [20,21] операторiв еволюцiї, рiвняння (26) моди-
фiкується до вигляду

vi(t+
∆t
2 ) = exp(− 6πηRi

mi

∆t
2 )

[

exp(− 6πηRi

mi

∆t
2 )vi(t − ∆t

2 ) +

+

(

qi

mi
E(ri, t) + g + 6πηRi

mi

U(ri(t), t) + Vi

2mi

∂
∂ri

[

εE2(ri(t), t) +

(28)

+χH2(ri(t), t)
]

)

∆t + 1
mi

√
12πηRikBT∆t ξi(t)

]

+ O(∆t3) ,

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t + ∆t
2 )∆t + O(∆t3) ,

де швидкi релаксацiйнi процеси врахованi точно. У частковому ви-
падку коли 6πηRi

mi

∆t
2 � 1 рiвняння (28) зводиться до (26).

Модифiкований алгоритм (28) вже застосовний для розрахун-
ку довгих траєкторiй (t ∼ 109 с) субмiкронних частинок, оскiльки
зараз крок iнтегрування ∆t � ∆ можна вибрати значно бiльшим
(∆ � τ) i необхiдний комп’ютерний час C = b t

∆ виявляється цiл-
ком прийнятним (декiлька годин). Таким чином, задаючи конкре-
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тнi значення для розмiру частинок Ri (або об’єму Vi = 4
3πR3

i ), їх
маси mi i зарядiв qi, а також параметри η, ε, χ та зовнiшнi поля
U(r, t), E(r, t) i H(r, t), отримаємо значення координат частинок ri(t)
в потрiбний момент часу t.

4. Аналiтичний пiдхiд при розв’язаннi рiвнянь

Аналiтичнi розв’язки i оцiнки можливi при додаткових спрощую-
чих обставинах, якi в повнiй мiрi застосовнi до нашого випадку. До
таких обставин слiд вiднести перш за все нехтування пондеромотор-
ного вкладу Vi

2 ∂/∂ri(εE
2(ri, t) + χH2(ri, t)) в загальне прискорення

(див. рiвняння (21)). Пондеромоторнi сили важливi при наявностi
сильних просторових неоднорiдностей електромагнiтного поля, якi
можуть створюватися тiльки в спецiальних установках, наприклад
установках по електромагнiтнiй сепарацiї [22–25]. У випадку ж руху
частинок всерединi ОУ або в атмосферi, таких неоднорiдностей не
спостерiгається i просторовi градiєнти полiв будуть малi. До того ж
пондеромоторний вклад виявляється пропорцiйний об’єму частинок,
тобто пропорцiйний ∼ R3, i такий вклад рiзко зменшується зi змен-
шенням R. Будемо вважати також що зовнiшнi поля U(r, t) и E(r, t)
слабо залежать не тiльки вiд просторових координат але й вiд часу.
Тодi рiвняння руху (21) прийме наступний вигляд

m
dv

dt
=qE +

4

3
πρgR3 − 6πηR

(

v − U
)

+ ξ(t)
√

12πηRkBT ,

(29)dr

dt
=v ,

де нумеруючий частинки iндекс i був опущений.
Для оцiнки величини заряду q = Ze використаємо результати ро-

боти [26] в якiй розглядалися можливi механiзми зарядки пилових
частинок. Було показано, що заряд частинок може змiнюватися вiд
елементарного Z = 1 для субмiкронного дiапазону R ∼ 2.5 · 10−8 м
до величини порядку Z = 103 для радiусiв R ∼ 10−6 м ≡ 1 мкм. Це
приблизно вiдповiдає критичним значенням вище яких вiдбуваєть-
ся розрядка частинок внаслiдок електричного пробою повiтря [27].
Враховуючи що напруженiсть електричного поля поблизу сферич-
ної частинки ∼ q/R2, отримуємо Z ≈ aR2, де a ∼ 103 мкм−2. Для
напруженостi поля вiзьмемо значення електричного поля Землi, яке
складає приблизно E ≈ 150 в/м. Хоча електростатичне поле всере-
динi ОУ особливо бiля поверхнi ПВМ може i дещо вiдрiзнятися [28],
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будемо вважати що приведене вище значення по порядку величини
вiдповiдає iстинному значенню.

Порiвняємо тепер мiж собою вклади вiд електростатичної взає-
модiї Fe = qE ≡ Z(R)eE, гравiтацiйної сили тяжiння Fg = 4

3πρgR3

i зiткнення частинок Fξ =
√

12πRη(R)kBT з молекулами повiтря
при рiзних значеннях радiуса R. Враховуючи що g = 9.81 м/с2 i
kB = 1.38 · 10−23 дж/К, а також беручи “кiмнатну” температуру
T = 300 К отримаємо при середнiй густинi ПВМ ρ ∼ 5 г/см3 резуль-
тат приведений на Рис. 1. Як видно з рисунка, можна видiлити три
характернi областi значень розмiру частинок. Перша область вiдпо-
вiдає великим частинкам з радiусами R >∼ 1 мкм, де домiнування
сили тяжiння Fg ∼ R3 є очевидним через її показникове кубiчне
зростання з ростом R. Електростатична сила Fg ∼ R2 i особливо ам-
плiтуда хаотичної (броунiвської) компоненти Fξ ∼ R1/2 змiнюється
зi змiною R набагато повiльнiше i отже вони будуть давати основний
вклад для частинок малих розмiрiв, а саме в областi R <∼ 5 · 10−2

мкм. Накiнець, iснує третя промiжна область середнiх по розмiру
частинок, 5 · 10−2 мкм <∼ R <∼ 1 мкм, яка характеризується необ-
хiднiстю врахування всiх трьох силових складових. Цiкаво зауважи-
ти, що при розглядуваних параметрах задачi функцiї Fe(R), Fg(R),
i Fξ(R) перетинаються майже в однiй точцi при R ∼ 10−1 мкм, де
вони приймають приблизно однакове значення F ∼ 10−15 н.

4.1. Броунiвський механiзм переносу частинок

Оскiльки для частинок малих розмiрiв, R <∼ 5·10−2 мкм, амплiтуда
броунiвської компоненти сили Fξ(R) виявляється значною навiть у
порiвняннi з електростатичною складовою Fe(R), логiчно розгляну-
ти спочатку броунiвський механiзм перемiщення частинок в його чи-
стому виглядi. Нехтуючи електростатичною силою, Fe(R) � Fξ(R),
i враховуючи що тут гравiтацiйна компонента стає зникаюче мала,
Fg(R) � Fe(R), а також вважаючи що направлений потiк повiтря
вiдсутнiй, U = 0, отримаємо виходячи з (29) рiвняння

m
d2r

dt2
= −6πηR

dr

dt
+ ξ(t)

√

12πηRkBT , (30)

яке можна розв’язати аналiтично. Розв’язок має вигляд
〈

dr2

dt

〉

t

=
kBT

πηR
+

[

2r(0) · v(0) − kBT

πηR

]

exp(−t/τ) , (31)

де 〈 〉t позначає середнє значення на промiжку часу t (тобто 〈f〉t =
1
t

∫ t

0 f(t) dt для довiльної функцiї f), a r(0) и v(0) – положення i
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Рис. 1. Гравiтацiйна, електростатична i броунiвська складовi сили дiючих

на пилову частинку в залежностi вiд її радiуса.

швидкiсть частинки вiдповiдно у початковий момент часу. При ви-
веденнi розв’язку (31) було враховано, що 〈ξ〉t = 0 и m〈v2〉t = 3kBT ,
а також 〈r〉t = 0 и 〈r · ξ〉t = 0. Першi двi рiвностi безпосередньо
слiдують з рiвнянь (15) i (16), а двi останнi – з мiркувань симетрiї,
оскiльки видiлений напрямок у нашому хаотичному пересуваннi є
вiдсутнiм (U = 0).

Так як час релаксацiї τ дуже малий (див. рiвняння(27)) i змiню-
ється вiд порядку 10−7 с до 1 с при змiнi радiуса R вiд 10−8 м до
10−4 м, то на цiкавлячих нас часах t � τ другим доданком у правiй
частинi рiвняння (31) можна повнiстю знехтувати. Тодi отримаємо
добре вiдому формулу Смолуховського

〈(

r(t) − r(0)

)2〉

=
kBT

πηR
t ≡ 6D t , (32)

де D – коефiцiєнт дифузiї. Броунiвський рух має iмовiрнiстний (сто-
хастичний) характер, так що ми не можемо сказати точно де буде
частинка через деякий iнтервал часу t. Однак ми можемо обчисли-
ти її середньо-квадратичне змiщення i стверджувати що частинку
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можна виявити з великою iмовiрнiстю на вiдстанi

δ(t) =

√

〈(

r(t) − r(0)

)2〉

=

√

kBT

πηR
t ≡

√
6D t (33)

вiд її початкового положення. Вiдмiтимо, що цей результат не за-
лежить вiд початкової швидкостi частинок v(0) оскiльки через на-
явнiсть сил тертя i хаотичних зiткнень їх середня швидкiсть дуже
швидко зменшується до нульової вже на часах t >∼ τ , а середньо-
квадратична швидкiсть згiдно (15) приймає значення

vsq =
√

〈v2〉 =

√

3kBT

m
=

√

9kBT

4πρR3
. (34)

Для T = 300 K швидкiсть vsq змiнюється вiд порядку 1 м/с до 10−6

м/с при збiльшеннi радiуса частинок R вiд 10−8 м до 10−4 м.

4.2. Потоково-електрогравiтацiйний механiзм

У протилежнiй областi великих розмiрiв частинок, R >∼ 1 мкм, сто-
хастичною компонентою можна знехтувати, так як Fξ(R) � Fe(R) i
Fξ(R) � Fg(R), i розглядати рух при наявностi тiльки детермiнiсти-
чних сил гравiтацiйного Fg(R) i електростатичного Fe(R) походжен-
ня у присутностi зовнiшнього потоку повiтря U. Тодi рiвняння (29)
модифiкується до вигляду

m
d2r

dt2
= qE +

4

3
πρgR3 − 6πηR

(

dr

dt
− U

)

. (35)

Якщо прийняти додатково що напруженiсть електричного поля E i
швидкiсть потоку U не залежать вiд часу i (i координат), то (35) iн-
тегрується аналiтично даючи параметричне рiвняння для траєкторiї
частинок:

r(t) =r(0) + Ut +
τ2

m

(

qE +
4

3
πρgR3

)(

exp(−t/τ) − 1 + t/τ

)

+

+ τ

(

1 − exp(−t/τ)

)(

v(0) − U

)

, (36)

v(t) =
(

v(0)−U
)

exp(−t/τ)+U+
τ

m

(

qE+
4

3
πρgR3

)(

1−exp(−t/τ)
)

.
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Так як t � τ ми знову можемо знехтувати експонентами i отримати
для стацiонарного руху особливо простi рiвняння

r(t) =r(0) + Vt ,
(37)

V =U +
τ

m

(

qE +
4

3
πρgR3

)

= U +
qE + 4

3πρgR3

6πηR
,

де V позначає стацiонарну швидкiсть. Легко перевiрити, що при
dr/dt = V права частина рiвняння (35) зануляєтся i приводить до
нульового прискорення, як i повинно бути для стацiонарних траєк-
торiй. При вiдсутностi електрогравiтацiйних сил частинки повнiстю
захоплюються потоком повiтря i стацiонарна швидкiсть V точно рi-
вна швидкостi потоку U.

Ми бачимо, що аналогiчно до стохастичного руху, результат на
великих часах не залежить вiд початкової швидкостi v(0) (яка че-
рез наявнiсть сил тертя швидко набуває своє стацiонарне значення
V). Однак зараз перемiщення частинок δ(t) = |r(t) − r(0)| ∼ t про-
порцiйно часу, а не його квадратному кореню ∼

√
t. Бiльше того,

траєкторiї не залежать вiд температури T и визначаються лише зо-
внiшнiми полями U, E и g. Рiвняння (37) повнiстю детермiнованi i
дають конкретне положення частинки у довiльний як завгодно вiд-
далений момент часу. Їх можна також застосовувати коли U i/або
E повiльно залежать вiд t, тобто мало змiнюються протягом iнтер-
валу τ . У цьому випадку U i E необхiдно замiнити в (37) середнiми
значеннями 〈U〉t = 1

t

∫ t

0 U(t)dt i 〈E〉t = 1
t

∫ t

0 E(t)dt, вiдповiдно.

4.3. Потоково-броунiвський транспорт частинок при наяв-

ностi електрогравiтацiйних сил

Як було вище встановлено, у промiжнiй областi частинок середнiх
розмiрiв, 5 · 10−2 мкм <∼ R <∼ 1 мкм, необхiдно враховувати одно-
часно як стохастичнi так i детермiнiстичнi компоненти сил. Най-
бiльш простий спосiб отримати розв’язки рiвнянь руху (29) в цьому
загальному випадку полягає у наступному. Перейдемо в iнерцiйну
систему вiдлiку, яка рухається вiдносно лабораторної системи ко-
ординат зi швидкiстю V (див. рiвняння (37)). Тодi провiвши пере-
творення v = v′ + V i r = r′ + Vt, рiвняння (29) в нових змiнних
перетвориться до вигляду

m
d2r′

dt2
= −6πηRv′ + ξ(t)

√

12πηRkBT , (38)
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який спiвпадає по формi з рiвнянням (30). Переходячи тепер знову
в лабораторну систему отримаємо на основi (31) розв’язок

〈

dr2

dt

〉

t

= 2V2t+
kBT

πηR
+

[

2r(0) · (v(0)−V)− kBT

πηR

]

exp(−t/τ) , (39)

де було враховано що 〈r〉t = Vt (оскiльки 〈r′〉t = 0). На часах t � τ
експонентами можна знехтувати i ми приходимо до такого результа-
ту

〈(

r(t) − r(0)

)2〉

=

(

U +
qE + 4

3πρgR3

6πηR

)2

t2 +
kBT

πηR
t ≡ V2t2 + 6D t

(40)
який узагальнює розв’язки (32) та (37) i представляє собою супер-
позицiю хаотичного броунiвського руху та направленого детермiнiс-
тичного пересування у потоково-електрогравiтацiйних полях.

5. Чисельнi розрахунки i оцiнки

Як видно з рiвняння (40) i слiдує з нашого попереднього аналiзу
(див. Рис. 1) основний вклад у динамiку частинок при достатньо
малих радiусах R → 0 очiкується вiд дифузiйного члена. Дiйсно при
цьому гравiтацiйна складова

|U|g =
4
3πρgR3

6πη(R)R
=

2ρgR2

9η(R)
(41)

стацiонарної швидкостi V стає пропорцiйною до R i зникає, а її еле-
ктростатична компонента

|U|e =
qE

6πη(R)R
=

Z(R)Ee

6πη(R)R
(42)

прямує до деякої постiйної величини (тут ми врахували, що Z(R) ∼
R2 и limR→0 η(R) ∼ R, див. рiвняння (12)). Швидкiсть вiтру U рiвна
деякiй величинi незалежної вiд R. З iншого боку, коефiцiєнт дифу-
зiї D пропорцiйний 1/R2 i отже швидко наростає зi зменшенням R.
Тодi стацiонарною швидкiстю V можна знехтувати i розглядати бро-
унiвський механiзм перемiщення в чистому виглядi δ =

√
6Dt (див.

рiвняння (33)). Чисельнi значення отриманi для броунiвського пе-
ремiщення δ при T = 300 K для рiзних радiусiв частинок R i часiв
спостереження t наведенi нижче в Табл. 1.
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Табл. 1. Броунiвське перемiщення δ (в метрах) пилових частинок у
повiтряному середовищi при T = 300 K для рiзних значеннях їх радiусiв
R (в метрах) i часiв t спостереження.

t R = 10
−10

2 · 10−8
5 · 10−8

10
−7

10
−6

10
−4

1 сек 2.9·10−2 1.5·10−4 6.5·10−5 3.7·10−5 8.8·10−6 8.4·10−7

1 хв 2.2·10−1 1.2·10−3 5.1·10−4 2.9·10−4 6.8·10−5 6.5·10−6

1 год 1.7 9.0·10−3 3.9·10−3 2.2·10−3 5.3·10−4 5.1·10−5

1 доба 8.4 4.4·10−2 1.9·10−2 1.1·10−2 2.6·10−3 2.5·10−4

1 мiс. 4.6·101 2.4·10−1 1.1·10−1 6.0·10−2 1.4·10−2 1.4·10−3

1 рiк 1.6·102 8.5·10−1 3.7·10−1 2.1·10−1 4.9·10−2 4.7·10−3

10 р. 5.1·102 2.7 1.2 6.6·10−1 1.6·10−1 1.5·10−2

100 р. 1.6·103 8.5 3.7 2.1 4.9·10−1 4.7·10−2

Результат отримується доволi несподiваним. Навiть для пилових
частинок з мiнiмально можливим радiусом R ∼ 2 · 10−8 м (нижнiй
порiг зареєстрований в експериментi [5]) чисто броунiвське перемi-
щення виявляється надзвичайно малим и складає всього δ ∼ 8.5 м
за 100 рокiв! Для частинок бiльшого розмiру таке перемiщення є
ще меншим i ним можна повнiстю знехтувати. У режимi великих
значень R >∼ 10−6 м функцiя δ(R) прямує до нульового значення
як ∼ 1/

√
R (оскiльки limR→∞ η(R) = η). При екстремально малих

розмiрах R <∼ 10−8 м перемiщення збiльшується по закону ∼ 1/R,
але в дiйсностi воно не може ставати дуже великим з погляду на
обмеження знизу на радiус частинок. Наприклад, значення R оче-
видно не може бути меншим за радiуса молекул R ∼ 10−10 м, що
вiдповiдає у цьому гiпотетичному випадку максимально можливим
перемiщенням δ ∼ 1.6 км при t = 100 рокiв.

Основною причиною таких малих значень δ полягає в тому, що
у випадку cтохастичного броунiвського руху функцiя δ пропорцiйна√

t, а не просто t як у випадку звичайного направленого перемiщен-
ня. У зв’язку з цим середня швидкiсть броунiвського перемiщення
vδ = δ/t ∼ 1/

√
t зменшується з ростом t. Тому на достатньо великих

часах t вклад потокового члена V2t2 у квадрат загального перемi-
щення δ2 буде завжди домiнуючим у порiвняннi з дифузiйним 6Dt
якою б малою не була швидкiсть V 6= 0 i великим коефiцiєнт ди-
фузiї D. Найбiльш заочний тому приклад – процес розповсюдження
запаху якої-небудь речовини. Вважаючи розмiр молекул речовини
порядку R ∼ 10−10 м отримаємо згiдно Табл. 1, що через 1 хвилину
(t = 60 с) запах розповсюдиться на вiдстань δ =

√
6Dt ∼ 20 см. Це
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вiдповiдає швидкостi vδ ∼ 4 мм/с. Але у подальшому вступає в си-
лу потоковi механiзми переносу. Так протягом мiсяця (t = 2.6 · 106

с) броунiвська компонента збiльшиться всього до δ =
√

6Dt ∼ 46
м, тодi як наявнiсть направленого потоку повiтря навiть з малою
швидкiстю |V| ∼ vδ ∼ 4 мм/с приведе до розповсюдження на макро
вiдстанi порядку δ = |V|t ∼ 10 км.

Таким чином зовсiм достатньо обмежитися розглядом потоково-
електрогравiтацiйного механiзму як основного при переносi части-
нок на великi вiдстанi i на цiкавлячих нас великих часах t �
6D/V2 = kBT/(πηRV2) (де броунiвська компонента 6Dt стає зни-
каюче малою у порiвняннi з детермiнованою складовою V2t2). Тодi
згiдно результатам отриманим у роздiлi 4.2 маємо наступне рiвняння
для траєкторiї частинок

r(t) =r(0) +

∫ t

0

V(t) dt ,

(43)

V(t) =U(t) +
qE + 4

3πρgR3

6πηR
≡ U(t) + Ue + Ug ,

де Ue и Ug – електростатична та гравiтацiйна компоненти вектора
швидкостi V (см. (41) и (42)). Знаючи швидкiсть повiтряного потоку
U(t) як функцiю часу рiвняння (43) далi чисельно iнтегрується щоб
отримати положення частинок r(t) для довiльних t.

Так як у нашому випадку аналiзується рух пилових частинок у
повiтряному середовищi як всерединi ОУ так i поза ним (в атмос-
ферi), то функцiя U(t) повинна безпосередньо залежати вiд конвек-
цiйних (погодних) умов. Передбачити змiни таких умов на великих
часах не представляється можливим. Тому для проведення оцiнок
по порядку величини, зупинимося на простiй моделi, коли швид-
кiсть конвекцiйних потокiв (чи швидкiсть вiтру) є деякою постiй-
ною величиною U(t) ≡ U = const. Тодi r(t) = r(0) + Vt, оскiльки
V = U + Ue + Ug стає також незалежною вiд t, и всi наступнi обчи-
слення можна провести аналiтично.

Для оцiнки вкладу електростатичної Ue i гравiтацiйної Ug ком-
понент у загальну швидкiсть V їх амплiтуди представленi на Рис. 2
для рiзних значень радiуса R. Гравiтацiйна складова Ug має простий
фiзичний змiст, а саме, вона описує швидкiсть осiдання пилу при вiд-
сутностi повiтряних потокiв (U = 0) i електричних полiв (Ue = 0).
Врахування електростатичної компоненти стає важливим для час-
тинок особливо малого розмiру R <∼ 2 · 10−8 м, де Ue ∼ 10−5 м/сек
на порядок перевершує гравiтацiйну швидкiсть Ug ∼ 10−6 м/сек.
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Оскiльки Ug i Ue напрямленi вертикально вниз, то конвекцiйними
потоками повiтря (вертикальною складовою вектора U) можна отже
знехтувати якщо їхня швидкiсть U|| <∼ 10−5 м/сек. Горизонтальна
складова U швидкостi потоку (вiтру) буде призводити до змiщення
пилових частинок протягом часу їх вертикального падiння.

Рис. 2. Гравiтацiйна i електростатична складовi швидкостi стацiонарного

руху пилових частинок для рiзних значень її радiуса.

Час падiння легко оцiнити

t =
z

Ug + Ue − U||
=

z
2ρgR2

9η + qE
6πηR − U||

(44)

знаючи початкову висоту z розташування частинок, де Ug + Ue −
U|| позначає вертикальну складову їх швидкостi. Тодi горизонтальне
змiщення частинок за час падiння рiвне

s = Ut =
zU

2ρgR2

9η + qE
6πηR − U||

. (45)

Покладаючи швидкiсть горизонтального потоку (середня швидкiсть
вiтру) рiвною U ∼ 0.1 м/с, а висоту падiння z ∼ 10 м отримаємо
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результат зображений на Рис. 3. Тут ми розглянули три випадки:
(g 6= 0, E = 0, U|| = 0) (неперервна крива), (g 6= 0, E 6= 0, U|| = 0)
(верхня пунктирна крива) i (g 6= 0, E = 0, U|| 6= 0) (нижня пунктирна
крива). В останньому випадку швидкiсть конвекцiйного потоку була
прийнята рiвною U|| = 4 · 10−7 м/с.

Рис. 3. Змiщення s пилових частинок (a) i час t їх падiння (b) з висоти

z = 10 м у гравiтацiйному полi Землi при наявностi повiтряного потоку

U = 0.1 м/с без (неперервна крива) i з врахуванням (пунктирнi кривi)

електростатичного поля i конвекцiйних потокiв.

Як видно з рисунку крупнi частинки з радiусами R >∼ 100 мкм
швидко (t <∼ 1 с) закiнчують свiй рух ударом (iз швидкiстю Ug >∼ 1
м/с) об пiдлогу (грунт) здiйснивши при цьому лише незначне змi-
щення s <∼ 20 см вiд свого початкового положення. Середнi за вели-
чиною частинки с R ∼ 1 мкм осiдають за декiлька годин i встигають
перемiститися на вiдстань s ∼ 1000 м, яка спiврозмiрна з розмiрами
ОУ. Найбiльшу небезпеку являють особливо дрiбнi частинки з радiу-
сами R <∼ 2·10−8 м = 20 нм, якi можуть мiгрувати на великi вiдстанi
s >∼ 1000 км протягом достатньо довгого часу t порядку одного ро-
ку. Бiльше того такi частинки мають дуже малу швидкiсть осiдання
Ue,g <∼ 10−5 м/с (див. Рис. 2) i отже дуже чутливi до (направле-
них вертикально вверх) конвекцiйних потокiв. Наприклад наявнiсть
навiть дуже слабої (але постiйної) конвекцiї U|| = 4 · 10−7 м/с збiль-
шує час осiдання i довжину перемiщення субмiкронних частинок на
порядок (див. верхнi пунктирнi кривi на Рис. 3). Якщо ж частин-
ки попадуть в короткочасний (але iнтенсивний) конвекцiйний потiк



23 Препринт

швидкiсть якого U|| > Ug +Ue то вони почнуть пiднiматися збiльшу-
ючи тим самим свою висоту z i отже своє горизонтальне змiщення s
(див. рiвняння (45)) при подальшому русi. З iншого боку, наявнiсть
(додатнього) заряду частинок i електростатичного поля Землi (яке
вважається направленим вертикально вниз) веде до зменшення ча-
су їхнього падiння i довжини змiщення. Частинки великих розмiрiв
(R >∼ 1 мкм) не чутливi нi до електростатичного поля нi до наяв-
ностi конвекцiї i осiдають виключно пiд дiєю сили тяжiння. Числовi
значення довжини змiщення s, отриманi в трьох розглянених вище
випадках зiбранi в Табл. 2. для декiлькох характерних радiусiв R
частинок.

Табл. 2. Змiщення s траєкторiї пилових частинок (в метрах) за час їх
падiння у гравiтацiйному полi Землi для рiзних значень їх радiусiв R (в
метрах) у трьох характерних випадках, коли електростатичне поле i/або
конвекцiйнi потоки враховуються додатково (I – g 6= 0, E = 0, U|| = 0; II –
g 6= 0, E 6= 0, U|| = 0; i III – g 6= 0, E = 0, U|| 6= 0).

R = 10
−8

2 · 10−8
5 · 10−8

10
−7

10
−6

10
−4

I 1.4·106 6.6·105 2.3·105 8.8·104 1.6·103 1.7·10−1

II 1.1·105 9.7·104 6.8·104 4.1·104 1.4·103 1.7·10−1

III 3.2·106 9.0·105 2.5·105 9.1·104 1.6·103 1.7·10−1

6. Висновки

На основi проведених дослiджень можна зробити наступнi висновки:
1. Мезоскопiчний метод ланжевенiвської динамiки виявляється

найбiльш ефективним пiдходом до опису руху пилових частинок у
повiтряному середовищi. На вiдмiну вiд мiкроскопiчних пiдходiв, рi-
вняння руху ланжевенiвської динамiки реально застосовнi для дов-
готривалого прогнозування траєкторiй частинок i можуть бути ви-
користанi як для чисельного розрахунку в рамках комп’ютерного
експерименту так i для отримання аналiтичних розв’язкiв.

2. Наявнiсть субмiкронного пилу веде до ряду особливостей ди-
намiки руху, якi не спостерiгаються для частинок бiльших розмiрiв.
Зокрема, тодi час релаксацiї руху до його стацiонарного протiкання
стає набагато меншим за характернi часи змiни зовнiшнiх силових
полiв. Таке одночасне iснування швидких (пов’язаних з дисипати-
вними взаємодiями частинок з середовищем) i повiльних процесiв
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призводить до необхiдностi модифiкацiї iснуючих алгоритмiв роз-
в’язання рiвнянь руху в комп’ютерному експериментi i аналiтичних
пiдходiв.

3. Навiть у випадку дуже малого розмiру частинок з радiуса-
ми R <∼ 20 нм броунiвська компонента сили, хоча i виявляється
спiврозмiрною по амплiтудi з iншими складовими (такими як гравi-
тацiйнi i електростатичнi поля), не призводять до суттєвого впливу
на рух частинок на цiкавлячих нас масштабах часу спостереження
за частинками. Броунiвську дифузiю отже необхiдно виключити з
можливих механiзмiв, якi вiдповiдають за перемiщення частинок на
великi вiдстанi.

4. Основним механiзмом перемiщення пилових частинок треба
вважати потоково-електрогравiтацiйний, причому роль гравiтацiйної
компоненти зменшується зi зменшенням розмiру частинок.

5. Середнi i крупнi частинки з радiусами R >∼ 1 мкм осiдають
пiд дiєю електрогравiтацiйних сил за декiлька годин i встигають пе-
ремiститися за рахунок горизонтальних потокiв повiтря на вiдстанi
порядку 1 км, якi спiврозмiрнi з розмiрами ОУ.

6. Особливу небезпеку становлять субмiкроннi частинки з радiу-
сами R <∼ 100 нм, якi можуть вийти за межi ОУ i мiгрувати в по-
дальшому на великi вiдстанi порядку 1000 км и бiльше. При цьому
час осiдання таких частинок стає надзвичайно довгим i може сягати
декiлькох рокiв лет. Вертикальнi конвекцiйнi потоки можуть на по-
рядок збiльшити час осiдання i довжину перемiщення субмiкронних
частинок.
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