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Виведення рiвнянь гiдродинамiки для густих сумiшей газiв

зi сходинковою взаємодiєю мiж частинками

М.В.Токарчук, Й.А.Гуменюк

Анотацiя. Проведено узагальнення кiнетичного рiвняння для густо-
го газу з багатосходинковим мiжчастинковим потенцiалом на випа-
док густої сумiшi. Здiйснено виведення рiвнянь гiдродинамiки вихо-
дячи з кiнетичного рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу
та рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї. Отримано
загальнi вирази для потокiв iмпульсу i тепла. Показано, що рiвнян-
ня переносу для густини кiнетичної енергiї мiстить новий доданок
типу “джерело”, який описує швидкi процеси обмiну мiж кiнетичною
i потенцiальною енергiями системи.

Derivation of hydrodynamic equations for dense gaseous mix-

tures with multi-step interaction between particles

M.V.Tokarchuk, Y.A.Humenyuk

Abstract. Generalization of the kinetic equation for a dense gas with a
multi-step interaction potential to the case of a dense mixture is carried
out. Derivation of hydrodynamic equations is performed starting from
the kinetic equation for the one-particle distribution function and the
transport equation for the potential energy density. General expressions
for momentum and heat fluxes are obtained. The transport equation
for the kinetic energy density is shown to contain a new term of the
“source” type, which describes fast exchange processes between kinetic
and potential energies of the system.
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1 Препринт

1. Вступ

Побудова кiнетичних рiвнянь для густих газiв та рiдин залишається
однiєю з головних задач кiнетичної теорiї. Крiм труднощiв, характе-
рних для помiрних i високих густин, i пов’язаних зi зростанням ролi
мiжчастинкових кореляцiй, виходом за межi наближення парних зi-
ткнень i врахуванням зiткнень вищої кратности та iн., з’являється
ще одна вагома обставина. При зменшеннi середньої вiдстанi мiж
частинками зростає внесок енергiї мiжчастинкової взаємодiї у повну
енергiю системи. Поряд з короткосяжним вiдштовхуванням, стають
важливими процеси, якi вiдбуваються мiж частинками на вiдстанях
молекулярного притягання. Таким чином, постає проблема побудо-
ви кiнетичних рiвнянь, якi б явним чином, тобто через вiдповiдний
iнтеґрал зiткнень, враховували мiкроскопiчнi процеси на далекося-
жнiй (притягальнiй) частинi потенцiала. При зниженнi температури
цi процеси стають вагомiшi i помiтнiшi на макроскопiчному рiвнi.

Зрозумiло, що нi звичайна теорiя Енскога (SET) [1], нi її модифi-
кацiї (MET) [2,3] чи вдосконалення (RET) [4,5] не вирiшують цього
питання, оскiльки вони побудованi для потенцiала твердих кульок i
вхiдними для них параметрами, якi зв’язують цю модель з реальним
густим газом є дiаметр твердої кульки та контактне значення парної
функцiї розподiлу. В роботi [6] запропоновано кiнетичне рiвняння
типу Енскога для потенцiала у виглядi “твердi кульки + плавний
хвiст”, у якому далекосяжна взаємодiя враховується через iнтеґрал
зiткнень в наближеннi середнього поля (KMFT). Через це наближен-
ня iнтеґрал зiткнень є недисипативним i чинить лише опосередкова-
ний вплив на коефiцiєнти переносу (через парну функцiю розподiлу
i внесок в термодинамiчнi величини).

Потенцiал прямокутної ями є найпростiшим потенцiалом, для
якого у випадку густих систем мiжмолекулярне притягання входить
необоротнiм чином в кiнетичне рiвняння. Вперше це було реалiзова-
но в так званiй теорiї DRS [8]. Хоч на її основi i були розрахованi
коефiцiєнти переносу, проте вагомi недолiки полягали в iгноруваннi
закону збереження енергiї та у вiдсутностi H-теореми. Їх подолано в
роботi [9], де запропоновано нову кiнетичну теорiю (RDRS), доведено
H-теорему i показано, що RDRS також дає правильний рiвноважний
розв’язок. Своє продовження вона отримала в роботi [10], де пока-
зано, що результати теорiй DRS та RDRS для коефiцiєнта об’ємної
в’язкости вiдрiзняються мiж собою, i в роботi [11], у якiй дослiджено
спектр лiнеаризованого кiнетичного рiвняння теорiї RDRS i виявле-
но нову моду обмiнного типу.
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Загальнiшим є багатосходинковий потенцiал, який краще вiдтво-
рює хiд реалiстичного потенцiала взаємодiї як на близьких, так i
на далеких мiжмолекулярних вiдстанях. Вiдповiдне кiнетичне рiв-
няння для односортної системи було отримано в роботах [12, 13] на
основi методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва ви-
ходячи з рiвняння Лiувiля, i доведено для нього H-теорему. В робо-
тах [14–16] було знайдено його нормальний розв’язок i дослiджено
коефiцiєнти переносу.

У данiй роботi ми розглядаємо узагальнення кiнетичного рiвнян-
ня для системи частинок, що взаємодiють за допомогою багатосхо-
динкового (БС) потенцiала на випадок сумiшей густих газiв i тор-
каємося питання про виведення рiвнянь гiдродинамiки. Для цього
типу потенцiала рiвняння переносу мають свої особливостi, яких не-
ма у випадку системи твердих кульок, i на якi не було наголошено
в попереднiх роботах. Еволюцiя системи стає якiсно iншою, нiж для
потенцiала твердих кульок: має мiсце зближення характерних кiне-
тичних та гiдродинамiчних масштабiв — кiнетика i гiдродинамiка
стають тiсно зв’язанi мiж собою [17]. В даному разi це пов’язано з
тiєю обставиною, що не всi локально збережуванi величини, а саме
енергiя, виражаються лише через одночастинкову функцiю розподi-
лу. I тому для повного опису на кiнетичному рiвнi треба розглядати
ще й рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї.

До того ж, багатосортний варiант цiкавий тим, що дає можли-
вiсть дослiдити процеси дифузiї та термодифузiї i вияснити вплив
далекодiї на вiдповiднi коефiцiєнти переносу, чого не було зроблено
нi для БС потенцiала, нi для потенцiала прямокутної ями.

В параграфах 2 i 3 представлено БС потенцiал i записано вiдпо-
вiдне кiнетичне рiвняння. В наступних параграфах 4 i 5 виводять-
ся рiвняння переносу для параметрiв гiдродинамiчного рiвня опису:
сортових густин маси, гiдродинамiчної швидкости i густини кiнети-
чної енергiї. Параграф 6 присвячено рiвнянню переносу для густини
потенцiальної енергiї. В останньому параграфi 7 проведено аналiз
отриманих результатiв i пiдбито пiдсумки.

2. Багатосходинковий потенцiал

Розгляньмо багатосортну систему класичних частинок, якi перебу-
вають в об’ємi V . Кiлькiсть сортiв позначмо через M . Вважаємо, що
частинки взаємодiють за допомогою парних центральних сил, що є
характерно для простих газiв чи рiдин.

Щоб описати нерiвноважнi властивостi сумiшей густих газiв за
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допомогою кiнетичного рiвняння, котре через вiдповiдний iнтеґрал
зiткнень, враховує далекосяжну частину реалiстичного потенцiала
взаємодiї, наприклад, ленард-джонсiвського типу, ми його змоделю-
ємо у виглядi багатосходинковоїфункцiї. Приблизно повторюючи хiд
реалiстичного потенцiала, багатосходинковий складається з твердої
серцевини та системи вiдштовхувальних (r) i притягальних (a) стi-
нок скiнченної висоти (див. рис. 1). Параметри, якi визначають гео-
метрiю БС потенцiала, такi: σij0 визначає розташування нескiнченно
високої стiнки твердої серцевини; σr

ijl, σ
a
ijl визначають розташування

вiдштовхувальних i притягальних стiнок; Kr
ij — кiлькiсть вiдштов-

хувальних стiнок скiнченної висоти (не враховуючи твердої серце-
вини), а Ka

ij — кiлькiсть притягальних стiнок. Параметри εrijl, ε
a
ijl

позначають значення БС потенцiала мiж стiнками. Величини

∆εrijl = εrijl − εrij,l+1, ∆εaijl = εaijl − εaij,l−1 (1)

характеризують висоти стiнок, i їх означено так, що ∆εrijl, ∆εaijl > 0.
Плато потенцiала нумеруються в бiк зростання rij : для вiдштовху-
вальної частини — починаючи вiд стiнки твердої серцевини, для при-
тягальної — вiд першої притягальної стiнки. Для дна ями прийнято
подвiйне позначення εrij,Kr

ij+1 та εaij0. Крiм того σij0 ≡ σr
ij0, ε

r
ij0 = ∞,

εaijKa

ij
= 0.

Також, багатосходинковий потенцiал можна представити в ана-
лiтичнiй формi за допомогою добутку θ-функцiй

θ2(r; a, b) = θ(r − a) θ(b− r), b > a

у виглядi суми

φMSP
ij (rij) = εrij0 θ2(rij ; 0, σij0) +

Kr

ij
∑

l=1

εrijl θ2(rij ;σ
r
ij,l−1, σ

r
ijl) + (2)

+

Ka

ij
∑

l=1

εaij,l−1 θ2(rij ;σ
a
ij,l−1, σ

a
ijl).

Коли двi частинки зближуються на вiдстань меншу вiд радiуса
дiї потенцiала, rij < σa

ij,Ka

ij
, їхня взаємодiя вiдбувається наступним

чином. Вони “не вiдчувають” одна одної аж поки при взаємному ру-
сi не перейдуть з однiєї областi сталого значення енергiї взаємодiї в
сусiдню. При цьому кожна з частинок отримує додатковий iмпульс
вздовж лiнiї, що проходить через їхнi центри. Одночасно їхня сума-
рна кiнетична енергiя та енергiя взаємодiї змiнюються на величину
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Рис. 1. Модельний багатосходинковий потенцiал, K
r

ij = 2, K
a

ij = 5.

висоти стiнки. Для конфiгурацiй у фазовому просторi, в яких час-
тинки намагаються збiльшити свою енергiю взаємодiї, а кiнетичної
енергiї вiдносного руху недостатньо, частинки не переходять в об-
ласть з iншим значенням енергiї взаємодiї, а зазнають вiдбивання
вiд потенцiальної стiнки, аналоґiчно до взаємодiї на твердiй серце-
винi.

Характерною особливiстю цих взаємодiй є те, що вони вiдбува-
ються миттєво: час взаємодiї τ int → 0+. Саме завдяки миттєвостi
взаємодiй потрiйнi i вище процеси на стiнках є набагато менш iмовiр-
ними i ми можемо обмежитися в кiнетичному рiвняннi наближенням
парних зiткнень.

3. Кiнетичне рiвняння

У роботах [12, 13] на основi теоретичної схеми побудови кiнетичної
теорiї густих газiв методом НСО Зубарєва було отримано кiнетичне
рiвняння для односортної системи частинок, що взаємодiють за до-
помогою багатосходинкового потенцiала. Узагальнюючи теорiю на
випадок сумiшi частинок з довiльною кiлькiстю сортiв, можна за-
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писати вiдповiдне кiнетичне рiвняння для одночастинкової функцiї
розподiлу fi частинок сорту i у виглядi:

[∂t + vi · ∇]fi(r,vi, t) = IE+MSP
i [f2], (3)

де ∂t ≡ ∂
∂t , ∇ ≡ ∂

∂r
.

Iнтеґрал зiткнень у правiй частинi складається з двох внескiв
вiдповiдно до структури БС потенцiала:

IE+MSP
i [f2] =

M
∑

j=1

{

IE
ij [f

ij
2 ] + IMSP

ij [f ij
2 ]

}

, (4)

де f ij
2 — двочастинковi функцiї розподiлу частинок сортiв i та j.

Iнтеґрал зiткнень енскогiвського типу IE
ij враховує парнi взаємодiї

на твердiй серцевинi, а IMSP
ij описує змiну одночастинкової функцiї

розподiлу завдяки процесам на вiдштовхувальних i притягальних
стiнках скiнченної висоти.

IE
ij [f

ij
2 ] = σ2

ij0

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ)× (5)

× [f ij
2 (r,v′

i, r + σij0,v
′
j)

+ − f ij
2 (r,vi, r − σij0,vj)

+],

де vi, vj — швидкостi частинок до зiткнення при контактi двох се-
рцевин, v′

i, v′
j — швидкостi частинок пiсля такого зiткнення, σij0 =

σij0σ̂, vjiσ = (vj − vi)· σ̂, одиничний вектор σ̂ характеризує взаємне
розташування частинок i та j i в прямому зiткненнi (vi,vj) → (v′

i,v
′
j)

вiн напрямлений вiд центра частинки i до центра частинки j:

v′
i = vi + 2Mjivji · σ̂σ̂, v′

j = vj − 2Mijvji · σ̂σ̂, (6)

Mji = mj/(mi +mj), Mij = mi/(mi +mj). Внаслiдок розривностi па-
рного потенцiала, двочастинкова функцiя розподiлу f ij

2 є розривною
в координатному просторi, тому в iнтеґралi зiткнень (5) через

f ij
2 (r, ., r±σij0, .)

+ = f ij
2 (r, ., r±σ+

ij0σ̂, .) = lim
δ→0+

f ij
2 (r, ., r±(σij0+δ)σ̂, .)

(7)
позначено її граничне значення справа.

Внесок IMSP
ij у виразi (4) має наступний вигляд:

IMSP
ij [f ij

2 ] =
∑

q=a,r

Kq

ij
∑

l=1

∑

p=⊕,	,⊗

Iqp
ijl[f

ij
2 ], (8)
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де iнтеґрал зiткнень пiд потрiйною сумою описує парнi (ij)-проце-
си на стiнцi типу q (r або a) з номером l. Можливi три типи таких
(ij)-процесiв, залежно вiд спiввiдношення мiж значенням кiнетичної
енергiї вiдносного руху частинок i висоти потенцiальної стiнки, а
також вiд характеру взаємного руху (зближення чи вiддалення):

• p = ⊕ опускання на стiнцi (entering): кожна з двох частинок
отримує додатковий iмпульс вздовж лiнiї, що проходить через
їхнi центри; вони направленi назустрiч один одному (сходинка
типу a) або врiзнобiч (r-сходинка); енергiя взаємодiї зменшує-
ться;

• p = 	 пiдйом на стiнцi (escape): кожна з частинок втрачає час-
тину складової iмпульсу вздовж лiнiї центрiв; енергiя взаємодiї
зростає;

• p = ⊗ вiдбиття вiд стiнки (bound state): вiдносної кiнетичної
енергiї вздовж лiнiї центрiв недостатньо для подолання поте-
нцiальної стiнки; як кiнетична, так i потенцiальна енергiї не
змiнюються i в цьому даний процес подiбний до пружного зi-
ткнення на твердiй серцевинi.

Остання сума
∑

p у формулi (8) враховує описанi три типи процесiв.
Цi процеси разом з зiткненнями на твердiй серцевинi (E) можна

розбити на двi групи, вiдповiдно до того, чи зберiгаються в них зо-
сiбна сумарна кiнетична енергiя та енергiя взаємодiї двох частинок,
чи вiдбувається обмiн мiж цими енергiями:

• необмiннi процеси: E, ⊗;

• обмiннi процеси: ⊕, 	.

Запишiмо закони збереження iмпульсу та енергiї для кожної групи
процесiв. Для необмiнних:

mivi +mjvj = miv
′
i +mjv

′
j , (9)

1
2miv

2
i + 1

2mjv
2
j = 1

2miv
′
i
2 + 1

2mjv
′
j
2, (10)

i для обмiнних процесiв:

mivi +mjvj = miv
qp
il +mjv

qp
jl , (11)

1
2miv

2
i + 1

2mjv
2
j = 1

2mi(v
qp
il )2 + 1

2mj(v
qp
jl )2 − p∆εqijl. (12)
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Далi, ми приписуємо символьним “значенням” параметрiв q та p
формальнi числовi значення:

q =

(

r
a

)

=

(

−1
+1

)

, p =





⊕ опускання
	 пiдйом
⊗ вiдбиття



 =





+1
−1
0



 , (13)

i це дозволяє подати iнтеґрали зiткнень Iqp
ijl для всiх типiв процесiв

p i обох типiв стiнок q у досить компактнiй формi.
Отже, процеси вiдбиття вiд стiнки описуються таким iнтеґралом

зiткнень:

Iq⊗
ijl [f ij

2 ] = (σq
ijl)

2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ) θ(vq
ijl − vjiσ)× (14)

× [f ij
2 (r,v′

i, r− qσq
ijl,v

′
j)

−q − f ij
2 (r,vi, r + qσq

ijl,vj)
−q],

а процеси опускання чи пiдйому на стiнцi — таким:

Iqp
ijl[f

ij
2 ] = (σq

ijl)
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl)× (15)

× [f ij
2 (r,vqp

il , r + qpσq
ijl,v

qp
jl )−qp − f ij

2 (r,vi, r − qpσq
ijl,vj)

+qp].

У цих виразах числовi значення параметрiв p та q використовують-
ся для визначення точки розташування частинки j у функцiї f ij

2 , в
арґументi θ-функцiї виразу (15) та для визначення типу граничного
значення (справа чи злiва) функцiї f ij

2 (..)−q у виразi (14) i f ij
2 (..)∓qp

у виразi (15). У всiх iнших мiсцях, крiм зазначених вище, параметри
q i p є символами, якi служать для позначень. Граничне значення
справа означується подiбно як в рiвностi (7), а формула

f ij
2 (r, ., r±σ

q
ijl, .)

− = f ij
2 (r, ., r±σq,−

ijl σ̂, .) = lim
δ→0+

f ij
2 (r, ., r±(σq

ijl−δ)σ̂, .)
(16)

означує граничне значення злiва.
Крiм того, в наведених виразах використано позначення: σ

q
ijl =

σq
ijlσ̂, v′

i, v′
j — швидкостi частинок i та j пiсля процесу вiдбиття вiд

стiнки типу q з номером l, якi визначаються з тих самих спiввiдно-
шень (6), що й для зiткнень на твердiй серцевинi; vqp

il , vqp
jl — швидко-

стi пiсля процесу p на стiнцi {q, l}, якi визначаються з законiв парних
зiткнень для процесiв обмiнного типу (p 6= ⊗):

v
qp
il = vi +Mji[vji · σ̂ −

√

(vji · σ̂)2 + p(vq
ijl)

2] σ̂, (17)

v
qp
jl = vj −Mij [vji · σ̂ −

√

(vji · σ̂)2 + p(vq
ijl)

2] σ̂,
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де vq
ijl = (2∆εqijl/µij)

1/2 — висота стiнки в одиницях швидкости, µij =
mimj/(mi +mj) — приведена маса.

Миттєвi процеси на стiнках БС потенцiала в деякiй мiрi вiдповi-
дають незавершеним траєкторiям розсiяння в областi плавної змiни
мiжмолекулярного потенцiала реальної системи. I в бiльшiй мiрi це
стосується пологiшої притягальної частини. Тому їх в лiтературi на-
зивають незавершеними зiткненнями (partial collisions). Замiсть вра-
ховувати складнi внески вiд незавершених розсiянь в полi реального
плавного потенцiала, ми їх ефективно замiняємо на миттєвi проце-
си на сходинках. З цiєї точки зору БС потенцiал має переваги над
потенцiалом прямокутної ями, бо точнiше враховує ефекти впливу
далекосяжного притягання.

Дане кiнетичне рiвняння має обмеження на область свого засто-
сування — його можна використовувати тiльки для високих густин.
Це тому, що в iнтеґралах зiткнень враховано такi парнi процеси, ко-
ли за характерний час змiни одночастинкової функцiї розподiлу fi,
частинки i та j взаємодiють тiльки на однiй стiнцi. Їх послiдовнi
взаємодiї на двох чи бiльше сусiднiх стiнках потенцiала описуються
значно складнiшими iнтеґралами зiткнень i тому виключаються з
розгляду. Тому ми мусимо вимагати, щоб задовольнялася наступна
умова [13, 14]:

lfree << ∆σ, (18)

де lfree — середня довжина вiльного пробiгу в нашiй системi, ∆σ —
найменша з вiдстаней мiж стiнками потенцiала

∆σ = min |σq
ij,l+1 − σq

ijl|, i, j = 1 ÷M, q = r, a, l = 1 ÷Kq
ij .

Обмеження на густину випливає з оцiнок для lfree, наведених в ро-
ботах [13, 15] для односортного густого газу, якi ми тут подаємо.
Довжина вiльного пробiгу для розрiдженого газу дорiвнює [1]:

ldilute
free =

1√
2πr20n

, (19)

де r0 — характерний радiус дiї потенцiала; для БС потенцiала, що
апроксимує ленард-джонсiвський, радiус взаємодiї визначається роз-
ташуванням найдальшої притягальної стiнки r0 = σa

Ka ≈ 2σ0, де σ0

— дiаметр твердої серцевини. В густому газi частота зiткнень зро-
стає приблизно в g2(σ

+
0 ) разiв (значення парної функцiї розподiлу

на контактi). Вiдповiдно, довжина вiльного пробiгу зменшується у
стiльки ж:

lfree =
ldilute
free

g2(σ
+
0 )
, (20)
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Ввiвши безрозмiрну густину n∗ = π
6σ

3
0n отримуємо оцiнку

∆σ

σ0
>>

1

24
√

2n∗g2(σ
+
0 )
, (21)

яка залишається справедливою i у випадку сумiшей. Нерiвнiсть тим
краще задовольняється, чим вища густина.

В роботах [19, 20] проведено аналiз послiдовних взаємодiй типу
“притягальна стiнка — тв. серцевина — притягальна стiнка” i по-
дiбних для потенцiала прямокутної ями i вияснено їхнiй вплив на
коефiцiєнти переносу помiрно густого газу.

Наостанок зауважмо, що записане кiнетичне рiвняння узагаль-
нює вiдповiдне рiвняння для односортного випадку [13, 16], а також
кiнетичне рiвняння для системи частинок з потенцiалом прямокутної
ями [9], якщо залишити лише одну стiнку притягального типу. Коли
висоти всiх стiнок рiвнi нулю, БС потенцiал переходить в потенцi-
ал твердих кульок i ми в результатi отримуємо кiнетичне рiвняння
теорiї RET [4].

В наступних параграфах представлено виведення рiвнянь пере-
носу виходячи з кiнетичного рiвняння (3).

4. Гiдродинамiчний рiвень опису

Як вiдомо, основу гiдродинамiчного рiвня опису становлять локальнi
густини величин, що зберiгаються: маси, iмпульсу та повної енергiї.
Це у свою чергу еквiвалентно до набору таких змiнних: парцiальних
густин маси ρi(r, t) або концентрацiй ni(r, t), середньої масової (гiд-
родинамiчної) швидкости V(r, t) i густини внутрiшньої енергiї e(r, t)
(повна енергiя мiнус конвективна частина). Густина внутрiшньої ене-
ргiї має два внески:

e(r, t) = ek(r, t) + ep(r, t), (22)

де ek — густина кiнетичної енергiї в локальнiй системi координат,
ep — густина потенцiальної енергiї взаємодiї. При високих густинах
реальних систем другий внесок починає вiдiгравати суттєву роль.

Отримавши рiвняння переносу для величин ρi, V, e, ми здiйс-
нимо перехiд вiд кiнетичного рiвня опису за допомогою парцiальних
функцiй розподiлу fi(r,vi, t) до гiдродинамiчного, де змiнними опису
є локальнi збережуванi величини. Стосовно густин енергiї ek(r, t) та
ep(r, t) важливо зауважити, що з кiнетичного рiвняння для fi можна
вивести лише рiвняння переносу для ek(r, t). Густина потенцiальної
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енергiї ep(r, t) є двочастинкова за своєю природою i для неї треба
окремо виводити рiвняння переносу, стартуючи з iнших позицiй.

Парцiальнi густини маси ρi, iмпульсу ρiVi та кiнетичної енергiї в
нерухомiй системi координат ek є першими моментами вiд fi(r,vi, t):





ρi(r, t)
ρi(r, t)Vi(r, t)

eki (r, t)



 =

∫

dvi fi(r,vi, t)





mi

mivi
1
2miv

2
i



 . (23)

Тодi для сумарних густин ρ, ρV, ek маємо:




ρ(r, t)
ρ(r, t)V(r, t)
ek(r, t)



 =

M
∑

i=1





ρi(r, t)
ρi(r, t)Vi(r, t)

eki (r, t)



 . (24)

Отримаймо рiвняння переносу для введених параметрiв. Домно-
жуючи кiнетичне рiвняння (3) на масу, iмпульс i кiнетичну енергiю
частинки i, якi об’єднано у вектор молекулярних властивостей

ψi = {mi, mivi,
1
2miv

2
i }, (25)

i iнтеґруючи по dvi, одержимо рiвняння переносу в загальнiй формi:

∂t[ni〈ψi〉i]+∇·[ni〈viψi〉i]−ni[〈∂tψi〉i+〈∇·(viψi)〉i] =

∫

dviI
E+MSP
i [f ij

2 ]ψi,

(26)
де ми ввели позначення для операцiї усереднення з одночастинковою
функцiєю розподiлу сорту i:

〈Ai〉i =
1

ni(r, t)

∫

dvifi(r,vi, t) Ai. (27)

Усереднення в лiвiй частинi рiвняння (26) для кожної компоненти
вектора ψi можна провести вiдразу:

∂tρi + ∇· [ρiVi],

∂tpi + ∇· [Pk
i + piV + Vpi − ρiVV], (28)

∂t(e
k
i + pi ·V − 1

2ρiV
2) +

+ ∇· [qk
i + P

k
i · V + eki V + 1

2V
2pi + VV· pi − ρiV

2V],

де Vi = 〈vi〉i, pi = ρiVi — парцiальнi середнi масова швидкiсть i гус-
тина iмпульсу; eki = 1

2ρi〈c2i 〉i — густина кiнетичної енергiї в локальнiй
системi координат, що рухається разом з малим елементом об’єму зi
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середньою швидкiстю V; P
k
i = ρi〈cici〉i, qk

i = 1
2ρi〈c2i ci〉i — парцiальнi

тензор напружень i вектор теплового потоку, ci = vi −V — теплова
швидкiсть частинки сорту i. Густини кiнетичної енергiї у звичай-
нiй eki i локальнiй eki системах координат зв’язанi спiввiдношенням:
eki = eki + 1

2ρiV
2 i для сумарних величин ek = ek + 1

2ρV
2.

Додавши внески вiд усiх сортiв отримаємо лiвi частини рiвнянь
переносу для сумарних величин:

∂tρ+ ∇· [ρV],

∂t(ρV) + ∇· [ρVV + P
k], (29)

∂t(e
k + 1

2ρV
2) + ∇· [(ek + 1

2ρV
2)V + qk + P

k · V].

Для густин маси ρi маємо:

∂tρi + ∇· [ρiV] + ∇· [ρiV
d
i ] =

∫

dviI
E+MSP
i [f ij

2 ] mi, (30)

де введено дифузiйну швидкiсть частинок даного сорту:

Vd
i = Vi − V. (31)

Отже, у явному виглядi, ми маємо лише лiвi частини рiвнянь
переносу для ρ, ρV, ek, а також для ρi. Тепер розгляньмо вiдповiднi
правi частини рiвняня (26) для кожної з компонент вектора ψi, якi
описують змiну гiдродинамiчних величин завдяки зiткненням.

5. Симетризацiя внескiв вiд зiткнень

Додавши внески вiд усiх сортiв, права частина рiвняння (26) запи-
шеться у виглядi:

M
∑

i=1

∫

dviI
E+MSP
i [f ij

2 ] ψi =

M
∑

i,j=1

∫

dvi

{

IE
ij [f

ij
2 ] + IMSP

ij [f ij
2 ]

}





mi

mivi
1
2miv

2
i



 ,

(32)
де було використано вираз (4). Подальше перетворення виразу (32),
який, наприклад, для внеску IE має вигляд

M
∑

i,j=1

σ2
ij0

∫

dvidvjdσ̂ . . . [f ij′
2 − f ij

2 ] ψi, (33)
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де f ij′
2 позначає f ij

2 (r,v′
i, r+σij0,v

′
j)

+ (див. вираз (5)), полягає в то-
му, щоби представити його у виглядi дiверґенцiї вiд деякого потоку:

∇·
M
∑

i,j=1

σ2
ij0

∫

dvidvjdσ̂ . . . σ̂ f ij
2 [ψ′

i − ψi]. (34)

Тут ψ′
i — значення молекулярної властивостi пiсля зiткнення. Те са-

ме нам потрiбно зробити з внесками в (32), що походять вiд парних
процесiв на стiнках. Пiд знаком дiверґенцiї будуть стояти величини,
пов’язанi з потоками iмпульсу та кiнетичної енергiї, якi зумовленi
миттєвим переносом при контактi твердих серцевин i при взаємодi-
ях на стiнках БС потенцiала.

Описанi перетворення реалiзуються за допомогою певної проце-
дури симетризацiї i використання законiв збереження iмпульсу та
енергiї при парних взаємодiях. Варто звернути увагу на те, що в рiв-
няннi переносу для кiнетичної енергiї ми одержимо додатковий член
типу “джерело”, який зумовлений лише обмiнними процесами. Вiн
описує обмiн мiж кiнетичною та потенцiальною енергiями системи i
не має аналогiв нi у випадку кiнетичного рiвняння Енскога для си-
стеми твердих кульок, нi в кiнетичнiй теорiї середнього поля [6], нi
тим бiльше у випадку кiнетичного рiвняння Больцмана.

5.1. Симетризацiя необмiнних внескiв

Розгляньмо симетризацiю для внескiв вiд необмiнних процесiв на
прикладi внескiв типу вiдбиття вiд стiнки q⊗. Результат для зiткнень
на твердiй серцевинi отримується пiсля цього в один крок.

Отже, права частина виразу (32) запишеться в розгорнутому ви-
глядi так:

Rq⊗′ +Rq⊗0 =
∑

ijl

(σq
ijl)

2

∫

dvidvjdσ̂ H(vjiσ)× (35)

×[f ij
2 (r,v′

i, r − qσq
ijlσ̂,v

′
j)

−q− f ij
2 (r,vi, r + qσq

ijlσ̂,vj)
−q]ψi(r,vi),

де H(vjiσ) = vjiσ θ(vjiσ) θ(vq
ijl − vjiσ). Через Rq⊗′ та Rq⊗0 позначено

внески вiд зворотнiх та прямих зiткнень, вiдповiдно.
Подальшi перетворення стосуються внеску вiд зворотнiх зiткнень

Rq⊗′. Перейдiмо в ньому вiд змiнних iнтеґрування Γ = (vi,vj , σ̂) до
змiнних зворотнього зiткнення Γ′ = (v′

i,v
′
j , σ̂

′), де σ̂′ = −σ̂, вiд яких

залежить перша функцiя f ij
2 . Нам треба мати якобiан переходу

JΓ→Γ′ =
∂(vi,vj , σ̂)

∂(v′
i,v

′
j , σ̂

′)
, (36)
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що входить до виразу:

dvidvjdσ̂ = dv′
idv

′
jdσ̂

′ |JΓ→Γ′ |.

Розглядаючи ґеометрiю необмiнних процесiв отримуємо, що скаляр-
ний добуток залишається iнварiантним при переходi Γ → Γ′, тобто:

vjiσ = vji · σ̂ = (v′
j − v′

i)· σ̂′ = v′
ji · σ̂′.

Тодi зi спiввiдношень для парних процесiв (6) отримуємо зворотнi
спiввiдношення:

vi = v′
i + 2Mjiv

′
ji · σ̂′σ̂′,

vj = v′
j − 2Mijv

′
ji · σ̂′σ̂′,

σ̂ = −σ̂′. (37)

З формул (6) та (37) бачимо, що закони для процесiв необмiнного
типу теж є iнварiантнi вiдносно переходу Γ → Γ′, тому для якобiана
переходу маємо |JΓ→Γ′ | = 1. В цьому можна також пересвiдчитися,
якщо шукати вираз (36) за допомогою спiввiдношень (37).

Пiсля переходу, позначивши нiмi змiннi iнтеґрування Γ′ через
(va,vb, σ̂) доданок, що пiд сумою у виразi (35), отримаємо у виглядi:

Rq⊗′
ijl +Rq⊗0

ijl = (σq
ijl)

2

∫

dvadvbdσ̂ H(vbaσ)× (38)

× f ij
2 (r,va, r + qσq

ijlσ̂,vb)
−q[ψ′

i(r,v
′
a) − ψi(r,va)].

Оскiльки рiзниця в квадратних дужках для ψi = mi рiвна нулю, то
це означає, що процеси необмiнного типу не дають внеску в рiвнян-
ня переносу маси (30). Те саме має мiсце i для обмiнних процесiв
(див. вираз (56)). В результатi, права частина рiвнянь переносу для
ρi та ρ рiвна нулю, i ми отримуємо рiвняння дифузiї та рiвняння
неперервности, вiдповiдно:

∂tρi + ∇· [ρiV] + ∇· Jmd
i = 0, (39)

∂tρ+ ∇· [ρV] = 0. (40)

де Jmd
i = ρiV

d
i — дифузiйний потiк маси сорту i. З цих рiвнянь

випливає, що дифузiйнi потоки Jmd
i повиннi задовольняти умову:

M
∑

i=1

Jmd
i = 0.
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Тепер проведiмо симетризацiю виразу (38) по iндексах i та j. Для
цього в ньому проводимо такi дiї:

а) перестановку iндексiв i→
←
j i перестановку арґументiв функцiї

f ji
2 ;

б) перепозначення швидкостей va
→

←
vb;

в) перехiд до змiнної σ̂′ = −σ̂, яку знову позначаємо через σ̂.
Кроки б) i в) робляться для того, щоби вираз з переставленими iндек-
сами мав вигляд максимально близький до виразу (38). В результатi
отримаємо для внеску з переставленими ji iндексами:

R
q⊗(′+0)
jil = (σq

ijl)
2

∫

dvbdvadσ̂ H(−vab · σ̂)× (41)

× f ij
2 (r − qσq

ijl,va, r,vb)
−q[ψ′

j(r,v
′
b) − ψj(r,vb)].

Вiзьмiмо пiвсуму виразiв (38) i (41), використавши в останньому для
рiзницi ψ′

j − ψj закон збереження молекулярної властивости ψ для
необмiнних процесiв у формi (див. рiвняння (9), (10)):

ψj(r,vb) + ψi(r − qσq
ijl,va) = ψ′

j(r,v
′
b) + ψ′

i(r − qσq
ijl,v

′
a). (42)

В арґументах ψ ми вказуємо точку розташування частинки сорту i у
згодi з аргументами функцiї f ij

2 . Пiсля пiдстановки закону збережен-
ня в загальнiй формi (42) у вираз (41), шукану пiвсуму одержимо у
виглядi:

1
2 [R

q⊗(′+0)
ijl +R

q⊗(′+0)
jil ] = 1

2 (σq
ijl)

2

∫

dvadvbdσ̂ H(vbaσ)× (43)

×
{

[ψ′
i(r,v

′
a) − ψi(r,va)]f ij

2 (r,va, r + qσq
ijl,vb)

−q −

− [ψ′
i(r − qσq

ijl,v
′
a) − ψi(r − qσq

ijl,va)]f ij
2 (r − qσq

ijl,va, r,vb)
−q

}

.

Рiзницю добуткiв у фiгурних дужках можна подати як
∫

dx
{

δ(x − r) − δ(x − [r − qσq
ijl])

}

×

× [ψ′
i(x,v

′
a) − ψi(x,va)] f ij

2 (x,va,x + qσq
ijl,vb)

−q.

Далi, використовуючи спiввiдношення

δ(x − [r + y]) − δ(x − r) = ∇r · y
∫ 1

0

dλ δ(x − [r + λy]), (44)
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кiнцевий результат для формули (43), а, отже, i для початкового
виразу (35) можемо записати у виглядi дiвергенцiї:

Rq⊗(′+0) = −∇r ·
∑

ijl

−q
2 (σq

ijl)
3

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ)× (45)

× θ(vq
ijl − vjiσ) σ̂

1
∫

0

dλ
[

ψ′
i(r − λqσq

ijl,v
′
i) − ψi(r − λqσq

ijl,vi)
]

×

× f ij
2 (r − λqσq

ijl,vi, r− (λ − 1)qσq
ijl,vj)

−q.

Звiдси можна знайти енскогiвський внесок, вибравши вiдповiдну θ-
функцiю i поклавши q = −1 як для вiдштовхувальної стiнки:

RE(′+0) = −∇r ·
∑

ij

1
2σ

3
ij0

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ)σ̂× (46)

×
∫ 1

0

dλ
[

ψ′
i(r + λσij0,v

′
i) − ψi(r + λσij0,vi)

]

×

× f ij
2 (r + λσij0,vi, r + (λ− 1)σij0,vj)

+.

Таким чином, ми в загальнiй формi отримали вирази для внескiв до
правої частини рiвнянь переносу вiд парних молекулярних процесiв,
що не передбачають змiни кiнетичної та потенцiальної енергiй.

Пiдставляючи замiсть ψi масу молекули, її iмпульс та кiнетичну
енергiю i знехтувавши залежнiстю рiзницi ψ′

i − ψi вiд координат,
отримаємо покомпонентно:

ψ′
i − ψi =







0
mi[c

′
i − ci]

1

2
mi[c

′2
i − c2i ] +mi[c

′
i − ci]·V






. (47)

Тодi кiнцевi вирази (46), (45), набувають вигляду:

RE =





0
−∇· PE

−∇· (qE + P
E ·V)



 , Rq⊗ =





0
−∇· Pq⊗

−∇· (qq⊗ + P
q⊗ · V)



 .

(48)
Вирази для вiдповiдних внескiв до тензора напружень P i вектора
теплового потоку q, подано в кiнцi наступного параграфа (вирази
(67), (68)).
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5.2. Симетризацiя обмiнних внескiв

Проведiмо тепер симетризацiю внескiв вiд тих процесiв на стiнках
БС потенцiала, у яких вiдбувається одночасна змiна як кiнетичної,
так i потенцiальної енергiй двох частинок. Загальна схема залишає-
ться такою самою, але тут маємо деякi особливостi, пов’язанi з по-
явою доданка-джерела, про який iшлося вище.

Вiдповiдний обмiнний внесок до правої частини запишемо у ви-
глядi:

Rex = R̃∗ + R̃0 =
∑

ij

∑

ql

∑

p=±1

[Rqp∗
ijl +Rqp0

ijl ], (49)

де

Rqp∗
ijl +Rqp0

ijl = (σq
ijl)

2

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl) × (50)

× [f ij
2 (r,vqp

il , r + qpσq
ijlσ̂,v

qp
jl )−qp − f ij

2 (r,vi, r − qpσq
ijlσ̂,vj)

qp] ×
× ψi(r,vi).

У внеску вiд зворотнiх зiткнень Rqp∗
ijl переходимо вiд змiнних iнтеґ-

рування Γ = (vi,vj , σ̂) до Γ∗ = (vqp
il ,v

qp
jl , σ̂). Рiвняння переходу:

vi = v
qp
il +Mji

[

v
qp
jil · σ̂ −

√

(vqp
jil · σ̂)2 + p̃νq

ijl

]

σ̂, (51)

vj = v
qp
jl −Mij

[

v
qp
jil · σ̂ −

√

(vqp
jil · σ̂)2 + p̃νq

ijl

]

σ̂,

де v
qp
jil = v

qp
jl −v

qp
il — вiдносна швидкiсть пiсля процесу {qlp}, p̃ = −p,

νq
ijl = (vq

ijl)
2. Цi рiвняння переходу можна отримати з рiвнянь (17),

керуючись мiркуваннями симетрiї та рiвноправности процесiв p i p̃.
Для якобiана переходу i скалярного добутку знаходимо:

JΓ→Γ∗ =
|vqp

jil · σ̂|
√

(vqp
jil · σ̂)2 − p νq

ijl

, (52)

vji · σ̂ =
√

(vqp
jil · σ̂)2 − p νq

ijl. (53)

Пiдставляючи їх у вираз (50) одержуємо для зворотнiх зiткнень:

Rqp∗
ijl = (σq

ijl)
2

∫

dvqp
il dvqp

jl dσ̂ (vqp
jil · σ̂) θ

(√

(vqp
jil · σ̂)2 − p νq

ijl +

+ p−1
2 vq

ijl

)

f ij
2 (r,vqp

il , r + qpσq
ijlσ̂,v

qp
jl )−qpψi(r,vi). (54)
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Аргумент θ-функцiї в останньому виразi зводиться для p = ±1 до
простiшої форми:

v
qp
jil · σ̂ + p̃−1

2 vq
ijl.

Перепозначмо тепер “нiмi” змiннi v
qp
il ,v

qp
jl через va, vb. Тодi

ψi(r,vi), яке має змiст “значення молекулярної властивости частин-
ки i до процесу {qlp}” (напр. до опускання на сходинцi: p = +1),
тепер, пiсля перепозначення в термiнах нових змiнних, має змiст
протилежний — “значення ψi пiсля процесу {qlp̃}” (вiдповiдно, пi-
сля пiдйому на цю ж сходинку: p̃ = −1). I ми позначимо це так:

ψi(r,vi) → ψqp̃
il (r,vqp̃

al ).

В цих позначеннях вираз (54) набуде наступного вигляду:

Rqp∗
ijl = (σq

ijl)
2

∫

dvadvbdσ̂ (vba · σ̂) θ(vbaσ + p̃−1
2 vq

ijl) × (55)

× f ij
2 (r,va, r − qp̃σq

ijlσ̂,vb)
qp̃ ψqp̃

il (r,vqp̃
al ).

Отриманий внесок суттєво вiдрiзняється арґументами функцiй θ
i f ij

2 вiд Rqp0
ijl в (50). Можна побачити, що його потрiбно об’єднувати

з внеском вiд процесу типу p̃ на тiй самiй стiнцi, тобто з Rqp̃0
ijl . Саме

цей момент вiдрiзняється вiд того, як ми проводили об’єднання при
симетризацiї необмiнних процесiв. I ця вiдмiннiсть зумовлена рiзни-
ми їхнiми симетрiйними властивостями. А саме, в ходi необмiнного
процесу (типу E чи q⊗) вiдбувається iнверсiя нормальної складової
вiдносної швидкости, в той час як в ходi обмiнного процесу нормаль-
на складова зберiгає свiй напрям.

Таким чином, маємо:

Rqp∗
ijl +Rqp̃0

ijl = (σq
ijl)

2

∫

dvadvbdσ̂ vbaσ θ(vbaσ + p̃−1
2 vq

ijl) × (56)

× f ij
2 (r,va, r− qp̃σq

ijlσ̂,vb)
qp̃[ψqp̃

il (r,vqp̃
al ) − ψi(r,va)].

В свiтлi сказаного, при об’єднаннi, треба перегрупувати прямi (0) i
зворотнi (∗) внески вiд процесiв p = ±1 на данiй сходинцi {q, l}:

∑

p=±1

[Rqp∗
ijl +Rqp0

ijl ] =
∑

p=±1

[Rqp̃∗
ijl +Rqp0

ijl ] =
∑

p=±1

R
q[p̃∗+p0]
ijl . (57)

I це вiдповiдає переходу вiд одного способу об’єднання (як у виразi
(50)) до iншого (як у виразi (56)).
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Тепер проведiмо симетризацiю по iндексах ij у виразi

R
q[p̃∗+p0]
ijl = (σq

ijl)
2

∫

dvadvbdσ̂ vbaσ θ(vbaσ + p−1
2 vq

ijl) × (58)

× f ij
2 (r,va, r − qpσq

ijlσ̂,vb)
qp[ψqp

il (r,vqp
al ) − ψi(r,va)],

який отримується з (56) за допомогою замiни p̃ на p. Проведiмо тi
самi дiї (перестановку iндексiв i→

←
j i т.д.), що й ранiше, у випадку

внескiв типу E та q⊗ (див. пiсля виразу (38)). Тодi одержимо з виразу
(58) внесок зi зворотнiм порядком iндексiв ji:

R
q[p̃∗+p0]
jil = (σq

ijl)
2

∫

dvadvbdσ̂ vbaσ θ(vbaσ + p−1
2 vq

ijl) × (59)

× f ij
2 (r + qpσq

ijl,va, r,vb)
qp[ψqp

jl (r,vqp
bl ) − ψj(r,vb)].

Тут f ij
2 описує конфiґурацiю, в якiй в точцi r перебуває частинка j зi

швидкiстю vb, а частинка i зi швидкiстю va знаходиться в точцi r +
qpσq

ijl. Закони збереження з вiдзначенням координат цiєї просторової
конфiґурацiї запишуться у виглядi:

ψj(r,vb)+ψi(r+qpσq
ijl,va) = ψqp

jl (r,vqp
bl )+ψqp

il (r+qpσq
ijl,v

qp
al )+∆ψqp

ijl,
(60)

де

∆ψqp
ijl =





0
0

−p∆εqijl



 (61)

вiдповiдно для законiв збереження маси, iмпульсу та енергiї (див.
вирази (11), (12)). Пiдставивши цей закон збереження в загальнiй
формi у рiвнiсть (59) i взявши пiвсуму одержаного результату i ви-
разу (58) отримаємо:

1
2 [R

q[p̃∗+p0]
ijl +R

q[p̃∗+p0]
jil ] =

= 1
2 (σq

ijl)
2

∫

dvadvbdσ̂ vbaσ θ(vbaσ + p−1
2 vq

ijl) ×

×
{

[ψqp
il (r,vqp

al ) − ψi(r,va)]f ij
2 (r,va, r − qpσq

ijl,vb)
qp −

− [ψqp
il (r + qpσq

ijl,v
qp
al ) − ψi(r + qpσq

ijl,va)] ×

× f ij
2 (r + qpσq

ijl,va, r,vb)
qp

}

+ (62)

+ 1
2 (−∆ψqp

ijl)(σ
q
ijl)

2

∫

dvadvbdσ̂ vbaσ θ(vbaσ + p−1
2 vq

ijl) ×

× f ij
2 (r + qpσq

ijl,va, r,vb)
qp.



19 Препринт

Перший з доданкiв у правiй частинi можна подати у виглядi дiверґе-
нцiї, подiбно до того, як це було зроблено для необмiнних внескiв. В
результатi отримаємо праву частину для процесiв з обмiном енергiї
в остаточному виглядi:

1
2R

q[p̃∗+p0]
[ij+ji]l = −∇· 1

2qp(σ
q
ijl)

3

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl)σ̂×

×
1

∫

0

dλ[ψqp
il (r + λqpσq

ijl,v
qp
il ) − ψi(r + λqpσq

ijl,vi)] ×

× f ij
2 (r + λqpσq

ijl,vi, r + (λ− 1)qpσq
ijl,vj)

qp (63)

+ 1
2 (−∆ψqp

ijl)(σ
q
ijl)

2

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl) ×

× f ij
2 (r,vi, r − qpσq

ijl,vj)
qp,

де у другому доданку ми повернутися до попереднього представлен-
ня функцiї f ij

2 (як у виразi (58)), провiвши зворотню перестановку
iндексiв, перепозначення швидкостей i замiну змiнної σ̂. Саме вiн
становить джерело в рiвняннi переносу для густини кiнетичної ене-
ргiї.

Результат для компонент ψi отримаємо, якщо пiдставимо для рi-
зницi ψqp

il −ψi вирази, аналогiчнi до (47), а для ∆ψqp
ijl — згiдно виразу

(61) i проведемо сумування
∑

ij

∑

ql

∑

p=±1. Тодi

Rex =





0
−∇· Pex

−∇· (qex + P
ex · V) + sk



 , (64)

де вираз для джерела sk має вигляд:

sk(r, t) =
M
∑

i,j=1

∑

q=a,r

Kq

ij
∑

l=1

∑

p=±1

1
2p∆εqijl(σ

q
ijl)

2× (65)

×
∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl)f
ij
2 (r,vi, r− qpσq

ijl,vj)
qp.

Збираючи разом внески до правих частин, поданi у виразах (48) та
(64), отримаємо шукану систему рiвнянь переносу:

∂tρi + ∇· [ρiV] + ∇· Jmd
i = 0,

∂t[ρV] + ∇· [ρVV] + ∇· Pk+E+MSP = 0,

∂t[e
k + 1

2ρV
2] + ∇· [(ek + 1

2ρV
2)V] +

+∇· [qk+E+MSP + P
k+E+MSP · V] = sk(r, t), (66)
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де P
MSP = P

⊗ + P
ex, qMSP = q⊗ + qex.

Внески до потокiв:

(

P

q

)E

=
∑

ij

σ3

ij0

2

∫

dvidvjdσ̂ vji · σ̂ θ(vji · σ̂)σ̂

1
∫

0

dλ× (67)

×
(

mi[c
′
i − ci]

mi

2 [(c′2i − c2i ]

)

f ij
2 (r + λσij0σ̂,vi, r + (λ− 1)σij0σ̂,vj)

+,

(

P

q

)⊗

=
∑

ij

∑

q=a,r

(−q)
Kq

ij
∑

l

(σq

ijl
)3

2

∫

dvidvjdσ̂ vji · σ̂× (68)

× θ(vji · σ̂) θ(vq
ijl − vji · σ̂)σ̂

1
∫

0

dλ

(

mi[c
q⊗
il − ci]

mi

2 [(cq⊗il )2 − c2i ]

)

×

× f ij
2 (r − λqσq

ijlσ̂,vi, r− (λ − 1)qσq
ijlσ̂,vj)

−q,

(

P

q

)ex

=
∑

ij

∑

q=a,r

Kq

ij
∑

l

∑

p=±1

qp
(σq

ijl
)3

2

∫

dvidvjdσ̂ vji · σ̂× (69)

× θ(vji · σ̂ + p−1
2 vq

ijl)σ̂

1
∫

0

dλ

(

mi[c
qp
il − ci]

mi

2 [(cqp
il )2 − c2i ]

)

×

× f ij
2 (r + λqpσq

ijlσ̂,vi, r + (λ− 1)qpσq
ijlσ̂,vj)

qp.

Отже, виходячи з кiнетичного рiвняння для одночастинкової фу-
нкцiї розподiлу, ми отримали рiвняння переносу лише для одноча-
стинвових макроскопiчних величин — парцiальних густин маси, гу-
стини iмпульсу i густини кiнетичної енергiї. Рiвняння переносу для
густини потенцiальної енергiї — характерно двочастинкової величи-
ни — розглядається в наступному параграфi.

6. Рiвняння для густини енергiї взаємодiї

Густина потенцiальної енергiї взаємодiї ep(r, t) виражається через
двочастинковi функцiї розподiлу f ij

2 :

ep(r, t) = 1
2

M
∑

i,j=1

∫

dxidxjf
ij
2 (xi, xj , t)φ

MSP
ij (rij) δ(r − ri). (70)
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Рiвняння переносу для неї можна вивести з другого рiвняння лан-
цюжка ББГКI з належним вибором операторiв еволюцiї, що вiдпо-
вiдають БС потенцiалу. Воно має вигляд:

∂te
p(r, t) +∇· 1

2

M
∑

i,j=1

∫

dvidxj vif
ij
2 (r,vi, xj , t)φ

MSP
ij (|r− rj |) = sp(r, t),

(71)
де

sp(r, t) = −
M
∑

i,j=1

∑

q=a,r

Kq

ij
∑

l=1

∑

p=±1

1
2p∆εqijl(σ

q
ijl)

2× (72)

×
∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vq

ijl)f
ij
2 (r,vi, r− qpσq

ijl,vj)
qp.

Це рiвняння з потоковим членом в лiвiй частинi подiбне за своєю
структурою до кiнетичного рiвняння (3) для fi. У правiй його час-
тинi присутнє джерело sp(r, t), яке описує змiну густини енергiї вза-
ємодiї завдяки зiткненням. Як видно з виразу для sp, лише обмiннi
процеси на стiнках p = ⊕,	 дають ненульовий внесок.

Нижче ми, не звертаючись до строгого виведення, подаємо еври-
стичнi мiркування, якi приводять саме до такої формули (72) для
джерела. Вони подiбнi до тих, що наводяться при класичному виве-
деннi рiвняння Больцмана.

Отже, розгляньмо конфiґурацiї двох частинок, якi дають внесок
в джерело. Нехай в точцi r перебуває частинка сорту i зi швидкiстю
vi, i вона взаємодiє з частинкою сорту j зi швидкiстю vj . Їхнє вза-
ємне розташування визначається одиничним вектором σ̂, який має
напрям вiд центра частинки i до центра частинки j. Пiсля того, як
ми визначимо густину iмовiрности змiни ep, необхiдно буде провести
iнтеґрування по змiнних: vi, vj , σ̂.

Розгляньмо все на прикладi стiнки r-типу з номером l (q = r =
−1) i висотою ∆εrijl. За одиницю часу до неї встигнуть долетiти i,
отже, провзаємодiяти тi частинки j, якi перебували перед сходинкою
в пiвсферичному шарi з висотою (vj−vi)·σ̂. Диференцiальний внесок
для даних значень полярного та азимутального кутiв ϑ, φ становить
(σr

ijl)
2vjiσ sinϑdϑdφ.

Можливi два процеси: опускання p = ⊕ i пiдйом p = 	 на r-стiнцi.
Випадок p = ⊕ реалiзується при умовi взаємного вiддалення: vjiσ >
0, частинка j при цьому перетинає пiвсферу rj = r + σ

r
ijl. Пiдйом

p = 	 на r-стiнцi реалiзується при зближеннi: vjiσ > 0, частинка j пiд
час руху перетинає пiвсферу rj = r − σ

r
ijl i ще накладається умова
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подолання стiнки vjiσ > vr
ijl, де vr

ijl = (2∆εrijl/µij)
1/2. При опусканнi

потенцiальна енергiя частинок мiняється на −∆εrijl (зменшується),
а при пiдйомi — зростає на ∆εrijl. Разом, це можна подати як змiну
енергiї взаємодiї на величину −p∆εrijl.

Густина iмовiрности взаємного розташування двох частинок i, j
дається двочастинковою функцiєю розподiлу f ij

2 , тому внесок вiд
p = ⊕ = +1 виглядає так:

−p∆εrijl (σr
ijl)

2vjiσ θ(vjiσ) f ij
2 (r,vi, r + σ

r
ijl,vj)

−,

а внесок вiд p = 	 = −1 — так:

−p∆εrijl (σr
ijl)

2vjiσ θ(vjiσ − vr
ijl) f

ij
2 (r,vi, r − σ

r
ijl,vj)

+,

де вказано правильнi граничнi значення: f ij
2 (..)− — коли частинка j

перенатинає пiвсферу радiуса σr
ijl в напрямку вiд центра частинки

i, i f ij
2 (..)+ — навпаки, до центра. Далi залишається провести iн-

теґрування
∫

dvidvjdσ̂ i сумування
∑M

i=1

∑M
j=1

∑

q

∑

l, домноживши
отриманий вираз на 1

2 , оскiльки ми кожну (ij) пару врахували двiчi

завдяки
∑M

i,j=1.
Аналогiчнi мiркування можна провести i для стiнок a-типу. Тодi

можна пересвiдчитися, що внески вiд рiзних процесiв p i типiв схо-
динок q правильно описуються за допомогою саме тих комбiнацiй
параметрiв p i q, якi використано у виразi (72).

Далi ми видiлимо пiд ґрадiєнтом у виразi (71) конвективну скла-
дову потоку потенцiальної енергiї за допомогою пiдстановки vi =
V + ci:

∂te
p(r, t) + ∇· [ep(r, t)V(r, t) + qp(r, t)] = sp(r, t), (73)

де

qp(r, t) = 1
2

M
∑

i,j=1

∫

dxidxjci f
ij
2 (xi, xj , t)φ

MSP
ij (rij) δ(r − ri) (74)

— потiк потенцiальної енергiї.
Подальший аналiз стосується цього рiвняння i виразу для qp.

Лiвою частиною це рiвняння подiбне до рiвняння переносу (66) для
парцiальної густини маси ρi чи для густини iмпульсу ρV. Бiльше
того, з виразу для qp видно, що як i вектор потоку маси Jmd

i , вiн є
ci-моментом, але функцiї f ij

2 . В наближеннi, коли нехтуються парнi
кореляцiї мiж частинками i та j в просторi швидкостей,

f ij
2 (xi, xj , t) = fi(xi, t)fj(xj , t)g

ij
2 (ri, rj , t), (75)
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тобто, коли функцiя gij
2 залежить лише вiд просторових координат

ri, rj , вираз для потоку qp набирає форми:

qp(r, t) = 1
2

M
∑

i=1

Jnd
i (r, t)

M
∑

j=1

∫

drjnj(rj , t)g
ij
2 (r, rj , t)φ

MSP
ij (|r − rj |),

(76)
де Jnd

i = niV
d
i = Jmd

i /mi — вектор потоку числа частинок сорту
i. Бачимо, що в наближеннi (75) вираз для qp має суто дифузiйну
природу i тому для односортних систем

qp |M=1= 0.

Можливо, цю обставину можна було би використати як ще один спо-
сiб для визначення меж застосовности припущення (75), зокрема в
системах з БС потенцiалом взаємодiї, порiвнюючи результати теорiї
з даними комп’ютерних моделювань.

Джерело sp(r, t) тотожнє (з точнiстю до знаку) до вiдповiдного
джерела в рiвняннi переносу густини кiнетичної енергiї ek:

sp(r, t) = −sk(r, t),
хоч отримано їх рiзними шляхами. sk — з кiнетичного рiвняння для
одночастинкової функцiї розподiлу fi з використанням процедури
симетризацiї i закону збереження енергiї, а sp — на основi еврис-
тичних мiркувань про число зiткнень (хоч принципово можливим є
виведення стартуючи з рiвняння еволюцiї для f ij

2 ).
Таким чином, додавши рiвняння переносу для ek i ep — вирази

(66) i (73), вiдповiдно — отримуємо звичне в гiдродинамiцi рiвняння
для повної енергiї:

∂te
tot + ∇· [etotV] + ∇· [qtot + P

tot ·V] = 0, (77)

де

etot = ek + 1
2ρV

2 + ep,

P
tot = P

k+E+MSP,

qtot = qk+E+MSP+p.

Рiвняння гiдродинамiки (66) для густин ρi, ρV i (77) для etot мож-
на записати для величин ρi, V, e = ek+ep, виключивши з останнього
конвективний член 1

2ρV
2:

dtρi + ρi∇·V + ∇· Jmd
i = 0,

dtV + ρ−1∇· Ptot = 0, (78)

dte+ e∇·V + ∇· qtot + P
tot : [∇V]T = 0,
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де dt = ∂t + V· ∇.
На особливу увагу заслуговує рiвняння для внутрiшньої енергiї,

яке є сумою двох рiвнянь переносу для ek та ep, вiдповiдно. Також,
варто звернути увагу на те, що повний тепловий потiк qtot, порiв-
няно з тензором потоку iмпульсу P

tot, має додатковий внесок qp вiд
потенцiальної енергiї.

7. Пiдсумки

В данiй роботi розглянуто кiнетичне рiвняння для густих газових су-
мiшей з багатосходинковим потенцiалом взаємодiї мiж частинками.
Воно є узагальненням вiдповiдного односортного випадку, а також
кiнетичного рiвняння для системи частинок з потенцiалом прямоку-
тної ями.

Виходячи з нього виведено рiвняння переносу для параметрiв гiд-
родинамiчного рiвня опису: густин маси, iмпульсу та кiнетичної ене-
ргiї. Отримано вирази для тензора напружень i вектора теплового
потоку з вiдповiдними внесками вiд парних процесiв, зумовлених по-
тенцiальними стiнками рiзного типу. Також, на основi евристичних
мiркувань, отримано рiвняння переносу для густини потенцiальної
енергiї.

У кожному з рiвнянь для густин енергiй ek та ep є доданок типу
“джерело”: sk та sp. Цi джерела тотожнi мiж собою, але вiдрiзняють-
ся знаком. Вони описують процеси енергетичного обмiну в системi у
нерiвноважному станi, а в рiвновазi мають перетворюватися в нуль.
Крiм того, отримано додатковий внесок вiд переносу потенцiальної
енергiї у вектор потоку тепла, який в наближеннi (75) має суто ди-
фузiйну природу i зникає в однокомпонентнiй системi.

Отже, ситуацiя з рiвняннями переносу енергiї суттєво вiдрiзняє-
ться вiд тiєї, яку ми маємо для моделi твердих кульок, i яка, на наш
погляд, характерна для систем iз суттєвою часткою енергiї взаємодiї
в повнiй енергiї. Як вiдомо, для густих систем притаманне те, що
при наближеннi до рiвноваги на швидкi кiнетичнi процеси накла-
даються повiльнi (гiдродинамiчнi) процеси, пов’язанi з локальними
законами збереження: кажуть, що кiнетика та гiдродинамiка стають
тiсно зв’язанi мiж собою [17,18]. В даному випадку зв’язкова ланка
реалiзується через густину енергiї взаємодiї, яка входить доданком в
повiльну (гiдродинамiчну) змiнну — густину повної енергiї — i, одно-
часно, виявляє негiдродинамiчну (кiнетичну) поведiнку завдяки на-
явностi джерела в своєму рiвняннi переносу, яке зумовлене певним
пiдкласом мiкроскопiчних парних процесiв — обмiнними процесами.
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Внаслiдок цього сценарiй релаксацiї ускладнюється: крiм релакса-
цiї одночастинкових функцiй розподiлу fi, присутнiй ще iнший тип
релаксацiї, що пов’язаний з процесами перерозподiлу енергiї мiж кi-
нетичним i потенцiальним внесками. Саме вiн зумовлює появу до-
даткової — обмiнної — моди, дослiдженої в роботi [11] за допомогою
лiнеаризованого кiнетичного рiвняння для односортної системи з по-
тенцiалом прямокутної ями. Зрозумiло, що така картина поведiнки
системи мусить краще проявити себе при низьких температурах, ко-
ли вiдносна частка енергiї взаємодiї є бiльшою.
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