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ЛЬВIВ

П’єзоелектричний резонанс i затухання звуку в кристалах

сегнетової солi

А.П.Моїна, Р.Р.Левицький, I.Р.Зачек

Анотацiя. В рамках двопiдграткової моделi Мiцуї з врахуванням
п’єзоелектричної взаємодiї з зсувною деформацiєю ε4 розглянуто ди-
намiчний дiелектричний вiдгук сегнетової солi. Враховано динамiку
п’єзоелектричної деформацiї. Явно описано явища затискання крис-
талу високочастотним електричним полем, п’єзоелектричного резо-
нансу i НВЧ дисперсiї, що спостерiгаються на експериментi. Розрахо-
вано коефiцiєнт поглинання звуку. Описано особливостi коефiцiєнта
поглинання в околi точок переходу. Передбачено наявнiсть обрiзаю-
чої частоти у частотнiй залежностi коефiцiєнта поглинання звуку.

Piezoelectric resonance and sound attenuation in Rochelle salt

crystals

A.P.Moina, R.R.Levitskii, I.R.Zachek

Abstract. Within the framework of two-sublattice Mitsui model with
taking into account the piezoelectric interaction with the shear strain
ε4, a dynamic dielectric response of Rochelle salt is considered. Exper-
imentally observed phenomena of crystal clamping by high frequency
electric field, piezoelectric resonance and microwave dispersion are de-
scribed. Ultrasound velocity and attenuation are calculated, peculiarities
of their temperature dependence at the Curie points are described. Exis-
tence of a cut-off frequency in the frequency dependence of attenuation
is predicted.
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1 Препринт

1. Вступ

Найбiльш характерною особливiстю кристалiв сегнетової солi (по-
двiйного тартрату натрiю-калiю NaKC4H4O6 · 4H2O) є наявнiсть у
неї двох точок Кюрi. Фазовi переходи є переходами другого роду.
Спонтанна поляризацiя сегнетової солi напрямлена вздовж a-осi i
супроводжується спонтанною деформацiєю ε4. Сегнетоелектрична
фаза, що iснує в iнтервалi температур вiд 255 до 297 K, є моно-
клiнною i належить до просторової групи C2

2 − P21. В низько- та
високотемпературнiй параелектричних фазах сегнетова сiль опису-
ється ромбiчною просторовою групою D3

2 − P212121. Таким чином,
кристали сегнетової солi є нецентросиметричними i володiють п’єзо-
електричними властивостями в пара- i сегнетофазах, що суттєвим
чином впливає на їх дiелектричний вiдгук.

У частотнiй залежностi дiелектричної проникностi сегнетової со-
лi видiляють три областi дисперсiї (див., наприклад, [1]): нижче
1 кГц, наявну лише в сегнетофазi, яку пов’язують з доменними
явищами, дiелектричну дисперсiю релаксацiйного типу вище 1 ГГц
(НВЧ дiапазон) i область п’єзоелектричного резонансу в районi
104 − 106 Гц. Нижче резонансу вимiрюється дiелектрична проник-
нiсть механiчно вiльного кристалу, вище резонансу кристал є ефе-
ктивно затиснутим. Уперше пояснення цього факту дав Мюллер,
який, розглядаючи термодинамiку коливань 450 Х-зрiзу сегнетової
солi, в [2] отримав такий вираз для дiелектричної проникностi

χ = χfree +

(

1 − 2v

ω
tan

ω

2v

)

d′212s
′

22, (1.1)

де χfree – проникнiсть вiльного кристалу, v – швидкiсть поширення
звуку, d′12, s

′

22 вiдповiднi п’єзомодуль i пружна податливiсть. Цей ви-
раз явно описує явище затискання кристалу високочастотним полем
i резонансну дисперсiю, однак враховує динамiку проникностi лише
в областi п’єзорезонансу (НВЧ динамiка вiдсутня).

Загальноприйнятою для опису поведiнки сегнетоелектричних
кристалiв з асиметричним подвiйним потенцiалом (сегнетова сiль,
RbHSO4 та iн.) є двопiдграткова модель Мiцуї [3]. При цьому, як пра-
вило, обмежуються наближенням молекулярного поля. Для опису в
рамках моделi Мiцуї динамiчного вiдгуку кристалiв застосовується
стохастична модель Глаубера [4, 5] або метод рiвнянь Блоха [6]. В
класичнiй моделi Мiцуї ефекти, пов’язанi з п’єзоелектричними вза-
ємодiями, не враховуються.

Досi при модельному описi дiелектричних властивостей сегнето-
вої солi обмежувалися статичною границею та високочастотною ре-
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лаксацiєю. Питання про дослiдження областi п’єзоелектричного ре-
зонансу в моделi, що не враховує п’єзоефекту, не мало змiсту вза-
галi. Слiд також вiдзначити, що якiсно вiрнi теоретичнi результати
для високочастотних дiелектричних характеристик сегнетової солi
можна було отримати лише з врахуванням п’єзоелектричної взаємо-
дiї. Класична модель Мiцуї не дозволяє описати ефекти, пов’язанi
з рiзницею у режимах вiльного i затиснутого кристалiв у статичнiй
границi i явище затискання кристалу високочастотним полем. Це,
зокрема, приводить до якiсно невiрної температурної поведiнки роз-
рахованих часiв релаксацiї i динамiчної дiелектричної проникностi
сегнетової солi в околах точок Кюрi [7–9]: класична модель Мiцуї
дозволяє розрахувати дiелектричну проникнiсть i часи релаксацiї
лише вiльного кристалу. Цi часи розбiгатимуться в точках Кюрi,
в той час як експериментальнi данi (див., наприклад, [10]) свiдчать
про те, що вони мають бути великими, але залишаються скiнченими.
В точках Кюрi занулятиметься i розрахований таким чином внесок
пiдсистеми структурних елементiв, що впорядковуються, у динамiч-
ну дiелектричну проникнiсть. Розрахована сприйнятливiсть матиме
рiзкий мiнiмум в точках Кюрi при усiх частотах НВЧ дiапазону, що
якiсно вiдрiзняється вiд експериментальної поведiнки.

Нещодавно запропоновано [11] модифiкацiю моделi Мiцуї, що
враховує п’єзоелектричну взаємодiю з зсувною деформацiєю ε4. Це
дозволило розрiзнити в теорiї статичнi дiелектричнi проникностi вi-
льного i затиснутого кристалiв i розрахувати часи релаксацiї i дина-
мiчну проникнiсть, що вiдповiдають затиснутому кристалу. Як ре-
зультат, отримана теоретична поведiнка динамiчного дiелектрично-
го вiдгуку якiсно i кiлькiсно узгоджується з експериментом також i
в околi точок Кюрi. Таким чином було розв’язано проблеми теорiї
при описi поведiнки дiелектричних характеристик сегнетової солi у
низько- та високочастотнiй областях.

Природнiм тепер виглядає питання про поширення запропонова-
ної моделi на всю область частот вiд 103 Гц до 1012 Гц, включаючи
i дiапазон п’єзоелектричного резонансу. Отримана модель дозволяє,
без подальших удосконалень, дослiдити поведiнку фiзичних харак-
теристик сегнетової солi в усiй цiй областi, а в парафазi, включа-
ючи також i низькочастотну область нижче 103 Гц. Потребує мо-
делювання лише динамiка зсувної деформацiї ε4, яка повинна ма-
ти резонансний характер. Буде явно дослiджено явище затискання
коливань кристалу зовнiшнiм високочастотним електричним полем,
розраховано динамiчнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi хара-
ктеристики сегнетової солi, внутрiшнє тертя, та вивчено їх темпера-
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турнi та частотнi залежностi. Одночасно буде отримано вирази для
швидкостi поширення та коефiцiєнта поглинання звуку (для певно-
го напрямку поширення) та дослiджено їх температурнi та частотнi
залежностi.

Експериментально поглинання звуку в сегнетовiй солi дослiджу-
вали, починаючи з 1940-рокiв [12–15]. Згiдно з передбаченням Лан-
дау i Халатнiкова [16], поблизу точок фазового переходу другого ро-
ду було виявлено аномальне зростання коефiцiєнта поглинання зву-
кової хвилi, пов’язаної з зсувною деформацiєю ε4. Теоретичний опис
цих явищ досi обмежувався запропонованим Ландау пiдходом, що
оснований на розкладi термодинамiчного потенцiалу за степенями
параметра порядку. В данiй роботi вперше буде здiйснено модель-
ний розрахунок коефiцiєнта поглинання.

2. Термодинамiка системи

Наведемо тут основнi результати [11] для рiвноважної термодинамi-
ки сегнетової солi, отриманi в наближеннi молекулярного поля для
модифiкованої моделi Мiцуї з врахуванням п’єзоефекту [11]. Обчис-
лення проводяться з гамiльтонiаном

Ĥ =
N

2
vc0E

44 ε
2

4 −Nve014ε4E1 −
N

2
vχ0

11E
2

1

− 1

2

∑

qq′

2
∑

ff ′=1

Rqq′ (ff ′)
σqf

2

σq′f ′

2
− (2.1)

− ∆
∑

q

(σq1

2
− σq2

2

)

− (µ1E1 − 2ψ4ε4)
∑

q

2
∑

f=1

σqf

2
.

Три першi доданки у (2.1) вiдповiдають “затравочнiй” енергiї крис-
талiчної гратки, у потенцiалi якої рухаються псевдоспiни. Rqq′ (11) =
Rqq′(22) = Jqq′ and Rqq′(12) = Rqq′ (21) = Kqq′ – потенцiали вза-
ємодiї мiж спiнами, що належать однiй та рiзним пiдграткам, вiд-
повiдно. Параметр ∆ описує асиметрiю подвiйного потенцiалу; µ1 –
ефективний дипольний момент. Останнiй доданок у гамiльтонiанi –
це додаткове внутрiшнє поле, створене п’єзоелектричною взаємодiєю
з зсувною деформацiєю ε4.

Вводячи параметри сегнето- i антисегнетоелектричного впоряд-
кування

ξ =
1

2
(η1 + η2), σ =

1

2
(η1 − η2)
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(ηq = 〈σqf 〉), в наближеннi молекулярного поля отримуємо термоди-
намiчний потенцiал системи у виглядi [11]

g1E

N
=

v

2
cE0

44 ε
2

4 − ve014ε4E1 −
v

2
χε0

11E
2

1 +
J +K

4
ξ2 +

J −K

4
σ2 −

−2T ln 2 − T ln cosh
1

2
(γ + δ) − T ln cosh

1

2
(γ − δ) − vσ4ε4.

де

γ = β

(

J +K

2
ξ − 2ψ4ε4 + µ1E1

)

, δ = β

(

J −K

2
σ + ∆

)

,

J , K – фур’є-образи матриць взаємодiї при k = 0.
Рiвняння для поляризацiї та деформацiї мають вигляд

σ4 = cE0

44 ε4 − e014E1 + 2
ψ4

v
ξ,

P1 = e014ε4 + χ0ε
11E1 +

µ1

v
ξ. (2.2)

Розраховано також, зокрема,
коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

d14 =

(

∂P1

∂σ4

)

E1

= d0

14 −
sE0
44 µ

′

1βψ4

v
f2(ξ, σ), (2.3)

статичну дiелектричну проникнiсть вiльного кристалу

χσ
11(0) =

(

∂P1

∂E1

)

σ4

= χσ0

11 +
β(µ′

1)
2

2v
f2(ξ, σ), (2.4)

статичну дiелектричну проникнiсть затиснутого кристалу

χε
11(0) =

(

∂P1

∂E1

)

ε4

= χε0
11 +

β(µ1)
2

2v
f1(ξ, σ), (2.5)

пружну податливiсть

sE
44 =

(

∂ε4
∂σ4

)

E1

= sE0

44 +
(

sE0

44

)2 2βψ2
4

v
f2(ξ, σ) (2.6)

i пружну сталу при постiйному полi

cE44 =

(

∂σ4

∂ε4

)

E1

= cE0

44 − 2βψ2
4

v
f1(ξ, σ), (2.7)
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Використано такi позначення

f1(ξ, σ) =
ϕ3

ϕ2

, f2(ξ, σ) =
ϕ3

ϕ2 − 2βψ2

4s
E0

44

v ϕ3

,

λ1 = 1 − ξ2 − σ2, λ2 = 2ξσ,

ϕ2 = 1 − βJ

2
λ1 − β2

K2 − J2

16
(λ2

1 − λ2

2),

ϕ3 = λ1 + β
K − J

4
(λ2

1 − λ2

2),

sE0

44 =
1

cE0
44

, d0

14 =
e014
cE0
44

, χσ0

11 = χε0
11 + e014d

0

14, µ′

1 = µ1 − 2ψ4d
0

14.

Знайденi в [11] значення параметрiв теорiї, що забезпечують задовi-
льний опис експериментальних даних для цих характеристик, наве-
дено в таблицi 1.

Табл. 1. Параметри теорiї для кристалу сегнетової солi. [11]

J/kB K/kB ∆̃ ψ4/kB cE0
44 d0

14 χσ0
11

K K K K dyn/cm2 esu/dyn
797.36 1468.83 737.33 -760 12.8 · 1010 1.9 · 10−8 0.363

v = 0.5219[1 + 0.00013(T − 190)] · 10−21 cm−3,
µ1 = (2.52 + 0.0066(297− T )) · 10−18 esu cm.

3. Динамiка системи.

Розглянемо випадок коливань тонкої квадратної пластинки криста-
лу сегнетової солi, вирiзаної в площинi (100), зi сторонами довжиною
l, пiд дiєю зовнiшнiх змiнних електричного поля E1 = E1 exp(iωEt)
або зсувної напруги σ4 = σ4 exp(iωσt). Зауважимо, що внаслiдок вiд-
мiнностi вiд нуля в сегнетоелектричнiй фазi компонент тензора пру-
жних сталих ci4, (i = 1, 2, 3) i тензора п’єзоелектричних коефiцiєнтiв
d1i, (i = 1, 2, 3), в сегнетофазi такi зовнiшнi поля iндукуватимуть
в системi окрiм зсувної деформацiї ε4, ще i дiагональнi компоненти
тензора деформацiй εi. Для простоти картини, дiагональними де-
формацiями будемо нехтувати.

Динамiку спiнової пiдсистеми будемо описувати у глауберiвсько-
му пiдходi, в якому рiвняння для часово-залежних середнiх ξ та σ
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отримуються у виглядi [11]

−α d
dt
ξ = ξ − 1

2
[tanh

1

2
(γ + δ) + tanh

1

2
(γ − δ)],

−α d
dt
σ = σ − 1

2
[tanh

1

2
(γ + δ) − tanh

1

2
(γ − δ)], (3.1)

де α = 1.710−13 с – параметр, що визначає часову шкалу динамiч-
них процесiв у псевдоспiновiй системi. Вiдповiдна область дисперсiї
знаходиться у дiапазонi 109 − 1011 Гц. Слiд зауважити, що рiвняння
(3.1) формально є спiввiдношеннями виду

dη

dt
= A

∂G

∂η
(3.2)

(η = ξ, σ – динамiчнi змiннi системи, G – її термодинамiчний потен-
цiал, A – деяка стала ).

Динамiку деформацiйних процесiв у кристалi будемо описувати
на мовi класичних (ньютонiвських) рiвнянь руху елементарного об’-
єму кристалу, якi мають вигляд

ρ
∂2ηi

∂t2
=

∑

k

∂σik

∂xk

, (3.3)

де ρ = 1.767 г/см3 – густина кристалу, ηi – змiщення елементарно-
го об’єму вздовж осi xi, σik – механiчна напруга. Нас цiкавитиме
динамiка змiщень ηy i ηz, якi визначають зсувну деформацiю

ε4 =
∂η2
∂z

+
∂η3
∂y

.

У нашому випадку вiдмiнною вiд нуля є лише зсувна напруга σ23 =
σ4. З врахуванням рiвняння (2.2), вирази (3.3) для i = 2, 3 набувають
вигляду

ρ
∂2η2
∂t2

= cE0

44

∂ε4
∂z

+
2ψ4

v

∂ξ

∂z
,

ρ
∂2η3
∂t2

= cE0

44

∂ε4
∂y

+
2ψ4

v

∂ξ

∂y
. (3.4)

Оскiльки ми поклали

ε2 =
∂η2
∂y

= 0, ε3 =
∂η3
∂z

= 0,
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то рiвняння (3.4) зведуться до двох незалежних хвильових рiвнянь
для η2 i η3

ρ
∂2η2
∂t2

= cE0

44

∂2η2
∂z2

+
2ψ4

v

∂ξ

∂z
, ρ

∂2η3
∂t2

= cE0

44

∂2η3
∂y2

+
2ψ4

v

∂ξ

∂y
, (3.5)

При малих вiдхиленнях системи вiд рiвноваги, величини ξ, σ i
ε4 можна представити у виглядi суми їх рiвноважних значень та
флуктуацiйних вiдхилень вiд них

ξ = ξ̃ + ξt, σ = σ̃+ σt, ε4 = ε̃4 + ε4t = ε̃4 +
∂η2t

∂z
+
∂η3t

∂y
. (3.6)

Вiдповiдно, розкладаємо за цими ж вiдхиленнями систему рiвнянь
(3.1) i (3.5), обмежуючись лiнiйними доданками. Для флуктуацiйних
частин отримуємо систему наступних рiвнянь

−α d
dt
ξt + a1ξt + a2σt + a01ε4t = a02E1 exp(iωEt),

−α d
dt
σt + b1ξt + b2σt + b01ε4t = b02E1 exp(iωEt), (3.7)

ρ
∂2η2t

∂t2
= cE0

44

∂2η2t

∂z2
+

2ψ4

v

∂ξt
∂z

,

ρ
∂2η3t

∂t2
= cE0

44

∂2η3t

∂y2
+

2ψ4

v

∂ξt
∂y

, (3.8)

з такими коефiцiєнтами

a1 = −(1 − β
J +K

4
λ1), a2 = β

K − J

4
λ2,

a01 = −βψ4λ1, a02 = −βµ1

2
λ1,

b1 = −β J +K

4
λ2, b2 = −(1 + β

J +K

4
λ2),

b01 = βψ4λ2, b02 =
βµ1

2
λ2.

Увесь подальший аналiз буде проводитися на основi цiєї системи.
Розв’язуючи спочатку систему двох рiвнянь (3.7) у припущеннi

ε4t = 0 (випадок механiчно затиснутого кристалу), знаходимо, що

ξt = ξt = Cξ1 exp(−t/τ1) + Cξ2 exp(−t/τ2) + F1(αωE)E1 exp(iωEt),

де

F1(αω) =
iαωλ1 + ϕ3

(iαω)2 + (iαω)ϕ1 + ϕ2

, F1(0) = f1(ξ, σ),
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i

ϕ1 = 2 − βJ

2
λ1,

а часи релаксацiї

τ−1

1,2 =
1

2α
[−ϕ1 ∓

√

ϕ2
1
− 4ϕ2]. (3.9)

Вiдповiдно, знаходимо динамiчну дiелектричну проникнiсть механi-
чно затиснутого кристалу, яка спiвпадає з наведеною у [11]

χε
11(αωE) = χε0

11 +
βµ2

1

2v
F1(αωE) (3.10)

а в статичнiй границi – з (2.5). Оскiльки ця проникнiсть, як i часи
релаксацiї (3.9), вiдповiдають затиснутому кристалу, вони залишаю-
ться скiнченими в точках Кюрi, що узгоджується з експерименталь-
ними даними. Вiдзначимо, що τ1 >> τ2, τ1 має особливостi в точках
переходу. Внесок у сприйнятливiсть, пов’язаний з τ2, вiдмiнний вiд
нуля тiльки у сегнетофазi i на декiлька порядкiв менший, нiж пов’я-
заний з τ1.

Перейдемо тепер до розгляду випадку механiчно вiльного криста-
лу. Шукатимемо розв’язки системи (3.7) i (3.8) у виглядi гармонiчних
хвиль

ξt = ξE(y, z) exp(iωEt) + ξσ(y, z) exp(iωσt),

σt = σE(y, z) exp(iωEt) + σσ(y, z) exp(iωσt),

ε4t = ε4E(y, z) exp(iωEt) + ε4σ(y, z) exp(iωσt),

η2t = η2E(z) exp(iωEt) + η2σ(z) exp(iωσt),

η3t = η3E(y) exp(iωEt) + η3σ(y) exp(iωσt), (3.11)

З рiвнянь системи (3.7) отримуємо

ξE(y, z) = −βψ4F1(αωE)ε4E(y, z) +
βµ1

2
F1(αωE)E1,

ξσ(y, z) = −βψ4F1(αωσ)ε4σ(y, z). (3.12)

Враховуючи (3.11) i (3.12), отримуємо також

ρ(iωE)2η2E = c̃E44(αωE)
∂2η2E

∂z2
, ρ(iωE)2η3E = c̃E44(αωE)

∂2η3E

∂y2
,

ρ(iωσ)2η2σ = c̃E44(αωσ)
∂2η2σ

∂z2
, ρ(iωσ)2η3σ(y) = c̃E44(αωσ)

∂2η3σ

∂y2
,
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де

c̃E44(αω) = cE0

44 − 2βψ2
4

v̄
F1(αω). (3.13)

Шукаючи розв’язок цих рiвнянь у виглядi плоских хвиль

η2E ∼ exp(ikz), η3E ∼ exp(iky)

i аналогiчно для η2σ, η3σ знаходимо закон дисперсiї коливань

kE =

√
ρωE

√

c̃E
44

(αωE)
, kσ =

√
ρωσ

√

c̃E
44

(αωσ)
. (3.14)

Граничнi умови задамо у такому виглядi

ε4E(0, 0) = ε4E(0, l) = ε4E(l, 0) = ε4E(l, l) = ε0E,

ε4σ(0, 0) = ε4σ(0, l) = ε4σ(l, 0) = ε4σ(l, l) = ε0σ,

Значення ε0E i ε0σ визначаємо з (2.2), враховуючи знайденi вище
спiввiдношення (3.12) мiж ε4E i ξE та мiж ε4σ i ξσ:

ε0E =
d0
14 −

βµ1ψ4s
E0

44

v F1(αωE)

1 − 2βψ2

4s
E0

44

v F1(αωE)

E1, ε0σ =
sE0
44

1 − 2βψ2

4s
E0

44

v F1(αωE)

σ4,

Якщо η2E , η3E шукати у виглядi

η2E = (A2E cos kz +B2E sin kz), η3E = (A3E cos ky +B2E sinky),

i аналогiчно для η2σ, η3σ, то з врахуванням граничних умов, мати-
мемо

ε4E(y, z) =
ε0E

2kE

(

cos kl− 1

sinkl
(sin ky + sin kz) + (cos kz + cos ky)

)

,

i аналогiчно для ε4σ(y, z).
Використовуючи спiввiдношення (2.2) мiж поляризацiєю P1 та

параметром порядку ξ i деформацiєю ε4, а також (3.12), знаходимо,
що

P1(y, z, t) = P1E(y, z) exp(iωEt) + P1σ(y, z) exp(iωσt),

де

P1E(y, z) =
(

e014 −
βµ1ψ4

v
F1(αωE)

)

ε4E(y, z) +

+
(

χε0
11 +

βµ2
1

2v
F1(αωE)

)

E1,

P1σ(y, z) =
(

e014 −
βµ1ψ4

v
F1(αωσ)

)

ε4σ(y, z).
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Динамiчнi характеристики системи – другi похiднi термодинамiч-
ного потенцiалу – дiелектрична сприйнятливiсть вiльного кристалу
(при сталому σ4) χ

σ
11(ωE), коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

d14(ωσ), пружна податливiсть при постiйному полi sE
44(ωσ) виража-

тимуться як вiдповiднi похiднi вiд iнтегралiв по об’єму зразка вiд
вiдповiдних компонент поляризацiї чи деформацiї

χσ
11(ωE) =

1

l2
∂

∂E1

∫

P1E(y, z)dydz

d14(ωσ) =
1

l2
∂

∂σ4

∫

P1σ(y, z)dydz

sE
44(ωσ) =

1

l2
∂

∂σ4

∫

ε4σ(y, z)dydz.

Враховуючи те, що

1

l2

l
∫

0

dy

l
∫

0

dzε4E(y, z) =
2ε0E

kl
tan

kl

2
≡ ε0E

R(ωE)
,

1

l2

l
∫

0

dy

l
∫

0

dzε4σ(y, z) =
ε0σ

R(ωσ)
,

1

R(ω)
=

2

kl
tan

kl

2
,

отримуємо

χσ
11(ω) =

R(ω) − 1

R(ω)

[

χε0
11 +

βµ2
1

2v
F1(αω)

]

+
1

R(ω)

[

χσ0

11 +
β(µ′

1)
2

2v
F2(αω)

]

(3.15)
де

F2(ω) =
iωλ1 + ϕ3

(iω)2 + iω

[

ϕ1 −
2βψ2

4s
E0
44

v
λ1

]

+

[

ϕ2 −
2βψ2

4s
E0
44

v
ϕ3

] ,

F2(0) = f2(ξ, σ).

Аналогiчно розраховуємо динамiчнi пружну податливiсть при по-
стiйному електричному полi

sE
44(ω) =

(

∂ε4t

∂σ4t

)

E

=
1

R(ω)

{

sE0

44 + (sE0

44 )2
2βψ2

4

v
F2(αω)

}

, (3.16)
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i коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

d14(ω) =

(

∂ε4t

∂E1

)

σ4

=
1

R(ω)

{

d0

14 −
sE0
44 µ

′

1βψ̃4

v
F2(αω)

}

, (3.17)

Проаналiзуємо отриманi вище результати. В статичнiй границi
(ωE → 0, R(ω) → 1) з виразу (3.15) отримуємо статичну сприйнят-
ливiсть вiльного кристалу (2.4), а в границi високих частот ωE � ω0

(R(ω) → ∞) – динамiчну сприйнятливiсть (3.10) для механiчно зати-
снутого кристалу. Таким чином, спiввiдношення (3.15) явно описує
ефект затискання кристалу високочастотним електричним полем.
Пружна стала sE

44(ωσ) i п’єзомодуль d14(ωE) у високочастотнiй гра-
ницi обертаються в нуль, що також є проявами ефекту затискання.
В границi ωE → 0 i ωσ → 0 спiввiдношення (3.16) i (3.17) переходять
у вiдповiднi вирази для sE

44 (2.6) i d14 (2.3).
У промiжнiй областi у частотнiй залежностi розрахованих вище

сприйнятливостi, податливостi i п’єзомодуля спостерiгатиметься ди-
сперсiя резонансного типу з численними пiками цих характеристик
на частотах, для яких Re[R(ω)] = 0 або Re[kl/2] = π/2(2n+ 1). Вра-
ховуючи закон дисперсiї коливань (3.14), знаходимо рiвняння для
резонансних частот

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

c̃E
44

(ωn)

ρ
. (3.18)

Зауважимо, що помiтна залежнiсть c̃E44(ω) вiд частоти спостерiгає-
ться лише у частотнiй областi дисперсiї дiелектричної проникностi
затиснутого кристалу, тобто у НВЧ дiапазонi ( > 108 Гц). Нижче
цiєї областi c̃E44(ω) вiд частоти практично не залежить i спiвпадає
зi статичною пружною сталою cE44. Оскiльки частоти п’єзоелектрич-
ного резонансу повиннi знаходитися в областi 104 − 105 Гц залежно
вiд температури i розмiрiв зразка, то можна знехтувати залежнiстю
c̃E44(ω) вiд частоти у (3.18) i звести це рiвняння до

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

cE
44

ρ
. (3.19)

Резонанснi частоти обернено пропорцiйнi до розмiрiв зразка. Унi-
версальною (не залежною вiд зразка) характеристикою є частотна
стала 2πω0l.
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4. Поглинання ультразвуку в сегнетовiй солi

Потужним методом дослiдження поведiнки кристалiв є вивченння
проходженння через них ультразвукових хвиль. При цьому довжина
акустичної хвилi, що поширюється у зразку, виявляється набагато
меншою вiд його лiнiйних розмiрiв, а усi динамiчнi змiннi (елемен-
тарнi змiщення, параметр порядку, тощо) залежать лише вiд коор-
динати напрямку поширення хвилi. Так, наприклад, для т.зв. 90o

Z-зрiзiв, якi мають форму тонких брускiв вирiзаних уздовж напрям-
ку [001], вивчається поперечна звукова хвиля, поляризована вздовж
[010] поширюється уздовж бруска. Серед похiдних ∂ηi/∂xj вiдмiн-
ною вiд нуля виявляється лише ∂η2/∂z, тому замiсть (3.7) i (3.8)
матимемо

−α d
dt
ξt + a1ξt + a2σt + a01ε4t = 0,

−α d
dt
σt + b1ξt + b2σt + b01ε4t = 0,

ρ
∂2η2t

∂t2
= cE0

44

∂2η2t

∂z2
+

2ψ4

v

∂ξt
∂z

. (4.1)

Розв’язуючи систему рiвнянь (4.1) , можна легко показати, що
для зразкiв такої симетрiї залежнiсть хвильового вектора вiд частоти

kσ =

√
ρωσ

√

c̃E
44

(αωσ)
, (4.2)

спiвпадає з отриманим у попередньому роздiлi законом дисперсiї ко-
ливань плоскої пластинки.

З цього виразу визначаємо швидкiсть ультразвукової хвилi V =
ω/Re[k], а також внесок псевдоспiнової пiдсистеми у коефiцiєнт по-
глинання звуку 90o Z-зрiзу сегнетової солi κt = −Im[k]. Внески ж
iнших механiзмiв у поглинання, що спостерiгається на експериментi,
(включно з впливом експериментальної установки) описуємо сталим
(частотно i температурно незалежним) доданком κ0, так що

V (ω) = Re

√

c̃E
44

(αω)

ρ
, (4.3)

κ(ω) = κ0 − Im

[ √
ρω

√

c̃E
44

(αω)

]

. (4.4)

Зауважимо, що при низьких частотах, коли ωτ1 � 1 i Re[c̃E44(αω)]
� Im[c̃E44(αω)] (до ∼ 1MHz, за винятком найближчого околу точки
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переходу), в квадратичному за ωτ1 наближеннi справедливо, що

c̃E44(αω) ' cE44 +
cE44 − cE0

44

v

1 + iωτ1
1 + ω2τ2

1

(нехтуємо внеском, пов’язаним з часом релаксацiї τ2). Звiдси отриму-
ємо вiдомi формули для швидкостi та коефiцiєнта поглинання звуку

V 2 = V 2

0 +
1

ρ

cE44 − cE0
44

1 + ω2τ2
1

, κ(ω) = κ0 +
V 2

0 − V 2

2V 3
ω2τ1, V 2

0 =
cE0
44

ρ
.

(4.5)
У цьому наближеннi швидкiсть звуку вiд частоти залежить дуже
слабо, а коефiцiєнт поглинання пропорцiйний до квадрата частоти.

5. Числовi розрахунки

Зупинимося спочатку на дослiдженнi розрахованих в третьому роз-
дiлi дiелектричної проникностi, п’єзомодуля i пружної сталої ква-
дратної пластинки сегнетової солi, вирiзаної в площинi (100). Для
числових розрахункiв у цьому випадку необхiднi значення лише тих
параметрiв, що було знайдено в [11] при описi статичних i високоча-
стотних (НВЧ) характеристик сегнетової солi, i наведено в табл. 1.

Слiд вiдзначити, що детальне кiлькiсне порiвняння теорiї з екс-
периментом для знайдених вище температурних i частотних залеж-
ностей дiелектричної проникностi i iнших характеристик в областi
п’єзоелектричного резонансу не матимуть великого змiсту, оскiльки
експериментальнi результати суттєво залежать вiд розмiрiв зразкiв
i не мають унiверсального характеру для сегнетової солi як такої.

На рис. 1 зображено частотнi залежностi дiйсної та уявної час-
тин динамiчної дiелектричної проникностi механiчно вiльного крис-
талу сегнетової солi при 289 K (в сегнетофазi). Розглядається ква-
дратна пластинка зi сторонами довжиною 1 см. Як видно в областi
105 ∼ 107 Гц має мiсце дисперсiя проникностi резонансного типу; у
статичнiй границi отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть вi-
льного кристалу. Вище вiд резонансної частоти має мiсце затискан-
ня кристалу високочастотним полем, для проникностi затиснутого
кристалу вище 109 Гц спостерiгається дисперсiя релаксацiйного ти-
пу. Амплiтуди резонансних пiкiв зменшуються при збiльшеннi часто-
ти зовнiшнього поля. Аналогiчна багатопiкова резонансна дисперсiя
спостерiгається i у параелектричних фазах.

В частотних залежностях коефiцiєнта п’єзоелектричної деформа-
цiї d14, наведених на рис.2, i аналогiчних до них залежностях пру-
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жної сталої при постiйному полi sE
44 спостерiгається резонансна дис-

персiя в областi 105 ∼ 107 Гц. Цi величини обертаються в нуль вище
резонансної областi i дорiвнюють їх статичним значенням нижче вiд
неї.
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Рис. 1. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчної дi-
електричної проникностi сегнетової солi при 289 K. Суцiльна лiнiя –
проникнiсть вiльного кристалу, ◦ – проникнiсть затиснутого криста-
лу, � – статична проникнiсть вiльного кристалу.
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Рис. 2. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчного
коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї сегнетової солi при 289 K,
� – статичний коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї.

На рис. 3 i 4 зображенi температурнi залежностi дiйсної та уявної
частин дiелектричної проникностi вiльного кристалу для рiзних час-
тот зовнiшнього електричного поля. Температурнi залежностi дина-
мiчного коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї та динамiчної пру-
жної податливостi аналогiчнi до наведених залежностей проникно-
стi. При частотах, нижчих вiд частоти першого резонансного пiку,
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Рис. 3. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiч-
ної дiелектричної проникностi сегнетової солi в околi нижньої точки
переходу при рiзних частотах.
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Рис. 4. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчної
дiелектричної проникностi сегнетової солi при рiзних частотах.
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залежнiсть динамiчної проникностi практично спiвпадає з темпера-
турною залежнiстю статичної проникностi вiльного кристалу. В око-
лi резонансних частот в температурнiй кривiй проникностi виника-
ють резонанснi пiки, кiлькiсть яких зростає зi збiльшенням частоти,
а амплiтуди яких – зменшуються. При подальшому зростаннi час-
тоти, спостерiгаються численнi резонанснi пiки малої амплiтуди, що
накладаються на криву динамiчної дiелектричної проникностi зати-
снутого кристалу. При ще бiльш високих частотах резонанснi пiки
зникають взагалi.

Перейдемо тепер до розгляду поширення ультразвуку в сегнето-
вiй солi.

На рис. 5 зображено температурну залежнiсть коефiцiєнта погли-
нання звуку для 900 Z-зрiзу сегнетової солi при рiзних частотах. В
околах точок Кюрi спостерiгається рiзке зростання поглинання, що
є проявом передбаченого Ландау i Халатнiковим [16] аномального
поглинання звуку при фазовому переходi другого роду. Отримано
якiсне узгодження з експериментальними даними. Значно бiльшi вiд
теоретичних експериментальнi значення коефiцiєнта поглинання у
сегнетофазi, очевидно, слiд вiднести до доменних ефектiв.

Слiд вiдзначити певну кiлькiсну вiдмiннiсть мiж теорiєю та екс-
периментом i у параелектричнiй фазi. При цьому теоретичнi зна-
чення завжди меншi вiд експериментальних. Узгодження теорiї з
експериментом для швидкостi поширення звуку i неузгодження для
поглинання слiд пояснювати наявнiстю додаткових механiзмiв розсi-
ювання звуку, якi у пропонованiй моделi не враховано. Iншим факто-
ром, який може призводити до неузгодження, є нелiнiйнiсть процесу
поглинання, яка могла мати мiсце при проведеннi експерименту i
повинна приводити до збiльшення вимiрюваного коефiцiєнта погли-
нання.

З рис. 6 видно, що у низькочастотнiй областi (ω . 106 Hz), як i
очiкувалося, коефiцiєнт поглинання змiнюється пропорцiйно до ква-
драта частоти; швидкiсть зростання з частотою тим бiльша, чим бли-
жча температура до точки Кюрi.

Цiкавий ефект спостерiгається при високих частотах. Дещо ниж-
че областi, де має мiсце високочастотна дисперсiя дiелектричної про-
никностi, теорiя передбачає рiзке зростання коефiцiєнта поглинання
звуку з частотою, пiсля чого частотна крива поглинання виходить на
насичення (рис. 6). Значення коефiцiєнта поглинання при насичен-
нi настiльки великi, що фактично, це означає вiдсутнiсть поширення
звуку. Таким чином теорiєю передбачається наявнiсть обрiзаючої ча-
стоти пропускання звуку. У параелектричнiй фазi обрiзаюча частота
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Рис. 5. Температурна залежнiсть коефiцiєнта поглинання звуку для
900 Z-зрiзу сегнетової солi в околах нижньої i верхньої точок перехо-
ду при ν = 5 ·106 Hz (суцiльнi лiнiї, • [12,13]) i ν = 107 Hz, (штрихова
лiнiя, ◦ [14]). Лiнiї – розраховано за (4.4) при κ0 = 0.5 cm−1.
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Рис. 6. Частотна залежнiсть коефiцiєнта поглинання звуку для 900

Z-зрiзу сегнетової солi при рiзних температурах (К), злiва: 1 – 298,
2 – 299, 3 – 300, 4 – 305; справа – 289.
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Рис. 7. Частотна залежнiсть швидкостi поширення i коефiцiєнта по-
глинання звуку для 900 Z-зрiзу сегнетової солi при рiзних темпера-
турах (К): 1 – 298, 2 – 300, 3 – 350.
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(рис. 7) тим нижча, чим ближча температура до точки переходу.
На тих же самих частотах, де спостерiгається НВЧ дисперсiя дi-

електричної проникностi, має мiсце рiзке зростання швидкостi по-
ширення звуку (рис. 7), пiсля чого частотна крива V (ν) виходить
на насичення. Значення швидкостi звуку при насиченнi не залежить
вiд температури i дорiвнює V0 =

√

cE0
44
/ρ.

Робота виконана за пiдтримки Державного фонду фундаментальних
дослiджень, проект 02.07/00310.
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