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Термодинамiчнi функцiї однокомпонентної моделi магнети-

ка при T < Tc за наявностi зовнiшнього поля

М.П.Козловський, I.В.Пилюк, О.О.Притула

Анотацiя. В областях слабких та сильних полiв для T < Tc об-
числено внески у вiльну енергiю тривимiрної iзiнгоподiбної системи
вiд короткохвильових та довгохвильових мод коливань спiнової гу-
стини. У вказаних областях полiв отримано явнi вирази для повної
вiльної енергiї. В околi критичної точки дослiджено поведiнку се-
реднього спiнового моменту i сприйнятливостi системи як функцiй
температури та поля. Приведенi формули для ентропiї та теплоєм-
ностi системи у випадку сильних полiв при T < Tc.

Thermodynamic functions of a one-component model of a mag-

net at T < Tc in the presence of an external field

M.P.Kozlovskii, I.V.Pylyuk, O.O.Prytula

Abstract. The contributions to the free energy of a three-dimensional
Ising-like system from the short- and long-wave modes of spin-density
oscillations are calculated in the regions of the weak and strong fields
for T < Tc. Explicit expressions for the total free energy are obtained
in these regions. The average spin moment and the susceptibility of the
system in the vicinity of the critical point are investigated as functions
of the temperature and the field. The formulas for the entropy and the
specific heat of the system are given in the case of strong fields at T < Tc.
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1 Препринт

1. Деякi основнi спiввiдношення, характернi для

областей слабких та сильних полiв при T < Tc

Об’єктом дослiдження є тривимiрна однокомпонентна спiнова сис-
тема у зовнiшньому магнiтному полi. Такого типу задачi є акту-
альними в багатьох галузях науки, зокрема в магнiтобiологii, яка
дослiджує дiю слабких магнiтних полiв на бiосистеми [1]. Гамiль-
тонiан, що описує такi процеси, включає деяку обмiнну взаємодiю
спiнiв, якi знаходяться в слабкому зовнiшньому полi. Зовнiшнє поле
приводить до зникнення фазового переходу другого роду, однак при
малих його значеннях залишаються розмитi особливостi в поведiн-
цi деяких термодинамiчних величин, сприйнятливостi системи тощо.
Саме дослiдження ступеня розмиття цих величин в залежностi вiд
величини поля та близькостi системи до Tc (Tc – температура фа-
зового переходу за вiдсутностi поля) становить предмет подальшого
розгляду. Тривимiрна модель в зовнiшньому полi h розглядається
для випадку простої кубiчної гратки та експонентно спадного поте-
нцiалу взаємодiї. Гратка характеризується перiодом c, а потенцiал –
деякою постiйною A та радiусом ефективної взаємодiї b (див., напри-
клад, [2–4]). При малих значеннях хвильових векторiв k для фур’є-
образу потенцiалу взаємодiї використана параболiчна апроксимацiя.
Для значень хвильових векторiв, близьких до границi пiвзони Брiл-
люена B = π/c, фур’є-образ потенцiалу береться рiвним деякiй не-
залежнiй вiд k величинi Φ0 = Φ(0)Φ̄. Тут Φ(0) = 8πA(b/c)3 зв’язане
iз мiкроскопiчними параметрами b i c, а Φ̄ – постiйна.

В данiй роботi приведенi результати розрахунку термодинамiч-
них характеристик системи для областi температур, нижчих вiд Tc
(низькотемпературна область), тобто для малих вiд’ємних значень

τ̃ = c
(0)
k1 τ/f0, де τ = (T − Tc)/Tc. Величини c

(0)
k1 та f0 характеризу-

ють вiдповiдно один iз коефiцiєнтiв розв’язкiв рекурентних спiввiд-
ношень та одну iз координат фiксованої точки [4]. Метою дослiджен-
ня є отримання i аналiз поведiнки вiльної енергiї, середнього спiново-
го моменту та сприйнятливостi тривимiрного одновiсного магнетика
при наближеннi до критичної точки (τ = 0, h = 0).

Розрахунки проведенi в областях полiв h̃, далеких вiд гранично-
го значення поля h̃c, тобто для випадкiв h̃ � h̃c та h̃ � h̃c. Тут
(див. [5]) h̃ = h′/f0, h′ = βh, β = (kT )−1 – обернена температура.
Величина граничного поля h̃c [5] залежить вiд температури i для
T < Tc визначається рiвнiстю h̃c = τ̃p01 , де τ̃1 = −τ̃ , p0 = (d + 2)ν/2,
d – вимiрнiсть простору (у даному випадку d = 3), ν – критичний
показник кореляцiйної довжини. За наявностi зовнiшнього поля в
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системi поблизу критичної точки для параметра порядку виника-
ють два флуктуацiйних процеси, якi описуються негаусовим розпо-
дiлом. Перший з них – температурний, що характеризується вели-
чиною µτ = − ln τ̃1/ lnE2 − 1. Вiн має мiсце для ефективних бло-
чних структур, розмiр яких не перевищує величини cµ = csµτ (s
– параметр ренормалiзацiйної групи), спiввимiрної iз кореляцiйною
довжиною системи ξ = ξ0τ̃

−ν
1 при фiксованому значеннi τ̃1. Другий

флуктуацiйний процес описується величиною nh = − ln h̃/ lnE1 − 1
i має польовий характер. Величини El – власнi значення матрицi
лiнiйного перетворення ренормалiзацiйної групи. В областi слабких
полiв (h̃ < h̃c) поведiнка системи визначається першим флуктуацiй-
ним процесом, оскiльки µτ < nh [6]. При великих значеннях поля
(h̃ > h̃c) маємо зворотню ситуацiю, тобто nh < µτ , i основний внесок
в поведiнку системи дають польовi флуктуацii параметра порядку.

У випадку слабких полiв та нижчих вiд Tc температур вiльну ене-
ргiю дослiджуваної системи N спiнiв можна представити у виглядi
суми декiлькох складових (див. [6]):

F̃ = F0 + F̃КР + F̃p + F̃I . (1.1)

Тут

F0 = −kTN

(

ln 2 +
1

2
βΦ(0)Φ̄ + ln chh′

)

, (1.2)

F̃КР вiдповiдає внеску у вiльну енергiю системи вiд короткохвильо-
вих мод коливань густини спiнового моменту, а F̃p та F̃I – внескам
вiд довгохвильових мод коливань. Методика розрахунку внескiв iз
(1.1) детально описана в [5, 6]. Приведемо деякi спiввiдношення, якi
використовуються при отриманнi виразу для F̃ у явному виглядi. Їх
можна записати наступним чином:

Eµτ+1
1 = τ̃−p0

1 , τ̃1E
µτ +1
2 = 1, Eµτ +1

3 = τ̃
− d−2

2
ν

1 , (1.3)

s−a(µτ+1) = τ̃aν1 , Nµτ+1 = N0τ̃
dν
1 , N0 = Ns−d0 ,

де величина a – це конкретне число, яке виникає пiд час розрахун-
кiв (наприклад, a = 5/2, 3). Значення параметра s0 залежить вiд ви-
гляду фур’є-образу потенцiалу кожної конкретної задачi. Так, для
потенцiалу взаємодiї найближчих сусiдiв s0 > 2, оскiльки лише для
таких значень s0, можна вести мову про параболiчну апроксимацiю
фур’є-образу потенцiалу.

У випадку сильних полiв повний вираз для вiльної енергiї системи
у низькотемпературнiй областi має аналогiчний до (1.1) вигляд [6]

F
(−)
h = F0 + FКР,h + Fp,h + FI,h. (1.4)
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Спiввiдношення (1.3), якi мають мiсце для слабких значень поля,
переходять у формули

h̃Enh+1
1 = 1, Enh+1

2 = h̃−1/p0 , Enh+1
3 = h̃−(d−2)/(d+2),

s−a(nh+1) = h̃2a/(d+2), Nnh+1 = N0h̃
2d/(d+2). (1.5)

Розрахуємо явнi вирази для складових вiльної енергiї системи
при T < Tc у випадках h̃ � h̃c та h̃ � h̃c (див. (1.1) та (1.4)). За-
уважимо, що саме цi випадки приводять до появи при обчисленнях
малих параметрiв, степеневi розклади за якими дозволяють до кiнця
здiйснити аналiтичнi викладки. При h̃ � h̃c такою малою величи-
ною є h̃/h̃c, а при h̃ � h̃c та фiксованiй температурi – τ̃1h̃

−1/p0 =
(h̃c/h̃)1/p0 . Величини h̃/h̃c та τ̃1h̃

−1/p0 , рiвнi одиницi при h̃ = h̃c, по-
ступово зменшуються в процесi вiддалення вiд граничного значення
поля h̃c, яке роздiляє слабкi та сильнi поля. На вiдмiну вiд роботи [6]
ми не будемо вводити яких-небудь залежностей величини поля вiд
температури. Проте при виконаннi подальших обчислень скористає-
мося деякими результатами цiєї роботи.

2. Вiльна енергiя, середнiй спiновий момент та

сприйнятливiсть системи при T < Tc в областi

слабких полiв h̃ � h̃c

Для спрощення розрахункiв в [6] вважалося, що область значень
поля h̃ залежить деяким чином вiд температури τ̃ . Зв’язок мiж ве-
личинами поля та температури задавався спiввiдношенням

h̃ = τ̃p0(1+∆) ≡ h̃cτ̃
p0∆, (2.1)

де
∆ > 0 при h̃ < h̃c,

−1 < ∆ < 0 при h̃ > h̃c.
(2.2)

Вибираючи рiзнi значення параметра ∆ iз (2.1), можна знайти вираз
для вiльної енергiї системи як для малих, так i для великих значень
поля. Такий пiдхiд утруднював розрахунок похiдних вiльної енергii,
оскiльки на систему була накладена певна в’язь.

В данiй роботi ми вiдмовилися вiд накладання на систему яких-
небудь додаткових умов типу (2.1). Для кожної температури τ̃ про-
водиться розрахунок вiльної енергiї системи для довiльних значень
поля у двох випадках: h̃ � h̃c – область слабких полiв та h̃ � h̃c –
область сильних полiв. При цьому величини τ̃ та h̃ є незалежними.
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Знайдемо вiльну енергiю системи нижче Tc за наявностi слабкого
поля. Вона описується виразом (1.1). Пiсля цього перейдемо до об-
числення середнього спiнового моменту та сприйнятливостi системи.

Розрахунок F̃КР. Остаточна формула для внеску у вiльну ене-
ргiю системи вiд короткохвильових мод коливань спiнової густини
(дiлянки критичного режиму)

F̃КР = −kTN0

(

e0p − e1pτ̃1 + e2pτ̃
2
1 + e3ph̃

2 + ẽ4pτ̃
3ν
1

)

(2.3)

та вирази для її коефiцiєнтiв поданi в [6]. Вiдмiтимо, що до розгляду

не приймались доданки, пропорцiйнi h̃2E
2(µτ +1)
3 та τ̃1h̃

2. Вони прак-

тично є зникаюче малими в силу виконання нерiвностей h̃2E
2(µτ +1)
3 <

τ̃4ν
1 , τ̃1h̃

2 < τ̃5ν+1
1 .

Розрахунок F̃p. Спосiб розрахунку внеску F̃p у вiльну енергiю
системи викладена в [5, 6]. Кiнцевий результат має вигляд

F̃p = −kTN0τ̃
3ν
1

[

f̃p1 − µτ ln s
]

, (2.4)

де коефiцiєнт f̃p1 означений у вищевказаних роботах [5, 6], а s – па-
раметр подiлу фазового простору колективних змiнних на шари (в
даних обчисленнях s = s∗ = 3.3783 (див. [3]). Зауважимо, що остан-
нiй доданок iз (2.4) при знаходженнi сумарної вiльної енергiї F̃ (1.1)
буде компенсуватися вiдповiдним йому членом iз виразу для F̃I .

Розрахунок F̃I . Основою для обчислення F̃I = −kT ln Iµτ +1

служить вираз для величини Iµτ +1. В результатi замiни змiнних
ηk = ρk + σ̃

√
Nδk для нього отримуємо [5, 6]

Iµτ +1 = exp [E0(σ̃)]

∫

(dρ)Nµτ +1 exp

[

Ã0N
1/2ρ0 −

−1

2

∑

k∈Bµτ +1

d̃(k)ρkρ−k −

− 1

3!
b̃N

−1/2
µτ+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bµτ +1

ρk1
...ρk3

δk1+...+k3
−

− 1

4!
a
(µτ +1)
4 N−1

µτ+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bµτ +1

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]

. (2.5)

Формули для коефiцiєнтiв iз (2.5) можна знайти у [6], а

E0(σ̃) = N

[

a1mh̃σ̃ − 1

2
rµτ +1τ̃

2ν
1 σ̃2 − 1

24
uµτ+1s

3
0τ̃
ν
1 σ̃4

]

. (2.6)
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Тут

a1m = f0M20/M2,

rµτ +1 = −2f0βΦ(0), (2.7)

uµτ+1 = ϕ0(βΦ(0))2
(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

.

Величини, що входять в (2.7), приведенi в [4, 6].
Параметр змiщення σ̃ визначаємо iз умови екстремуму макроско-

пiчної частини E0(σ̃) гамiльтонiану (µτ + 1)-ої блочної структури:

∂E0(σ̃)

∂σ̃
= 0.

Приходимо до рiвняння

a1mh̃ − rµτ +1τ̃
2ν
1 σ̃ − 1

6
uµτ+1s

3
0τ̃
ν
1 σ̃3 = 0. (2.8)

Представивши розв’язок (2.8) у виглядi

σ̃ = σ̃0τ̃
ν/2
1 , (2.9)

для σ̃0 одержуємо рiвняння

σ̃3
0 + p̃σ̃0 + q̃ = 0, (2.10)

де

p̃ = 6s−3
0

rµτ +1

uµτ +1
, q̃ = −6s−3

0

a1m

uµτ +1

h̃

h̃c
. (2.11)

Коефiцiєнт q̃ при h̃ < h̃c є малим, а p̃ < 0. Як показують результати
числових дослiджень, дискримiнант Q = (p̃/3)3 + (q̃/2)2 за рахунок
переважаючої ролi першого доданку є вiд’ємним. Тому iснують три
дiйснi коренi рiвняння (2.10) (див., наприклад, [7]). Один iз коренiв

σ̃0 = 2
√

−p̃/3 cos(ϕ/3), (2.12)

де

ϕ = arccos(−t), t =
1

2

q̃
√

−(p̃/3)3
,

збiльшується по модулю iз ростом поля. Вiн i формуватиме внески
у неаналiтичну частину формули для середнього спiнового момен-
ту системи. Як побачимо нижче, цей корiнь в даних розрахунках
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спiвпадатиме з величиною, через яку знаходиться точка екстрему-
му виразу, що вiдповiдає мiкроскопiчному аналогу вiльної енергiї
Ландау. Оскiльки t ∼ h̃/h̃c, то при h̃ � h̃c ми можемо записати на-
ближену форму для σ̃0 (2.12), скориставшись розкладами за малою
величиною t. Будемо мати

σ̃0 =
√

−p̃

(

1 − t

3
√

3
− t2

18
− ...

)

. (2.13)

Тут

t = −3s
3/2
0 a1m(uµτ+1)

1/2

2
√

2(−rµτ +1)3/2
h̃

h̃c
.

З точнiстю до (h̃/h̃c)
2 отримуємо

σ̃0 = σ̃
(0)
0 − σ̃

(1)
0

h̃

h̃c
− σ̃

(2)
0

(

h̃

h̃c

)2

,

σ̃
(0)
0 =

√
6

s
3/2
0

(

− rµτ +1

uµτ+1

)1/2

, σ̃
(1)
0 =

a1m

2rµτ +1
, (2.14)

σ̃
(2)
0 =

√
6

16

s
3/2
0 a2

1m(uµτ+1)
1/2

(−rµτ +1)5/2
.

Враховуючи спiввiдношення (2.7), (2.9) та (2.14), представимо ко-

ефiцiєнти d̃(0) = uµτ+1s
3
0σ̃

2τ̃ν1 /2+ rµτ+1τ̃
2ν
1 , b̃ = uµτ+1s

3/2
0 σ̃τ̃p01 iз (2.5)

у виглядi наступних наближених формул:

d̃(0) = D̃gf0βΦ(0)τ̃2ν
1 ,

D̃g = D̃(0)
g − D̃(1)

g

h̃

h̃c
+ D̃(2)

g

(

h̃

h̃c

)2

,

D̃(0)
g =

1

2
(σ̃

(0)
0 )2s3

0ϕ0f
−1
0 βΦ(0)

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

− 2,

D̃(1)
g = σ̃

(0)
0 σ̃

(1)
0 s3

0ϕ0f
−1
0 βΦ(0)

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

,

D̃(2)
g =

1

2

(

(σ̃
(1)
0 )2 − 2σ̃

(0)
0 σ̃

(2)
0

)

s3
0ϕ0f

−1
0 βΦ(0)

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

;

b̃ = B̃gϕ0(βΦ(0))2s
3/2
0 τ̃3ν

1 , (2.15)

B̃g = B̃(0)
g − B̃(1)

g

h̃

h̃c
+ B̃(2)

g

(

h̃

h̃c

)2

,
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B̃(0)
g = σ̃

(0)
0

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

,

B̃(1)
g = σ̃

(1)
0

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

,

B̃(2)
g = −σ̃

(2)
0

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

.

Коефiцiєнт Ã0 = a1mh̃−rµτ +1τ̃
2ν
1 σ̃−uµτ+1s

3
0τ̃
ν
1 σ̃3/6 iз (2.5) вiдповiдно

до (2.8) задовiльняє рiвностi Ã0 = 0. Пiдставляючи в (2.6) наближе-
ний вираз для σ̃, можна також знайти наближений вигляд E0(σ̃).

Наближене спiввiдношення

d̃(0) ≈ 4f0βΦ(0)τ̃2ν
1 ,

яке одержується в границi h̃/h̃c → 0, свiдчить, що d̃(0), а вiдповiдно,
i d̃(k) = d̃(0) + 2βΦ(0)b2k2 є додатнiми. Виконаємо в (2.5) iнтегру-
вання за змiнними ρk iз k 6= 0, використовуючи гаусовий розподiл
флуктуацiй як базисний1 (нульове наближення при k 6= 0). Видiля-
ючи в (2.5) доданки з k = 0 i здiйснюючи iнтегрування за ρk iз k 6= 0,
знаходимо

Iµτ +1 = exp [E0(σ̃)]

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π/d̃(k)
)1/2

I
(0)
µτ +1. (2.16)

Тут

I
(0)
µτ +1 =

∫ +∞

−∞

dρ0 exp

[

−1

2
d̃(0)ρ2

0 −
1

3!
b̃N

−1/2
µτ +1ρ

3
0−

− 1

4!
a
(µτ +1)
4 N−1

µτ+1ρ
4
0

]

. (2.17)

Замiною змiнної
ρ0 = η0 − σ̃

√
N (2.18)

1Числовий результат при h̃/h̃c → 0

√
6

d̃(0, Bµτ +1)

(a
(µτ +1)
4 )1/2

=
√

6
4f0 + π2(b/c)2s−2

0

ϕ
1/2
0 (1 − f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 )1/2

= 8.393,

243/4

6

b̃

(a
(µτ +1)
4 )3/4

=
243/4

31/2

f
1/2
0

ϕ
1/4
0 (1 − f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 )1/4

= 5.225

вказує на велике значення коефiцiєнта квадратичного доданка в (2.5) порiвняно
з коефiцiєнтами iнших доданкiв, що забезпечує числову близькiсть результатiв
iнтегрування в четвiрному та гаусовому наближеннях.
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лiквiдуємо кубiчний член у виразi для I
(0)
µτ +1. Отримуємо

Iµτ +1 =

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π/d̃(k)
)1/2

∫

exp

[

a1mN1/2h̃η0 −
1

2
dµτ+1(0)η2

0−

− 1

4!
a
(µτ +1)
4 N−1

µτ+1η
4
0

]

dη0. (2.19)

Коефiцiєнт a1m заданий в (2.7), а dµτ+1(0) = s−2(µτ +1)rµτ +1,

a
(µτ+1)
4 = s−4(µτ +1)uµτ+1. Покладаючи

η0 =
√

Nη, (2.20)

приходимо до формули

Iµτ +1 =

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π/d̃(k)
)1/2 √

N

∫ +∞

−∞

e−NE(η)dη, (2.21)

де вираз

E(η) = −a1mh̃η +
1

2
dµτ +1(0)η2 +

1

24
a
(µτ +1)
4 NN−1

µτ+1η
4 (2.22)

вiдповiдає мiкроскопiчному аналогу вiльної енергiї Ландау. Завдяки
множнику N в показнику експоненти пiдiнтегральний вираз в (2.21)
має рiзкий максимум в точцi η̄, яка вiдповiдає рiвноважному значен-
ню параметра порядку.

Iз умови екстремуму
∂E(η)

∂η
= 0

одержуємо наступне кубiчне рiвняння для величини η̄:

a1mh̃ − dµτ +1(0)η̄ − 1

6
a
(µτ +1)
4 NN−1

µτ+1η̄
3 = 0. (2.23)

Запис його розв’язку у виглядi

η̄ = η̄0τ̃
ν/2
1 (2.24)

приводить до такого ж рiвняння для η̄0 (з такими ж коефiцiєнтами),
як i для σ̃0 (2.10). Величина η̄0 задовiльнятиме виразу

η̄0 = η̄
(0)
0 − η̄

(1)
0

h̃

h̃c
− η̄

(2)
0

(

h̃

h̃c

)2

, (2.25)
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де коефiцiєнти η̄
(l)
0 (l = 0, 1, 2) задаються такими ж спiввiдношення-

ми, що й σ̃
(l)
0 (див. (2.14)), вiдповiдно. Вирази для величин η̄ та σ̃

також спiвпадають.
З використанням методу перевалу [8] для (2.21) будемо мати

Iµτ +1 =

√

2π

E′′(η̄)
e−NE(η̄)

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π/d̃(k)
)1/2

. (2.26)

Вираз для показника експоненти E0(η̄) = −NE(η̄) у (2.26) набуває
вигляду

E0(η̄) = N

[

a1mh̃η̄ − 1

2
dµτ +1(0)η̄2 − 1

24
a
(µτ+1)
4 NN−1

µτ+1η̄
4

]

(2.27)

або, iнакше,

E0(η̄) = N
[

Ẽ00τ̃
3ν
1 + a1mh̃η̄

]

, (2.28)

Ẽ00 = −1

2
rµτ +1η̄

2
0 − 1

24
uµτ+1s

3
0η̄

4
0 .

Наближенi обчислення для Ẽ00 приводять до наступного результату:

Ẽ00 = Ẽ
(0)
00 − Ẽ

(1)
00

h̃

h̃c
− Ẽ

(2)
00

(

h̃

h̃c

)2

,

Ẽ
(0)
00 = −1

2
rµτ +1(η̄

(0)
0 )2 − 1

24
uµτ+1s

3
0(η̄

(0)
0 )4,

Ẽ
(1)
00 = −η̄

(0)
0 η̄

(1)
0

[

rµτ +1 +
1

6
uµτ+1s

3
0(η̄

(0)
0 )2

]

, (2.29)

Ẽ
(2)
00 =

1

2

[

rµτ +1

(

(η̄
(1)
0 )2 − 2η̄

(0)
0 η̄

(2)
0

)

+
1

3
uµτ +1s

3
0(η̄

(0)
0 )2 ×

×
(

3

2
(η̄

(1)
0 )2 − η̄

(0)
0 η̄

(2)
0

)]

.

Розклади η̄0 (2.25) та Ẽ00 (2.29) за h̃/h̃c дають можливiсть явно ви-
дiлити польову залежнiсть у E0(η̄) iз (2.28).

Повернемось до розрахунку F̃I . Маємо

F̃I = −kTE0(η̄) − 1

2
kTN0 lnπτ̃3ν

1 + kTNẼ03. (2.30)
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Використовуючи методику розрахунку iз [4, 5], для

Ẽ03 =
1

2

1

N

Bµτ +1
∑

k 6=0

ln d̃(k)

знаходимо спiввiдношення (див. [6])

Ẽ03 =
1

2
s−3
0 Ĩ0τ̃

3ν
1 ,

Ĩ0 = −2(µτ + 1) ln s + Ĩ ′0, (2.31)

Ĩ ′0 = ln(D0µ + D1µ) −
2

3
+ 2

D0µ

D1µ
− 2

(

D0µ

D1µ

)3/2

arctg

(

D1µ

D0µ

)1/2

.

Тут

D0µ = rµτ +1 +
1

2
σ̃2

0uµτ+1s
3
0,

а вираз
D1µ = 2βΦ(0)s−2

0 π2(b/c)2

спiвпадає iз приведеним в [6]. Величини D0µ та Ĩ ′0 зобразимо у вигля-
дi рядiв за степенями вiдношення h̃/h̃c. З врахуванням квадратичних
доданкiв для них запишемо

D0µ = D
(0)
0µ − D

(1)
0µ

h̃

h̃c
+ D

(2)
0µ

(

h̃

h̃c

)2

,

D
(0)
0µ = D̃(0)

g f0βΦ(0), D
(1)
0µ = D̃(1)

g f0βΦ(0), D
(2)
0µ = D̃(2)

g f0βΦ(0);

Ĩ ′0 = Ĩ ′00 − Ĩ ′01
h̃

h̃c
+ Ĩ ′02

(

h̃

h̃c

)2

, (2.32)

Ĩ ′00 = ln(D
(0)
0µ + D1µ) −

2

3
+ 2

D
(0)
0µ

D1µ
− 2

(

D
(0)
0µ

D1µ

)3/2

×

× arctg

(

D1µ

D
(0)
0µ

)1/2

,

Ĩ ′01 = 3
D

(1)
0µ

D1µ



1 −
(

D
(0)
0µ

D1µ

)1/2

arctg

(

D1µ

D
(0)
0µ

)1/2


 ,

Ĩ ′02 =
3

D1µ

[

(D
(1)
0µ )2

4(D
(0)
0µ + D1µ)

+ D
(2)
0µ − 1

D
1/2
1µ

(

(D
(1)
0µ )2

4(D
(0)
0µ )1/2

+
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+(D
(0)
0µ )1/2D

(2)
0µ

)

arctg

(

D1µ

D
(0)
0µ

)1/2]

.

Використовуючи означенi в (2.28) та (2.31) величини E0(η̄) та Ẽ03,
для F̃I (2.30) отримуємо

F̃I = −kTN
[

Ẽ02µτ̃
3ν
1 + a1mh̃η̄

]

+ kTNs−3
0 τ̃3ν

1 ×

×
(

1

2
Ĩ ′0 − (µτ + 1) ln s

)

, (2.33)

де

Ẽ02µ = Ẽ00 + Ẽ01, Ẽ01 =
1

2
s−3
0 lnπ. (2.34)

Коефiцiєнт Ẽ02µ задовiльняє наближеному виразу

Ẽ02µ = Ẽ
(0)
02µ − Ẽ

(1)
02µ

h̃

h̃c
− Ẽ

(2)
02µ

(

h̃

h̃c

)2

,

Ẽ
(0)
02µ = Ẽ

(0)
00 +

1

2
s−3
0 lnπ, (2.35)

Ẽ
(1)
02µ = Ẽ

(1)
00 , Ẽ

(2)
02µ = Ẽ

(2)
00 .

Формулу (2.33) можна переписати у наступному виглядi:

F̃I = −kTN
[

Ẽ022τ̃
3ν
1 + a1mh̃η̄

]

− kTN0τ̃
3ν
1 µτ ln s. (2.36)

Тут для позначення

Ẽ022 = Ẽ02µ +

(

ln s − 1

2
Ĩ ′0

)

s−3
0 (2.37)

справедливе наближене представлення

Ẽ022 = Ẽ
(0)
022 − Ẽ

(1)
022

h̃

h̃c
− Ẽ

(2)
022

(

h̃

h̃c

)2

,

Ẽ
(0)
022 = Ẽ

(0)
02µ +

(

ln s − 1

2
Ĩ ′00

)

s−3
0 , (2.38)

Ẽ
(1)
022 = Ẽ

(1)
02µ − 1

2
Ĩ ′01s

−3
0 ,

Ẽ
(2)
022 = Ẽ

(2)
02µ +

1

2
Ĩ ′02s

−3
0 .
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Повний вираз для вiльної енергiї системи. Сумуючи внески
(1.2), (2.3), (2.4) та (2.36), одержуємо вiльну енергiю системи поблизу
критичної точки в слабких полях h̃ � h̃c при температурах T < Tc.
Будемо мати

F̃ = −kTN

[

ln chh′ + l0 + l1µτ̃
3ν
1 + l11µτ̃

3ν
1

h̃

h̃c
+

+l12µτ̃
3ν
1

(

h̃

h̃c

)2

+ l2h̃
2 − l3τ̃1 + l4τ̃

2
1



 , (2.39)

де

l0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l1µ = Ẽ
(0)
022 + s−3

0 (ẽ4p + f̃p1), (2.40)

l11µ = a1mη̄
(0)
0 − Ẽ

(1)
022, l12µ = −a1mη̄

(1)
0 − Ẽ

(2)
022,

l2 = s−3
0 e3p, l3 = s−3

0 e1p −
1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 ,

l4 = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄f2

0/(c
(0)
k1 )2.

Для набору параметрiв s0 = 2, b/c = 0.3, Φ̄ = 0.05 знаходимо

l0 = 0.835, l1µ = 0.148,

l11µ = 0.430, l12µ = 0.043,

l2 = −0.045, l3 = −0.067, l4 = −0.001.

Середнiй спiновий момент та сприйнятливiсть системи.

Середнiй спiновий момент

σ(−) = − 1

N

(

∂F̃

∂h

)

T

та сприйнятливiсть на одну частинку

χ(−) = − 1

N

(

∂2F̃

∂h2

)

T

=

(

∂σ(−)

∂h

)

T

можна обчислити, враховуючи (2.39).
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При T < Tc та h̃ � h̃c середнiй спiновий момент поблизу крити-
чної точки задається виразом

σ(−) = thh′ + σ0h
′ + σ

(−)
1 τ̃

ν/2
1 + σ

(−)
2 τ̃

ν/2
1

h′

h̃c
, (2.41)

σ0 = 2l2f
−2
0 , σ

(−)
1 = l11µf

−1
0 , σ

(−)
2 = 2l12µf

−2
0 .

Два першi доданки у (2.41) є малими в порiвняннi iз третiм та че-
твертим доданками. Третiй член вiдповiдає спонтанному моменту
системи (при h′ = 0 маємо σ(−) = σ

(−)
1 τ̃

ν/2
1 ), а четвертий – моменту,

iндукованому полем h′. Два останнi доданки iз σ(−) (2.41) форму-
ються за рахунок видiлення та врахування польової залежностi у
Iµτ +1 (2.26), зокрема для η̄ (див. (2.24), (2.25)), E0(η̄) ((2.28), (2.29))
та Ẽ03 ((2.31), (2.32)). Врахування тiльки екстремального значення
η̄ пiдiнтегрального виразу для Iµτ +1 приводить до появи у третьому
та четвертому доданках iз σ(−) (2.41) внескiв лише вiд E0(η̄).

Сприйнятливiсть з явно видiленою температурною та польовою
залежнiстю набуває вигляду

χ(−) = β
[

1 − th2 h′ + χ0 + χ
(−)
1 τ̃−γ

1

]

, (2.42)

γ = 2ν, χ0 = σ0, χ
(−)
1 = σ

(−)
2 .

Результати розрахункiв в областi слабких полiв h̃ � h̃c при T >
Tc (див. [9]) та T < Tc (дана робота) дозволяють побудувати в цiй
областi графiки польових залежностей середнього спiнового моменту
та сприйнятливостi системи для рiзних значень τ (рис. 1 та 2).

Вiдношення основних критичних амплiтуд для сприйнятливостi
системи при T > Tc та T < Tc у випадку h̃ � h̃c приймає наступне
значення:

χ
(+)
1

χ
(−)
1

=
l12T
l12µ

≈ 5.85.

Воно не залежить вiд мiкроскопiчних параметрiв системи (Φ̄, b/c).

3. Вiльна енергiя, середнiй спiновий момент та

сприйнятливiсть системи при T < Tc в областi

сильних полiв h̃ � h̃c

Розрахуємо вираз (1.4) для вiльної енергiї системи при T < Tc у
випадку сильних (в порiвняннi iз граничним значенням h̃c) полiв.
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σ

a

σ

b

Рис. 1. Залежнiсть середнього спiнового моменту системи вiд h′ при
h̃ � h̃c для рiзних значень τ . Розглянуто випадки: a – високотемпе-
ратурної (τ > 0) та b – низькотемпературної (τ < 0) областей.
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χ

a

χ

b

Рис. 2. Польова залежнiсть (h̃ � h̃c) сприйнятливостi системи для
рiзних значень температур iз областей: a – T > Tc та b – T < Tc.
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Промiжна область значень полiв h̃ ≈ h̃c потребує бiльш детального
дослiдження i буде предметом окремої роботи.

Розрахунок FКР,h. Величина F0 iз (1.4) задана в (1.2). Для FКР,h

справедливе спiввiдношення [6]

FКР,h = −kT lnQ0 + F ′
КР,h, (3.1)

де
F ′

КР,h = F
(0)
КР,h + FКР,2h + FКР,3h. (3.2)

Вирази для трьох доданкiв правої частини останньої рiвностi з вра-
хуванням (1.5) приймають вигляд

F
(0)
КР,h = −kTN0

(

F10s
−3 − F10h̃

6/5
)

,

FКР,2h = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2 +

+h̃6/5
(

F11ϕh − F12ϕ
2
h

)

]

, (3.3)

FКР,3h = −kTN0F13s
−3E2

3 h̃2.

Тут, як i у [9], введено позначення

ϕh = τ̃1h̃
−1/p0 = (h̃c/h̃)1/p0 . (3.4)

В результатi знаходимо

FКР,h = −kTN0

[

e0p − e1pτ̃1 + e2pτ̃
2
1 + e3ph̃

2−

−h̃6/5
(

F10 − F11ϕh + F12ϕ
2
h

)

]

. (3.5)

Коефiцiєнти, що входять до складу (3.3) та (3.5), задовiльняють тим
же виразам i приймають такi ж значення, що й у випадку слабких
полiв при T > Tc (див., наприклад, [6]).

Розрахунок Fp,h. Вiдповiдно до результатiв роботи [6] маємо

Fp,h = −kTN0s
−3(nh+1)

(

fp0 +
1

4
ln a

(nh)
4 + H211h

(nh)
2

)

, (3.6)

де a
(nh)
4 = s−4nhunh

, h
(nh)
2 =

√
6(rnh

+ q)(unh
)−1/2, величина q озна-

чена в [3, 4], fp0 – в [6], а H211 – в [4, 6]. Вирази для rnh
та unh

отримуються на основi розв’язкiв рекурентних спiввiдношень [4–6].
Для них знаходимо

rnh
= r∗(1 + E−1

2 ϕh),

unh
= u∗(1 − f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 E−1

2 ϕh), (3.7)

r∗ = −f0βΦ(0), u∗ = ϕ0(βΦ(0))2.
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При розрахунку h
(nh)
2 та ln a

(nh)
4 скористаємось степеневими розкла-

дами за малою величиною E−1
2 ϕh. Тодi для h

(nh)
2 будемо мати

h
(nh)
2 = −h22f0E

−1
2 ϕh

(

1 +
1

2
f0T

0)
42ϕ

−1/2
0 E−1

2 ϕh

)

,

h22 =
√

6ϕ
−1/2
0 , (3.8)

а Fp,h визначатиметься згiдно формули [9]

Fp,h = −kTN0h̃
6/5
[

fp1c − nh ln s − fp11cϕh − fp12cϕ
2
h

]

. (3.9)

Тут

fp1c = fp0 +
1

4
lnu∗,

fp11c = f0ϕ
−1/2
0 E−1

2

(

1

4
T

(0)
42 +

√
6H211

)

, (3.10)

fp12c =
1

2

(

f0ϕ
−1/2
0 E−1

2

)2

T
(0)
42

(

1

4
T

(0)
42 +

√
6H211

)

.

Розрахунок FI,h. При h̃ � h̃c та T < Tc величина Inh+1 iз
виразу для внеску у вiльну енергiю FI,h = −kT ln Inh+1 визначається
аналогiчною до випадку сильних полiв та T > Tc формулою (див.
[6, 9]) з наступними коефiцiєнтами:

ã
(nh+1)
1 = −ch1f0h̃

2/5,

dnh+1(k) = dnh+1(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dnh+1(0) = r∗(1 + ϕh)h̃
4/5, (3.11)

a
(nh+1)
4 = u∗

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh

)

h̃8/5.

Вiдмiтимо, що −ã
(nh+1)
1 N

1/2
nh+1 = a1mN1/2h̃, де a1m приведено в (2.7).

Здiйснюючи замiну змiнних ρk = ηk +σh
√

Nδk, для Inh+1 одержуємо

Inh+1 = exp[E0(σn)]

∫

(dη)Nnh+1 exp

[

A0N
1/2η0 −

1

2

∑

k∈Bnh+1

dh(k) ×

×ηkη−k − 1

3!
bhN

−1/2
nh+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bnh+1

ηk1
...ηk3

δk1+...+k3
−

− 1

4!
ahN

−1
nh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bnh+1

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]

. (3.12)
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Перенормованi коефiцiєнти A0, dh(k), bh та ah, що входять в (3.12),
визначенi в [6], а

E0(σh) = N

[

a1mh̃σh −
1

2
dnh+1(0)σ2

h −
1

24
a
(nh+1)
4 σ4

hNN−1
nh+1

]

. (3.13)

Величину змiщення σh можна знайти iз рiвняння

∂E0(σh)

∂σh
= 0

або

a1mh̃ − dnh+1(0)σh −
1

6
a
(nh+1)
4 σ3

hNN−1
nh+1 = 0. (3.14)

Записуючи розв’язок (3.14) у виглядi

σh = σ0h̃
1/δ, (3.15)

де δ = (d + 2)/(d − 2), приходимо до рiвняння

σ3
0 + pσ0 + q = 0. (3.16)

Тут

p =
R1

R3
, q =

R0

R3
,

R0 = a1m, R1 = f0βΦ(0)(1 + ϕh), (3.17)

R3 = −1

6
ϕ0(βΦ(0)2s3

0(1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh).

Як свiдчать результати числових дослiджень, при h̃ ≥ 1.54h̃c рiв-
няння (3.16) має один дiйсний та два комплексно спряжених коренi
(дискримiнант рiвняння додатнiй)2. Дiйсний корiнь задовiльняє ви-
разу [7]

σ0 = A + B,

A =
3

√

−1

2
q +

√

Q, B =
3

√

−1

2
q −

√

Q, (3.18)

Q =
(p

3

)3

+
(q

2

)2

.

2В областi полiв h̃c ≤ h̃ < 1.54h̃c рiвняння (3.16) має три дiйсних коренi
(дискримiнант вiд’ємний). У випадку h̃c ≤ h̃ < 1.54h̃c для обчислення кореня,
зв’язаного iз середнiм спiновим моментом, можна використати подiбну до (2.12)
формулу. Однак, ми не можемо скористатись у вищевказанiй областi значень h̃
наближеним спiввiдношенням для цього кореня (аналогiчним до (2.13)), оскiль-

ки тут величина t = q/(2
√

−(p/3)3) по модулю є порядку одиницi (не мала) i

недоцiльно проводити розклади за нею. Наприклад, для h̃ = 1.3hc i τ = −0.0001
отримуємо t ≈ −0.925.
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Вважаючи h̃ � h̃c, представимо корiнь σ0 (3.18) у виглядi ряду
за степенями малої величини ϕh. Для коефiцiєнтiв p i q iз (3.17) з
точнiстю до ϕ2

h знаходимо

p = p(0)(1 + p(1)ϕh + p(2)ϕ2
h),

p(0) = − 6f0

ϕ0βΦ(0)s3
0

, p(1) = 1 + f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ,

p(2) = f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 (1 + f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 ); (3.19)

q = q(0)(1 + q(1)ϕh + q(2)ϕ2
h),

q(0) = − 6a1m

ϕ0(βΦ(0))2s3
0

, q(1) = f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ,

q(2) = (f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 )2.

Дискримiнант Q iз (3.18) визначається згiдно формули

Q = Q(0) + Q(1)ϕh + Q(2)ϕ2
h,

Q(0) =
1

27
(p(0))3 +

1

4
(q(0))2,

Q(1) =
1

9
(p(0))3p(1) +

1

2
(q(0))2q(1), (3.20)

Q(2) =
1

9
(p(0))3

[

(p(1))2 + p(2)
]

+
1

4
(q(0))2

[

(q(1))2 + 2q(2)
]

.

Остаточний наближений вираз для σ0 набуває вигляду

σ0 = σ
(0)
0 − σ

(1)
0 ϕh − σ

(2)
0 ϕ2

h,

σ
(0)
0 = (A(0))1/3 + (B(0))1/3,

σ
(1)
0 =

1

6(A(0))2/3
A(1) +

1

6(B(0))2/3
B(1),

σ
(2)
0 =

1

6(A(0))2/3
A(2) +

1

36(A(0))5/3
(A(1))2 +

+
1

6(B(0))2/3
B(2) +

1

36(B(0))5/3
(B(1))2;

A(0) = −1

2
q(0) + (Q(0))1/2, (3.21)

B(0) = −1

2
q(0) − (Q(0))1/2,

A(1) = q(0)q(1) − Q(1)

(Q(0))1/2
,
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B(1) = q(0)q(1) +
Q(1)

(Q(0))1/2
,

A(2) = q(0)q(2) − Q(2)

(Q(0))1/2
+

1

4

(Q(1))2

(Q(0))3/2
,

B(2) = q(0)q(2) +
Q(2)

(Q(0))1/2
− 1

4

(Q(1))2

(Q(0))3/2
.

Використовуючи наближене спiввiдношення для σ0 (3.21), можна

одержати розклади для коефiцiєнтiв dh(0) = dnh+1(0)+σ2
ha

(nh+1)
4 N×

N−1
nh+1/2, bh = σha

(nh+1)
4 (N/Nnh+1)

1/2 iз (3.12), а також для E0(σh)
(3.13). Зокрема, маємо

dh(0) = Dgf0βΦ(0)h̃4/5,

Dg = D(0)
g − D(1)

g ϕh + D(2)
g ϕ2

h,

D(0)
g =

1

2
(σ

(0)
0 )2s3

0ϕ0f
−1
0 βΦ(0) − 1,

D(1)
g = σ

(0)
0 s3

0ϕ0f
−1
0 βΦ(0)

(

1

2
σ

(0)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 + σ

(1)
0

)

+ 1,

D(2)
g = s3

0ϕ0f
−1
0 βΦ(0)

[

σ
(0)
0 σ

(1)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 +

+
1

2

(

(σ
(1)
0 )2 − 2σ

(0)
0 σ

(2)
0

)

]

; (3.22)

bh = Bgϕ0(βΦ(0))2s
3/2
0 h̃6/5,

Bg = B(0)
g − B(1)

g ϕh + B(2)
g ϕ2

h,

B(0)
g = σ

(0)
0 , B(1)

g = σ
(0)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 + σ

(1)
0 ,

B(2)
g = σ

(1)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 − σ

(2)
0 .

Пiдкреслимо, що коефiцiєнт A0 = a1mh̃− dnh+1(0)σh − a
(nh+1)
4 σ3

hN×
N−1
nh+1/6 iз (3.12) вiдповiдно до (3.14) перетворюється в нуль.

Оскiльки коефiцiєнт квадратичного члена в (3.12) додатнiй i при-
ймає великi значення порiвняно з iншими коефiцiєнтами, то обчис-
лення Inh+1 будемо проводити на основi гаусового розподiлу флукту-
ацiй3. Видiляючи в (3.12) доданки з k = 0 i здiйснюючи iнтегрування

3При h̃/h̃c → ∞ (ϕh → 0), як i при T > Tc [9], знаходимо

√
6

dh(0, Bnh+1)

a
1/2
h

=
√

6

(

1

2
ϕ

1/2
0 βΦ(0)s3

0(σ
(0)
0 )2 − f0ϕ

−1/2
0 +
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за змiнними ηk iз k 6= 0 з використанням гаусової густини мiри (ну-
льове наближення), отримуємо

Inh+1 = exp [E0(σh)]

Bnh+1
∏

k 6=0

(π/dh(k))
1/2

I
(0)
nh+1, (3.23)

де

I
(0)
nh+1 =

∫ +∞

−∞

dη0 exp

[

−1

2
dh(0)η2

0 − 1

3!
bhN

−1/2
nh+1η

3
0 −

−ah
4!

N−1
nh+1η

4
0

]

. (3.24)

Позбудемось в експонентi пiдiнтегральної функцiї iз (3.24) кубiчного
члена, покладаючи

η0 = ρ0 − σh
√

N. (3.25)

В результатi запишемо

Inh+1 =

Bnh+1
∏

k 6=0

(π/dh(k))
1/2
∫

exp

[

a1mN1/2h̃ρ0 −
1

2
dnh+1(0)ρ2

0−

− 1

4!
a
(nh+1)
4 N−1

nh+1ρ
4
0

]

dρ0. (3.26)

Як i у випадку слабких полiв та T < Tc, пiсля замiни змiнної

ρ0 =
√

Nρh (3.27)

та застосування при обчисленнi iнтегралу

Inh+1 =

Bnh+1
∏

k 6=0

(π/dh(k))1/2
√

N

∫ +∞

−∞

e−NE(ρh)dρh (3.28)

методу перевалу, знаходимо

Inh+1 =

√

2π

E′′(ρ̄h)
e−NE(ρ̄h)

Bnh+1
∏

k 6=0

(π/dh(k))1/2 . (3.29)

+π2(b/c)2s−2
0 ϕ

−1/2
0

)

= 8.125,

243/4

6

bh

a
3/4
h

=
243/4

6
ϕ

1/4
0 (βΦ(0))1/2s

3/2
0 σ

(0)
0 = 4.692.
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Тут ρ̄h – точка екстремуму виразу

E(ρh) = −a1mh̃ρh +
1

2
dnh+1(0)ρ2

h +
1

24
a
(nh+1)
4 NN−1

nh+1ρ
4
h, (3.30)

який можна трактувати як частину вiльної енергiї, що зв’язана iз
параметром порядку. Цю точку визначаємо iз умови

∂E(ρh)

∂ρh
= 0,

яка приводить до рiвняння

a1mh̃ − dnh+1(0)ρ̄h −
1

6
a
(nh+1)
4 NN−1

nh+1ρ̄
3
h = 0. (3.31)

Представивши розв’язок (3.31) у виглядi

ρ̄h = ρ̄h0h̃
1/δ, (3.32)

одержуємо таке ж рiвняння, як i (3.16), де роль σ0 вiдiграє

ρ̄h0 = ρ̄
(0)
h0 − ρ̄

(1)
h0 ϕh − ρ̄

(2)
h0 ϕ2

h. (3.33)

Коефiцiєнти ρ̄
(l)
h0 (l = 0, 1, 2) задовiльняють таким же виразам, що

й σ
(l)
0 (див. (3.21)), вiдповiдно. Значення величин ρ̄h (3.32) та σh

(3.15) також будуть однаковими. Приймаючи до уваги (3.4) та (3.33),
спiввiдношення для ρ̄h (3.32) можна подати у виглядi явної функцiї
τ̃1 та h̃:

ρ̄h = ρ̄
(0)
h0 h̃1/δ − ρ̄

(1)
h0 τ̃1h̃

1/δ−1/p0 − ρ̄
(2)
h0 τ̃2

1 h̃1/δ−2/p0 .

Запишемо наближений вираз для показника експоненти E0(ρ̄h) =
−NE(ρ̄h) у (3.29). Для цього скористаємось формулою

E0(ρ̄h) = NE00h̃
6/5,

E00 = a1mρ̄h0 +
1

2
f0βΦ(0)(1 + ϕh)ρ̄

2
h0 − (3.34)

− 1

24
s3
0ϕ0(βΦ(0))2

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh

)

ρ̄4
h0,

отриманою на основi (3.30) з врахуванням (3.11) та (3.32). Пiдстав-
ляючи у E00 iз (3.34) розклад (3.33), будемо мати

E00 = E
(0)
00 − E

(1)
00 ϕh − E

(2)
00 ϕ2

h,
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E
(0)
00 = a1mρ̄

(0)
h0 +

1

2
f0βΦ(0)(ρ̄

(0)
h0 )2 − 1

24
s3
0ϕ0(βΦ(0))2(ρ̄

(0)
h0 )4,

E
(1)
00 = a1mρ̄

(1)
h0 + f0βΦ(0)ρ̄

(0)
h0

(

ρ̄
(1)
h0 − 1

2
ρ̄
(0)
h0

)

−

−1

6
s3
0ϕ0(βΦ(0))2(ρ̄

(0)
h0 )3

(

ρ̄
(1)
h0 +

1

4
ρ̄
(0)
h0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

, (3.35)

E
(2)
00 = a1mρ̄

(2)
h0 − f0βΦ(0)

[

1

2

(

(ρ̄
(1)
h0 )2 − 2ρ̄

(0)
h0 ρ̄

(2)
h0

)

−

−ρ̄
(0)
h0 ρ̄

(1)
h0

]

+
1

6
s3
0ϕ0(βΦ(0))2(ρ̄

(0)
h0 )2

[

3

2
(ρ̄

(1)
h0 )2 − ρ̄

(0)
h0 ρ̄

(2)
h0 +

+f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ρ̄

(0)
h0 ρ̄

(1)
h0

]

.

Внесок у вiльну енергiю FI,h iз (1.4) з використанням (3.29) тепер
набуває вигляду

FI,h = −kTNE02h̃
6/5 + kTNE03, (3.36)

де

E02 = E00 +
1

2
s−3
0 lnπ. (3.37)

Для E02 при h̃ � h̃c справедливе наступне спiввiдношення:

E02 = E
(0)
02 − E

(1)
02 ϕh − E

(2)
02 ϕ2

h, (3.38)

E
(0)
02 = E

(0)
00 +

1

2
s−3
0 lnπ, E

(1)
02 = E

(1)
00 , E

(2)
02 = E

(2)
00 .

Величину

E03 =
1

2

1

N

Bnh+1
∑

k 6=0

ln dh(k)

обчислюємо вiдповiдно до методики iз [4, 5]. Одержуємо [6]

E03 =
1

2
s−3
0 I0h̃

6/5,

I0 = −2(nh + 1) ln s + I ′0, (3.39)

I ′0 = ln(D0 + D1) −
2

3
+ 2

D0

D1
− 2

(

D0

D1

)3/2

arctg

(

D1

D0

)1/2

.

Вiдмiтимо, що

D0 =
1

2
s3
0σ

2
0ϕ0(βΦ(0))2

(

1 − f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh

)

− f0βΦ(0)(1 + ϕh),
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а D1 визначається згiдно поданої в [6, 9] формули

D1 = 2βΦ(0)s−2
0 π2(b/c)2.

В областi сильних полiв h̃ � h̃c величини D0 та I ′0 задовiльняють
наближеним виразам

D0 = D
(0)
0 − D

(1)
0 ϕh + D

(2)
0 ϕ2

h,

D
(0)
0 = D(0)

g f0βΦ(0), D
(1)
0 = D(l)

g f0βΦ(0), D
(2)
0 = D(2)

g f0βΦ(0);

I ′0 = I ′00 − I ′01ϕh + I ′02ϕ
2
h, (3.40)

I ′00 = ln(D
(0)
0 + D1) −

2

3
+ 2

D
(0)
0

D1
− 2

(

D
(0)
0

D1

)3/2

×

× arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2

,

I ′01 = 3
D

(1)
0

D1



1 −
(

D
(0)
0

D1

)1/2

arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2


 ,

I ′02 =
3

D1

[

(D
(1)
0 )2

4(D
(0)
0 + D1)

+ D
(2)
0 − 1

D
1/2
1

(

(D
(1)
0 )2

4(D
(0)
0 )1/2

+

+(D
(0)
0 )1/2D

(2)
0

)

arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2]

.

Пiдставляючи E03 iз (3.39) у FI,h (3.36), знаходимо

FI,h = −kTNẼ02h̃
6/5 − kTN0h̃

6/5nh ln s. (3.41)

Тут

Ẽ02 = E02 +

(

ln s − 1

2
I ′0

)

s−3
0 (3.42)

або наближено (ряд за степенями ϕh) маємо

Ẽ02 = Ẽ
(0)
02 − Ẽ

(1)
02 ϕh − Ẽ

(2)
02 ϕ2

h,

Ẽ
(0)
02 = E

(0)
02 +

(

ln s − 1

2
I ′00

)

s−3
0 , (3.43)

Ẽ
(1)
02 = E

(1)
02 − 1

2
I ′01s

−3
0 , Ẽ

(2)
02 = E

(2)
02 +

1

2
I ′02s

−3
0 .
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Вiдзначимо, що останнiй доданок iз (3.41) при сумуваннi внескiв вi-
льної енергiї системи скоротиться з вiдповiдним доданком iз (3.9).

Сумарна вiльна енергiя системи. Загальний вираз для вiль-
ної енергiї системи в околi критичної точки у випадку сильних полiв
h̃ � h̃c та T < Tc вiдповiдно до (1.4) має вигляд

F
(−)
h = −kTN

[

ln chh′ + l0 + l1h̃
6/5 − l11h̃

6/5ϕh+

+l12h̃
6/5ϕ2

h + l2h̃
2 − l3τ̃1 + l4τ̃

2
1

]

, (3.44)

де

l1 = Ẽ
(0)
02 + s−3

0 (fp1c − F10) ,

l11 = −s−3
0 (F11 − fp11c) + Ẽ

(1)
02 , (3.45)

l12 = −s−3
0 (F12 + fp12c) − Ẽ

(2)
02 .

Iншi коефiцiєнти (l0, l2, l3, l4) заданi в (2.40) i приймають тi ж зна-
чення, що й вищеприведенi для областi слабких полiв h̃ � h̃c. При
s0 = 2, b/c = 0.3, Φ̄ = 0.05 отримуємо такi ж величини l1, l11, l12, що
й у випадку h̃ � h̃c та T > Tc [9]:

l1 = 0.293, l11 = −0.200, l12 = 0.105.

Слiд пiдкреслити, що отримана в (3.44) iз перших принципiв
статистичної фiзики явна форма сингулярної частини вiльної ене-
ргiї F

(−)
h (τ̃1, h̃) узгоджується iз статичною гiпотезою подiбностi, яка

стверджує, що потенцiал Гiббса є узагальненою однорiдною функцi-
єю (див., наприклад, [10]). Справдi, однорiдну функцiю f(x, y) двох
змiнних для довiльних значень λ, b, p можна представити як

f(λx, λby) = λpf(x, y)

або при виборi λ = 1/x

f(x, y) = xpf(1, yx−b).

Скориставшись степеневим розкладом f(1, yx−b) за yx−b, для f(x, y)
з точнiстю до квадратичних членiв запишемо

f(x, y) = xp
[

f(1, 0) + f ′(1, yx−b) |yx−b=0 yx−b +

+
1

2
f ′′(1, yx−b) |yx−b=0 y2x−2b

]

.
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Покладаючи x = h̃ та y = τ̃1, переконуємось, що у випадку силь-
них полiв h̃ � h̃c для b > 0 величина yx−b = τ̃1h̃

−b = h̃
1/p0
c h̃−b, за

якою здiйснюється розклад, є дiйсно малою i права частина остан-
ньої рiвностi при p = 6/5, b = 1/p0, p0 = 5ν/2 приймає форму запису
сингулярної частини у (3.44).

Середнiй спiновий момент та iншi термодинамiчнi харак-

теристики системи. На основi виразу для F
(−)
h (3.44) можна роз-

рахувати середнiй спiновий момент

σ
(−)
h = − 1

N

(

∂F
(−)
h

∂h

)

T

та сприйнятливiсть на одну частинку

χ
(−)
h = − 1

N

(

∂2F
(−)
h

∂h2

)

T

=

(

∂σ
(−)
h

∂h

)

T

.

Для середнього спiнового моменту σ
(−)
h маємо

σ
(−)
h = th h′ + σh0

h′ + σh1
(h′)1/5 − σh2

τ̃1(h
′)1/5−1/p0 +

+σh3
τ̃2
1 (h′)1/5−2/p0 , (3.46)

σh0
= 2l2f

−2
0 , σh1

=
6

5
l1f

−6/5
0 ,

σh2
=

(

6

5
− 1

p0

)

l11f
−(6/5−1/p0)
0 ,

σh3
=

(

6

5
− 2

p0

)

l12f
−(6/5−2/p0)
0 .

Як бачимо iз (3.46), при τ̃1 = 0 основний внесок у середнiй спiновий
момент σ

(−)
h визначається доданком σh1(h

′)1/5.

Для сприйнятливостi χ
(−)
h при h̃ � h̃c справедливе спiввiдношен-

ня

χ
(−)
h = β

[

1 − th2 h′ + χh0
+ χh1

(h′)−4/5− (3.47)

−χh2
τ̃1(h

′)−4/5−1/p0 + χh3
τ̃2
1 (h′)−4/5−2/p0

]

,

χh0
= σh0, χh1

=
1

5
σh1,

χh2
=

(

1

5
− 1

p0

)

σh2, χh3
=

(

1

5
− 2

p0

)

σh3.
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Приймаючи до уваги результати розрахункiв в областi сильних
полiв h̃ � h̃c для високотемпературної [9] та низькотемпературної
(дана робота) областей, можна графiчно проiлюструвати еволюцiю
середнього спiнового моменту та сприйнятливостi системи з ростом
поля для рiзних температур (див. рис. 3 та 4).

Одержанi нами значення середнього спiнового моменту для рi-
зних h′ iз областей слабких (h̃ � h̃c) та сильних (h̃ � h̃c) полiв
узгоджуються iз результатами iнших авторiв, наприклад, з дани-
ми [11,12] Монте-Карло дослiджень моделi Iзiнга на простiй кубiчнiй
гратцi iз взаємодiєю найближчих сусiдiв (у нашому випадку моде-
люється набором параметрiв s0 = 2, b/c = 0.3, Φ̄ = 0.092 [3]). При
T > Tc (τ = 0.0050) це можна бачити iз таблицi 1, а при T < Tc
(τ = −0.0047) – iз таблицi 2. Данi iз робiт [11, 12], приведенi в цих
таблицях, вiдповiдають максимумам ймовiрнiсних розподiлiв пара-
метра порядку системи. Поведiнку польової залежностi середнього

Табл. 1. Оцiнка величин середнього спiнового моменту тривимiрної
iзiнгоподiбної системи для високотемпературної областi (τ = 0.0050),
здiйснена на основi результатiв робiт [9] та [11]. Значення σ(+) вiд-
повiдає випадку слабкого поля h̃ = 0.205h̃c, де h̃c = τ̃5ν/2, або h′ =

βh = 0.00013, а значення σ
(+)
h – випадку сильного поля h̃ = 4.251h̃c

або h′ = 0.0027.

Середнiй Робота [9], Робота [11],
спiновий метод метод
момент колективних Монте-Карло,

при T > Tc змiнних L3 = 583

σ(+) 0.110 0.100

σ
(+)
h 0.500 0.359

спiнового моменту σ
(Tc)
h при T = Tc демонструє рис. 5. Крива 1 вiд-

творює нашi результати, а крива 2 взята iз роботи [13], яка також
присвячена вивченню з допомогою Монте-Карло симуляцiй триви-
мiрної моделi Iзiнга поблизу критичної точки при наявностi зовнiш-
нього магнiтного поля.

Слiд вiдмiтити, що в представленiй схемi розрахунку використо-
вувались певнi наближення. Зокрема, ми обмежувались моделлю ρ4.
Очiкується, що врахування бiльш складної моделi ρ6 привело б до
зменшення величини середнього спiнового моменту (див., [2,14–16]),
а отже, до кращого спiвпадiння наших даних та вищеприведених ре-
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σ

a

σ

b

Рис. 3. Кривi залежностi середнього спiнового моменту системи вiд
поля для рiзних значень температур (a – випадок сильних полiв h̃ �
h̃c та T > Tc; b – випадок h̃ � h̃c та T < Tc).
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χ

a

χ

b

Рис. 4. Змiна сприйнятливостi системи iз ростом поля для рiзних
значень τ (a – випадок сильних полiв h̃ � h̃c та T > Tc; b – випадок
h̃ � h̃c та T < Tc).
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Табл. 2. Порiвняння величин середнього спiнового моменту системи
у низькотемпературнiй областi (τ = −0.0047), отриманих на осно-
вi даних дослiджень та результатiв роботи [12]. Середнiй спiновий

момент σ
(−)
h=0 вiдтворює випадок нульового зовнiшнього поля. Зна-

чення σ(−) вiдноситься до випадку слабкого поля h̃ = 0.746h̃c або
h′ = 0.00043, а значення σ

(−)
h – до випадку сильного поля h̃ = 4.337h̃c

або h′ = 0.0025.

Середнiй Дана робота, Робота [12],
спiновий метод метод
момент колективних Монте-Карло,

при T < Tc змiнних L3 = 743

σ
(−)
h=0 0.516 0.289

σ(−) 0.591 0.335

σ
(−)
h 0.624 0.420

σ
Рис. 5. Середнiй спiновий момент системи при T = Tc (крива 1) як
функцiя поля h′. Крива 2 вiдповiдає результатам роботи [13].
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зультатiв iз [11–13]. Як i у випадку T > Tc [9], при обчисленнi довго-
хвильової частини статистичної суми системи (Iµτ +1 (2.5) для h̃ � h̃c
та Inh+1 (3.12) для h̃ � h̃c) також використовувалось наближення,
врахування якого внесло б певнi коректури. Тут при iнтегруваннi за
змiнними з k 6= 0 в рамках гаусової густини мiри враховувалось тiль-
ки нульове наближення, а середнi вiдносно гаусового розподiлу вiд
доданкiв з k 6= 0 не брались до уваги. Методика врахування таких
середнiх розроблена в [2, 17].

Описаний вище пiдхiд дозволяє обчислити ентропiю

S
(−)
h = −

(

∂F
(−)
h

∂T

)

h

та теплоємнiсть системи

C
(−)
h = −T

(

∂2F
(−)
h

∂T 2

)

h

= T

(

∂S
(−)
h

∂T

)

h

.

Проiлюструємо це на прикладi випадку сильних полiв h̃ � h̃c.
Розрахунок S

(−)
h та С(−)

h слiд проводити при фiксованiй польовiй
змiннiй. При h̃ = const роль ϕh (3.4) вiдiграватиме величина

ϕτ = τ̃1/τ̃c, (3.48)

де τ̃c = h̃1/p0 , а температурна змiнна τ̃1 змiнюється вiд 0 до τ̃c. Вра-
ховуючи цю рiвнiсть, вiльну енергiю F

(−)
h (3.44) можна переписати

у виглядi

F
(−)
h = −kTN

[

ln chh′ + l0 + l1h̃
6/5 − l11τ̃1h̃

6/5−1/p0+

+l12τ̃
2
1 h̃6/5−2/p0 + l2h̃

2 − l3τ̃1 + l4τ̃
2
1

]

. (3.49)

Вiдмiтимо, що кiнцевий явний вираз для вiльної енергiї F
(−)
h як фун-

кцiя τ̃1 та h̃ є однаковий i не залежить вiд того, яку змiнну (темпе-
ратурну τ̃1 чи польову h̃) ми фiксуємо при розглядi. У цьому можна
переконатись, пiдставляючи почергово у (3.44) замiсть ϕh вирази
(3.4) i (3.48), якi справедливi при τ̃1 = const та h̃ = const, вiдповi-
дно. На основi (3.49) для ентропiї системи при h̃ � h̃c та T < Tc
знаходимо

S
(−)
h = kN

[

sh0 + sh1h̃
ψ − sh2τ̃1h̃

−ϕ − sh3τ̃1

]

. (3.50)
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Теплоємнiсть системи C
(−)
h задається формулою

С(−)
h = kN

[

сh0 + сh1h̃
−ϕ
]

. (3.51)

Коефiцiєнти та показники степенiв у виразах (3.50) та (3.51) задовi-
льняють таким же спiввiдношенням, що й при T > Tc [9].
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