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Термодинамiчнi функцiї однокомпонентної моделi магнети-

ка при T > Tc за наявностi зовнiшнього поля

М.П.Козловський, I.В.Пилюк, О.О.Притула

Анотацiя. На мiкроскопiчному рiвнi виконаний розрахунок термо-
динамiчних функцiй тривимiрного iзiнгоподiбного магнетика в зовнi-
шньому полi поблизу критичної точки. Критична поведiнка системи
при T > Tc описана у випадках як слабких, так i сильних полiв.
Отриманi вирази для вiльної енергiї, параметра порядку, сприйнят-
ливостi, ентропiї та теплоємностi є явними функцiями температури,
величини поля i мiкроскопiчних параметрiв системи.

Thermodynamic functions of a one-component model of a mag-

net at T > Tc in the presence of an external field

M.P.Kozlovskii, I.V.Pylyuk, O.O.Prytula

Abstract. We evaluate the thermodynamic functions for an Ising-like
magnet near the critical point in the presence of an external field. The
calculations are performed on the microscopic level in the three-dimen-
sional space. We described the critical behaviour of the system at T > Tc
in the cases of both weak and strong fields. The obtained expressions
for the free energy, order parameter, susceptibility, entropy and specific
heat are the explicit functions of the temperature, field strength and
microscopic parameters of the system.
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1 Препринт

В роботi [1] запропонований метод розрахунку поблизу критичної
точки вiльної енергiї системи iзiнгiвських спiнiв у зовнiшньому полi
h. Обчислення виконувалися для системи iз гамiльтонiаном

H = −1

2

∑

l,j∈Λ

Φ(rlj)slsj − h
∑

l∈Λ

sl, (1)

у якому Φ(rlj) – деякий короткосяжний потенцiал взаємодiї. Особли-
вiстю способу розрахунку [1] є те, що задавався не вираз для Φ(rlj)
як функцiя вiддалi мiж вузлами rlj = |rl − rj|, а його фур’є-образ
Φ′(k), для якого використовується спiввiдношення

Φ(rlj) =
1

N

∑

k∈B

Φ′(k)eikrlj . (2)

Хвильовий вектор k приймає значення всерединi першої зони Брiл-
люена

B =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = −π
c

+
2π

c

ni
Ni

;

ni = 1, 2, ..., Ni, i = x, y, z

}

. (3)

Тут c – стала простої кубiчної гратки, N3
i = N – число вузлiв. Вiд-

повiдно до методу розрахунку статистичної суми з гамiльтонiаном
(1) поблизу точки фазового переходу [2] величина Φ(k) замiнюється
послiдовнiстю деяких не залежних вiд k величин. Для цього область
значень k ∈ B розбивається на частини B0, B1, B2, ..., Bn. Для B0

маємо

B0 =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2π

c0

ni
N0i

;

ni = 1, 2, ..., N0i, i = x, y, z

}

, (4)

де N0xN0yN0z = N0, N0 = Ns−d0 , причому s0 ≥ 1, d – вимiрнiсть про-
стору (в даних розрахунках d = 3). Параметр s0 визначає величину
перiоду деякої ефективної гратки:

c0 = cs0. (5)

Вважається, що для кожного конкретного короткосяжного потенцi-
алу взаємодiї величина s0 приймає таке значення, що при всiх k ∈ B0
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для Φ(k) має мiсце параболiчна апроксимацiя. Так, для експонентно
спадного потенцiалу Φ(rlj) = A exp(−rlj/b) маємо

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), k ∈ B0,
Φ0 = Φ(0)Φ̄, k ∈ B\B0.

(6)

Для всiх k ∈ B\B0 величина Φ(k) вважається постiйною. Таким чи-
ном, модель з гамiльтонiаном (1) мiстить два додаткових параметри.
Перший з них Φ̄ може визначатися з умови

Φ̄ =

∫ B

B0
Φ′(k)k2dk

∫ B

B0
Φ(0)k2dk

. (7)

Тут B = π/c, B0 = π/c0, Φ′(k) – повний (без параболiчної апро-
ксимацiї) фур’є-образ потенцiалу Φ(rlj). Розрахунки в данiй роботi
будуть проiлюстрованi випадком Φ̄ = 0.05. Другий параметр s0 ви-
значає область значень k ∈ B0, де для Φ′(k) можна скористатись iз
наближення (6). Насправдi величини Φ̄ та s0 пов’язанi мiж собою, ос-
кiльки вибiр s0 визначає значення Φ̄. Областi значень Bn iз n = 1, 2,
... мають вигляд

Bn =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cn
+

2π

cn

ni
Nn,i

;

ni = 1, 2, ..., Nn,i, i = x, y, z

}

, (8)

де cn = c0s
n, s – параметр ренормгрупи (s ≥ 1), Nn = NnxNnyNnz.

Число вузлiв n-ої ефективної блочної структури Nn = N0s
−dn. Вiд-

повiдно до (8) вводимо об’єм перiодичностi

Λn = {l = (lx, ly, lz)|li = cnni; ni = 1, 2, ..., Nn,i, i = x, y, z} (9)

з циклiчними граничними умовами.
Статистична сума моделi (1) iз врахуванням (6) записується у

виглядi [3]

Z = Z0j0e
ã0N0

∫

(dη)N0 exp

[

−1

2

∑

k∈B0

d(k)ηkη−k −

−a1N
1/2
0 η0 −

a3

3!
N

−1/2
0

∑

k1,...,k3
ki∈B0

ηk1
...ηk3

δk1+...+k3
−

−a4

4!
N−1

0

∑

k1,...,k4
ki∈B0

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]

. (10)



3 Препринт

Тут

Z0 = 2N exp

[

1

2
βΦ0N

]

eNM0 , j0 =
√

2
N0−1

,

eã0 = (2πM2)
−1/2e−a

′2/4

[

1 − 3

4
g(1 − a′2)

]

,

a1 = −a
′

2
µ2(1 − 3g), (11)

a3 = −3

2
µ3

2a
′g, a4 =

3

2
µ4

2g.

Величини Mn(h
′) є кумулянтами:

M0 = ln chh′, M1 = th h′,

M2 = 1 −M2
1, M3 = −2M1M2, (12)

M4 = −2M2
2 + 4M2

1M2;

h′ = βh, β = 1/(kT ).

Для a′, g та µ2 маємо вирази

a′ = s
d/2
0 M1(h

′)µ2, µ2 =

(

2

M2(h′)

)1/2

, (13)

g = −s−d0

1

6
M4(h

′)/M2
2(h

′).

Коефiцiєнт d(k) пов’язаний з параболiчною апроксимацiєю фур’є-
образу потенцiалу:

d(k) = ã2 − βΦ(0) + 2βΦ(0)b2k2,

ã2 = a2 + βΦ0, a2 =
1

2
µ2

2

[

1 − 3g

(

1 − a′2

2

)]

.

В нашiй попереднiй роботi [1] було розраховано статистичну суму
(10) поблизу критичної точки (h = 0, T = Tc) для випадкiв слабких
(h < hc) та сильних (h > hc) полiв. Величина граничного поля hc
пов’язана з нормованою вiдносною температурою

τ̃ =

(

T − Tc
Tc

)

c
(0)
k1
/f0 (14)

спiввiдношенням [4]
h̃c = τ̃p0 , (15)
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де h̃c = hcβ/f0. Показник степеня p0 рiвний

p0 =
d+ 2

2
ν. (16)

Тут ν – критичний показник кореляцiйної довжини, а постiйнi вели-
чини f0 та c(0)k1 виникають при розв’язку рекурентних спiввiдношень
(РС). Розв’язки РС приведенi в [5] i мають вигляд

wn = −ch1
M1E

n
1 − ch2

M1T
(0)
13 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−1En3 ,

rn = r∗ + c
(0)
k1
βΦ(0)τE2 + ck2T

(0)
24 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−1En4 , (17)

vn = −ch2
M1E

n
3 ,

un = u∗ + c
(0)
k1 τT

(0)
42 ϕ

1/2
0 (βΦ(0))2En2 + ck2E

n
4 .

Величини El є власними значеннями матрицi лiнiйного перетворення
ренормгрупи









wn+1 − w∗

rn+1 − r∗

vn+1 − v∗

un+1 − u∗









= R









wn − w∗

rn − r∗

vn − v∗

un − u∗









.

Вони обчислюються вiдповiдно до формул

E1 = s(d+2)/2, E3 = s(d−2)/2,

E2,4 =
1

2

{

R22 + R44 ±
[

(R22 −R44)
2 + 4R24R42

]1/2
}

.

Значення w∗, r∗, v∗ та u∗ визначають координати фiксованої точки
РС

w∗ = v∗ = 0,

r∗ = −f0βΦ(0), u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (18)

де постiйнi f0 та ϕ0 виражаються через параметри моделi:

f0 = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2), (19)

ϕ
1/2
0 = f0(1 − s−2)/f00, f00 = (1 − 3s−dG0)/(γ

√
24).

Тут γ = Γ(3/4)/Γ(1/4) ≈ 0.337989,G0 = (12γ2−1)/(24γ2) ≈ 0.135260.
Iншi величини iз (17) означенi в [5].



5 Препринт

1. Загальнi положення розрахунку вiльної енергiї

в областi слабких полiв при T > Tc

Вiдповiдно до [1, 4] область малих полiв визначається спiввiдношен-
ням

h̃ = τ̃p0(1+∆) ≤ h̃c, (1.1)

де ∆ > 0. Це дозволяє знайти явний вираз для вiльної енергiї, однак
розрахунок параметра порядку та iнших фiзичних характеристик
є утруднений, оскiльки iснує функцiональний зв’язок мiж полем i
температурою.

В данiй роботi розвинутий спосiб розрахунку вiльної енергiї, при
якому не використовується спiввiдношення (1.1). Як було встановле-
но в [1, 4] (див. рис. 1), в областях I та IV значення поля є малим в
порiвняннi iз h̃c i основну роль тут вiдiграє температурна змiнна τ̃ .

τ

Рис. 1. Дiаграма, що визначає областi “великих” та “малих” полiв
поблизу критичної точки та величину граничного значення поля
h̃c = τ̃p0 (вираз для p0 приведений в (16)).

Вважатимемо, що температура системи T > Tc зафiксована1 i така,
що величина τ = (T − Tc)/Tc є малою (τ � 1). Значення поля h̃ при

1Величина Tc вiдповiдає температурi фазового переходу при вiдсутностi поля.
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цьому змiнюється в iнтервалi

0 < h̃� h̃c, (1.2)

де h̃c обчислюється вiдповiдно до (15).
Скористаємося iз методу поетапного обчислення статистичної су-

ми (10), який для випадку наявностi поля описаний в [3–5]. Викори-
стовуючи результати роботи [1], зобразимо вiльну енергiю системи
при T > Tc для значень поля (1.2) у виглядi

F = F0 + FКР + FПО + FI , (1.3)

де

F0 = −kTN
(

ln 2 + ln chh′ +
1

2
βΦ(0)Φ̄

)

.

Внесок FКР вiдповiдає дiлянцi критичного режиму:

FКР = −kT lnQ0 + F ′
КР. (1.4)

Тут перший доданок для малих значень τ та h може бути записаний
як

lnQ0 = N0

(

e′′c0 + e′′c1τ̃ + e′′c2T τ̃
2 + e′′c2h̃

2
)

. (1.5)

Явнi вирази для коефiцiєнтiв e′′cl, e
′′
c2T отриманi в [1, 4]. Для набору

параметрiв

b/c = 0.3, s0 = 2, s = s∗ = 3.3783 (1.6)

маємо

e′′c0 = 0.837, e′′c1 = −0.352,

e′′c2T = 0.082, e′′c2 = −0.280. (1.7)

Частина вiльної енергiї критичного режиму F ′
КР

передбачає суму-
вання парцiальних вiльних енергiй вiд першої до np блочної струк-
тури:

F ′
КР = −kT

np
∑

n=1

lnQn. (1.8)

Величина Qn має змiст парцiальної статистичної суми n-ої блочної
структури i поблизу критичної точки представляється у виглядi [5]

lnQn = Nn

[

H20 +H21h
(n−1)
2 − γh

(n)
2 −H22(h

(n−1)
3 )2 +

+
3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

. (1.9)
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Тут вирази для коефiцiєнтiв H20, H21 та H22 приведенi в [1,5]. Вони
не залежать вiд параметрiв b/c, s0, Φ̄ та приймають значення

H20 = 1.433, H21 = 0.087, H22 = 3.565. (1.10)

Величини h
(n)
2 та h

(n)
3 (так званi основнi аргументи) при n ≤ np

зображаються у виглядi

h
(n)
2 = h22

[

f0τ̃E
n
2 − 1

2
ϕ
−1/2
0 f2

0 (τ̃En2 )
2
T

(0)
42

]

,

h
(n)
3 = h32M1(h

′)En3 (1 − h34f0τ̃E
n
2 ) . (1.11)

Тут τ̃ – температурна змiнна iз (14), M1(h
′) – перший кумулянт,

який при h′ � 1 пропорцiйний до h′. Решта величин приймають
постiйнi значення. У випадку (1.6) вони рiвнi

h22 = 6.643, h32 = −3.945, h34 = 0.359,

f0 = 0.242, ϕ0 = 0.136, (1.12)

E2 = 7.374, E3 = 1.838.

Слiд зауважити, що для областi малих значнь поля величина np
рiвна [1]

np = mτ = − ln τ̃

lnE2
− 1. (1.13)

Приймаючи до уваги (1.13), iз (1.8) та (1.9) знаходимо

F ′
КР = −kTN0

(

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃

2 + f
(3)
CRh̃

2 + e4pτ̃
3ν
)

, (1.14)

де явний вигляд коефiцiєнтiв f (l)
CR та e4p мiститься в [1], а у випадку

(1.6) вони приймають значення

f
(0)
CR = 0.038, f

(1)
CR = −0.124, f

(2)
CR = −0.107,

f
(3)
CR = −0.081, e4p = −0.748. (1.15)

Сумуючи вирази (1.5) та (1.14), вiдповiдно до (1.4) отримуємо внесок
у вiльну енергiю системи вiд дiлянки критичного режиму:

FКР = −kTNs−3
0

(

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2 + e4pτ̃
3ν
)

. (1.16)

Явнi вирази для коефiцiєнтiв elp можна знайти в [1], а при (1.6) вони
рiвнi

e0p = 0.876, e1p = −0.476, e2p = −0.025, e3p = −0.361. (1.17)
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Внесок у вiльну енергiю (1.3) вiд перехiдної областi FПО має ви-
гляд

FПО = Fmτ+1 + Fp. (1.18)

Методика розрахунку складових цього внеску детально описана в [1]
i тому приведемо результати обчислень. Для першого доданку правої
сторони рiвностi (1.18) отримуємо

Fmτ +1 = −kTN0fmpτ̃
3ν , (1.19)

де

fmp = H ′
20 +

1

4
ln

umτ

umτ+1
+H211h

(mτ )
2 + lnK0(h

(mτ+1)
2 ),

H ′
20 = −1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

+ ln s, (1.20)

H211 = −1

2

(

γ − 1

4γ

)

− 3

4
s−dG0G2(G

′
00)

−1.

Тут постiйнi G2 та G′
00 рiвнi

G2 =
1

2γ
− 2γ + 4γ

6γ2 − 1

12γ2 − 1
≈ −0.3435,

G′
00 = 1 − 3

4
s−dG0.

Для величин umτ+l маємо [1]

umτ
= u∗

(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E

−1
2

)

,

umτ+1 = u∗
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42

)

. (1.21)

Iз формул (1.11) знаходимо

h
(mτ )
2 = h22

f0
E2

(

1 − 1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0

1

E2

)

,

h
(mτ+1)
2 = h22f0

(

1 − 1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0

)

. (1.22)

Величина K0(h
(mτ+1)
2 ) визначається iз спiввiдношення

K2l(h
(mτ +1)
2 ) =

∫ ∞

−∞

x2ldx exp
(

−h(mτ+1)
2 x2 − x4

)

dx (1.23)



9 Препринт

при l = 0. Для доданку Fp, як це було показано в [1], маємо

Fp = −kTN0s
−3τ̃3ν [fp2 − (mτ + 1) ln s] , (1.24)

де

fp2 = − lnπ − 1

4
ln 24 +

1

4
lnumτ+1 −

1

2
lnM

(mτ+1)
2 + ln IG. (1.25)

Тут введене позначення

M
(mτ+1)
2l = K2l(h

(mτ+1)
2 )/K0(h

(mτ+1)
2 ),

де вираз для K2l(h
(mτ+1)
2 ) приведений в (1.23),

IG =

∫ ∞

−∞

e−x
2
−Gmτ +1x

4

dx,

причому

Gmτ+1 =
1

6
s−d

[

3 −M
(mτ+1)
4 (M

(mτ+1)
2 )−2

]

.

Як буде показано нижче, при розрахунку повного виразу для вiльної
енергiї системи останнiй доданок в (1.24) компенсується вiдповiдним
доданком iз FI .

Повернемося до формули (1.3). Для величини FI справедливий
вираз [1]

FI = −kT ln Imτ+2, (1.26)

де

Imτ +2 =

∫

(dρ)Nmτ +2 exp

[

a1mN
1/2h̃ρ0 −

1

2

∑

k∈Bmτ+2

d̄(k)ρkρ−k −

− 1

3!
ā3N

−1/2
mτ+2

∑

k1,...,k3
ki∈Bmτ +2

ρk1
...ρk3

δk1+...+k3
−

− 1

4!
ā4N

−1
mτ+2

∑

k1,...,k4
ki∈Bmτ +2

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]

. (1.27)

Тут введенi позначення

a1m = f0M20/M2,

ICMP–04–03U 10

M20 = 1 − 3g − 6gT
(0)
13 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−1/M2,

d̄(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̄(0) = dmτ +2(0) = s−2(mτ+2)rmτ+2, (1.28)

ā3 = s−3(mτ+2)vmτ +2,

ā4 = s−4(mτ+2)umτ+2,

де величини rmτ +2, vmτ+2 та umτ+2 мають вигляд

rmτ +2 = f0βΦ(0)(E2 − 1),

vmτ +2 = −ch2M1(h
′)Emτ+2

3 , (1.29)

umτ+2 = u∗
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E2

)

.

При розрахунку (1.27) в роботi [1] вважалося, що рух системи до
критичної точки вiдбувається по деякiй траєкторiї, яка передбачає
виконання рiвностi типу

h̃ = τ̃p0(1+∆). (1.30)

Для значень ∆ > 0 траєкторiї проходять нижче граничної (∆ = 0)
i знаходяться (див. рис. 1) в областi I (при T > Tc) або областi IV
(для T < Tc). Значення ∆ < 0 (∆ > −1) вiдповiдають сильним
полям. Спiввiдношення (1.30) реалiзується для реальних систем да-
леко не завжди. Зазвичай змiна поля та температури не вiдповiдає
спiввiдношенню (1.30) i вiдбувається незалежно. Тому обмежимося
умовою (1.2) на величину поля i проведемо розрахунок (1.27) для
фiксованого значення температури

0 ≤ τ ≤ τ∗, (1.31)

де τ∗ ≈ 10−2 [2].

2. Вiльна енергiя системи для малих значень полiв

при T > Tc

Розрахуємо величину Imτ +2 як функцiю температури та поля побли-
зу критичної точки. Запишемо (1.27) у виглядi

Imτ+2 =
∏

k∈Bmτ +2

k 6=0

(

π/d̄(k)
)1/2

I
(0)
mτ +2, (2.1)
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де

I
(0)
mτ+2 =

∫ ∞

−∞

dρ0 exp

[

a1mN
1/2h̃ρ0 −

1

2
d̄(0)ρ2

0 −
1

3!
ā3N

−1/2
mτ+2ρ

3
0−

− 1

4!
ā4N

−1
mτ+2ρ

4
0

]

. (2.2)

При обчисленнi (2.1) ми скористалися з того факту, що величина

h
(mτ+1)
2 є суттєво бiльшою за h

(mτ )
2 . Це ж стосується i наступних

значень h
(mτ+2)
2 , h(mτ+3)

2 , ... . Ця обставина дозволяє обмежитися
гаусовим розподiлом i виконати в (1.27) iнтегрування за змiнними
ρk iз k 6= 0, скориставшись гаусовою мiрою2.

Для обчислення (2.2) використаємо метод перевалу [6]. Для цього
виконаємо замiну змiнної

ρ0 = ρ̄0

√
N (2.3)

та знайдемо величину ρ̄0 з умови екстремуму показника експоненти
пiдiнтегральної функцiї в (2.2). Маємо рiвняння

−h̃a1m + d̄(0)ρ̄0 +
1

2
ā3s

3/2
0 s3/2s3/2(mτ +1)ρ̄2

0 +

+
1

6
ā4s

3
0s

3s3(mτ+1)ρ̄3
0 = 0. (2.4)

2Числова оцiнка (пiсля замiн змiнних ρk = N
−1/2
mτ +2

∑

l
ρ̃l exp(−ikl) та (ρ̃l)

4 =

4!x4/ā4 в (1.27))

√
6

d̄(0, Bmτ +2)

(ā4)1/2
=

√
6

f0(E2 − 1) + π2(b/c)2s−2
0

ϕ
1/2
0 (1 + f0ϕ

−1/2
0 T

(0)
42 E2)1/2

= 8.595,

243/4

6

ā3

(ā4)3/4
= −

243/4

3

f0E3

ϕ
3/4
0 (βΦ(0))3/2(1 + f0ϕ

−1/2
0 T

(0)
42 E2)3/4

×

×s
−3/2
0

h̃

h̃c

τ̃2ν → 0 при h̃ → 0

свiдчить про велике значення коефiцiєнта
√

6d̄(k)/(ā4)1/2 =
√

6
[

d̄(0) + 2βΦ(0)×

b2k2
]

/(ā4)1/2 квадратичного члена у виразi (1.27) порiвняно з iншими його ко-

ефiцiєнтами. Наслiдком цього є близькiсть числових значень iнтегралiв

Ix4 =

∫

∞

−∞

exp
[

−8.595x2 − 0x3 − x4
]

dx ≈ 0.599,

Ix2 =

∫

∞

−∞

exp
[

−8.595x2
]

dx ≈ 0.605.
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Для знаходження його розв’язку нагадаємо, що мають мiсце спiввiд-
ношення

d̄(0) = τ̃2νrmτ +2s
−2, rmτ +2 = βΦ(0)f0(E2 − 1),

ā3s
3(mτ+2)/2 = −ch2f0h̃s

−3E3τ̃
ν = τ̃νpmτ+2s

−3h̃,

pmτ+2 = −ch2f0E3, (2.5)

ā4s
3(mτ+1) = τ̃νumτ+2s

−4,

umτ+2 = ϕ0(βΦ(0))2
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E2

)

.

Як легко бачити iз (2.5), коефiцiєнт при кубiчному членi в (2.2) та бi-
ля квадратичного доданку в (2.4) є зникаюче малим, оскiльки h̃ ≤ h̃c.
Поблизу критичної точки величини rmτ +2 та umτ+2 можна розраху-
вати, покладаючи T = Tc. Тодi за умов (1.2), (1.6) отримуємо

rmτ+2(Tc) = 1.969, umτ+2(Tc) = 0.412, a1m(Tc) = 0.295. (2.6)

Рiвняння (2.4) будемо розв’язувати, виконавши пiдстановку

ρ̄0 = στ̃ν/2. (2.7)

Отримуємо

−a1mh̃+ τ̃5ν/2

[

σs−2rmτ +2 +
1

6
σ3s30

1

s
umτ+2

]

= 0. (2.8)

Приймаючи до уваги (15), отримуємо зведене кубiчне рiвняння для
σ:

σ3 +R′
1σ −R′

0

h̃

h̃c
= 0. (2.9)

Тут

R′
1 = 6

rmτ +2

umτ+2
s−1s−3

0 ,

R′
0 = 6a1ms

1

umτ+2
s−3
0 . (2.10)

Для набору параметрiв (1.6) знаходимо

R′
0 = 1.814, R′

1 = 1.060.

Вiдповiдно до розв’язку Кардано [7] маємо коренi рiвняння (2.9)

σ1 = A′ +B′, σ2,3 = −A
′ +B′

2
± i

A′ −B′

2

√
3, (2.11)



13 Препринт

де

A′ =

(

1

2
R′

0

h̃

h̃c
+
√

Q′

)1/3

, B′ =

(

1

2
R′

0

h̃

h̃c
−
√

Q′

)1/3

.

Величина

Q′ =

(

R′
1

3

)3

+

(

−1

2
R′

0

h̃

h̃c

)2

(2.12)

приймає додатнi значення. Отже, маємо один дiйсний корiнь σ = σ1,
який при h̃� h̃c можна наближено записати у виглядi

σ ≈ σ10h̃/h̃c. (2.13)

Тут
σ10 = a1ms

2r−1
mτ+2.

У випадку (1.6) маємо
σ10 = 1.711.

Використовуючи метод перевалу, для (2.2) знаходимо

I
(0)
mτ +2 =

√

2π

E′′(ρ̄0)
e−NE(ρ̄0).

Для показника експоненти E0(ρ̄0) = −NE(ρ̄0) iз врахуванням

E(ρ̄0) = −a1mh̃ρ̄0 +
1

2
s−2τ̃2νrmτ+2ρ̄

2
0 +

1

24
s30s

−1umτ+2τ̃
ν ρ̄4

0

та (2.7) отримуємо

E0(ρ̄0) = N

[

a1mh̃τ̃
ν/2σ − 1

2
rmτ +2s

−2τ̃3νσ2−

− 1

24
umτ+2s

−1s30τ̃
3νσ4

]

. (2.14)

Пiдставляючи в (2.14) наближений вираз для σ iз (2.13) та прийма-
ючи до уваги рiвнiсть (15), приходимо до результату

E0(ρ̄0) = NE
(2)
0 τ̃3ν

(

h̃

h̃c

)2


1 − E
(4)
0

(

h̃

h̃c

)2


 , (2.15)
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де

E
(2)
0 = a2

1m

s2

2rmτ +2
, E

(4)
0 =

1

12
ss30

umτ+2

rmτ+2
σ2

10. (2.16)

Для набору параметрiв (1.6) маємо

E
(2)
0 = 0.252, E

(4)
0 = 1.380.

Обчислимо внесок у вiльну енергiю системи вiд довгохвильових
флуктуацiй, який задається виразом

FI = −1

2
kTNmτ+2 lnπ +

1

2
kT

∑

k∈Bmτ +2

k 6=0

ln d̄(k) − kTE0(ρ̄0). (2.17)

Явний вигляд другого доданку правої частини (2.17) знаходимо вiд-
повiдно до способу, викладеного в роботах [4, 5]. Остаточно будемо
мати

FI = −kTN0s
−3τ̃3ν

[

1

2
lnπ + (mτ + 2) ln s− 1

2
I ′′0

]

− kTN ×

×τ̃3νE
(2)
0

(

h̃

h̃c

)2


1 − E
(4)
0

(

h̃

h̃c

)2


 . (2.18)

Тут

I ′′0 = ln(D′
0 +D′

1) −
2

3
+ 2

D′
0

D′
1

− 2

(

D′
0

D′
1

)3/2

arctg

(

D′
1

D′
0

)1/2

,

D′
0 = βΦ(0)f0[E2 − 1], D′

1 = 2βΦ(0)b2B2
0 , (2.19)

B0 =
π

s0c
.

Коефiцiєнти D′
0, D

′
1, а також I ′′0 для випадку (1.6) приймають на-

ступнi числовi значення:

D′
0 = 1.969, D′

1 = 0.568, I ′′0 = 0.835. (2.20)

Запишемо повний вираз для вiльної енергiї системи поблизу кри-
тичної точки при T > Tc для h̃� h̃c. Маємо зведену формулу

F = F0 − kTNs−3
0

(

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2 + e4pτ̃
3ν
)

−
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−kTNs−3
0 fmpτ̃

3ν − kTNs−3
0 s−3τ̃3ν [fp2 − (mτ + 1) ln s] −

−kTNs−3
0 s−3τ̃3ν

[

1

2
lnπ + (mτ + 2) ln s− 1

2
I ′′0

]

−

−kTNτ̃3νE
(2)
0

(

h̃

h̃c

)2


1 − E
(4)
0

(

h̃

h̃c

)2




або

F = −kTN



ln chh′ + l0 + l1T τ̃
3ν + l12T τ̃

3ν

(

h̃

h̃c

)2

+

+l14T τ̃
3ν

(

h̃

h̃c

)4

+ l2h̃
2 + l3τ̃ + l4τ̃

2



 , (2.21)

де введенi позначення

l0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l1T = s−3
0

[

e4p + fmp + s−3

(

fp2 +
1

2
lnπ + ln s− 1

2
I ′′0

)]

,

l12T = E
(2)
0 , l14T = −E(2)

0 E
(4)
0 , (2.22)

l2 = s−3
0 e3p, l3 = s−3

0 e1p −
1

2
βcΦ(0)Φ̄

f0

c
(0)
k1

,

l4 = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄

(

f0

c
(0)
k1

)2

.

Для набору параметрiв (1.6) знаходимо

l0 = 0.835, l1T = 0.041,

l12T = 0.252, l14T = −0.349, (2.23)

l2 = −0.045, l3 = −0.067, l4 = −0.001.

3. Фiзичнi характеристики системи в областi слаб-

ких полiв h̃ � h̃c при T > Tc

Обчислимо параметр порядку, роль якого для даної системи вiдiграє
середнiй спiновий момент:

σ(+) = − 1

N

(

∂F

∂h

)

T

≡ β

N

(

∂F

∂h′

)

T

.
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Використовуючи вираз (2.21), отримуємо

σ(+) = thh′ + σ0h
′ + σ

(+)
2 τ̃ν/2

h′

h̃c
+ σ

(+)
3 τ̃ν/2

(

h′

h̃c

)3

,

σ0 = 2l2f
−2
0 , σ

(+)
2 = 2l12Tf

−2
0 , σ

(+)
3 = 4l14T f

−4
0 . (3.1)

При h′ = 0 маємо рiвнiсть σ(+) = 0. У випадку h̃ � h̃c останнiм
доданком у (3.1) можна знехтувати. Як бачимо, величина σ(+) про-
порцiйна до першого степеня поля, причому при малих значеннях
поля основний внесок дає третiй доданок, який вiдповiдає моменту,
iндукованому полем h′. Для цього доданка знаходимо

σ
(+)
0 = σ

(+)
2 τ̃ν/2

h′

h̃c
=

a2
1m

rmτ +2
s2f−2

0 h′τ̃−2ν . (3.2)

Порiвняємо (3.2) з виразом для ρ̄0. Вiдповiдно до (2.7) та (2.13)
будемо мати

ρ̄0 = σ10
h̃

h̃c
τ̃ν/2 =

a1m

rmτ +2
s2f−1

0 h′τ̃−2ν . (3.3)

Як легко бачити, останнiй вираз з точнiстю до множника a1m/f0
спiвпадає iз (3.2):

σ
(+)
0 =

a1m

f0
ρ̄0. (3.4)

Внесок у середнiй спiновий момент σ
(+)
0 вiдповiдає частинi вiльної

енергiї системи вiд ρ̄0 i отримується iз спiввiдношення (2.14) для
E0(ρ̄0).

Для сприйнятливостi системи на одну частинку

χ(+) = − 1

N

(

∂2F

∂h2

)

T

=

(

∂σ(+)

∂h

)

T

при h̃� h̃c та T > Tc знаходимо

χ(+) = β
[

1 − th2 h′ + χ0 + χ
(+)
1 τ̃−γ

]

,

χ0 = σ0, χ
(+)
1 = σ

(+)
2 . (3.5)

Тут γ = 2ν – критичний показник сприйнятливостi.
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4. Вiльна енергiя для випадку сильних полiв при

T > Tc

В подальшому розглядi системи (1) з потенцiалом взаємодiї (6) вва-
жатимемо, що має мiсце спiввiдношення

h̃� h̃c, (4.1)

де величина граничного поля h̃c визначена в (15). Слiд, однак, за-
уважити, що великi поля не повиннi бути такими за абсолютним
значенням3. Оскiльки h̃c = τ̃p0 , а τ̃ може приймати як завгодно малi
значення, то величина h̃ може прямувати i до нуля.

Для зручностi розгляду представимо вiльну енергiю системи у
виглядi декiлькох доданкiв

F
(+)
h = F0 + FКР,h + Fp,h + FI,h, (4.2)

кожен з яких описує певний флуктуацiйний процес. Величина F0 є
однаковою як для малих, так i для великих полiв (формула (1.3)).
При Φ̄ = 0 F0 вiдповiдає внеску у вiльну енергiю вiд невзаємодiючих
спiнiв.

Внесок вiд дiлянки критичного режиму зручно зобразити у ви-
глядi суми двох доданкiв:

FКР,h = −kT lnQ0 + F ′
КР,h. (4.3)

Вираз для lnQ0 приведений в (1.5), а для F ′
КР,h маємо

F ′
КР,h = −kT

nh
∑

n=1

lnQn = F
(0)
КР,h + FКР,2h + FКР,3h. (4.4)

Для першого доданку iз (4.4) знаходимо [1]

F
(0)
КР,h = −kTN0

(

F10s
−3 − F10h̃

6/5
)

. (4.5)

Тут
F10 = H20(1 − s−3)−1, (4.6)

причому коефiцiєнт H20 той самий, що i в (1.9). Другий доданок iз
(4.4) можна записати у виглядi

FКР,2h = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃

2 − F11h̃
6/5ϕh−

−F12h̃
6/5ϕ2

h

]

, (4.7)

3Якщо температура T наближається до Tc, то τ � 1 i тодi будь-яке мале поле
може вважатися великим, якщо виконується (4.1).
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де [1, 4, 5]

F11 = h22f0

(

H21

E2
− γ

)

(

1 − s−3E2

)−1
,

F12 = h22
1

2
T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 f2

0

(

γ − H21

E2
2

)

(

1 − s−3E2
2

)−1
. (4.8)

Тут введена величина

ϕh = τ̃ h̃−1/p0 = (h̃c/h̃)
1/p0 , (4.9)

яка приймає малi значення при виконаннi умови (4.1). Тому надалi
поряд iз загальними виразами будемо записувати наближенi фор-
мули, використовуючи розклади за степенями величини4 ϕh. Для
останнього доданку правої частини рiвностi (4.4) маємо [1]

FКР,3h = −kTN0F13s
−3E2

2 h̃
2, (4.10)

де

F13 = h2
32f

2
0

(

3

8
γ − H22

E2
3

)

(

1 − s−3E2
3

)−1
. (4.11)

Числовi значення коефiцiєнтiв F1l при виконаннi (1.6) наступнi:

F10 = 1.471, F11 = −0.647, F12 = −0.076, F13 = −0.924. (4.12)

Пiдсумовуючи внески (4.5), (4.7) та (4.10), вiдповiдно до (4.4) отри-
муємо

F ′
КР,h = −kTN0

[

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃

2 + f
(3)
CRh̃

2−

−h̃6/5
(

F10 + F11ϕh + F12ϕ
2
h

)

]

. (4.13)

Порiвняємо вираз (4.13) iз вiдповiдним йому спiввiдношенням (1.14),
яке має мiсце для випадку слабких полiв. Легко бачити, що при
h̃ = h̃c, а отже ϕh = 1, виконується рiвнiсть

e4p = −F10 − F11 − F12.

4Слiд зауважити, що дослiдження поведiнки системи проводиться в режимi
постiйної температури τ̃ = const. При цьому величина поля h̃ не фiксується, а ϕh

характеризує величину поля по вiдношенню до h̃c. Можливий режим постiйного
поля h̃ = const, при якому дослiджується залежнiсть вiд τ̃ . У цьому випадку
величину ϕh слiд замiнити на ϕτ = τ̃ /τ̃c, де τ̃c = h̃1/p0 , а τ̃ змiнюється вiд 0
до τ̃c. В областi слабких полiв замiсть вищеприведених степеневих розкладiв за
h̃/h̃c будемо мати розклади за (τ̃c/τ̃)p0 . Тут τ̃c < τ̃ < τ̃∗, а τ̃∗ визначає величину
критичної областi за температурою при h̃ = 0.
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Для випадку h̃� h̃c основний внесок у неаналiтичну частину вiльної
енергiї забезпечується першим доданком, пропорцiйним до F10h̃

6/5.
Решта доданкiв пропорцiйнi до ϕh i при h̃� h̃c є значно меншими вiд
першого доданка. Повний вираз для FКР,h можна знайти вiдповiдно
до (4.3) при врахуваннi (1.5) та (4.13).

Розрахуємо третiй доданок виразу (4.2). Вiдповiдно до [1] запи-
шемо

Fp,h = −kTNnh+1

(

1

2
ln 2 + f ′

p0 +
1

4
ln a

(nh)
4 +H211h

(nh)
2

)

. (4.14)

Скористаємось розв’язками РС [1,4,5] та приймемо до уваги наступнi
спiввiдношення:

τ̃Enh

2 = E−1
2 ϕh, s−3(nh+1) = h̃6/5. (4.15)

З врахуванням степеневих розкладiв для ln a
(nh)
4 та h(nh)

2 за малою
величиною E−1

2 ϕh будемо мати

Fp,h = −kTN0h̃
6/5
[

fp1c − nh ln s+ fp11cϕh − fp12cϕ
2
h

]

. (4.16)

Тут

fp1c = fp0 +
1

4
lnu∗, fp0 = f ′

p0 +
1

2
ln 2,

f ′
p0 = −1

2
ln(2πγ) − 1

4
ln 24 + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

, (4.17)

fp11c = f0ϕ
−1/2
0 E−1

2

(

1

4
T

(0)
42 +

√
6H211

)

,

fp12c =
1

2

(

f0ϕ
−1/2
0 E−1

2

)2

T
(0)
42

(

1

4
T

(0)
42 +

√
6H211

)

.

Величина H211 приведена в (1.20).
Вираз (4.16) мiстить аномально великий доданок, пропорцiйний

до nh. Як буде показано нижче, вiн при сумуваннi внескiв у вiльну
енергiю скорочуватиметься з вiдповiдним членом iз FI,h. Знайдемо
явне представлення

FI,h = −kT ln Inh+1, (4.18)

де [1]

Inh+1 =

∫

(dρ)Nnh+1 exp

[

a1mN
1/2h̃− 1

2

∑

k∈Bnh+1

dnh+1(k)ρkρ−k −

ICMP–04–03U 20

− 1

4!
a
(nh+1)
4 N−1

nh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bnh+1

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]

. (4.19)

Для коефiцiєнтiв цього виразу справедливi спiввiдношення [1]

dnh+1(0) = −f0βΦ(0)(1 − ϕh)h̃
4/5,

a
(nh+1)
4 = ϕ0(βΦ(0))2

(

1 + T
(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 ϕh

)

h̃8/5, (4.20)

а величина a1m означена в (1.28). Виконаємо в (4.19) замiну змiнних

ρk = ηk + σh
√
Nδk. (4.21)

Отримуємо

Inh+1 = exp[E0(σh)]

∫

(dη)Nnh+1 exp

[

A0N
1/2η0 −

1

2

∑

k∈Bnh+1

dh(k) ×

×ηkη−k − 1

3!
bhN

−1/2
nh+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bnh+1

ηk1
...ηk3

δk1+...+k3
−

− 1

4!
ahN

−1
nh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bnh+1

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]

. (4.22)

Тут (див. [1])

E0(σh) = N

[

a1mh̃σh −
1

2
dnh+1(0)σ2

h −
a
(nh+1)
4

24
σ4
h

N

Nnh+1

]

, (4.23)

а для коефiцiєнтiв iз (4.22) маємо

A0 = a1mh̃− dnh+1(0)σh −
1

6
a
(nh+1)
4 σ3

h

N

Nnh+1
,

dh(k) = dh(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dh(0) = dnh+1(0) +
1

2
σ2
ha

(nh+1)
4

N

Nnh+1
, (4.24)

bh = σha
(nh+1)
4

(

N

Nnh+1

)1/2

, ah = a
(nh+1)
4 .

Величину змiщення σh знаходимо iз умови

∂E0(σh)

∂σh
= 0,
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яка еквiвалентна до наступного рiвняння на величину σh:

a1mh̃− dnh+1(0)σh −
1

6
a
(nh+1)
4 σ3

h

N

Nnh+1
= 0. (4.25)

Слiд зауважити, що це рiвняння приводить до умови

A0 = 0. (4.26)

Розв’язок (4.25) будемо шукати у виглядi

σh = σ0h̃
1/δ, (4.27)

де δ = (d+ 2)/(d− 2). Отримуємо рiвняння для амплiтуди σ0:

h̃

[

a1m + f0βΦ(0)(1 − ϕh)σ0 −
σ3

0s
3
0

6
ϕ0(βΦ(0))2 ×

×(1 + T
(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 ϕh)

]

= 0. (4.28)

В загальному виглядi величина σ0 є функцiєю як поля h̃ (оскiльки
така залежнiсть мiститься в ϕh), так i параметрiв задачi. Подамо
(4.28) в зручному для дослiдження виглядi

R3σ
3
0 +R1σ0 +R0 = 0

або
σ3

0 + pσ0 + q = 0. (4.29)

Тут

p =
R1

R3
, q =

R0

R3
,

R0 = a1m, R1 = f0βΦ(0)(1 − ϕh), (4.30)

R3 = −1

6
ϕ0(βΦ(0)2s30(1 + f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh).

Коефiцiєнти p, q задовiльняють наступним рядам за степенями малої
величини ϕh:

p = p(0)(1 − p(1)ϕh + p(2)ϕ2
h),

p(0) = − 6f0
ϕ0βΦ(0)s30

, p(1) = 1 + f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 ,

p(2) = f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 (1 + f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 ); (4.31)

q = q(0)(1 − q(1)ϕh + q(2)ϕ2
h),

q(0) = − 6a1m

ϕ0(βΦ(0))2s30
, q(1) = f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 ,

q(2) = (f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 )2.
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Рiвняння (4.29) має три розв’язки

σ01 = A+B, σ02,3 = −A+B

2
± i

A−B

2

√
3, (4.32)

де

A =
(

− q
2

+
√

Q
)1/3

, B =
(

− q
2
−
√

Q
)1/3

,

причому

Q =
(p

3

)3

+
(q

2

)2

. (4.33)

Кiлькiсть дiйсних коренiв (4.29) визначається знаком величини Q.
Знак цiєї величини можна оцiнити в деяких граничних випадках.
При ϕh = 1 (граничне значення поля) маємо

Q =
(q

2

)2

> 0.

Це вiдповiдає наявностi одного дiйсного кореня рiвняння (4.29). Змi-
на знаку (а отже, змiна числа дiйсних коренiв) може наступити при
зменшеннi величини ϕh. Знайдемо Q в границi ϕh → 0. Тодi для
набору параметрiв (1.6) отримуємо

p(0) ≈ −1.041, q(0) ≈ −0.995,

що свiдчить про додатнiсть Q. Шляхом прямого розрахунку можна
переконатися, що для всiх iнших значень параметрiв задачi величина
Q при ϕh = 0 бiльша нуля.

Запишемо вираз для Q (4.33) при ϕh � 1. Будемо мати

Q = Q(0) −Q(1)ϕh +Q(2)ϕ2
h. (4.34)

Тут

Q(0) =
1

27
(p(0))3 +

1

4
(q(0))2,

Q(1) =
1

9
(p(0))3p(1) +

1

2
(q(0))2q(1), (4.35)

Q(2) =
1

9
(p(0))3

[

(p(1))2 + p(2)
]

+
1

4
(q(0))2

[

(q(1))2 + 2q(2)
]

.

Для набору параметрiв (1.6) коефiцiєнти Q(l) (l = 0, 1, 2) приймають
значення

Q(0) = 0.206, Q(1) = −0.083, Q(2) = −0.163.
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Iз (4.34) видно, що Q > 0 для достатньо малих значень ϕh.
Приймаючи до уваги (4.31) та (4.34), iз (4.32) знаходимо дiйс-

ний розв’язок σ0 = σ01 рiвняння (4.29) у виглядi ряду за степенями
величини ϕh (випадок h̃� h̃c)

σ0 = σ
(0)
0 + σ

(1)
0 ϕh − σ

(2)
0 ϕ2

h, (4.36)

де

σ
(0)
0 = (A(0))1/3 + (B(0))1/3,

σ
(1)
0 =

1

6(A(0))2/3
A(1) +

1

6(B(0))2/3
B(1),

σ
(2)
0 =

1

6(A(0))2/3
A(2) +

1

36(A(0))5/3
(A(1))2 +

+
1

6(B(0))2/3
B(2) +

1

36(B(0))5/3
(B(1))2;

A(0) = −1

2
q(0) + (Q(0))1/2, (4.37)

B(0) = −1

2
q(0) − (Q(0))1/2,

A(1) = q(0)q(1) − Q(1)

(Q(0))1/2
,

B(1) = q(0)q(1) +
Q(1)

(Q(0))1/2
,

A(2) = q(0)q(2) − Q(2)

(Q(0))1/2
+

1

4

(Q(1))2

(Q(0))3/2
,

B(2) = q(0)q(2) +
Q(2)

(Q(0))1/2
− 1

4

(Q(1))2

(Q(0))3/2
.

В границi h̃/h̃c → ∞ маємо

lim
ϕh→0

σ0 = σ
(0)
0 6= 0. (4.38)

Це значення визначає амплiтуду насичення iндукованого полем ма-
гнiтного моменту.

Знайдемо явний вираз для коефiцiєнта dh(0) iз (4.24). Отримуємо

dh(0) = Dgf0βΦ(0)h̃4/5. (4.39)

Тут

Dg =
1

2
σ2

0s
3
0ϕ0f

−1
0 βΦ(0)(1 + f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 ϕh) − (1 − ϕh).
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Використовуючи (4.36), зобразимо Dg у виглядi степеневого розкла-
ду за малою величиною ϕh:

Dg = D(0)
g +D(1)

g ϕh +D(2)
g ϕ2

h,

D(0)
g =

1

2
(σ

(0)
0 )2s30ϕ0f

−1
0 βΦ(0) − 1, (4.40)

D(1)
g = σ

(0)
0 s30ϕ0f

−1
0 βΦ(0)

(

1

2
σ

(0)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 + σ

(1)
0

)

+ 1,

D(2)
g = s30ϕ0f

−1
0 βΦ(0)

[

σ
(0)
0 σ

(1)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 +

+
1

2

(

(σ
(1)
0 )2 − 2σ

(0)
0 σ

(2)
0

)

]

.

Коефiцiєнт bh iз (4.24) задовiльняє подiбнiй наближенiй формулi:

bh = Bgϕ0(βΦ(0))2s
3/2
0 h̃6/5,

Bg = B(0)
g +B(1)

g ϕh +B(2)
g ϕ2

h, (4.41)

B(0)
g = σ

(0)
0 , B(1)

g = σ
(0)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 + σ

(1)
0 ,

B(2)
g = σ

(1)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 − σ

(2)
0 .

Розрахунок iнтегралу (4.22) за змiнними ηk iз k 6= 0 можна про-
вести в гаусовому наближеннi5. Обмежуючись в (4.22) гаусовим роз-
подiлом флуктуацiй, знаходимо

Inh+1 = exp [E0(σh)]
∏′

k∈Bnh+1

(π/dh(k))
1/2

I
(0)
nh+1. (4.42)

5В границi h̃/h̃c → ∞ (ϕh → 0) маємо

√
6

dh(0, Bnh+1)

a
1/2
h

=
√

6

(

1

2
ϕ

1/2
0 βΦ(0)s3

0(σ
(0)
0 )2 − f0ϕ

−1/2
0 +

+π2(b/c)2s−2
0 ϕ

−1/2
0

)

= 8.125,

243/4

6

bh

a
3/4
h

=
243/4

6
ϕ

1/4
0 (βΦ(0))1/2s

3/2
0 σ

(0)
0 = 4.692.

Як бачимо, коефiцiєнт квадратичного доданка в показнику пiдiнтегральної фун-
кцiї у виразi (4.22) є досить великим в порiвняннi з коефiцiєнтами iнших додан-
кiв. Це приводить до того, що числовi оцiнки iнтегралу в четвiрному та гаусовому
наближеннях є близькими.
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Штрих бiля знаку добутку означає, що k 6= 0, а для I(0)
nh+1 маємо

I
(0)
nh+1 =

∫

dη0 exp

[

−1

2
dh(0)η2

0 − 1

3!
bhN

−1/2
nh+1η

3
0 −

−ah
4!
N−1
nh+1η

4
0

]

. (4.43)

Виконаємо в (4.43) замiну змiнної

η0 = ρ0 −
√
Nσh,

яка є “зворотньою” до (4.21). В результатi отримуємо

I
(0)
nh+1 = exp [E′

0(σh)] I
(0)
h , (4.44)

де

I
(0)
h =

∫

dρ0 exp

[

a1mh̃N
1/2ρ0 −

1

2
dnh+1(0)ρ2

0 −

− 1

4!
a
(nh+1)
4 N−1

nh+1ρ
4
0

]

, (4.45)

E′
0(σh) = −1

2
Nσ2

h

[

dnh+1(0) +
1

4
a
(nh+1)
4 σ2

hNN
−1
nh+1

]

.

Легко переконатися, що

E0(σh) + E′
0(σh) = 0. (4.46)

Таким чином,

Inh+1 =
∏′

k∈Bnh+1

(π/dh(k))
1/2

I
(0)
h . (4.47)

Вiдповiдну Inh+1 (4.47) вiльну енергiю можна обчислити згiдно
викладеної в [1, 4, 5] методики i подати у виглядi

FI,h = −1

2
kTNs−3

0 (lnπ − I0)h̃
6/5 + E0. (4.48)

Тут
I0 = −2(nh + 1) ln s+ I ′0, (4.49)

причому

I ′0 = ln(D0 +D1) −
2

3
+ 2

D0

D1
− 2

(

D0

D1

)3/2

arctg

(

D1

D0

)1/2

,

D0 = Dgf0βΦ(0), D1 = 2βΦ(0)s−2
0 π2(b/c)2, (4.50)
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а E0 одержується в результатi розрахунку I
(0)
h методом перевалу.

Величина E0 задовiльняє виразу

E0 = −kTNh̃6/5
[

E
(0)
00 + E

(1)
00 ϕh − E

(2)
00 ϕ

2
h

]

, (4.51)

де

E
(0)
00 = a1mσ

(0)
0 +

1

2
f0βΦ(0)(σ

(0)
0 )2 − 1

24
s30ϕ0(βΦ(0))2(σ

(0)
0 )4,

E
(1)
00 = a1mσ

(1)
0 + f0βΦ(0)σ

(0)
0

(

σ
(1)
0 − 1

2
σ

(0)
0

)

−

−1

6
s30ϕ0(βΦ(0))2(σ

(0)
0 )3

(

σ
(1)
0 +

1

4
σ

(0)
0 f0T

(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

,

E
(2)
00 = a1mσ

(2)
0 − f0βΦ(0)

[

1

2

(

(σ
(1)
0 )2 − 2σ

(0)
0 σ

(2)
0

)

− (4.52)

−σ(0)
0 σ

(1)
0

]

+
1

6
s30ϕ0(βΦ(0))2(σ

(0)
0 )2

[

3

2
(σ

(1)
0 )2 − σ

(0)
0 σ

(2)
0 +

+f0T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 σ

(0)
0 σ

(1)
0

]

.

Запишемо ряд за степенями ϕh для I ′0 iз (4.50). Врахуємо спiв-
вiдношення

D0 = D
(0)
0 +D

(1)
0 ϕh +D

(2)
0 ϕ2

h. (4.53)

Тут
D

(l)
0 = D(l)

g f0βΦ(0), l = 0, 1, 2, (4.54)

а коефiцiєнти D(l)
g заданi в (4.40). Тодi знаходимо

I ′0 = I ′00 + I ′01ϕh + I ′02ϕ
2
h, (4.55)

де

I ′00 = ln(D
(0)
0 +D1) −

2

3
+ 2

D
(0)
0

D1
− 2

(

D
(0)
0

D1

)3/2

arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2

,

I ′01 = 3
D

(1)
0

D1



1 −
(

D
(0)
0

D1

)1/2

arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2


 , (4.56)

I ′02 =
3

D1

[

(D
(1)
0 )2

4(D
(0)
0 +D1)

+D
(2)
0 − 1

D
1/2
1

(

(D
(1)
0 )2

4(D
(0)
0 )1/2

+

+(D
(0)
0 )1/2D

(2)
0

)

arctg

(

D1

D
(0)
0

)1/2]

.
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Загальний вираз для вiльної енергiї при T > Tc у випадку силь-
них полiв (вiдповiдає умовi ϕh � 1) згiдно (4.2) набуває вигляду

F
(+)
h = −kTN

(

ln 2 + ln chh′ +
1

2
βΦ(0)Φ̄

)

−kTNs−3
0

[

e0p + e1pτ̃ +

+e2pτ̃
2 + e3ph̃

2 − h̃6/5(F10 + F11ϕh + F12ϕ
2
h)
]

−
−kTNs−3

0

[

fp1c − nh ln s+ fp11cϕh − fp12cϕ
2
h

]

h̃6/5 −

−kTNs−3
0

[

1

2
lnπ + (nh + 1) ln s− (4.57)

−1

2
(I ′00 + I ′01ϕh + I ′02ϕ

2
h)

]

h̃6/5 −

−kTNh̃6/5
[

E
(0)
00 + E

(1)
00 ϕh − E

(2)
00 ϕ

2
h

]

.

Тут

e0p = f
(0)
CR + e′′c0, e1p = f

(1)
CR + e′′c1,

e2p = f
(2)
CR + e′′c2T , e3p = f

(3)
CR + e′′c2. (4.58)

Iншi коефiцiєнти виразу (4.57) означенi в (4.17), (4.52) та (4.56).
Вираз (4.57) зручно переписати у виглядi ряду за степенями ма-

лого параметра ϕh. Будемо мати

F
(+)
h = −kTN

[

ln chh′ + l0 + l1h̃
6/5 + l11h̃

6/5ϕh+

+l12h̃
6/5ϕ2

h + l2h̃
2 + l3τ̃ + l4τ̃

2
]

, (4.59)

де введенi наступнi позначення

l0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l1 = E
(0)
00 + s−3

0

(

−F10 + fp1c +
1

2
lnπ + ln s− 1

2
I ′00

)

,

l11 = E
(1)
00 + s−3

0

(

−F11 + fp11c −
1

2
I ′01

)

, (4.60)

l12 = −E(2)
00 + s−3

0

(

−F12 − fp12c −
1

2
I ′02

)

,

l2 = s−3
0 e3p,

l3 = s−3
0 e1p −

1

2
βcΦ(0)Φ̄

f0

c
(0)
k1

,
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l4 = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄

(

f0

c
(0)
k1

)2

.

Слiд зауважити, що вирази для коефiцiєнтiв польової залежностi
F

(+)
h (величини l1, l11, l12, l2) мiстять βΦ(0). Цi коефiцiєнти обчислю-

ємо поблизу критичної точки, покладаючи βΦ(0) = βcΦ(0). Саме
отриманi таким способом вiдповiднi їм доданки в (4.59) є основними
серед членiв, якi виникали б при врахуваннi у виразах для вказаних
коефiцiєнтiв спiввiдношення

βΦ(0) ≈ βcΦ(0)(1 − τ + τ2).

У випадку (1.6) знаходимо

l1 = 0.293, l11 = −0.200, l12 = 0.105.

Числовi значення l0, l2, l3, l4 приведенi в (2.23).

5. Основнi характеристики системи поблизу кри-

тичної точки для випадку сильних полiв при

T > Tc

Враховуючи (4.9), запишемо вiльну енергiю системи (4.59) у виглядi
явної функцiї τ̃ та h̃:

F
(+)
h = −kTN

[

ln chh′ + l0 + l1h̃
6/5 + l11τ̃ h̃

6/5−1/p0+

+l12τ̃
2h̃6/5−2/p0 + l2h̃

2 + l3τ̃ + l4τ̃
2
]

. (5.1)

Для параметра порядку

σ
(+)
h = − 1

N

(

∂F
(+)
h

∂h

)

T

отримуємо

σ
(+)
h = thh′ + σh0

h′ + σh1
(h′)1/5 + σh2

τ̃ (h′)1/5−1/p0 +

+σh3
τ̃2(h′)1/5−2/p0 , (5.2)

σh0
= 2l2f

−2
0 , σh1

=
6

5
l1f

−6/5
0 ,

σh2
=

(

6

5
− 1

p0

)

l11f
−(6/5−1/p0)
0 ,

σh3
=

(

6

5
− 2

p0

)

l12f
−(6/5−2/p0)
0 .
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Оскiльки 1/5 − 1/p0 ≈ −0.456, 1/5 − 2/p0 ≈ −1.113, то складається
враження, що два останнi доданки у σ(+)

h iз (5.2) ставатимуть вели-
кими при зменшеннi h′. Однак кожен iз цих доданкiв пропорцiйний
також до температурної змiнної τ̃ , яка зв’язана iз h̃c спiввiдношен-
ням (15). Тому при h̃� h̃c внески кожного iз цих доданкiв є малими
в порiвняннi iз доданком, пропорцiйним до (h′)1/5. Справдi, для пе-
редостаннього доданка маємо

τ̃ (h′)1/5−1/p0 � h̃1/p0(h′)1/5−1/p0 = f
−1/p0
0 (h′)1/5.

Останнiй доданок iз виразу для σ
(+)
h також задовiльняє аналогiчну

умову. Таким чином, для великих значень полiв маємо

σ
(+)
h ≈ thh′ + σh0

h′ + σh1
(h′)1/5. (5.3)

Тут основний внесок забезпечується доданком, пропорцiйним до
(h′)1/5.

Сприйнятливiсть системи на одну частинку

χ
(+)
h = − 1

N

(

∂2F
(+)
h

∂h2

)

T

=

(

∂σ
(+)
h

∂h

)

T

вiдповiдно до (5.2) задовiльнятиме наступному виразу:

χ
(+)
h = β

[

1 − th2 h′ + χh0
+ χh1

(h′)−4/5+

+χh2
τ̃ (h′)−4/5−1/p0 + χh3

τ̃2(h′)−4/5−2/p0
]

, (5.4)

χh0
= σh0

, χh1
=

1

5
σh1

,

χh2
=

(

1

5
− 1

p0

)

σh2
, χh3

=

(

1

5
− 2

p0

)

σh3
.

Знайдемо ентропiю системи

S
(+)
h = −

(

∂F
(+)
h

∂T

)

h

в областi сильних полiв h̃� h̃c та при T > Tc. Отримуємо

S
(+)
h = kN

[

sh0 + sh1h̃
ψ + sh2τ̃ h̃

−ϕ + sh3τ̃
]

. (5.5)
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Тут введенi позначення

ψ =
6

5
− 1

p0
=

6

5
− 2

5ν
≈ 0.544,

ϕ = −
(

6

5
− 2

p0

)

= −6

5
+

4

5ν
≈ 0.113. (5.6)

Для коефiцiєнтiв shl маємо

sh0 = ln chh′ + l0 + l3
c
(0)
k1

f0
, sh1 = l11

c
(0)
k1

f0
,

sh2 = 2l12
c
(0)
k1

f0
, sh3 = 2

(

l3 + l4
c
(0)
k1

f0

)

. (5.7)

Доданок sh1h̃
ψ характеризує основний внесок у польову частину ен-

тропiї S(+)
h при τ = 0.

Теплоємнiсть системи

C
(+)
h = −T

(

∂2F
(+)
h

∂T 2

)

h

= T

(

∂S
(+)
h

∂T

)

h

приймає вигляд

C
(+)
h = kN

[

ch0 + ch1h̃
−ϕ
]

, (5.8)

де

ch0 = sh3
c
(0)
k1

f0
= 2

(

l3 + l4
c
(0)
k1

f0

)

c
(0)
k1

f0
,

ch1 = sh2
c
(0)
k1

f0
= 2l12

(

c
(0)
k1

f0

)2

. (5.9)

Асимптотику виразу (5.8) визначає другий доданок. В границi τ → 0
знаходимо

C
(+)
h ≈ kNch1h̃

−ϕ. (5.10)

Оскiльки ϕ приймає додатне значення, то при h̃ → 0 теплоємнiсть
буде аномально зростати.

Вiдмiтимо, що отриманi в цiй роботi значення показникiв ϕ та
ψ (див. (5.6)) узгоджуються iз оцiнками [8], зробленими на основi
спiввiдношень мiж критичними показниками, якi випливають iз гi-
потези подiбностi. Так, в [8], використовуючи експериментальнi данi
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для критичних показникiв β, γ та δ, у випадку дiелектрика CrBr3
знайдено ϕ ≈ 0.03, ψ ≈ 0.60, а для металiчного нiкелю одержа-
но ϕ ≈ −0.06, ψ ≈ 0.64. Гiпотеза подiбностi дає можливiсть зро-
бити важливi висновки вiдносно унiверсальних величин (критич-
них показникiв), не використовуючи конкретного вигляду функцiї,
що визначає рiвняння стану. Деякi властивостi цiєї функцiї можуть
бути встановленi iз загальних мiркувань (див., наприклад, [9]). У
процесi наших дослiджень знаходиться явний вигляд скейлiнгових
функцiй для рiзних термодинамiчних характеристик системи, при-
чому вирази для коефiцiєнтiв скейлiнгових функцiй визначаються
через мiкроскопiчнi параметри вихiдної системи (постiйну гратки,
параметри потенцiалу взаємодiї). Природнє формулювання i реа-
лiзацiя теорiї в термiнах змiнних h̃/h̃c = h̃/τ̃βδ (слабкi поля) та
τ̃ h̃−1/p0 = (h̃c/h̃)

1/p0 = τ̃ /h̃1/(βδ) (сильнi поля) розвинутi iз пер-
ших принципiв без загальних мiркувань та припущень. Цi змiннi
спiвпадають iз загальноприйнятим вибором аргументiв скейлiнгових
функцiй на основi вимоги масштабної iнварiантностi (див., напри-
клад, [10]).
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