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делi iонного переносу

I. В. Стасюк, I. Р. Дулепа

Анотацiя. Розглядається мiкроскопiчна одновимiрна модель для
опису динамiчних властивостей iонної пiдсистеми в суперiонному
провiднику. Процеси iонних перескокiв описуються в термiнах опера-
торiв Паулi. Обчислено часовi кореляцiйнi функцiї

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

, от-
римано i проаналiзовано частотнi залежностi автокореляцiйних фун-
кцiй Jb+b(ω) при високих температурах. Обчислено густину станiв
iонної пiдсистеми та дослiджено залежнiсть середнього числа части-
нок вiд енергiї на вузлi.

Investigation of density of states for one-dimensional lattice

model of ion transfer

I. V. Stasyuk, I. R. Dulepa

Abstract. Microscopic one-dimensional model for the description of the
dynamic properties of the ion subsystem in superionic conductor is con-
sidered. The processes of ionic hopping are described in terms of Pauli
operators. Time correlation functions

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

are calculated, the
frequency dependences of autocorrelation functions Jb+b(ω) are obtained
and analyzed at high temperatures. The density of states for ion subsys-
tem is calculated and dependence of average number of particles on the
site energy is investigated.

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2003
Institute for Condensed Matter Physics 2003





1 Препринт

Вступ

Дослiдження перескокiв iонiв в кристалiчних тiлах проводиться до-
сить широко. Розробленi рiзнi математичнi моделi для такого дослi-
дження. Одними iз головних питань є густина станiв та iонна про-
вiднiсть таких систем. Iонна провiднiсть описується перескоковим
процесом, де iон стрибає з вузла на вузол. Повинна враховуватися
енергiя активацiї, яку трактують як потенцiальний бар’єр, який iон
мусить подолати при змiнi положення [1]. Енергiя активацiї переско-
ку визначається конфiгурацiєю оточуючих iонiв.

Однiєю iз моделей для вивчення iонних перескокiв є модель грат-
кового газу [1-5], яка враховує взаємодiю мiж iонами i найближчими
сусiдами. Для обчислення кореляцiйних функцiй в моделi гратково-
го газу використовується теорiя збурень для параметра перескокiв
J . В бiльшостi робiт використовується перший порядок цiєї теорiї
збурень, тобто при статистичному усередненнi в модельному гамiль-
тонiанi нехтується членом, який враховує перескоки [2-4]. В [5] була
розвинута теорiя граткового газу, в якiй береться другий порядок
теорiї збурень для J , однак, ця робота не включає взаємодiї iонiв з
iонами гратки на сусiднiх вузлах. В моделi граткового газу були от-
риманi точнi розв’язки часових кореляцiйних функцiй на операторах
струму при знаходження iонної провiдностi [1] з використанням вi-
домих точних результатiв для моделi Iзiнга. Це можливо у випадку,
коли концентрацiя iонiв близька до половинного заповнення.

Ми розглядаємо модель iонних перескокiв на сусiднi вузли в од-
новимiрному випадку. Модель схожа до моделi граткового газу, але
поки що не враховуємо взаємодiї мiж iонами. Це пов’язано iз тим,
що використовуємо зовсiм вiдмiнний пiдхiд розрахунку кореляцiй-
них функцiй. Часовi кореляцiйнi функцiї знаходяться точно число-
вим методом. Знання кореляцiйних функцiй на операторах, що опи-
сують iони на вузлах, дає можливiсть знайти iншi характеристики
iонної системи, зокрема, густину станiв. В роздiлi 2 розглядаємо мо-
дель, застосовується "фермiонiзацiя"моделi (зв’язок операторiв Па-
улi з фермi операторами). Вперше "фермiонiзацiя"була використана
у [6], для зв’язку спiнових операторiв з не взаємодiючими фермiона-
ми. Перетворення Йордана-Вiгнера для спiнових систем у одно- та
двох-вимiрному випадку розглянуто в [7]. Це дозволяє точно знахо-
дити спiновi кореляцiйнi функцiї [8-12]. В роздiлi 3 обчислюються
часовi кореляцiйнi функцiї на операторах Паулi. Вони дозволяють
при фiксованiй температурi i енергiї на вузлi знаходити частотну
залежнiсть густини станiв, звiдки можна простежити i залежнiсть
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густини станiв вiд температури, термодинамiку iонної системи.

1. Модель

Розглянемо ланцюжок N iонiв одного сорту. Модельний гамiльтонiан
для такого iзотропного ланцюжка

H =

N
∑

i=1

(ε − µ)b+
i bi + J

N
∑

i=1

(b+
i bi+1 + b+

i+1bi), (1.1)

де ε є енергiя iона на вузлi, µ – хiмiчний потенцiал, b+
i , bi – вiдповiд-

но оператори народження i знищення iона на вузлi i. В нашiй моде-
лi припускаємо, що всi вузли еквiвалентнi i розглядаємо поодинокi
стрибки на найближчий вузол, J є параметр перескокiв.

Iони на вузлах описуються операторами Паулi. Вузол може бу-
ти вiльним або заповненим одним iоном. Так, два оператори Пау-
лi антикомутують на деякому вузлi ланцюжка, тобто мають влас-
тивостi фермiонiв: bi, b

+
i = 1, (bi)

2 = (b+
i )2 = 0; на рiзних вузлах

[b+
i , b+

j ] = [bi, bj] = [b+
i , bj ] = 0, i 6= j – пiддаються бозе-статистицi.

Безпосередньо важко дослiдити дану модель, спираючись на статис-
тику операторiв Паулi, що пов’язано iз неможливiстю дiагоналiзацiї
гамiльтонiана в цих операторах. Потрiбно мати перетворення, якi б
давали перехiд до нових, строго фермi операторiв. Такими є пере-
творення Йордана-Вiгнера, якi пов’язують оператори Паулi з опера-
торами фермi:

bi = ai(−1)

∑

j≤i−1
nj

, b+
i = a+

i (−1)

∑

j≤i−1
nj

,

a+
i , a−

i – фермi оператори. Множник бiля фермi операторiв можна
записати у виглядi

(−1)

∑

j≤i−1
nj

=

i−1
∏

j=1

(1 − 2a+
j aj) =

i−1
∏

j=1

(−2Sz
j ), Sz

j = nj −
1

2
.

Здiйснимо перетворення у гамiльтонiанi (2.1)

b+
i bi+1 = a+

i (−1)

∑

j≤i−1
nj (−1)

∑

k≤i
nk

ai+1 =

ai

i−1
∏

j=1

(1 − 2a+
j aj)

i
∏

k=1

(1 − 2a+
k ak)ai+1 == a+

i (1 − 2a+
i ai)ai+1 = a+

i ai+1,
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вiдповiдно
b+
i+1bi = a+

i+1ai,

тодi,

H =

N
∑

i=1

(ε − µ)a+
i ai + J

N
∑

i=1

(a+
i ai+1 + a+

i+1ai). (1.2)

У даному випадку в (2.2) не виникає нiяких множникiв бiля операто-
рiв фермi, оскiльки враховуються перескоки iонiв мiж найближчими
сусiднiми вузлами. Якщо у (2.1) брати до уваги перескоки части-
нок на дальшi вузли, тобто, враховувати, наприклад, член b+

i bi+2,
то у вихiдному гамiльтонiанi пiсля фермiонiзацiї виникне член
a+

i (−2Sz
i+1)ai+2, якщо враховувати b+

i bi+3, то у гамiльтонiанi пере-
писаного на фермi операторах отримаємо a+

i (−2Sz
i+1)(−2Sz

i+2)ai+3 i
т. д.

Розглядаємо нескiнченний ланцюжок (N → ∞). Використаємо у
(2.2) перетворення Фур’є

ai =
1√
N

∑

q

eiqRiαq, a+
i =

1√
N

∑

q

e−iqRiα+
q ,

тодi H має дiагональний вигляд

H =
∑

q

E(q)α+
q αq, E(q) = ε − µ + 2J cos qa, (1.3)

де a – постiйна ланцюжка (далi покладемо a = 1), q = 2πn
Na

,

n = 1, ..., N.

В цьому представленнi не важко розглянути термодинамiку даної
моделi. Великий термодинамiчний потенцiал

Ω = − 1

β
lnZ = − 1

β
lnSp e−βH = − 1

β
ln

∏

q

∑

nq=0,1

e−βE(q)nq =

= − 1

β

∑

q

ln (1 + e−βE(q)).

Вiдповiдно, середнє число частинок

〈n〉 = −∂Ω

∂µ
=

∑

q

1

1 + eβE(q)
=

1

2π

∫ π

−π

dq

1 + eβE(q)
, (1.4)

а 〈Sz〉 = 〈n〉− 1
2 , отримане в такому представленнi, ми пiзнiше порiв-

няємо з результатом для цiєї моделi, отриманим iншим чином, а саме
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- на основi пiдходу, в якому знаходяться точнi розв’язки вiдповiдних
кореляцiйних функцiй на операторах Паулi при обчисленнi густини
станiв.

2. Кореляцiйнi функцiї на операторах Паулi

Розглянемо кореляцiйнi функцiї на операторах Паулi i метод їх об-
числення. Використаємо числовий метод знаходження спiнових ко-
реляцiйних функцiй, розвинутий у роботах [8-12]. При цьому до-
слiджуємо ланцюжки з достатньо великою кiлькiстю вузлiв N =
400, 600, 1000, що дає результати характернi для нескiнченного ла-
нцюжка.

Зведемо гамiльтонiан (2.2) до вигляду

H =
∑

i,j

a+
i Aijaj , (2.1)

де Aij = (ε − µ)δij + J(δj,i+1 − δj,i−1). Цей вираз для гамiльтонiану
(2.1) перетворимо до дiагонального вигляду, використовуючи лiнiйнi
перетворення

a+
i =

∑

k

gikη+
k , ai =

∑

k

gikηk, H =
∑

i,j,k,k′

gikgjk′Aijη
+
k ηk′ .

Це можливо, якщо [ηs, H ] = Esηs,
∑

k′ gjk′gk′l = δjl, {η+
k , ηs} =

δks, {ηk′ , ηs} = 0. Тодi отримуємо задачу на власнi значення:
∑

i

gsiAil = Esgsl, (2.2)

Ail – тридiагональна матриця. Гамiльтонiан у дiагональному виглядi
H =

∑

k Ekη+
k ηk. Власнi значення одержуються з (2.2) за стандарт-

ною чисельною процедурою.
Розглянемо рiзночасову кореляцiйну функцiю

〈

bi(t)b
+
i (0)

〉

. Наяв-
нiсть iона на вузлi (чи його вiдсутнiсть) є еквiвалентними до спiну
вгору (чи спiну вниз): b+

i = S+
i , bi = S−

i , де S+
i , S−

i – оператори
перевороту спiну: S±

i = Sx
i ± iS

y
i . Тодi

〈

bi(t)b
+
i (0)

〉

= 2[〈Sx
i (t)Sx

i (0)〉 + i 〈Sx
i (t)Sy

i (0)〉], (2.3)

оскiльки 〈Sx
i (t)Sx

i (0)〉 = 〈Sy
i (t)Sy

i (0)〉 , 〈Sx
i (t)Sy

i (0)〉 = −〈Sy
i (t)Sx

i (0)〉 .

Отже, обчислення двочасової кореляцiйної функцiї на операторах
Паулi, зводиться до обчислення суми спiнових кореляцiйних функ-
цiй вiдповiдних компонент (2.3). Обчислення спiнових кореляцiйних
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функцiй еквiвалентне до знаходження кореляцiйних функцiй на фер-
мi операторах. Для цього перепишемо Sx

i , S
y
i через a+

i , ai:

Sx
i =

1

2

(

b+
i + bi

)

=
1

2

i−1
∏

j=1

(−2Sz
j )(a+

i + ai),

S
y
i =

1

2i
(b+

i − bi) =
1

2i

i−1
∏

j=1

(−2Sz
j )(a+

i − ai),

Sz
i =

1

2
[b+

i , bi] = −1

2
(b+

i + bi)(b
+
i − bi) = −1

2
(a+

i + ai)(a
+
i − ai).

Пiдставляючи Sz
i у вираз для Sx

i i Sy
i , отримуємо вирази для спiнових

кореляцiйних функцiй через фермi оператори:

〈Sx
i (t)Sx

i (0)〉 =
1

4

〈

i−1
∏

j=1

ϕ+
j (t)ϕ−

j (t)ϕ+
i (t)

i−1
∏

j=1

ϕ+
j ϕ−

j ϕ+
i

〉

, (2.4)

〈Sx
i (t)Sy

i (0)〉 =
i

4

〈

i−1
∏

j=1

ϕ+
j (t)ϕ−

j (t)ϕ+
i (t)

i−1
∏

j=1

ϕ+
j ϕ−

j ϕ−

i

〉

, (2.5)

де введено позначення для лiнiйних комбiнацiй операторiв фермi
ϕ±

j = a+
j ± aj [8], через оператори η+

k , ηk, в яких гамiльтонiан є дi-

агональним: ϕ±

j =
∑N

k=1(η
+
k ± ηk). Застосовуючи теорему Вiка, ко-

реляцiйнi функцiї (2.4), (2.5) розкладемо на суми добуткiв середнiх
вiд всеможливих комбiнацiй операторiв ϕ+

j , ϕ−

j . Середнi вiд елемен-
тарних добуткiв мають вигляд:

〈

ϕ+
i (t)ϕ+

j

〉

=

N
∑

k,k′=1

gikgjk′

〈

(η+
k (t) + ηk(t))(η+

k′ + η+
k′)

〉

=

N
∑

k,k′=1

gikgjk′

[

eiEkt
〈

η+
k ηk

〉

δkk′ + e−iEkt
〈

ηkη+
k

〉

δkk′

]

=

N
∑

k=1

gikgjk

[

eiEkt 〈nk〉 + e−iEkt (1 − 〈nk〉)
]

=

N
∑

k=1

gikgjk

[

eiEkt

1 + eβEk
+

e−iEkt

1 + e−βEk

]

, (2.6)
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〈

ϕ+
i (t)ϕ+

j

〉

= −
〈

ϕ−

i (t)ϕ−

j

〉

,

вiдповiдно

〈

ϕ+
i (t)ϕ−

j

〉

= −
〈

ϕ−

i (t)ϕ+
j

〉

=

N
∑

k=1

gikgjk

[

eiEkt

1 + eβEk
− e−iEkt

1 + e−βEk

]

.

(2.7)
Розклад кореляцiйних функцiй (2.4), (2.5) за теоремою Вiка може
бути записаний у виглядi пфафiана, квадрат якого дорiвнює детер-
мiнанту антисиметричної матрицi розмiром 2(2i − 1) × 2(2i − 1).

Капелом i Перком [13] отриманi аналiтичнi вирази для
〈

Sx
j (t)Sx

j (0)
〉

,
〈

Sx
j (t)Sy

j (0)
〉

при β = 0 для нескiнченного лацюжка:

〈

Sx
j (t)Sx

j (0)
〉

=
1

4
cos(εt)E−J2t2 ,

〈

Sx
j (t)Sy

j (0)
〉

=
1

4
sin(εt)E−J2t2 ,

i згiдно (2.3)

〈

b(t)b+(0)
〉

=
1

2
(cos(εt) + i sin(εt))E−J2t2 . (2.8)

Результати для часової кореляцiйної функцiї
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

отриму-
ються згiдно (2.3) чисельним знаходженням вiдповiдних пфафiанiв
для

〈

Sx
j (t)Sx

j (0)
〉

,
〈

Sx
j (t)Sy

j (0)
〉

, побудованих на (2.6), (2.7). Тут не
дослiджується залежнiсть кореляцiй вiд номера вузла у ланцюж-
ку. Подальше розглядаємо лише одновузловi кореляцiї з j = 50. При
цьому вважаємо, що ми достатньо вiдiйшли вiд краю, щоб не прослiд-
ковувалося нiяких крайових ефектiв. Змiна кореляцiї

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

з
часом на вузлi j = 50 для ланцюжка з N = 600 вузлiв при J = 1
i енергiї iона на вузлi ε = 0.0001, ±0.5 зображена на рис. 1. Дiйснi
частини кореляцiйної функцiї при ε = ±0.5 спiвпадають, а уявнi
Im

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

– антисиметричнi. При ε = 0.0001 Im
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

дорiвнює нулю i кореляцiя
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

визначається дiйсною час-
тиною. На рис. 2 представлена часова залежнiсть

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

при
β = 1. Im

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

для ε = 0 має вiдмiнне вiд нуля значення
порiвняно з результатом при β = 0.001. При чому, при пониженнi
температури, а також при збiльшеннi ε, глибина головного мiнiмуму
Im

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

значно збiльшується.

3. Густина станiв

Знайдемо густину станiв як уявну частину функцiї Грiна
〈〈

bi | b+
j

〉〉

:

ρij(ω) = −2Im
〈〈

bi | b+
j

〉〉

. (3.1)
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Рис. 1. Часова залежнiсть кореляцiйної функцiї
〈

bj(t)b
+
j

〉

при β =
0.001 для значень ε, вказаних на графiку

Фур’є-образ функцiї Грiна дається виразом

〈〈

bi | b+
j

〉〉

ω
=

∫ +∞

−∞

eiω(t−t′)
〈〈

bi(t) | b+
j (t′)

〉〉

d(t − t′). (3.2)

За означенням
〈〈

bi(t) | b+
j (t′)

〉〉

= −Θ(t − t′)
〈[

bi(t), b
+
j (t′)

]〉

. (3.3)

Пiдставляючи (3.3) у (3.2), розкривши комутатор на операторах Па-
улi та здiйснивши Фур’є-перетворення часових кореляцiйних функ-
цiй, отримаємо

〈

bi(t), b
+
j (t′)

〉

=
1

2π

∫ +∞

−∞

eiω′(t−t′)Jbb+(ω′)dω′,

〈

b+
j (t′), bi(t)

〉

=
1

2π

∫ +∞

−∞

eiω′(t−t′)Jb+b(ω
′)dω′,

Jbb+(ω′) = eβh̄ω′

Jb+b(ω
′),

функцiя Грiна в спектральному представленнi пiсля нескладних пе-
ретворень має вигляд:

〈〈

bi | b+
j

〉〉

ω+iε
=

1

2π

∫ +∞

−∞

Jb+b(ω
′)

eβh̄ω′ − 1

ω − ω′ + iε
dω′. (3.4)

Розглянемо одновузлову автокореляцiйну функцiю Jb+b(ω).

Jb+b(ω) =

∫ +∞

−∞

eiω′(t−t′)
〈

bj(t
′)b+

j (t)
〉

d(t − t′) =

ICMP–03–32U 8

Рис. 2. Часова залежнiсть кореляцiйної функцiї
〈

bj(t)b
+
j

〉

при β = 1

( (a) – Re
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

, (b) – Im
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

)для значень ε, вказаних
на графiку

∫ +∞

−∞

eiω′(t−t′)
〈

bj(t
′ − t)b+

j (0)
〉

d(t − t′) =

∫ +∞

−∞

e−iω′t
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

dt.

У спiнових операторах

Jb+b(ω) =

∫ +∞

−∞

e−iωt
〈

S−

j (t)S+
j (0)

〉

dt. (3.5)

Враховуючи, що

〈

S−

j (t)S+
j (0)

〉

=
〈

S−

j (0)S+
j (−t)

〉

=
〈

S−

j (0)S+
j (t)

〉∗
=

〈

S−

j (−t)S+
j (0)

〉

=
〈

S−

j (t)S+
j (0)

〉∗
,
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маємо

Jb+b(ω) =

∫ ∞

0

[

e−iωt
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

+ eiωt
〈

bj(−t)b+
j (0)

〉]

dt =

2Re

∫ ∞

0

e−iωt
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

dt. (3.6)

Остаточний вираз для фур’е-образу кореляцiйної функцiї для чисе-
льних розрахункiв є наступним

Jb+b(ω) = 4Re

∫ ∞

0

e−iωt
[〈

Sx
j (t)Sx

j (0)
〉

+ i
〈

Sx
j (t)Sy

j (0)
〉]

dt. (3.7)

Запишемо вираз для автокореляцiйної функцiї Jb+b(ω), виходячи
з аналiтичного результату (2.8). Пiдставимо (2.8) у (3.6):

Jb+b(ω) = Re

∫ ∞

0

e−iωte−J2t2 (cos εt + i sin εt) dt =

∫ ∞

0

e−J2t2 cos(ω − ε)t dt =

√
π

2|J |e
(ω−ε)2

4J2 (3.8)

Частотна залежнiсть Jb+b(ω) при β = 0.001, ε = 0.0001, ±0.5 при-
ведена на рис. 3.

Рис. 3. Частотна залежнiсть Jb+b(ω) при параметрах, вказаних на
графiку.

Цей результат отриманий з виразу (3.7), де входить iнтегрування
часової залежностi кореляцiйної функцiї

〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

представленої

ICMP–03–32U 10

на рис. 1. Аналiтичний результат (3.8) для Jb+b−(ω) при ε = 0 на рис.
3 наведений за допомогою кiлець. Вiн точно збiгається з чисельним
результатом. Максимум Jb+b−(ω) для ε = 0 знаходиться на частотi
ω = 0. Змiна енергiї на вузлi зсуває максимум частотної залежностi
автокореляцiйної функцiї i вiдповiдно, для ε = ±0.5 симетрично (у
випадку β = 0) в обидвi сторони (для ε = −0.5 – в область додатнiх
частот).

Знання автокореляцiйних функцiй дозволяє знаходити густину
станiв. Так, з (3.1) i (3.4) випливає

ρc
jj(ω) =

1

π

+∞
∫

−∞

Jb+b(ω
′)

(

eβh̄ω′ − 1
)

πδ(ω−ω′) dω =
(

eβh̄ω − 1
)

Jb+b(ω).

(3.9)
Цей вираз для густини станiв отримано, виходячи з означення для
функцiї Грiна (3.3) на комутаторi операторiв Паулi. Отже, обчислен-
ня частотної залежностi густини станiв ρc

jj зводиться до розрахунку
автокореляцiйної функцiї (3.7) з вiдповiдним множником

(

eβh̄ω − 1
)

.
Густина станiв ρc

jj(ω) при β = 0.001 наведена на рис. 4
Якщо брати антикомутаторну функцiю Грiна

〈〈

bi(t) | b+
j (t′)

〉〉

= −Θ(t− t′)
〈{

bi(t), b
+
j (t′)

}〉

,

вiдповiдно отримуємо (рис. 4))

ρa
jj(ω) =

(

eβh̄ω + 1
)

Jb+b(ω). (3.10)

Як видно з рисунку, при β = 0.001 значення ρc
jj є дуже малими

у порiвняннi з ρa
jj ; максимальне значення ρa

jj однакове для рiзних
значень ε.

Наведемо результати чисельних розрахункiв для Jb+b(ω), ρc
jj(ω)

при нижчих значеннях температури (хоча область низьких темпера-
тур у даному випадку при числових розрахунках досягнути важко).
Отримана частотна залежнiсть Jb+b(ω), ρc

jj(ω) при β = 1, 5 наведена
на рис. 5.

Як видно з рис. 5 симетрiя змiщення максимуму автокореляцiй-
ної функцiї при однаковiй змiнi ε вiдносно 0 пропадає. Однак, як i
на рис. 3, пiки зсуваються в область додатнiх частот для вiд’ємних
значеннях ε. Крiм того, максимуми Jb+b(ω) вiдрiзняються за своєю
величиною для ланцюжкiв з рiзними значеннями β, ε.

Частотна залежнiсть густини станiв ρc
jj(ω) має максимуми i мi-

нiмуми для додатнiх i вiд’ємних значень (рис. 4, 5). Це пов’язано iз
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Рис. 4. Частотна залежнiсть густини станiв ρc
jj , ρa

jj при β = 0.001

Рис. 5. Частотна залежнiсть Jb+b(ω), ρc
jj(ω) при β = 1 (a, b), β =

5 (c, d)
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тим, що в означеннi вихiдної функцiї Грiна (3.3) фiгурує комутатор
на операторах Паулi, що вносить множник eβh̄ω − 1 у вираз для гу-
стини станiв. ρc

jj(ω) при ε = 0 має однаковi за модулем значення в
областi вiд’ємних i додатнiх ω, тобто є антисиметричною вiдносно
ω = 0.

При пониженнi температури появляються осциляцiї в Jb+b(ω)
(рис. 6). Це ускладнює знаходження густини станiв, якщо просува-
тись в область низьких температур. Густина станiв для ланцюжка

Рис. 6. Частотна залежнiсть Jb+b при ε = 0.5 для β, вказаних на
рисунку

N = 1000 вузлiв з ε = 0.5 при β = 1, 3, 5 зображено на рис. 7 (a). При
β = 1 не має осциляцiй ρc

jj(ω). Як видно з рисунку, при пониженнi
температури осциляцiї посилюються. Дещо покращує ситуацiю для
ρjj(ω) збiльшення верхньої межi iнтегрування по часу (рис. 7 (b,
c)). Однак, при низьких температурах осциляцiї Jb+b, ρjj(ω) є дуже
сильнi.

Звернемо увагу на розрахунок середнього числа частинок. Для
цього використаємо спiввiдношення

〈Sz〉 =
1

4π

∫ +∞

−∞

(

eβh̄ω − 1
)

Jb+b(ω)dω,

вiдповiдно

〈n〉 =
1

2

(

1

2π

∫ +∞

−∞

ρc(ω)dω + 1

)

. (3.11)

Залежнiсть середнього числа частинок вiд ε та хiмiчного потен-
цiалу µ зображено на рис. 8. Середнє число частинок обчислюємо
при фiксований температурi, у даному випадку при β = 1, ε = 0.5.
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Рис. 7. Частотна залежнiсть густини станiв ρc
jj(ω) при ε = 0.5 ((a) –

для β = 1, 3, 5, при однакових параметрах; (b), (c) – вiдповiдно для
β = 3, 5, при змiнi верхньої межi iнтегрування)

ε
εµ

Рис. 8. Залежнiсть 〈Sz〉 та середнього числа частинок вiд ε
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Числовi розрахунки для 〈n〉 (3.11) добре узгоджуються з (1.4)
для значень −2 ≥ ε ≤ 2 (область значень вказана прямокутником на
рис. 8 для змiни 〈Sz〉 з ε). В цiй областi 〈n〉 майже лiнiйно зростає
iз збiльшенням енергiї на вузлi i хiмiчного потенцiалу. Таким чином,
отримане середнє число частинок на вузлi iз частотної залежностi
густини станiв при фiксованiй температурi пiдтверджує справедли-
вiсть отриманих результатiв.

У нашому випадку потрiбне детальне дослiдження частотної
залежностi густини станiв, оскiльки, сама кореляцiйна функцiя
〈

bj(t)b
+
j (0)

〉

на операторах Паулi, якi взятi для опису поведiнки iо-
нiв на вузлах, являє собою багаточастинкову кореляцiйну функцiю
операторiв фермi. Оскiльки дослiджуються одновузловi кореляцiї i
оператори Паулi на одному вузлi антикомутують, то нас може цiка-
вити функцiя густини станiв ρa

jj(ω):

ρa
jj(ω) = cth

βh̄ω

2
ρc

jj(ω). (3.12)

Розглянемо також для порiвняння густину станiв для нескiнчен-
ного фермiонного ланцюжка:

ρf (ω) =
1

N

∑

q

δ

(

ω − Eq

h̄

)

=
1

π

∫ π

0

dq δ

(

ω − ε + 2Jcosq

h̄

)

=

=
1

π

1
√

4J2 − (ω − ε)2
, |ω − ε| < 2J.

Отримана частотна i температурна залежнiсть ρa
jj при певному ε для

значень температури, вказаних на графiках, а також частотна зале-
жнiсть ρf (ω) представленi на рис. 9. З наведених результатiв можна
прослiдкувати змiну поведiнки густини станiв iз пониженням тем-
ператури для ланцюжка з фiксованим ε. При нижчих температурах
для фiксованого β поведiнка густини станiв вiдрiзняється для лан-
цюжкiв з рiзними ε. ρa(ω) для ±ε є симетричною вiдносно ω = 0, як
видно з рис. 9 (b) для ε = ±0.5 при β = 5 (подiбно як i ρf (ω) (f)) та
ρa(ω) на нульовiй частотi має максимальне значення для всiх ε, β.
Проявляється подiбна поведiнка у частотних залежностях ρa(ω) при
β = 8, 15, ε = 2 (рис. 9 e) та ρf (ω) при ε = 2. У цьому випадку зсув
залежностей ρa(ω), ρf (ω) в протилежнi областi частот пов’язаний iз
вибором 〈n〉 = 1

2±〈Sz〉. Однак, iз симетрiї ρ(ω±ε), а також локалiзацiї
мiнiмуму на частотi ω = 2 цi залежностi подiбнi в областi 0 ≤ ω ≥ 4,
хоча самi мiнiмуми ρa(ω), ρf (ω) за величиною вiдрiзняються.
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Рис. 9. Частотна та температурна залежнiсть Jb+b(ω), ρa
jj(ω) при па-

раметрах вказаних на графiках (a - e), частотна залежнiсть ρf (ω) (f)
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4. Висновки

В цiй роботi розглянена проста модель iонних перескокiв для нескiн-
ченного ланцюжка невзаємодiючих iонiв. Дослiдження динамiчних
характеристик такої системи: iонної провiдностi, зокрема, густини
станiв вимагає обчислення вiдповiдних кореляцiйних функцiй на опе-
раторах Паулi. Метод обчислення кореляцiйних функцiй

〈

bj(t)b
+
j

〉

базується на процедурi фермiонiзацiї, яка дозволяє знаходити то-
чнi числовi розв’язки кореляцiйних функцiй. Числовi розрахунки
〈

bj(t)b
+
j

〉

при β = 0 збiгаються з аналiтичними результатами [13]. До-
слiджено частотну залежнiсть автокореляцiйних функцiй Jb+b(ω), а
також отримано залежнiсть густини станiв вiд частоти при певно-
му значеннi енергiї та фiксованiй температурi. Прослiдкована змiна
ρ(ω) при пониженнi температури (хоча область низьких температур
не розглянута). Видно, що при T = ∞ максимальне значення ρa

jj(ω)
дорiвнює ρjj(0) для розглянутої областi значень ε; при нижчих тем-
пературах для фiксованого β поведiнка густини станiв вiдрiзняється
для ланцюжкiв з рiзним ε. Спостерiгається подiбна поведiнка густи-
ни станiв для нескiнченного iонного та фермiонного ланцюжка при
пониженнi температури в областi вiдповiдних частот.

5. Подяка

Автори висловлюють свою вдячнiсть Т. Є. Крохмальському за пос-
тiйну увагу та допомогу при проведеннi числових розрахункiв.
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