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1 Препринт

Звичайно у фiзицi розрiзняють двi великi областi дослiдження.
Перша стосується елементарних частинок i взаємодiй мiж ними. Це
фундаментальна фiзика. Друга стосується властивостей речовини.
Це фiзика твердого тiла, рiдини i т.д. чи фiзика конденсованої ма-
терiї. Дослiдники, що працюють у галузi фундаментальної фiзики,
будують прискорювачi (аж до найбiльшого – такого, що охоплюва-
тиме Землю вздовж екватора) або використовують iснуючi умови в
космосi для перевiрки своїх теорiй. Дослiдники фiзики конденсова-
ної матерiї вимiрюють температурну залежнiсть теплоємностi, пере-
вiряючи вiдхилення вiд закону Дюлонга-Птi, чи залежнiсть напруга
– струм, перевiряючи справедливiсть закону Ома. Але цi разючi вiд-
мiнностi у характерi поставлених питань i (енергетичних) затратах
для експериментiв насправдi не свiдчать про прiрву мiж фундамен-
тальною фiзикою i фiзикою конденсованих систем. Великi фiзичнi
теорiї, такi як електродинамiка Максвелла, теорiя вiдносностi чи те-
орiя електрона Дiрака, несподiвано виникають у дослiдженнях з фi-
зики конденсованих систем. Таких прикладiв є досить багато, вони
добре (i давно) вiдомi, хоча рiдко обговорюються у навчальнiй лiте-
ратурi. Один з прикладiв, що iлюструє зв’язок мiж феноменологiч-
ною теорiєю (гiдродинамiкою) плiвок надплинного гелiю i електро-
динамiкою Максвелла у 2+1 просторi (теорiя Максвелла для двови-
мiрної електродинамiки), i буде предметом обговорення. Детальнiше
це питання розглянуто у працях [1–3]1.

1. Про надплинний гелiй

Нагадаймо коротко деякi вiдомi речi про надплинний гелiй [4–7].
Плин iзотопу гелiю He4 складається з атомiв He4, що мають цi-

лий спiн (тобто є бозонами, на вiдмiну вiд атомiв гелiю He3, якi є
фермiонами) i якi, якщо мова йде про енергiї ∼ еВ ∼ 104 К, добре
описуються оператором Гамiльтона
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âp +

1

2

∑

〈p′
1p

′
2|U |p1p2〉â+
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де потенцiал мiжатомної взаємодiї U(r) має як твердосферне вiдшто-
вхування так i дуже мiлку яму. Деталi цього гамiльтонiану (потенцi-

1Приведений тут розгляд є дещо розширений виклад метерiалу роздiлу II.A
працi Shou-Cheng Zhang’а [3].

ICMP–03–22U 2

алу) виявляться неiстотними, коли мова пiде про поведiнку системи
при температурах ∼ К ∼ 10−4 еВ.

При пониженнi температури плин He4 переходить у надплинний
стан (рiдкий гелiй II) (див. рис. 1). Перехiд у надплинний стан по-

Рис. 1. Фазова дiаграма He4 (згiдно з [4]).

в’язаний з перерозподiлом атомiв He4 за iмпульсами. У надплин-
нiй рiдинi макроскопiчно велике число атомiв має iмпульс строго
рiвний нулю. Такi атоми утворюють конденсат (конденсат Бозе-
Айнштайна). У iдеальному бозе-газi (немає доданка з мiжатомною
взаємодiєю у (1.1)) при T = 0 всi частинки переходять у конденсат (а
починають переходити при температурi конденсацiї Бозе-Айнштайна

Tc, так що Np=0

N
= 1 −

(

T
Tc

)
3
2

); у майже iдеальному бозе-газi (сла-

бонеiдеальний бозе-газ Боголюбова) при T = 0 майже всi частинки

переходять у конденсат (
〈a+

p=0
ap=0〉

N
= 1− 8

3

√

a3N
πV

, a – довжина розсi-
яння чи дiаметр твердої сфери, що моделює короткосяжне вiдшто-
вхування частинок); у бозе-рiдинi iз сильною взаємодiєю при T = 0
лише кiлька вiдсоткiв вiд загального числа частинок переходять у
конденсат.

Явище коденсацiї Бозе-Айнштайна iстотно залежить вiд розмiр-
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ностi простору. Звичайно ми говоримо про тривимiрний простiр. Як-
що ж маємо справу з плiвкою бозе-рiдини (двовимiрна бозе-рiдина),
то конденсат може iснувати лише при T = 0 i не iснує при будь-
якiй вiдмiннiй вiд нуля температурi. Iснування конденсату доведено
для граткової версiї двовимiрної бозе-рiдини у працi [8]; при цьому
(за наявностi взаємодiї) значна частина частинок (хоча не всi) має
нульовий iмпульс.

Як виглядає хвильова функцiя конденсату? Якщо система одно-
рiдна i нерухома, то це мала б бути константа, незалежна вiд коор-
динат,

ψ0(r, t) =
√
n0, (1.2)

де n0 є число конденсатних частинок в одиницi об’єму. Але оскiльки
конденсат може бути в просторово-неоднорiдних умовах (з великою
довжиною розмiру неоднорiдностi) i нестацiонарних зовнiшнiх умо-
вах (з великим часовим перiодом), то хвильова функцiя коденсату
має вигляд

ψ0(r, t) =
√

n0(r, t) exp (iφ(r, t)) . (1.3)

Хвильова функцiя (1.3) дає густину потоку (конденсатних части-
нок)

j(r, t) =
i~
2m

(ψ0∇ψ∗
0 − ψ∗

0∇ψ0)

=
~

m
n0(r, t)∇φ(r, t)

= n0(r, t)v(r, t), (1.4)

де

v(r, t) =
~

m
∇φ(r, t) (1.5)

є швидкiсть руху (конденсатних частинок) (the first Josephson equa-
tion of superfluidity). Це бездисипативний рух, який може вiдбувати-
ся у рiвноважному станi. Рiвняння Шредiнгера передбачає наступне
рiвняння неперервностi

∂n0(r, t)

∂t
+ ∇ · (n0(r, t)v(r, t)) = 0. (1.6)

Якщо ми маємо справу з незначними вiдхиленнями вiд однорiдностi,
то при обчисленнi дивергенцiї у другому доданку в (1.6) можна взяти
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середню густину конденсату n0, адже v(r, t) є мала величина, а її
добуток на малу величину n0(r, t) − n0 є дуже мала величина. Тому
рiвняння неперервностi (1.6) у такому разi має вигляд

∂n0(r, t)

∂t
+ ∇ · (n0v(r, t)) = 0. (1.7)

Далi, рiвняння Шредiнгера

i~
∂ψ(. . . , rn, . . . , t)

∂t

=
∑

n

(

− ~
2

2m
∇

2
n

)

ψ(. . . , rn, . . . , t)

+
1

2

∑

n6=m

U (|rn − rm|)ψ(. . . , rn, . . . , t), (1.8)

коли мова йде про основний стан багатобозонної системи i випадок
незначних вiдхилень вiд однорiдностi, може бути записане спочатку
як

i~
∂ψ0(r, t)

∂t
= − ~

2

2m
∇

2ψ0(r, t) + u(r)ψ0(r, t), (1.9)

де u(r) є середня потенцiальна енергiя системи на одну частинку,
яка є хiмiчним потенцiалом системи µ(r), а пiсля пiдстановки (1.3)
у (1.9) – у виглядi

−~
∂φ(r, t)

∂t
ψ0(r, t) +

i~
2n0(r, t)

∂n0(r, t)

∂t
ψ0(r, t)

= − ~
2

2m
∇

2ψ0(r, t) + µ(r)ψ0(r, t). (1.10)

Зрозумiло, що оскiльки мова йде про незначнi вiдхилення вiд одно-
рiдностi i стацiонарностi, доданки

i~
2n0(r, t)

∂n0(r, t)

∂t
,

− ~
2

2m
∇

2
(

√

n0(r, t) exp (iφ(r, t))
)

можна опустити. Тому приходимо до висновку, що рiвняння Шре-
дiнгера твердить, що

~
∂φ(r, t)

∂t
= −µ(r) (1.11)
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(the second Josephson equation of superfluidity).
З рiвняння (1.11) (з врахуванням рiвняння (1.5)) можна знайти

змiну швидкостi конденсату, зумовлену його неоднорiднiстю,

∂v(r, t)

∂t
=

~

m

∂

∂t
∇φ(r, t) = − 1

m
∇µ(r)

= − 1

m

κ

n0

∇n0(r, t), (1.12)

де запроваджена стисливiсть системи

κ = n0

∂µ

∂n0

. (1.13)

Пiдкреслимо знову, що нас цiкавить випадок незначних вiдхилень
вiд однорiдностi i стацiонарностi; саме за таких умов справедливе
рiвняння (1.12).

Рух конденсату має цiкавi особливостi. Цей рух є потенцiальним,
тобто

rotv(r, t) = rot

(

~

m
∇φ(r, t)

)

= 0. (1.14)

Це означає, що якщо помiстити конденсат у цилiндр, що обертає-
ться навколо своєї осi, то конденсат мав би залишатися нерухомим.
Якщо б конденсат обертався з цилiндром як цiле (див. рис. 2), то
стацiонарне поле швидкостi було б

v(r) = ω × r =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

0 0 ω

x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −ωyi + ωxj (1.15)

i

rotv(r) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−ωy ωx 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2ωk = 2ω 6= 0, (1.16)

що суперечить умовi потенцiальностi поля швидкостi (1.14). Поле
швидкостi конденсату таким бути не може. З другого боку, у конден-
сатi можуть бути вихровi нитки, якi реалiзують потенцiальне обер-
тання (див. рис. 3). Розгляньмо стацiонарне поле швидкостi

v(r) = − y

x2 + y2
i +

x

x2 + y2
j (1.17)
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Рис. 2. Конденсат у цилiндрi, що обертається.

Рис. 3. Потенцiальне обертання конденсату; нитка є безмежно тонка
(∼ атомних розмiрiв).
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у всьому просторi окрiм безмежно тонкої (∼ атомних розмiрiв) (пря-
молiнiйної) нитки x = y = 0. Прямим обчисленням переконуємося,
що умова потенцiальностi не порушується, тобто

rotv(r) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

− y
x2+y2

x
x2+y2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂

∂x

x

x2 + y2
+

∂

∂y

y

x2 + y2

)

k = 0. (1.18)

Зауважуємо, що при потенцiальному обертаннi величина швидкостi
(1.17) обернено пропорцiйна вiдстанi до нитки, а не пропорцiйна вiд-
станi до осi цилiндра, як є при обертаннi конденсату в цилiндрi як
цiлого (1.15).

Поле швидкостi (1.17) характеризує параметр κ

∮

dl · v = 2πκ (1.19)

(зрозумiло, що через потенцiальнiсть форма контура тут неiстотна)2.
Параметр κ у п.с. (1.19) не може бути довiльним. З математичного
аналiзу [9] ми знаємо, що

∫

^

AB

dl · v =
~

m

∫

^

AB

dl · ∇φ =
~

m
(φ(B) − φ(A)) . (1.20)

Якщо дуга
^

AB перетворюється у коло, то рiзниця фаз хвильової
функцiї φ(B) − φ(A) (див. (1.3)) мусить бути кратна 2π, так що

κ =
~

m
q, (1.21)

де q є цiле число. Далi, термодинамiчно стiйкими виявляються лише
вихровi нитки з найменшим можливим значенням

∮

dl · v, тобто,
з завихренiстю (vorticity) q = ±1 (як у електродинамiцi, де є два
роди заряду, а не як у хромодинамiцi). Таким чином, якщо є багато
вихрових ниток, то

∮

dl · v =
∑

n

2π
~

m
qn, (1.22)

2На перший погляд
∮

dl · v = 0 через те, що rotv = 0. Але rotv = 0 всюди,
крiм нитки! Насправдi rotv ∼ δ(x)δ(y)k (див. (1.23)).
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або у диференцiальнiй формi

rotv(r) = 2πρv(r)k, (1.23)

де

ρv(r) =
∑

n

~

m
qnδ (x− xn) δ (y − yn) (1.24)

є густина прямолiнiйних вихрових ниток.
Звичайно, вихровi нитки можуть рухатися. Тодi є струм вихрових

ниток jv = ρvvv, i має мiсце рiвняння неперервностi

∂ρv(r, t)

∂t
+ divjv(r, t) = 0, (1.25)

що виражає збереження (кiлькостi) вихрових ниток. Врахування на-
явностi вихрових ниток (1.23), (1.25) приводить до потреби модифi-
кувати рiвняння (1.12): у змiнi швидкостi v(r, t) буде внесок i вiд
вихрових ниток. Це буде зроблено нижче у двовимiрному випадку.

2. Гiдродинамiка плiвки надплинного гелiю
i (2+1)-вимiрна електродинамiка Максвелла

Розглянемо плiвку надплинного гелiю3. Якщо ми дослiджуємо ма-
лi вiдхилення вiд однорiдного i стацiонарного стану (маючи у роз-
порядженi малi енергетичнi ресурси), то вимiрюватимемо векторне
поле швидкостi v = v(x, y, t) = (vx(x, y, t), vy(x, y, t)) i скалярне по-
ле густини n0 = n0(x, y, t) за наявностi вихрових ниток з густиною
ρv = ρv(x, y, t) i з струмом jv = jv(x, y, t) = (jvx(x, y, t), jvy(x, y, t))
(див. рис. 4). Згiдно з розвинутою теорiєю цi величини задовольня-
ють систему рiвнянь

(

∂vy

∂x
− ∂vx

∂y

)

k = 2πρvk (2.1)

(рiвняння (1.23)),

∂ρv

∂t
+ ∇ · jv = 0 (2.2)

3Зазначимо, що у двовимiрному випадку при T = 0 бозе-рiдина не завжди є
у надплиннiй фазi. Вона (наприклад, бозе-рiдина куперiвських пар) може бути i
у фазi бозе-металу, якщо є так звана кiльцева обмiнна взаємодiя (ring exchange)
[10].
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Рис. 4. Плiвка надплинного гелiю з вихровими нитками.

(рiвняння (1.25)),

∂n0

∂t
+ n0

(

∂vx

∂x
+
∂vy

∂y

)

= 0 (2.3)

(рiвняння (1.7)),

∂v

∂t
= − κ

mn0

(

∂n0

∂x
i +

∂n0

∂y
j

)

(2.4)

(рiвняння (1.12)). Виведення рiвнянь ефективної теорiї поля для ни-
зькоенергетичної поведiнки системи (1.1) можна провести i акура-
тнiше; тодi ми зв’яжемо значення параметрiв у ефективнiй теорiї з
мiкроскопiчними деталями (залежнiстю U(r) у (1.1)), а також отри-
маємо поправки до ефективної теорiї, якi треба враховувати, коли
енергiї зростають. Важливо, однак, що у низькоенергетичнiй границi
отриманi рiвняння є точними!

Рiвняння (2.1) – (2.4) є теорiєю Максвелла для двовимiрної елект-
родинамiки. Покажемо це. Почнемо з рiвняння (2.1). Якщо покласти

Ex = vy, Ey = −vx, (2.5)

то рiвняння (2.1) можна записати у виглядi

divE = 2πρv. (2.6)
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Це закон Гауса (Кулона) чи перше рiвняння Максвелла у двовимi-
рнiй електродинамiцi. Рiвняння неперервностi (2.2) виражає закон
збереження заряду.

Друге рiвняння Максвелла про соленоїдальнiсть магнiтного поля

divH =
∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
= 0 (2.7)

у двовимiрному випадку задовольняє магнiтне поле

H = (0, 0, Hz(x, y, t)) . (2.8)

Якщо покласти у згодi з (2.8)

Hz = −cn0

n0

(2.9)

(тут c є “швидкiсть свiтла”), то рiвняння (2.3) твердить

−1

c

∂Hz

∂t
+

(

∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x

)

= 0, (2.10)

тобто

rotE = −1

c

∂H

∂t
. (2.11)

Це закон Фарадея чи третє рiвняння Максвелла.
Перейдемо нарештi до рiвняння (2.4). У позначеннях (2.5), (2.9)

воно має вигляд

1

c

∂Ex

∂t
=

κ

mc2
∂Hz

∂y
,

1

c

∂Ey

∂t
= − κ

mc2
∂Hz

∂x
, (2.12)

тобто

1

c

∂E

∂t
=

κ

mc2

(

∂Hz

∂y
i − ∂Hz

∂x
j

)

=
κ

mc2
rotH. (2.13)

Це четверте рiвняння Максвелла у вiдсутностi струмiв, а лиш iз стру-
мом змiщення Максвелла; при цьому швидкiсть свiтла є

c =

√

κ

m
. (2.14)
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Але рiвняння (2.4) чи рiвняння (2.13) не враховують внеску у змiну
швидкостi v чи напруженостi електричного поля E через наявнiсть
вихрових ниток чи зарядiв. Обчислюючи rot вiд л.с. рiвняння (2.4),
отримаємо

rot
∂v

∂t
=

∂

∂t
rotv = 2π

∂

∂t
ρvk = −2π (∇ · jv)k (2.15)

(використано рiвняння (2.1) i (2.2)), що не дорiвнює нулю при jv 6= 0,
тодi ж як rot вiд п.с. рiвняння (2.4) дорiвнює нулю тотожньо. Додамо
у л.с. рiвняння (2.4) доданок

2π
(

−jvy, jvx

)

.

Тодi при обчисленнi rot вiд л.с. рiвняння (2.4) вже матимемо тотож-
ньо нуль

−2π (∇ · jv)k + 2π

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−jvy jvx 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (2.16)

З другого боку, рiвняння

∂vx

∂t
− 2πjvy = − κ

mn0

∂n0

∂x
,

∂vy

∂t
+ 2πjvx = − κ

mn0

∂n0

∂y
(2.17)

у позначеннях (2.5), (2.9), (2.14) набувають вигляду

1

c

∂Ex

∂t
+

2π

c
jvx =

∂Hz

∂y
,

1

c

∂Ey

∂t
+

2π

c
jvy = −∂Hz

∂x
, (2.18)

тобто

rotH =
2π

c
jv +

1

c

∂E

∂t
. (2.19)

Це четверте рiвняння Максвелла: закон Бiо-Савара (Ампера) з вра-
хуванням струму змiщення Максвелла.

Рiвняння гiдродинамiки для плiвки He4 (чи (2+1)-вимiрної еле-
ктродинамiки Максвелла) можна записати i у релятивiстичних по-
значеннях [3]. Справдi, використовуючи антисиметричний тензор у
двовимiрному випадку εij , матимемо

εijvj ⇔ Ei, i = 1, 2; (2.20)
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−
√

κ

m

n0

n0

⇔ H. (2.21)

Далi

εij∂ivj = 2πρv ⇔ ∂iEi = 2πρ (2.22)

(закон Гауса);

∂tn0 + ∂i (n0vi) = 0 ⇔ εij∂iEj = −1

c
∂tH (2.23)

(закон Фарадея);

∂tvi = − κ

mn0

∂in0 ⇔ 1

c
∂tEi = εij∂jH (2.24)

(четверте рiвняння Максвелла у вiдсутностi струмiв);

∂tρv + ∂ijvi = 0 ⇔ ∂tρ+ ∂iji = 0 (2.25)

(закон збереження заряду);

∂tvi − 2πεikjvk = − κ

mn0

∂in0 ⇔ εij∂jH =
2π

c
ji +

1

c
∂tEi (2.26)

(четверте рiвняння Максвелла).
Таким чином, ми бачимо повну еквiвалентнiсть мiж рiвняннями

для надплинної плiвки i рiвняннями Максвелла у просторi розмiр-
ностi 2+1 (див. табл. 1).

3. Замiсть висновкiв

Здобутi результати дозволяють нам говорити наступне.

• Шкала енергiй. “Цивiлiзацiя”, яка живе у плiвцi гелiю, вiдкрила
б спочатку рiвняння Максвелла (2.6), (2.11), (2.19) для полiв v

i n0. Якщо б цiй цивiлiзацiї iз її розвитком стали доступними
бiльшi енергiї (∼ еВ), то вона б встановила гамiльтонiан бага-
тобозонної системи (1.1) (а потiм знову електродинамiку Макс-
велла, вчення про лептони, кварки i глюони i т.д.). Важливо,
якi енергiї є доступними. У низькоенергетичнiй границi “спра-
вжньої” теорiї виникає нова ефективна теорiя. Звичайно легше
вивчати фiзику при низьких енергiях, яка описується ефекти-
вною теорiєю. Як на основi цього вiдгадати поведiнку системи
при великих енергiях (“справжню” теорiю)? Такого типу питан-
ня притаманнi сучаснiй фiзицi елементарних частинок (i фiзицi
конденсованої матерiї).
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Табл. 1. Про еквiвалентнiсть мiж рiвняннями для надплинної плiвки i

рiвняннями Максвелла у просторi розмiрностi 2+1.

Феноменологiя

плiвки He4 при T = 0
Фундаментальна фiзика

у просторi 2+1

густина

вихрових ниток ρv

густина

заряду ρ

струм

вихрових ниток jv = ρvvv

струм

заряду j = ρv

швидкiсть

v(x, y, t) = (vx(x, y, t), vy(x, y, t))
електричне поле

E(x, y, t) = (Ex(x, y, t), Ey(x, y, t))

густина

n0(x, y, t)
магнiтне поле

Hz(x, y, t)

При цьому ρv = ρ, jv = j, vx = −Ey, vy = Ex, −
√

κ

m

n0

n0
= Hz,

√

κ

m
= c.

• Фундаментальнi рiвняння i феноменологiя. Дещо несподiваним
є те, що фiзика надплинної плiвки гелiю є закумульована у
формi рiвнянь Максвелла. Звичайно вважається, що рiвняння
Максвелла виражають дуже глибокi властивостi природи. Але
перелiк прикладiв, коли факти з фiзики конденсованої матерiї
можуть мати вигляд фундаментальних рiвнянь, можна про-
довжити. Якщо розглянути двовимiрну модель Габбарда, то її
низькоенергетичнi збудження описує середньопольовий гамiль-
тонiан Бардiна-Купера-Шриффера, який можна переписати як
рiвняння Дiрака у вимiрностi простору 2+1 [3]. Моделi кван-
тового ефекту Холла мають багату фiзику у низькоенергети-
чнiй границi. Про це написано дуже багато за останнi десять-
п’ятнадцять рокiв (див., наприклад, [11]).
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