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Поведiнка тривимiрного магнетика поблизу критичної точ-

ки за наявностi зовнiшнього поля

М.П.Козловський, I.В.Пилюк, О.О.Притула

Анотацiя. Дослiджена поведiнка тривимiрного магнетика з одно-
компонентним параметром порядку поблизу критичної точки у ви-
падку наявностi постiйного зовнiшнього поля. Розглянутi областi
температур вищих та нижчих за Tc (Tc - температура фазового пе-
реходу при вiдсутностi поля). Показано, що при слабких значеннях
поля поведiнка системи описується виключно температурною змiн-
ною, а для випадку сильних полiв роль температурної змiнної не є
домiнуючою. Для кожної з цих областей отриманi вiдповiднi вирази
для вiльної енергiї системи, сприйнятливостi та iнших характеристик
в околi критичної точки.

Behaviour of a three-dimensional magnet near the critical point

in the presence of an external field

M.P.Kozlovskii, I.V.Pylyuk, O.O.Prytula

Abstract. The behaviour of a three-dimensional magnet with a one-
component order parameter near the critical point in the presence of
the constant external field is investigated. The high-temperature and
low-temperature regions in the vicinity of Tc (Tc - the phase transition
temperature in the absence of an external field) are considered. It is
shown, that in the small fields the system behaviour is described by the
temperature variable only, but in the case of the large fields the role of
the temperature variable is not dominant. The respond expressions for
the free energy, susceptibility and other characteristics of the system in
the vicinity of the critical point are obtained for every of these regions.
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1 Препринт

Дана робота є продовженням циклу робiт [1–3], присвячених ви-
вченню впливу зовнiшнього поля на критичну поведiнку граткових
спiнових систем. При описi критичних властивостей основну роль
вiдiграють далекосяжнi кореляцiї мiж частинками [4] i для їх опису
доцiльно використовувати негаусовi розподiли флуктуацiй парамет-
ра порядку [5]. Саме такий пiдхiд дозволив знайти основнi характе-
ристики тривимiрних статистичних систем поблизу точки фазового
переходу при вiдсутностi поля, не використовуючи асимптотичних
рядiв теорiї збурень, якi виникають при використаннi гаусових роз-
подiлiв [6].

При проведеннi розрахункiв будемо використовувати найпростi-
шу нетривiальну модель фазового переходу, яка описується гамiль-
тонiаном

H = −1

2

∑

l,j∈Λ

Φ(rlj)σlσj − h
∑

l∈Λ

σl, (1)

де потенцiал взаємодiї Φ(rlj) є додатньою функцiєю i залежить лише
вiд вiддалi мiж частинками rlj = |rl−rj|, якi розташованi у N вузлах
простої кубiчної гратки iз перiодом c. Величини σl є операторами z-
компоненти спiна i мають власнi значення ±1, h - нормоване магнiтне
поле. Сумування здiйснюється в об’ємi перiодичностi (V = N · c3)

Λ = {l = (lx, ly, lz)|li = cni; ni = 1, 2, ..., Ni, i = x, y, z} (2)

iз циклiчними граничними умовами.
Зазвичай, за потенцiал взаємодiї Φ(rlj) вибирають деяку коротко-

сяжну функцiю вiддалi. Так, для потенцiалу взаємодiї найближчих
сусiдiв функцiя Φ(rlj) рiвна J , коли rlj = 1 та обертається в нуль для
всiх iнших значень rlj. Вiн спрощеним чином вiдображає реальну си-
туацiю, оскiльки не беруться до уваги взаємодiї мiж частинками, якi
перебувають на вiддалях rlj > 1, зокрема взаємодiї з другими, тре-
тiми i т.д. сусiдами. Звичайно, для бiльшостi фiзичних систем має
мiсце швидке спадання взаємодiї iз ростом rlj, однак вона завжди
вiдмiнна вiд нуля. Дещо виправити цю ситуацiю можна, використо-
вуючи в якостi Φ(rlj) експонентно спадну функцiю вiддалi

Φ(rlj) = A exp(−rlj/b). (3)

Тут A, b - деякi постiйнi величини. Фур’є-образ (3) має вигляд

Φ(k) = Φ(0)
(

1 + b2k2
)−2

, (4)

де постiйна Φ(0) пов’язана iз мiкроскопiчними параметрами системи:

Φ(0) = A8π (b/c)
3
. (5)
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Хвильовий вектор k змiнюється в межах першої зони Брiллюена

B =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = −π

c
+

2πni

cNi
;

ni = 1, 2, ..., Ni, i = x, y, z
}

. (6)

Великомасштабнi флуктуацiї вiдповiдають малим значенням хвильо-
вих векторiв. У зв’язку з цим обмежимося в подальшому розглядi
наближеним виразом для (4):

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), k ∈ B0,
Φ0 = Φ(0)Φ̄, k ∈ B\B0,

(7)

де Φ̄ - деяка постiйна величина. Така модифiкацiя моделi (1) передба-
чає, що великi значення хвильового вектора не є особливо суттєвими
при розрахунку її критичних характеристик.

Область значень хвильового вектора B0 у виразi (7) задається
наступним чином:

B0 =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2πni

c0N0i
;

ni = 1, 2, ..., N0i, i = x, y, z
}

, (8)

де c0 = cs0, s0 - деякий параметр моделi (s0 ≥ 1), N0 = N0xN0yN0z,
N0 = s−d

0 N . Вимiрнiсть простору d = 3. Значення параметра s0 зале-
жить вiд вигляду фур’є-образу потенцiалу кожної конкретної задачi.
Так, для потенцiалу взаємодiї найближчих сусiдiв s0 > 2, оскiльки
лише для таких значень s0 можна вести мову про параболiчну апро-
ксимацiю потенцiалу Φ(k).

1. Загальнi положення

В роботах [1–3] була запропонована методика розрахунку вiльної ене-
ргiї модельної граткової системи однокомпонентних спiнiв поблизу
критичної точки за наявностi поля. Функцiонал статистичної суми
моделi (1) з потенцiалом (7) може бути записаний у виглядi N0-
кратного iнтегралу за колективними змiнними [1, 6]:

Z = Z0j0e
ã0N0

∫

(dη)N0 exp

[

−a1

√

N0η0 −
1

2

∑

k∈B0

d(k) ηkη−k−
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−a3

3!
N

−1/2
0

∑

k1,...,k3
ki∈B0

ηk1 ...ηk3δk1+...+k3−

− a4

4!
N−1

0

∑

k1,...,k4
ki∈B0

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4






. (1.1)

Тут j0 =
√

2
N0−1

- якобiан переходу вiд змiнних ωk до ωl,

Z0 = 2N
(

ch(h′))N
)

exp

(

1

2
βΦ0N

)

, (1.2)

де h′ = βh - приведене поле, β = 1/(kT ) - обернена температура.
Для величини d(k) маємо вираз

d(k) = ã2 − βΦ(0) + 2b2βΦ(0)k2,

ã2 = a2 + βΦ0. (1.3)

Коефiцiєнти al розрахованi в [1, 3]. Наближенi вирази для цих кое-
фiцiєнтiв представляються у виглядi рiвностей

ã0 = −1

2
ln(2πM2) −

1

4
(a′)2 − 3

4
g(1 − a′2),

a1 = −1

2
a′µ2(1 − 3g),

a2 =
1

2
µ2

2

[

1 − 3g

(

1 − 1

2
a′2
)]

, (1.4)

a3 = −3

2
µ3

2a
′g, a4 =

3

2
µ4

2g.

Тут введенi позначення

a′ = s
d/2
0 M1µ2, µ2 = (2/M2)

1/2, (1.5)

g =
1

6
s−d
0 (−M4)/M2

2.

Для кумулянтiв Mn(h′) маємо вiдомi вирази [5]

M0 = ln chh′, M1 = thh′,

M2 = 1 −M2
1, M3 = −2M2M1, (1.6)

M4 = −2M2
2 + 4M2M2

1.
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Метою даної роботи є поетапне iнтегрування виразу (1.1) за коле-
ктивними змiнними ηk, починаючи iз змiнних ηk, хвильовi вектори
яких близькi до значення B0 = B/s0 (B = π/c - границя пiвзони
Брiллюена), i приведення його до однократного iнтегралу за змiн-
ною η0. Ця змiнна є макроскопiчною величиною в тому сенсi, що її
середнє значення визначає параметр порядку системи.

В наближених пiдходах вважається, що вже на початковому етапi
iз (1.1) можна видiлити вклад такого типу i представити статистичну
суму у виглядi

Z ′ = Z ′
0

∫

dη0e
−a1

√
N0η0− 1

2d′(0)η2
0−

a′
3√
N0

η3
0−

a′
4

N0
η4
0
,

де a′
3 та a′

4 - деякi постiйнi коефiцiєнти. Тодi d′(0) = α(T − Tc) i по-
дальшi розрахунки призведуть до “класичних” значень критичних
показникiв. Однак таке наближення недостатнє. Необхiдно здiйсню-
вати поетапне “виключення” з розгляду змiнних ηk. При цьому вiд-
бувається перенормування температурної (та польової) залежностi
величин a1, d′(0), a′

3 та a′
4 i в результатi приходимо до мiкроскопiч-

ного опису характеристик моделi поблизу критичної точки.
Використовуючи метод поетапного розрахунку статистичної су-

ми (1.1), приходимо до виразу [1, 3]

Z = Z0Q0Q1...Qnpjnp+1

[

Q(P (np))
]Nnp+1

Inp+1. (1.7)

Для величин, якi входять в (1.7), маємо спiввiдношення [1]

Q
1/N0

0 = eã0Q(d),

Q(d) =

(

24

a4

)1/4

γ1

[

1 − γh
(0)
2 +

3

8
γ(h

(0)
3 )2

]

. (1.8)

Тут

γ =
Γ(3/4)

Γ(1/4)
≈ 0.337989, γ1 = π

√
2

(

2Γ

(

3

4

))−1

≈ 1.8128.

Аргументи h
(0)
2 та h

(0)
3 записуються у виглядi

h
(0)
2 =

√
6(r0 + q)a

−1/2
4 ; h

(0)
3 = h30a3a

−3/4
4 , (1.9)

де
r0 = ã2 − βΦ(0), h30 = 243/4/6, (1.10)
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q = q̄βΦ(0), q̄ = π2

(

b

c

)2

s−2
0 (1 + s−2).

Парцiальна статистична сума n-ої блочної структури задається ви-
разом

Qn =
[

Q(P (n−1))Q(dn)
]Nn

, (1.11)

де
Nn = N0s

−3n,

Q(dn) =

(

24

a
(n)
4

)1/4

K0(h
(n)
2 , h

(n)
3 ), (1.12)

Kn(h
(n)
2 , h

(n)
3 ) =

∫ ∞

−∞
xn exp

(

−h
(n)
2 x2 − h

(n)
3 x3 − x4

)

dx,

а для аргументiв h
(n)
2 та h

(n)
3 введенi позначення

h
(n)
2 =

√
6dn(Bn+1, Bn)(a

(n)
4 )−1/2,

h
(n)
3 = h30a

(n)
3 (a

(n)
4 )−3/4. (1.13)

Тут
dn(Bn+1, Bn) = a

(n)
2 − βΦ(0) + qn,

qn = qs−2n.

Коефiцiєнти a
(n)
l з допомогою рекурентних спiввiдношень [1] пов’я-

занi iз їхнiми початковими значеннями al. Для Q(P (n−1)) має мiсце
вираз, аналогiчний до Q(dn), який приведений в [2]. Наближенi фор-
мули для них мають вигляд (див. [2])

Q(dn) =
(

24/a
(n)
4

)1/4

γ1

[

1 − γh
(n)
2 +

3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

,

Q(P (n−1)) = (2πγ)−1/2G′
00

(

a
(n−1)
4

24

)1/4

×

× exp
(

−H22(h
(n−1)
3 )2

)(

1 + H211h
(n−1)
2

)

, (1.14)

де коефiцiєнти є наступними:

G′
00 = 1 − 3

4
s−dG0,
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G0 =
12γ2 − 1

24γ2
≈ 0.1353, H22 = sd(32γ)−1,

H211 = −1

2
t2 −

3

4
s−dG0G2(G

′
00)

−1,

t2 = γ − 1

4γ
≈ −0.4017, G2 =

1

2γ
− 2γ + 4γ

6γ2 − 1

12γ2 − 1
≈ −0.3435.

Величина jnp+1 =
√

2
Nnp+1−1

, а параметр s визначає швидкiсть росту
ефективних блочних граток i вiдповiдає параметру ренормалiзацiй-
ної групи. Для Inp+1 отримуємо

Inp+1 =

∫

(dη)Nnp +1 exp



−̃a
(np+1)
1 N

1/2
np+1η0−

1

2

∑

k∈Bp

dnp+1(k)ηkη−k−

− 1

3!
a
(np+1)
3 N

−1/2
np+1

∑

k1,...k3
ki∈Bp

ηk1 ...ηk3δk1+...+k3−

− 1

4!
a
(np+1)
4 N−1

np+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bp

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4






. (1.15)

Область значень хвильових векторiв Bp знаходимо iз

Bn =

{

k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cn
+

2πni

cnNni

;

ni = 1, 2..., Nni, i = x, y, z
}

при n = np + 1. Тут cn = c0s
n, s ≥ 1, NnxNnyNnz = Nn.

Для коефiцiєнта dnp+1(k) iз (1.15) маємо

dnp+1(k) = dnp+1(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dnp+1(0) = a
(np+1)
2 − βΦ(0). (1.16)

Вiд коефiцiєнтiв a
(n)
l зручно перейти до величин wn, rn, vn, un з

допомогою рiвнянь

ã
(n)
1 = s−nwn, dn(0) = s−2nrn,

a
(n)
3 = s−3nvn, a

(n)
4 = s−4nun. (1.17)
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Перенормованi коефiцiєнти wn, rn, vn та un задовiльняють наступ-
ним спiввiдношенням [1,2], якi є розв’язками лiнеаризованих поблизу
фiксованої точки рекурентних спiввiдношень:

wn = −ch1M1(h
′)En

1 − ch2M1(h
′)T

(0)
13

(

ϕ
1/2
0 βΦ(0)

)−1

En
3 ,

rn = r∗ + c
(0)
k1 βΦ(0)τEn

2 + ck2T
(0)
24 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−1En

4 ,

vn = −ch2M1(h
′)En

3 , (1.18)

un = u∗ + c
(0)
k1 (βΦ(0))2T

(0)
42 ϕ

1/2
0 τEn

2 + ck2E
n
4 .

Тут введена величина

τ =
T − Tc

Tc
,

де Tc - температура фазового переходу при h = 0. Величини r∗ та u∗

визначають координати фiксованої точки:

r∗ = −f0βΦ(0), u∗ = ϕ0(βΦ(0))2,

f0 = q̄, ϕ
1/2
0 = f−1

00 q̄(1 − s−2). (1.19)

Тут
f00 = (1 − 3G0s

−3)(γ
√

24)−1.

Величини El є власними значеннями матрицi R ренормгрупового
перетворення









wn+1 − w∗

rn+1 − r∗

vn+1 − v∗

un+1 − u∗









−R









wn − w∗

rn − r∗

vn − v∗

un − u∗









,

де w∗ = v∗ = 0. Вони мають вигляд [1]

E1 = s(d+2)/2, E3 = s(d−2)/2, (1.20)

E2,4 =
1

2

{

R22 + R44 ±
[

(R22 − R44)
2 + 4R24R42

]1/2
}

.

Лише одне iз власних значень El менше за одиницю, а решта бiльшi
за неї. Для деякого фiксованого значення параметра s = s∗, де s∗ =
3.3783, знаходимо (для такого значення h∗

2 = 0)

E1 = 20.977, E3 = 1.838,
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E2 = 7.374, E4 = 0.397.

Коефiцiєнти ch1 та ch2 визначаються згiдно спiввiдношень [2]

ch1 = s
d/2
0 M20/M2, M20 = 1 − 3g − 6gT

(0)
13

(

ϕ
1/2
0 βΦ(0)

)−1

/M2

ch2 = s
−d/2
0 (−M4)/M4

2. (1.21)

Для ckl справедливi вирази

сk1 = c
(0)
k1 βΦ(0),

c
(0)
k1 = V2

[

1 − f0 − T
(0)
24 u0ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−2 − T

(0)
24 ϕ

1/2
0

]

,

ck2 = V2

[

u0 − ϕ0(βΦ(0))2 − T
(0)
42 ϕ

1/2
0 βΦ(0)(r0 + f0βΦ(0))

]

,

V2 =
[

1 + (E2 − R22)
2(R24R42)

−1
]−1

. (1.22)

Матричнi елементи Rij розрахованi в [1]. Постiйнi величини T
(0)
km, якi

є комбiнацiями R
(0)
km = Rkm(u∗)−(k−m)/4 та Em, при s = s∗ прийма-

ють значення [2]

T
(0)
13 = −0.655, T

(0)
24 = −0.535, T

(0)
42 = 0.177.

Звернемо увагу на поведiнку величин h
(n)
2 та h

(n)
3 поблизу кри-

тичної точки. Кожна з них при n < np приймає малi значення. В
цьому легко переконатися, використовуючи явнi розв’язки рекурен-
тних спiввiдношень (1.18). Маємо

h
(n)
2 = h22

[

c
(0)
k1 τEn

2 − 1

2
ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 (c

(0)
k1 τEn

2 )2
]

,

h
(n)
3 = h32M1(h

′)En
3 (1 − h34c

(0)
k1 τEn

2 ), (1.23)

де

h22 = (6/ϕ0)
1/2, h32 = −h30ch2(u

∗)−3/4, h34 =
3

4
T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 .

Для всiх значень n < np, де np визначається iз умови

c
(0)
k1 τE

np+1
2 = f0, (1.24)

знаходимо, що h
(n)
2 � 1. Аналогiчна нерiвнiсть має мiсце для h

(n)
3 , ос-

кiльки M1(h
′) ∼ h′ � 1. Тому для всiх n < np величини Qn iз (1.11)
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можна зобразити у виглядi розкладiв за степенями h
(n)
2 та h

(n)
3 i, ви-

користовуючи (1.23), розрахувати їх явнi вирази. Для значень n > np

величини типу Inp+1 iз (1.15) розраховуються iз використанням гау-

сової мiри. Це пов’язане з тим, що коефiцiєнти a
(n)
3 та a

(n)
4 починають

швидко зменшуватися (в порiвняннi iз dn(k)) iз збiльшенням номера
n.

2. Визначення областей сильних та слабких зна-

чень поля

Розрахунок критичної поведiнки спiнової моделi в зовнiшньому полi
в значнiй мiрi залежить вiд траєкторiї руху системи до критичної
точки. Ми розглядаємо випадок, коли величини τ та h прямують
до нуля одночасно. При цьому швидкiсть їхнього руху до нуля може
бути рiзною. В роботах [2,3,6] була вивчена критична поведiнка моде-
лi тривимiрного однокомпонентного магнетика в деяких граничних
випадках. Зокрема, в [6] детально дослiджена критична поведiнка
такої моделi для випадку h = 0. Отриманi явнi аналiтичнi вирази
для ряду термодинамiчних функцiй при температурах вищих та ни-
жчих за Tc. Iнший граничний випадок, який вiдповiдає T = Tc та
h 6= 0, дослiджений в [2]. Знайдена поведiнка середнього спiнового
моменту та сприйнятливостi системи поблизу критичної точки як
функцiй поля. В роботi [3] було встановлено iснування граничного
поля h̃c, при якому роль температурної змiнної τ̃ та значення поля h̃
є рiвнозначними при знаходженнi критичних характеристик систе-
ми. При цьому величина граничного поля h̃c пов’язана з вiдносною
температурою τ̃ спiввiдношенням

h̃c = τ̃p0 , (2.1)

де показник p0 є унiверсальною величиною:

p0 =
d + 2

2
ν. (2.2)

Тут ν - критичний показник кореляцiйної довжини. Для скорочення
запису введене позначення

τ̃ = τc
(0)
k1 /f0, (2.3)

а також
h̃ = h′/f0, h′ = βh. (2.4)
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Постiйнi величини c
(0)
k1 та f0 означенi в (1.22), (1.19) та (1.10). Значен-

ня показника p0 iз (2.1) було отримане в [3] iз умови рiвностi величин
дiлянок критичного режиму за температурою та полем. При цьому

np = mτ = nh. (2.5)

Величина mτ характеризує температурну точку виходу системи iз
критичного режиму [6]. Для температур, вищих за Tc, одержуємо

mτ = − ln τ̃

lnE2
− 1. (2.6)

В областi T < Tc величина mτ для зручностi позначається через µτ .
Тодi

µτ = − ln τ̃1

lnE2
− 1, (2.7)

де введене позначення
τ̃1 = −τ̃ . (2.8)

Точка виходу системи iз критичного режиму nh за польовою змiнною
має вигляд [2]

nh = − ln h̃

lnE1
− 1. (2.9)

На рис. 1 приведена дiаграма навколокритичних областей, якi визна-
чаються рiзними шляхами прямування системи до критичної точки
(τ̃ = 0, h̃ = 0). Крива 1 вiдповiдає граничному полю (2.1).

В загальному випадку розмiри дiлянок критичного режиму за
полем i температурою є рiзнi за величиною. При цьому рiвнiсть (2.5)
не виконується i можливi двi ситуацiї. Для першої з них маємо

nh > mτ . (2.10)

У випадку виконання (2.10) величина дiлянки критичного режиму
за полем перевищує величину критичного режиму за температурою.
Це вiдповiдає наступному спiввiдношенню мiж величинами h̃ та τ̃ :

h̃ = τ̃p0(1+∆), (2.11)

причому ∆ > 0. Показник ∆ визначає шлях прямування системи до
критичної точки.

В границi ∆ → ∞ приходимо до випадку h = 0, який описаний
в [6]. Приймаючи до уваги (2.6) та (2.9), iз (2.11) знаходимо

nh = mτ (1 + ∆) + ∆. (2.12)
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τ

Рис. 1. Схематичне зображення областей можливого мiсцезнахо-
дження траєкторiй системи при прямуваннi її до критичної точки.
Кривi 1 та 2 вiдповiдають граничному значенню поля при T > Tc

та T < Tc вiдповiдно. Областi I та IV вiдповiдають слабким полям
при T > Tc та T < Tc, а областi II i III характеризуються сильними
значеннями полiв.

Друга ситуацiя вiдповiдає спiввiдношенню величин nh та mτ , при
якому величина дiлянки критичного режиму за температурою пере-
вищує аналогiчну дiлянку за полем, тобто

mτ > nh. (2.13)

Це описується спiввiдношенням (2.11), у якому

−1 < ∆ < 0. (2.14)

Якщо розглянути границю ∆ → −1, то отримуємо випадок постiй-
ного зовнiшнього поля для будь-яких значень τ̃ :

h = const. (2.15)

Умови (2.10) та (2.13) передбачають рiзний спосiб розрахунку
вiльної енергiї системи. Розглянемо спочатку випадок nh > mτ (або
nh > µτ при T < Tc), що вiдповiдає областi слабких полiв.
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3. Вiльна енергiя системи поблизу критичної точ-

ки при слабких полях у випадку T > T
c

Обчислимо вiльну енергiю системи спiнiв, коли зовнiшнє поле зме-
ншується по мiрi наближення температури до Tc за законом (2.11).
Використаємо вираз (1.7), у якому покладемо

np = mτ = − ln τ̃

lnE2
− 1. (3.1)

Вiдповiдно до результатiв роботи [3] представимо вiльну енергiю си-
стеми поблизу критичної точки у виглядi декiлькох доданкiв:

F = F0 + FКР + FПО + FI , (3.2)

де

F0 = −kTN

(

ln 2 + ln chh′ +
1

2
βΦ(0)Φ̄

)

. (3.3)

Для доданку FКР маємо

FКР = −kT lnQ0 + F ′
КР. (3.4)

На основi (1.8) знаходимо наближений вираз для lnQ0 в областi ма-
лих значень τ та h:

lnQ0 = N0

(

e′′c0 + e′′c1τ̃ + e′′c2T τ̃2 + e′′c2h̃
2
)

. (3.5)

Для коефiцiєнтiв e′′cl, e′′c2T справедливi формули

e′′c0 =
1

4
ln(12sd

0) + ln γ1 − γh
(0)
2c − 1

2

[

ln(2π) +
1

2
s−d
0

]

,

e′′c1 = −γh
(0)
21 f0/c

(0)
k1 , e′′c2T = −γf2

0h
(0)
22 /(c

(0)
k1 )2, (3.6)

e′′c2 =
3

8
γf2

0

(

h
(0)
3h

)2

− γf2
0h

(0)
2h + f2

0

(

1 +
1

2
s−d
0 − 1

2
sd
0

)

.

При цьому ми скористалися з представлення аргументiв h
(0)
2 та h

(0)
3

у виглядi рядiв за степенями величин τ та h′:

h
(0)
2 = h

(0)
2c + h

(0)
21 τ + h

(0)
22 τ2 + h

(0)
2h (h′)2,

h
(0)
3 = h

(0)
3h h′, (3.7)



13 Препринт

де
h

(0)
2c =

√
3s

d/2
0

[

1 − s−d
0 + βcΦ0 − βcΦ(0)(1 − q̄)

]

,

h
(0)
21 =

√
3s

d/2
0 [βcΦ(0)(1 − q̄) − βcΦ0] , h

(0)
22 = −h

(0)
21 ,

h
(0)
2h =

√
3s

d/2
0 (2 + s−d

0 ),

h
(0)
3h = (2sd

0)
1/4h30.

Таким чином, перший доданок правої частини рiвностi (3.4) включає
лише цiлi степенi величин τ̃ та h̃.

Величина F ′
КР

iз (3.4) виражається через парцiальнi статистичнi
суми Qn iз (1.7):

F ′
КР = −kT

np
∑

n=1

lnQn. (3.8)

Для величин Qn має мiсце спiввiдношення (1.11), де Q(P (n−1)) та
Q(dn) задовiльняють загальним спiввiдношенням типу (1.12). Однак,

для всiх n < mτ величини h
(n)
2 та h

(n)
3 є малими i тому при обчислен-

нi Qn можна скористатися наближеними виразами для Q(P (n−1)),
Q(dn) (див. (1.14)). Отримуємо наступний вираз [2]:

lnQn = Nn

[

H20 + H21h
(n−1)
2 − γh

(n)
2 − H22(h

(n−1)
3 )2+

+
3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

, (3.9)

де

H20 = −1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

+ ln(sγ1),

H21 = −1

2
t2 −

3

4
G0G2s

−d(G′
00)

−1 − 1

4
(G2 − 2t2),

H22 = sd(32γ)−1.

Приймаючи до уваги рiвностi (1.23) та вираз (3.9), для F ′
КР

зна-
ходимо

F ′
КР = F

(0)
КР

+ FКР,2 + FКР,3. (3.10)

Явнi вирази для кожного iз доданкiв правої частини рiвностi (3.10)
приведенi в [3]. Так, F

(0)
КР

задається спiввiдношенням

F
(0)
КР

= −kTN0

(

F10s
−3 − F10s

−3(np+1)
)

,
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де
F10 = H20(1 − s−3)−1. (3.11)

Для FКР,2 одержуємо

FКР,2 = −kTN0

{

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2−

−
[

F11τ̃E
np+1
2 + F12(τ̃E

np+1
2 )2

]

s−3(np+1)
}

. (3.12)

Тут введенi позначення

F11 = h22f0

(

H21

E2
− γ

)

(

1 − s−3E2

)−1
,

F12 = h22
T

(0)
42

2
ϕ
−1/2
0 f2

0

(

γ − H21

E2
2

)

(1 − s−3E2
2 )−1.

Для величини FКР,3 знаходимо

FКР,3 = −kTN0

{

F13s
−3E2

3 h̃2 + F14s
−3E2

3E2τ̃ h̃2−

−
[

F13h̃
2E

2(np+1)
3 + F14h̃

2E
2(np+1)
3 τ̃E

np+1
2

]

s−3(np+1)
}

, (3.13)

де

F13 = h2
32f

2
0

(

3

8
γ − H22

E2
3

)

(

1 − s−3E2
3

)−1
,

F14 = 2h2
32f

3
0

(

H22

E2E2
3

− 3

8
γ

)

h34

(

1 − s−3E2E
2
3

)−1
. (3.14)

Вищевказанi доданки iз врахуванням рiвностi (3.1) матимуть вигляд

F
(0)
КР

= −kTN0

(

F10s
−3 − F10τ̃

3ν
)

,

FКР,2 = −kTN0

(

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2 − F22τ̃

3ν
)

,

FКР,3 = −kTN0F13s
−3E2

3 h̃2. (3.15)

Тут
F22 = F11 + F12. (3.16)

При записi перших двох формул iз (3.15) ми скористалися iз спiввiд-
ношень

s−3(mτ+1) = τ̃3ν ,

τ̃Emτ+1
2 = 1, (3.17)
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якi легко отримати iз (3.1) та формули для критичного показника
кореляцiйної довжини [6]

ν =
ln s

lnE2
.

Обчислюючи FКР,3, зауважимо, що має мiсце ланцюжок рiвностей

h̃Emτ +1
3 = h̃Emτ +1

1

(

E3

E1

)mτ+1

= Emτ−nh
1

(

s
d−2
2

s
d+2
2

)mτ +1

=

= τ̃p0∆s−2(mτ+1) = τ̃p0∆+2ν . (3.18)

Внаслiдок цього третiй та четвертий доданки iз (3.13) є зникаюче
малими i в подальших розрахунках їх не братимемо до уваги. Не-
хтуватимемо завдяки малостi вищого порядку i другим доданком в
(3.13).

Таким чином, для F ′
КР

вiдповiдно до (3.10) та (3.15) знаходимо
вираз (τ > 0)

F ′
КР = −kTN0

(

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃2 + f

(3)
CRh̃2 + e4pτ̃

3ν
)

.

Для коефiцiєнтiв маємо

f
(0)
CR = F10s

−3, f
(1)
CR = F11s

−3E2,

f
(2)
CR = F12s

−3E2
2 , f

(3)
CR = F13s

−3E2
3 ,

e4p = −F10 − F22.

Враховуючи (3.4), (3.5) та вираз для F ′
КР

, отримуємо

FКР = −kTNs−3
0

(

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2 + e4pτ̃
3ν
)

, (3.19)

де
e0p = f

(0)
CR + e′′c0, e1p = f

(1)
CR + e′′c1,

e2p = f
(2)
CR + e′′c2T , e3p = f

(3)
CR + e′′c2. (3.20)

Для розрахунку подальших вкладiв до вiльної енергiї (3.2) скори-
стаємося iз виразу для статистичної суми (1.7). Як вiдомо [6,7], при
обчисленнi виразу для вiльної енергiї при T > Tc у випадку h = 0
слiд видiляти так звану перехiдну область (ПО). Випадок слабких
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полiв (h̃ < h̃c) при T > Tc також передбачає видiлення ПО. Для
цього статистичну суму (1.7) зобразимо у виглядi

Z = Z0ZКРZmτ+1ZpImτ+2, (3.21)

де Z0 означено в (1.2), а

ZКР = Q0

mτ
∏

n=1

Qn. (3.22)

Тут Qn - парцiальна статистична сума n-ої блочної структури (1.11).
Вiдповiдний до (3.22) вклад до вiльної енергiї поблизу критичної
точки задається виразом (3.19). Також маємо

Zmτ+1 = Qmτ+1 =
[

Q(P (mτ ))Q(dmτ +1)
]Nmτ +1

,

Zp =
√

2
Nmτ +2−1

[

Q(P (mτ+1))
]Nmτ +2

, (3.23)

а Imτ +2 задовiльняє спiввiдношенню

Imτ+2 =

∫

(dρ)Nmτ +2 exp



N1/2a1mh̃ρ0 −
1

2

∑

k∈Bmτ +2

d̄(k)ρkρ−k−

− 1

3!
a
(mτ+2)
3 N

−1/2
mτ+2

∑

k1,...,k3
ki∈Bmτ +2

ρk1 ...ρk3δk1+...+k3−

− 1

4!
a
(mτ+2)
4 N−1

mτ+2

∑

k1,...,k4
ki∈Bmτ +2

ρk1 ...ρk4δk1+...+k4






. (3.24)

Для скорочення запису тут введенi позначення

a1m = f0M20/M2,

d̄(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̄(0) = dmτ+2(0) = s−2(mτ+2)rmτ +2,

rmτ +2 = f0βΦ(0)(E2 − 1),

a
(mτ+2)
3 = s−3(mτ+2)vmτ+2,

a
(mτ+2)
4 = s−4(mτ+2)umτ+2,
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причому
vmτ+2 = −ch2M(h′)Emτ +2

3 ,

umτ+2 = u∗
(

1 + f0E2T
(0)
42 ϕ

−1/2
0

)

.

Приймаючи до уваги цi рiвностi, легко бачити, що коефiцiєнт a
(mτ+2)
3

є зникаюче малим в порiвняннi з d̄(0) та a
(mτ+2)
4 . В подальших обчис-

леннях будемо покладати його рiвним нулевi. Важливою обставиною
є додатнiсть коефiцiєнта d̄(0), оскiльки E2 > 1.

Розрахуємо вклади до вiльної енергiї системи вiд виразiв (3.23)
та (3.24). Пiдкреслимо, що величини h

(mτ )
2 та h

(mτ )
3 приймають малi

значення, а h
(mτ+1)
2 є бiльше за одиницю. Так, при s0 = 2 та b/c = 0.3

маємо
h

(mτ )
2 = 0.216,

h
(mτ+1)
2 = 1.511. (3.25)

У зв’язку iз малiстю h
(mτ )
2 , h

(mτ )
3 будемо використовувати наближену

формулу

lnQ(P (mτ )) = −1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

+

+
1

4
ln (umτ /24)− mτ ln s + H211h

(mτ )
2 .

Однак величина Q(dmτ +1) залежить вiд аргумента h
(mτ+1)
2 , який за-

дається спiввiдношенням

h
(mτ+1)
2 = h22f0

(

1 − 1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0

)

i не є малим (див.(3.25)). Це не дозволяє використати для Q(dmτ +1)

наближену формулу (розклад за степенями величин h
(mτ+1)
2 ,

h
(mτ+1)
3 ). Тому слiд скористатися iз загального виразу:

lnQ(dmτ +1) =
1

4
ln

24

a
(mτ+1)
4

+ ln I(h
(mτ+1)
2 ),

де
a
(mτ+1)
4 = umτ+1s

−4(mτ+1),

I(h
(mτ+1)
2 ) =

∫ ∞

−∞
dx exp

[

−h
(mτ+1)
2 x2 − h

(mτ+1)
3 x3 − x4

]

.
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Тут h
(mτ+1)
3 � 1 i вiдповiдним доданком в показнику експоненти

пiдiнтегрального виразу можна знехтувати.
Обчислимо вираз для

Fmτ +1 = −kT lnZmτ+1. (3.26)

Маємо

Fmτ+1 = −kTNmτ+1

[

−1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

+

+
1

4
lnumτ − mτ ln s + H211h

(mτ )
2 − 1

4
lnumτ+1+

+(mτ + 1) ln s + ln I(h
(mτ +1)
2 )

]

.

Для величин umτ та umτ+1 вiдповiдно до (1.18), (3.17) справедливi
вирази

umτ = u∗
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E−1

2

)

,

umτ+1 = u∗
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42

)

.

Введемо позначення

H ′
20 = −1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

+ ln s.

Зауважимо, що
H ′

20 = H20 − lnγ1,

де H20 визначене в (3.9). Тодi отримуємо

Fmτ +1 = −kTN0fmpτ̃
3ν . (3.27)

Тут

fmp = H ′
20 +

1

4
ln

umτ

umτ+1
+ H211h

(mτ )
2 + ln I(h

(mτ+1)
2 ). (3.28)

Обчислимо вклад до вiльної енергiї Fp = −kT lnZp. Маємо

Fp = −kTNmτ+2

[

1

2
ln 2 + lnQ(P (mτ+1))

]

. (3.29)

Iз результатiв роботи [2] маємо

Q(P (mτ+1)) =
1

2π

(

2

P
(mτ+1)
2

)1/2
∫ ∞

−∞
e−iG

(mτ +1)

h
x−x2−Gmτ+1x4

dx,
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де

P
(mτ+1)
2 =

(

24

a
(mτ+1)
4

)1/2
[

M
(mτ+1)
2 − (M

(mτ+1)
1 )2

]

,

M
(mτ+1)
l = Kl(h

(mτ +1)
2 , h

(mτ+1)
3 )/K0(h

(mτ +1)
2 , h

(mτ+1)
3 ),

Kl(h
(mτ +1)
2 , h

(mτ+1)
3 ) =

=

∫ ∞

−∞
xl exp(−h

(mτ+1)
2 x2 − h

(mτ+1)
3 x3 − x4)dx.

Оскiльки h
(mτ+1)
3 � h

(mτ+1)
2 , тому надалi при розрахунку будемо

покладати h
(mτ+1)
3 = 0, що приведе до рiвностей

M
(mτ+1)
2l+1 = 0, K

(mτ+1)
2l+1 = 0.

Величина G
(mτ+1)
h пропорцiйна до M

(mτ+1)
1 (див. [2]), а тому також

обертається в нуль. Для Gmτ+1 справедливий наступний вираз [2,3]:

Gmτ+1 =
1

6
s−d

[

3 − M
(mτ+1)
4 (M

(mτ+1)
2 )−2

]

.

Приймаючи до уваги записанi вище рiвностi, знаходимо

Q(P (mτ+1)) =
1

2π

√
2

(

a
(mτ+1)
4

24

)1/4

(M
(mτ+1)
2 )−1/2IG,

IG =

∫ ∞

−∞
e−x2−Gmτ +1x4

dx.

Вклад до вiльної енергiї Fp iз (3.29) набуває вигляду

Fp = −kTN0s
−3(mτ+2) [fp2 − (mτ + 1) ln s] , (3.30)

де

fp2 = − lnπ − 1

4
ln 24 +

1

4
lnumτ+1 −

1

2
lnM(mτ+1)

2 + ln IG. (3.31)

Обчисленi вище внески до вiльної енергiї Fmτ+1 (3.27) та Fp (3.30)
формують третiй доданок iз (3.2) FПО = Fmτ +1 + Fp, пов’язаний iз
перехiдною областю. Розрахуємо тепер вклад до вiльної енергiї вiд
множника Imτ+2 iз (3.21). Маємо

FI = −kT ln Imτ+2.
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Як видно iз (3.25) величина h
(mτ+1)
2 є суттєво бiльшою за h

(mτ )
2 . Це

ж стосується i наступних значень h
(mτ+2)
2 i т.д. Тому при розрахунку

(3.24) за базисний вибираємо гаусовий розподiл. В нульовому набли-
женнi одержуємо

Imτ +2 =

∫

(dρ)Nmτ +2e
a1mN1/2h̃ρ0− 1

2

∑

k∈Bmτ +2
d̄(k)ρkρ−k

.

Iнтегрування за змiнними ρk iз k 6= 0 дає результат

Imτ+2 = I
(0)
mτ +2

Bmτ +2
∏

k 6=0

(

π/d̄(k)
)1/2

. (3.32)

Тут

I
(0)
mτ+2 =

∫ ∞

−∞
dρ0e

am1N1/2h̃ρ0− 1
2 d̄(0)ρ2

0 .

Представивши I
(0)
mτ+2 у виглядi

I
(0)
mτ+2 =

(

2

d̄(0)

)1/2 ∫ ∞

−∞
dxea2

px−x2

,

де
a2

p = N1/2h̃smτ+1amp,

amp =
M20

M2
f0s (2/rmτ+2)

1/2
,

знаходимо

I
(0)
mτ +2 =

(

2π

d̄(0)

)1/2

exp(a4
p/4) =

(

2π

d̄(0)

)1/2

exp

(

1

4
a2

mpNh̃2τ̃−2ν

)

.

Отже, величина Imτ +2 iз (3.32) задається виразом

Imτ+2 =
√

2 exp
(

l11T Nh̃2τ̃−2ν
)

Bmτ +2
∏

k=0

(π/d̄(k))1/2. (3.33)

Тут

l11T =
1

4
a2

mp. (3.34)

Вклад до вiльної енергiї вiд (3.33) записується у виглядi

FI = −1

2
kTNmτ+2 lnπ +

1

2
kT

Bmτ +2
∑

k=0

ln d̄(k)−



21 Препринт

−kTNl11T h̃2τ̃−2ν . (3.35)

Спосiб розрахунку другого доданку iз (3.35) подiбний до описаного
в [2, 3]. В результатi отримуємо

FI = −kTN0s
−3τ̃3ν

(

1

2
lnπ + (mτ + 2) ln s − 1

2
I ′′0

)

−

−kTNl11T h̃2τ̃−2ν .

Для I ′′0 маємо

I ′′0 = ln(D′
0 + D′

1) −
2

3
+ 2

D′
0

D′
1

− 2

(

D′
0

D′
1

)3/2

arctg

(

D′
1

D′
0

)1/2

,

де
D′

0 = βΦ(0)f0[E2 − 1], D′
1 = 2βΦ(0)b2B2

0 .

Сумарна вiльна енергiя вiдповiдно до (3.21) набуває вигляду:

F = F0 + FКР + Fmτ+1 + Fp + FI . (3.36)

Приймаючи до уваги обчисленi вище вирази, знаходимо

F = −kTN
[

ln chh′ + l0 + l10T τ̃3ν + l2T h̃2 +

+l3T τ̃ + l4T τ̃2 + l11T h̃2τ̃−2ν
]

. (3.37)

Вiдмiтимо, що останнiй доданок в Fp (3.30) компенсується вiдповiд-
ним доданком iз виразу для FI . Коефiцiєнт l11T приведений в (3.34),
а для iнших коефiцiєнтiв маємо

l0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l10T = s−3
0

[

e4p + fmp + s−3

(

fp2 +
1

2
lnπ + ln s − 1

2
I

′′

0

)]

,

l2T = s−3
0 e3p, l3T = s−3

0 e1p − 1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 ,

l4T = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄f2

0 /(c
(0)
k1 )2. (3.38)

Вираз (3.37) описує вiльну енергiю граткової системи спiнiв в
слабкому зовнiшньому полi ( h̃ < h̃c, де граничне поле h̃c визна-
чене в (2.1)). Вiн справедливий для всiх T > Tc поблизу критичної
точки.
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Перетворимо останнiй доданок виразу (3.37). Враховуючи (2.11),
його можна записати у виглядi

Fη = −kTNl11T τ̃dν+(d+2)∆ν , (3.39)

або
Fη = −kTNl11T h̃η∆ . (3.40)

Тут

η∆ =
2d + 2(d + 2)∆

d + 2 + (d + 2)∆
. (3.41)

Слiд зауважити, що вираз (3.40) вiдповiдає системi з умовою (2.11).
Тут закладається залежнiсть величини поля вiд температури. Ця
умова дозволяє вибрати область слабких полiв, однак передбачає
зменшення поля при наближеннi до критичної точки.

Доданки вiльної енергiї (3.39) або (3.40) дозволяють визначити
особливостi поведiнки системи поблизу критичної точки за наявно-
стi поля. Перший з них дає можливiсть знайти значення параметра
∆, при якому показник степеня величини τ̃ перевищує число два. По-
казник степеня τ̃ рiвний числу два при ∆′, що задовiльняє наступнi
рiвностi:

dν + (d + 2)∆′ν = 2, ∆′ =
2 − dν

(d + 2)ν
. (3.42)

Для всiх ∆ > ∆′ друга похiдна величини Fη за температурою прямує
до нуля при τ̃ → 0. Однак, в областi значень

0 ≤ ∆ < ∆′

вона буде прямувати до безмежностi при наближеннi до критичної
точки. Тому шлях прямування до критичної точки мiж траєкторiями

h̃ = τ̃p0(1+∆′),

h̃c = τ̃p0

визначає деяку перехiдну область, де вплив доданкiв типу (3.39) буде
суттєвим. Доданки вiльної енергiї типу (3.40) дозволяють визначити
сприйнятливiсть системи в напрямку кривої (2.11). Зауважимо, що
для η∆ мають мiсце граничнi спiввiдношення

lim
∆→0

η∆ =
2d

d + 2
, lim

∆→∞
η∆ = 2. (3.43)
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Розрахуємо величину

σ+ = − 1

N

∂F

∂h
.

Будемо використовувати в якостi F вираз (3.37), де останнiй доданок
має вигляд (3.40). Отримуємо

σ+ = thh′ + 2l2T f−2
0 h′ + η∆l11T f−1

0 h̃1/δ∆ , (3.44)

де

δ∆ =
d + 2 + (d + 2)∆

d − 2 + (d + 2)∆
. (3.45)

У випадку ∆ = 0 маємо δ0 = 5, а при ∆ → ∞ знаходимо δ∞ = 1.
Вираз (3.44) обертається в нуль при прямуваннi до критичної

точки. Швидкiсть прямування до нуля величини σ+ залежить вiд
величини ∆, тобто траєкторiї руху. При ∆ = 0 (випадок h̃ = h̃c)
маємо

σ+ =
2d

d + 2
l11T f−1

0 h̃1/δ0 . (3.46)

По мiрi збiльшення параметра ∆ амплiтуда σ+ дещо зростає (див.
(3.43), (3.44)), а величина δ∆ прямує до одиницi. Границя ∆ → ∞
вiдповiдає вiдсутностi магнiтного поля, h′ = f0 lim

∆→∞
τ̃p0(1+∆) = 0, i

величина σ+ тодi стає рiвною нулю. Залежнiсть δ∆ вiд параметра ∆
зображена на рис. 2.

Знайдемо величину

χ+ = − 1

N

∂2F

∂h2
.

Використовуючи (3.37), одержуємо

χ+ = β
[

M2(h
′) + 2l2T f−2

0 + χ01h̃
η∆−2

]

, (3.47)

де M2(h
′) - кумулянт другого порядку (h′ = βh),

χ01 = η∆(η∆ − 1)l11T f−2
0 .

Для показника η∆ − 2 можемо записати

η∆ − 2 = − 4

(d + 2)(1 + ∆)
. (3.48)
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∆

δ
∆

Рис. 2. Залежнiсть величини δ∆ (3.45) вiд параметра ∆ при d = 3.

Приймаючи до уваги (2.11), знаходимо

h̃η∆−2 = τ̃− 4
(d+2)(1+∆)

d+2
2 ν(1+∆) = τ̃−2ν .

Отже, асимптотика виразу (3.47) за температурою не залежить вiд
параметра ∆ i для довiльної траєкторiї руху до критичної точки при
слабких полях (h̃ ≤ h̃c) сприйнятливiсть системи має вигляд

χ+ = β
[

χ0 + χ01τ̃
−γ
]

. (3.49)

Тут γ = 2ν, а
χ0 = M2(h

′) + 2l2T f−2
0 .

4. Критична поведiнка системи при слабких полях

для випадку T < T
c

Виконаємо розрахунок вiльної енергiї системи в низькотемператур-
нiй областi для випадку слабких полiв. Як i ранiше вважатимемо,
що накладене на систему поле зменшується по мiрi наближення до
критичної точки за законом

h̃ = τ̃
p0(1+∆)
1 , (4.1)
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де ∆ ≥ 0. Для зручностi обчислень введена величина

τ̃1 = −τ̃ =
Tc − T

Tc

c
(0)
k1

f0
,

яка є додатньою при T < Tc. Щоб не використовувати нових позна-
чень для випадку температур T < Tc, будемо ставити хвильку над
вiдповiдними величинами. Якщо цi величини задовiльняють однако-
вим виразам при T > Tc та T < Tc, то зберiгатимемо позначення, як
i для T > Tc, без хвильки.

Вiльну енергiю при T < Tc вiдповiдно до (1.7) можемо предста-
вити як суму наступних складових:

F̃ = F0 + F̃КР + F̃p + F̃I . (4.2)

Величина F0 визначена в (3.3),

F̃КР = −kT lnQ0 + F̃ ′
КР,

F̃ ′
КР = −kT

µτ
∑

n=1

lnQn. (4.3)

Точка виходу системи iз дiлянки критичного режиму при T < Tc

означена в (2.7). Для F̃p маємо

F̃p = −kTN0s
−3(µτ+1)

[

1

2
ln 2 + lnQ(P (µτ ))

]

, (4.4)

а для F̃I справедливий вираз

F̃I = −kT ln Iµτ +1. (4.5)

Тут Iµτ +1 представляється у виглядi

Iµτ +1 =

∫

(dη)Nµτ +1 exp

{

− ã
(µτ +1)
1 N

1/2
µτ+1η0−

−1

2

∑

k∈Bµτ +1

dµτ +1(k)ηkη−k − 1

3!
a
(µτ +1)
3 N

−1/2
µτ+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bµτ +1

ηk1 ...ηk3δk1+...+k3−

− 1

4!
a
(µτ+1)
4 N−1

µτ +1

∑

k1,...,k4
k4∈Bµτ +1

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4











. (4.6)
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Обчислимо окремо доданки iз (4.2). Приймаючи до уваги схему
розрахунку вiльної енергiї для випадку T > Tc, а також отриманi
в [3] результати, можна записати

F̃КР = −kTN0

(

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2 + ẽ4pτ̃
3ν
1

)

. (4.7)

Коефiцiєнти elp цього виразу спiвпадають iз вiдповiдними коефiцiє-
нтами (3.20), а для ẽ4p маємо

ẽ4p = −F10 − F̃22, F̃22 = −F11 + F12, (4.8)

де F10, F11, F12 такi ж, як i при T > Tc.
Розрахунок F̃p передбачає обчислення величини lnQ(P (µτ )), яка

вiдповiдно до (1.14) задається спiввiдношенням

lnQ(P (µτ )) = f ′
p0 +

1

4
ln a

(µτ )
4 + H211h

(µτ )
2 . (4.9)

Тут знехтувано малою величиною h
(µτ )
3 , а для iнших величин маємо

вирази

f ′
p0 = −1

2
ln(2πγ) − 1

4
ln 24 + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

, (4.10)

a
(µτ )
4 = s−4µτ uµτ , uµτ = u∗

(

1 − f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E−1

2

)

,

h
(µτ )
2 = −h22f0E

−1
2

(

1 +
1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 E−1

2

)

.

Отже, вiдповiдно до (4.4), отримуємо

F̃p = −kTN0τ̃
3ν
1

[

f̃p1 − µτ ln s
]

, (4.11)

де

f̃p1 = fp0 + H211h
(µτ )
2 +

1

4
lnuµτ , (4.12)

fp0 = f ′
p0 +

1

2
ln 2.

Знайдемо вираз для F̃I iз (4.5). Для цього розглянемо бiльш де-
тально величину Iµτ +1. Зауважимо, що

ã
(µτ +1)
1 = s−(µτ+1)wµτ +1,
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dµτ+1(k) = dµτ +1(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dµτ +1(0) = s−2(µτ+1)rµτ +1,

a
(µτ +1)
3 = s−3(µτ+1)vµτ +1, (4.13)

a
(µτ+1)
4 = s−4(µτ +1)uµτ+1.

Для областi температур T < Tc маємо

wµτ +1 = −ch1f0τ̃
p0∆
1 , rµτ +1 = −2f0βΦ(0),

vµτ +1 = −ch2f0

(

E3

E1

)µτ +1

τ̃p0∆
1 ,

uµτ+1 = u∗
(

1 − f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42

)

. (4.14)

Оскiльки E3 < E1, а величина µτ приймає великi значення, то маємо

vµτ +1 = 0, a
(µτ+1)
3 = 0.

Вiдмiтимо також, що

−a
(µτ+1)
1 N

1/2
µτ+1 = N1/2a1mh̃, (4.15)

де величина a1m означена вище при розглядi високотемпературної
областi. Тому Iµτ +1 задовiльняє наступному виразу:

Iµτ +1 =

∫

(dη)Nµτ +1 exp



N1/2a1mh̃η0 −
1

2

∑

k∈Bµτ +1

dµτ +1(k)×

× ηkη−k − 1

4!
a
(µτ+1)
4 N−1

µτ+1

∑

k1,...,k4
k1∈Bµτ +1

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4






. (4.16)

Для розрахунку (4.16) виконуємо замiну змiнних

ηk = ρk + σ̃
√

Nδk, (4.17)

змiстивши величину η0 на деяку макроскопiчну величину. В резуль-
татi знаходимо

Iµτ +1 = exp [E0(σ̃)]

∫

(dρ)Nµτ +1 exp

[

Ã0N
1/2ρ0−
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−1

2

∑

k∈Bµτ +1

d̃(k)ρkρ−k − 1

3!
b̃N

−1/2
µτ+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bµτ +1

ρk1 ...ρk3δk1+...+k3−

− 1

4!
a
(µτ +1)
4 N−1

µτ+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bµτ +1

ρk1 ...ρk4δk1+...+k4






. (4.18)

Тут

E0(σ̃) = N
[

a1mh̃σ̃ + f0βΦ(0)τ̃2ν
1 σ̃2−

− 1

24
uµτ+1s

3
0τ̃

ν
1 σ̃4

]

. (4.19)

Для перенормованих коефiцiєнтiв виразу (4.18) маємо

Ã0 = a1mh̃ + 2βΦ(0)f0τ̃
2ν
1 σ̃ − 1

6
uµτ+1s

3
0τ̃

ν
1 σ̃3,

d̃(k) = d̃(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̃(0) = −2f0βΦ(0)τ̃2ν
1 +

1

2
uµτ +1s

3
0σ̃

2τ̃ν
1 ,

b̃ = uµτ+1s
3/2
0 τ̃p0

1 σ̃. (4.20)

Величину змiщення σ̃ визначаємо iз умови

∂E0(σ̃)

∂σ̃
= 0.

Отримуємо рiвняння

a1mh̃ + 2βΦ(0)f0τ̃
2ν
1 σ̃ =

1

6
uµτ+1s

3
0τ̃

ν
1 σ̃3. (4.21)

Розв’язок (4.21) шукатимемо у виглядi

σ̃ = σ̃0τ̃
ν/2
1 . (4.22)

Пiдстановка (4.22) в (4.21) приводить до рiвняння

a1mh̃ =

(

−2βΦ(0)f0σ̃0 +
1

6
uµτ +1s

3
0σ̃

3
0

)

τ̃p0

1 . (4.23)

Для добутку h̃τ̃−p0

1 iз врахуванням (4.1) знаходимо

h̃τ̃
− 5ν

2
1 = τ̃p0∆

1 .
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В областi слабких полiв (∆ > 0) лiва частина рiвностi (4.23) оберта-
ється в нуль при прямуваннi до критичної точки. Отже, крiм тривi-
ального розв’язку σ̃0 = 0, маємо

σ̃2
0 =

12f0βΦ(0)

uµτ+1
s−3
0 . (4.24)

Рiвняння (4.23) можна записати у виглядi

a1mh̃ =

(

−2f0βΦ(0)σ̃0 +
1

6
uµτ+1s

3
0σ̃

3
0

)

h̃c.

У випадку слабких полiв h̃ � h̃c при T < Tc завжди iснуватиме не-
нульовий розв’язок для σ̃0, що є свiдченням iснування спонтанного
спiнового моменту. Поведiнка σ̃ повнiстю визначається температур-
ною змiнною τ̃1. Надалi будемо вважати h̃ � h̃c i приймати до уваги
справедливий в нульовому наближеннi розв’язок (4.24).

Використаємо (4.22), (4.24) для обчислення коефiцiєнтiв (4.20).
Зокрема, будемо мати

Ã0 = a1mh̃. (4.25)

Для iнших коефiцiєнтiв (4.20) знаходимо

d̃(0) = 4f0βΦ(0)τ̃2ν
1 ,

b̃ = uµτ+1s
3/2
0 σ̃0τ̃

3ν
1 , (4.26)

a
(µτ+1)
4 = uµτ+1τ̃

4ν
1 .

Величина E0(σ̃) iз (4.19) набуває вигляду

E0(σ̃) = N
[

a1mh̃σ̃ + Ẽ00τ̃
3ν
1

]

, (4.27)

де

Ẽ00 =
1

2
f0βΦ(0)σ̃2

0 . (4.28)

Для розрахунку Iµτ +1 (4.18) скористаємося гаусовим наближен-
ням. Нехтуючи доданками, пропорцiйними малим коефiцiєнтам b̃ та
a
(µτ+1)
4 , приходимо до наступного результату:

Iµτ +1 = exp [E0(σ̃)]

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π/d̃(k)
)1/2

I
(0)
µτ +1, (4.29)
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де

I
(0)
µτ +1 =

∫ ∞

−∞
dρ0 exp

[

a1mN1/2h̃ρ0 −
1

2
d̃(0)ρ2

0

]

.

Результат iнтегрування за змiнною ρ0 має вигляд

I
(0)
µτ +1 =

(

2π/d̃(0)
)1/2

exp
(

l11µNh̃2τ̃−2ν
1

)

. (4.30)

Тут

l11µ =
1

8

(M20

M2

)2

f0/βΦ(0). (4.31)

Повний вираз для Iµτ +1 задається спiввiдношенням

Iµτ +1 =
√

2 exp [E0(σ̃)] exp
(

Nh̃2l11µτ̃−2ν
1

)

Bµτ +1
∏

k=0

(

π/d̃(k)
)1/2

. (4.32)

Вiдповiдно до (4.5), знаходимо

F̃I = −kTE0(σ̃) − 1

2
kTN0 lnπτ̃3ν

1 − kTNl11µh̃2τ̃−2ν
1 + kTNE03. (4.33)

Тут

E03 =
1

2

1

N

Bµτ +1
∑

k=0

ln d̃(k). (4.34)

Розрахунок (4.34) проводимо з врахуванням (4.20), аналогiчно ви-
падку T > Tc. Отримуємо

E03 =
1

2
s−3
0 Ĩ0τ̃

3ν
1 , (4.35)

де
Ĩ0 = I ′0 − 2(µτ + 1) ln s, (4.36)

I ′0 = ln(D0µ + D1µ) − 2

3
+ 2

D0µ

D1µ
− 2

(

D0µ

D1µ

)3/2

arctg

(

D1µ

D0µ

)1/2

.

Тут
D0µ = 4f0βΦ(0), D1µ = 2βΦ(0)s−2

0 π2(b/c)2.

Приймаючи до уваги явний вигляд величини E0(σ̃) iз (4.27) та вираз
(4.35), для F̃I можемо записати

F̃I = −kTN

[(

Ẽ02 + s−3
0 (ln s − 1

2
I ′0)

)

τ̃3ν
1 + a1mh̃σ̃ + l11µh̃2τ̃−2ν

1

]

−
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−kTNs−3
0 τ̃3ν

1 µτ ln s, (4.37)

де

Ẽ02 = Ẽ00 + Ẽ01, Ẽ01 =
1

2
s−3
0 lnπ.

Останнiй доданок iз (4.37) компенсується вiдповiдним йому членом
в (4.11).

Запишемо вiдповiдно до (4.2) повний вираз для вiльної енергiї
системи поблизу критичної точки при T < Tc. Пiдсумовуючи вклади
(3.3), (4.7), (4.11) та (4.37), знаходимо

F̃ = −kTN

[

ln 2 + ln ch(h′) +
1

2
βΦ(0)Φ̄

]

−

−kTN
[

s−3
0 e0p + s−3

0 e1pτ̃ + s−3
0 e2pτ̃

2 + s−3
0 e3ph̃

2 + ẽ4ps
−3
0 τ̃3ν

1

]

−

−kTN
[

τ̃3ν
1

(

f̃p1s
−3
0 + Ẽ022

)

+ l11µh̃2τ̃−2ν
1 + a1mh̃σ̃

]

, (4.38)

де

Ẽ022 = Ẽ02 + s−3
0

(

ln s − 1

2
I ′0

)

.

Остаточний запис (4.38) має вигляд

F̃ = −kTN
[

ln chh′ + l0 + l1mτ̃3ν
1 + a1mh̃σ̃ +

+ l2mh̃2 + l3mτ̃ + l4mτ̃2 + l11µh̃2τ̃−2ν
1

]

. (4.39)

Тут введенi позначення

l1m = Ẽ022 + s−3
0 (ẽ4p + f̃p1), l2m = s−3

0 e3p, (4.40)

l3m = s−3
0 e1p − 1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 , l4m = s−3

0 e2p +
1

2
βcΦ(0)Φ̄f2

0/(c
(0)
k1 )2.

Величина l0 задана в (3.38), а коефiцiєнт l11µ - в (4.31).
Вираз (4.39) вiдповiдає вiльнiй енергiї системи поблизу критичної

точки в слабких полях при температурах T < Tc.
Як i у випадку T > Tc, знайдемо величину

σ− = − 1

N

∂F̃

∂h
.

Виходячи iз (4.39), отримуємо вираз

σ− = th h′ + 2l2mf−2
0 h′ + a1mσ̃f−1

0 + η∆l11µf−1
0 h̃1/δ∆ , (4.41)
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який вiдрiзняється вiд аналогiчного виразу при T > Tc (3.44) наяв-
нiстю доданку

a1mσ̃f−1
0 = a1mσ0τ̃

ν/2
1 f−1

0 . (4.42)

При цьому l2m = l2T (див. (3.38)), однак l11µ iз (4.41) суттєво менше
вiд l11T iз (3.44). Маємо

l11T =

(M20

M2

)2

f0
s2

2(E2 − 1)βΦ(0)
, (4.43)

l11µ =

(M20

M2

)2

f0
1

8βΦ(0)
.

Вiдношення
l11T

l11µ
=

4s2

E2 − 1
(4.44)

є унiверсальною величиною. Як i для σ+ при T > Tc, малi поля
(∆ → ∞) приводять до лiнiйної польової залежностi σ−, а поля,
близькi до граничного значення h̃c (∆ = 0), дають σ− ∼ h̃1/5.

Розрахуємо величину

χ− = − 1

N

∂2F̃

∂h2
.

Отримуємо

χ− = β
[

M2(h
′) + 2l2mf−2

0 + χ02h̃
η∆−2

]

, (4.45)

де
χ02 = η∆(η∆ − 1)l11µf−2

0 . (4.46)

Показник η∆ − 2 визначений в (3.48) i для всiх значень ∆ приймає
вiд’ємнi значення. Тому величина χ− буде прямувати до безмежностi
у випадку h → 0.

Приймаючи до уваги (4.1), легко бачити, що температурна за-
лежнiсть величини χ−, яка визначає поведiнку χ− при τ̃ → 0, має
вигляд

χ− ≈ βχ02τ̃
−γ
1 , (4.47)

де, як i при T > Tc,
γ = 1.219. (4.48)

Вiдношення величин χ+ (3.47) та χ− (4.45) при h → 0 визначається
в основному їх сингулярними складовими i вiдповiдно до (4.44) рiвне

χ+

χ−
≈ l11T

l11µ
= 7.16. (4.49)
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5. Область сильних полiв, T > T
c

Розглянемо траєкторiї прямування системи до критичної точки, якi
знаходяться в областях II та III на рис. 1. У випадку сильних полiв i
при T > Tc поле пов’язане iз вiдносною температурою спiввiдношен-
ням

h̃ = τ̃p0(1−∆1), (5.1)

де 0 < ∆1 < 1. В подальших обчисленнях будемо використовувати
спiввiдношення (2.6) та (2.9). При виконаннi умови (5.1) знаходимо

nh = mτ − ∆1(mτ + 1). (5.2)

Порiвнюючи (5.2) iз вiдповiдним спiввiдношенням (2.12), яке має мi-
сце для випадку слабких полiв, виявляємо суттєву рiзницю. Якщо
для слабких полiв виконується (2.10), то для випадку сильних полiв
справедлива нерiвнiсть

nh < mτ . (5.3)

Це означає, що величина np iз (3.8) має ототожнюватися iз nh, а не
з mτ (як це мало мiсце для випадку слабких полiв):

np = nh = − ln h̃

lnE1
− 1. (5.4)

Розрахуємо вiльну енергiю системи для випадку T > Tc при ве-
ликих значеннях поля. Маємо

Fh = F0 + FКР,h + Fp,h + FI,h. (5.5)

Величина F0 задана в (3.3). Вираз для FКР,h за своєю структурою
спiвпадає з (3.4), тобто

FКР,h = −kT lnQ0 + F ′
КР,h, (5.6)

де, однак,
F ′

КР,h = F
(0)
КР,h + FКР,2h + FКР,3h. (5.7)

Перший доданок правої частини рiвностi (5.7) обчислюється згi-
дно наступної формули:

F
(0)
КР,h = −kTN0

(

F10s
−3 − F10h̃

6/5
)

, (5.8)

де F10 приведено в (3.11).
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При розрахунку FКР,2h скористаємось виразом (3.12), де покла-
демо np = nh. Легко бачити, що

τ̃Enh+1
2 = E

−(mτ+1)∆1

2 = τ̃∆1 = h̃∆11 , (5.9)

де

∆11 =
∆1

p0(1 − ∆1)
. (5.10)

Величина ∆11 змiнюється в межах

0 < ∆11 < ∞.

Приймаючи до уваги (5.9) та рiвнiсть s−3(nh+1) = h̃6/5, iз (3.12) одер-
жуємо

FКР,2h = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2−

−
(

F11 + F12h̃
∆11

)

h̃6/5+∆11

]

. (5.11)

Як видно, показник степеня величини h̃ збiльшується. Iснує таке
значення ∆

(0)
11 = 4/5, при якому величина 6/5+∆

(0)
11 рiвна числу два.

При цьому
∆

(0)
1 = 2ν(1 + 2ν)−1. (5.12)

Для всiх ∆1 > ∆
(0)
1 доданки вiльної енергiї типу A·h̃6/5+∆11 не будуть

приводити до розбiжних вкладiв сприйнятливостi системи, тобто до
особливостей сприйнятливостi.

Знайдемо вираз для FКР,3h вiдповiдно до (3.13). Зауважимо, що

h̃Enh+1
3 = h̃4/5. (5.13)

Тому два останнi доданки в (3.13) є малими i їх не будемо приймати
до розгляду. Це ж стосується i другого доданку в (3.13). В результатi
знаходимо

FКР,3h = −kTN0F13s
−3E2

2 h̃2, (5.14)

де коефiцiєнт F13 приведений в (3.14).
З врахуванням (5.8), (5.11) та (5.14) для F ′

КР,h iз (5.7) отримуємо
вираз

F ′
КР,h = −kTN0

(

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃2 + f

(3)
CRh̃2−

−F10h̃
6/5 − F11h̃

6/5+∆11 − F12h̃
6/5+2∆11

)

, (5.15)

за допомогою якого можна згiдно (5.6) записати повне представлен-
ня для FКР,h.
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Виконаємо розрахунок величини

Fp,h = −kTNnh+1

[

1

2
ln 2 + lnQ(P (nh))

]

(5.16)

iз (5.5). Для останнього доданку (5.16) маємо

lnQ(P (nh)) = f ′
p0 +

1

4
ln a

(nh)
4 + H211h

(nh)
2 . (5.17)

Тут величина f ′
p0 обчислена нами вище в (4.10), а a

(nh)
4 задовiльняє

спiввiдношенню
a
(nh)
4 = s−4nhunh

, (5.18)

де

unh
= u∗

(

1 + c
(0)
k1 T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 τ̃Enh

2

)

. (5.19)

Використовуючи (5.9), знаходимо, що останнiй доданок в (5.19), про-
порцiйний E−1

2 h̃∆11 , є зникаюче малим для всiх ∆1 > 0, а тому

unh
= u∗. (5.20)

Подiбним чином можна переконатися, що h
(nh)
2 = h∗

2 = 0. Враховую-
чи отриманi вище спiввiдношення, приходимо до наступного виразу:

Fp,h = −kTN0 [fp1c − nh ln s] h̃6/5. (5.21)

Тут

fp1c = fp0 +
1

4
lnu∗. (5.22)

Знайдемо величину FI,h iз (5.5), яка записується у виглядi

FI,h = −kT ln Inh+1, (5.23)

де

Inh+1 =

∫

(dρ)Nnh+1 exp







−ã
(nh+1)
1 N

1/2
nh+1ρ0 −

1

2

∑

k∈Bnh+1

dnh+1(k)×

×ρkρ−k − 1

4!
a
(nh+1)
4 N−1

nh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bnh+1

ρk1 ...ρk4δk1+...+k4















. (5.24)
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Коефiцiєнти, що входять в (5.24), задаються виразами

ã
(nh+1)
1 = −ch1f0h̃

2/5,

dnh+1(0) = −f0βΦ(0)h̃4/5
(

1 − τ̃ h̃− 1
p0

)

,

a
(nh+1)
4 = ϕ0(βΦ(0))2h̃8/5

(

1 + T
(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 τ̃ h̃− 1

p0

)

. (5.25)

Тут f0, ϕ0 характеризують координати фiксованої точки рекурент-
них спiввiдношень (див. (1.19)), а величина ch1 приведена в (1.21).
Вiдмiтимо, що має мiсце рiвнiсть

−ã
(nh+1)
1 N

1/2
nh+1 = a1mN1/2h̃, (5.26)

де коефiцiєнт a1m вводиться вище при записi Imτ+2 (3.24).
Виконаємо в (5.24) замiну змiнних

ρk = ηk + σh

√
Nδk. (5.27)

В результатi отримаємо

Inh+1 = exp[E0(σh)]

∫

(dη)Nnh+1 exp
[

A0

√
Nη0−

−1

2

∑

k∈Bnh+1

dh(k)ηkη−k − 1

3!
bhN

−1/2
nh+1

∑

k1,...,k3
ki∈Bnh+1

ηk1 ...ηk3δk1+...+k3−

− 1

4!
ahN−1

nh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bnh+1

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4









. (5.28)

Тут введене позначення

E0(σh) = N

[

a1mσhh̃ − 1

2
dnh+1(0)σ2

h − a
(nh+1)
4

24
σ4

h

N

Nnh+1

]

, (5.29)

а перенормованi коефiцiєнти визначаються згiдно формул

A0 = a1mh̃ − dnh+1(0)σh − 1

6
a
(nh+1)
4 σ3

nN/Nnh+1,

dh(k) = dh(0) + 2βΦ(0)b2k2,
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dh(0) = dnh+1(0) +
1

2
σ2

ha
(nh+1)
4 N/Nnh+1,

bh = σha
(nh+1)
4 (N/Nnh+1)

1/2, (5.30)

ah = a
(nh+1)
4 .

Величину змiщення σh шукаємо iз рiвняння

∂E0(σh)

∂σh
= 0. (5.31)

На основi (5.31) та (5.29) отримуємо рiвняння

a1mh̃ − dnh+1(0)σh − 1

6
a
(nh+1)
4 σ3

h(N/Nnh+1) = 0. (5.32)

Приймаючи до уваги (5.25), бачимо, що в рiвняннi (5.32) будуть при-
сутнi члени, пропорцiйнi τ̃ h̃−1/p0 . Надалi будемо розглядати випадок
полiв, набагато бiльших за величину граничного поля (h̃ � h̃c). Тодi
τ̃ h̃−1/p0 � 1 i цими членами у рiвняннi та подальших розрахунках
будемо нехтувати. Представляючи розв’язок у виглядi

σh = σ0h̃
1/δ, (5.33)

де

δ =
d + 2

d − 2
, (5.34)

одержуємо наступне рiвняння для величини σ0:

h̃

(

a1m + f0βΦ(0)σ0 −
1

6
ϕ0(βΦ(0))2σ3

0s
3
0

)

= 0. (5.35)

Таке ж рiвняння для величини σ0 було отримане i розв’язане в [2].
Величина σ0 є порядку одиницi i незначно змiнюється при змiнi по-
чаткових параметрiв задачi s0 та b/c. Обчисливши величину σh, мо-
жемо знайти вирази для коефiцiєнтiв (5.30). Будемо мати

A0 = 0,

dh(0) = Dgf0βΦ(0)h̃4/5, (5.36)

де

Dg =
1

2
σ2

0s3
0ϕ0f

−1
0 βΦ(0) − 1, (5.37)

а також
bh = ϕ0(βΦ(0))2s

3/2
0 σ0h̃

6/5,
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ah = ϕ0(βΦ(0))2h̃8/5. (5.38)

Величину E0(σh) (5.29) iз врахуванням рiвностей (5.25) та (5.33) пе-
репишемо у виглядi

E0(σh) = NE00h̃
6/5, (5.39)

де

E00 = a1mσ0 +
1

2
f0βΦ(0)σ2

0 − 1

24
s3
0ϕ0(βΦ(0))2σ4

0 . (5.40)

Коефiцiєнт dh(0) додатнiй i приймає великi значення. Тому розра-
хунок виразу (5.28) здiйснюватимемо на основi гаусового розподiлу
флуктуацiй. В нульовому наближеннi приходимо до результату:

Inh+1 =
√

2 exp [E0(σh)]

Bnh+1
∏

k=0

(π/dh(k))
1/2

. (5.41)

Для вкладу у вiльну енергiю FI,h iз (5.5) маємо

FI,h = −kT ln Inh+1. (5.42)

Пiдставляючи в (5.42) вираз (5.41), отримуємо

FI,h = −kTNE02h̃
6/5 + kTNE03, (5.43)

де

E02 = E00 +
1

2
s−3
0 lnπ,

E03 =
1

2

1

N

Bnh+1
∑

k=0

ln dh(k). (5.44)

Явний вираз для E03 знаходимо вiдповiдно до методики, використа-
ної в [2]:

E03 =
1

2
s−3
0 h̃6/5I0, (5.45)

де
I0 = −2(nh + 1) ln s + I ′0. (5.46)

Тут

I ′0 = ln(D0 + D1) −
2

3
+ 2

D0

D1
− 2

(

D0

D1

)3/2

arctg

(

D1

D0

)1/2

, (5.47)

причому

D0 =
1

2
s3
0σ

2
0ϕ0(βΦ(0))2 − f0βΦ(0),
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D1 = 2βΦ(0)s−2
0 π2(b/c)2. (5.48)

Остаточний вираз для величини FI,h задається формулою

FI,h = −kTNẼ02h̃
6/5 − kTN0h̃

6/5nh ln s, (5.49)

де

Ẽ02 = E02 + s−3
0

(

ln s − 1

2
I ′0

)

. (5.50)

Загальний вираз для вiльної енергiї системи поблизу критичної
точки при сильних полях у випадку T > Tc має вигляд

Fh = −kTN
[

ln chh′ + l0 + l1h̃
6/5 + l

(+)
11 h̃6/5+∆11+

+ l12h̃
6/5+2∆11 + l2h̃

2 + l3τ̃ + l4τ̃
2
]

, (5.51)

де показник ∆11 приведений в (5.10), а

l0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l1 = Ẽ02 + s−3
0 (fp1c − F10),

l
(+)
11 = −s−3

0 F11, l12 = −s−3
0 F12, (5.52)

l2 = s−3
0 e3p, l3 = s−3

0 e1p − 1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 ,

l4 = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄f2

0 /(c
(0)
k1 )2.

Подiбно до випадку слабких полiв розрахуємо величину

σ
(h)
+ = − 1

N

∂Fh

∂h
.

Враховуючи (5.51), будемо мати

σ
(h)
+ = th h′ +

6

5
l1f

−6/5
0 h′1/δ +

(

6

5
+ ∆11

)

l
(+)
11 f

−6/5−∆11

0 h′ 1δ +∆11+

+

(

6

5
+ 2∆11

)

l12f
−6/5−2∆11

0 h′ 1δ +2∆11 + 2l2f
−2
0 h′. (5.53)

У випадку ∆1 → 1 (тодi ∆11 → ∞) цей результат вiдповiдає анало-
гiчнiй формулi роботи [2]. Для iншого граничного випадку ∆1 = 0
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(тодi ∆11 = 0) (5.53) зводиться до вiдповiдного виразу, який отрима-
ний в роботi [3].

Знайдемо сприйнятливiсть системи

χ
(h)
+ = − 1

N

∂2Fh

∂h2
.

Використовуючи (5.51), знаходимо

χ
(h)
+ = β

[

M2(h
′) + 2l2f

−2
0 + χ

(h)
01 h̃η0−2 + χ

(h)
02 h̃η0−2+∆11+

+ χ
(h)
03 h̃η0−2+2∆11

]

. (5.54)

Тут

η0 =
2d

d + 2
,

χ
(h)
01 = η0(η0 − 1)l1f

−2
0 ,

χ
(h)
02 = (η0 + ∆11)(η0 + ∆11 − 1)l

(+)
11 f−2

0 ,

χ
(h)
03 = (η0 + 2∆11)(η0 + 2∆11 − 1)l12f

−2
0 . (5.55)

Формула (5.54) при ∆1 → 1 вiдповiдає результату роботи [2], а при
∆1 = 0 – роботи [3].

6. Область сильних полiв, T < T
c

Подiбно до роздiлу 5 розглянемо випадок T < Tc. Як i в роздiлi 4,
будемо використовувати величину τ̃1 = −τ̃ . Для h̃ вважатимемо, що
має мiсце рiвнiсть

h̃ = τ̃
p0(1−∆1)
1 . (6.1)

Величина nh, яка характеризує точку виходу системи iз критичного
режиму флуктуацiй у випадку сильних полiв має вигляд (2.9). По-
рiвнюючи величини дiлянок критичного режиму за температурою i
полем, знаходимо

nh = µτ − ∆1(µτ + 1), (6.2)

де 0 < ∆1 < 1, а для µτ має мiсце спiввiдношення (2.7). Приходимо
до висновку, що

nh < µτ ,

а отже, має мiсце спiввiдношення np = nh. Саме таку мову ми вико-
ристовували в роздiлi 5 для розрахунку вiльної енергiї.
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Представимо вiльну енергiю для випадку T < Tc у виглядi

F̃h = F0 + F̃КР,h + F̃p,h + F̃I,h. (6.3)

Тут F0 спiвпадає iз (3.3). Для F̃КР,h маємо вирази (5.6), (5.7). Ви-

раз для величини F
(0)
КР,h (5.8) справедливий як при T > Tc, так i у

випадку T < Tc. При обчисленнi F̃КР,2h слiд зауважити, що

τ̃E
np+1
2 = −τ̃1E

nh+1
2 = −τ̃∆1

1 = −h̃∆11 , (6.4)

де ∆11 означено в (5.10). Тому, на вiдмiну вiд (5.11), для F̃КР,2h от-
римуємо вираз

F̃КР,2h = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2+

+
(

F11 − F12h̃
∆11

)

h̃6/5+∆11

]

. (6.5)

Отже, величина F̃КР,h матиме наступний вигляд:

F̃КР,h = −kTN0

[

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2−

− F10h̃
6/5 + F11h̃

6/5+∆11 − F12h̃
6/5+2∆11

]

. (6.6)

Порiвнюючи цей вираз з вiдповiдним йому виразом при T > Tc, бачи-
мо, що їхня вiдмiннiсть пов’язана iз знаком доданку бiля коефiцiєнта
F11:

F
(±)
∆ = ±kTN0F11h̃

6/5+∆11 . (6.7)

Знак “+” вiдповiдає вкладу до вiльної енергiї (пов’язаної iз дiлянкою
критичного режиму) при T > Tc, а знак “−” – при T < Tc.

Вираз F̃p,h спiвпадає iз аналогiчним йому виразом (5.21) при T >

Tc. Не змiнюється також вираз для F̃I,h. Вiн, як i у випадку T > Tc,
задається формулою (5.49).

Таким чином, вiльна енергiя системи при T < Tc для великих зна-
чень поля поблизу критичної точки має вигляд (5.51), де коефiцiєнт

l
(+)
11 повинен бути замiнений на l

(−)
11 , для якого маємо

l
(−)
11 = −l

(+)
11 . (6.8)
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