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Рiвняння стану системи релятивiстських нуклонiв з прямою

взаємодiєю

А.В. Назаренко, А.Я. Андрусик

Анотацiя. Побудовано квантову модель системи релятивiстських
нуклонiв з прямою взаємодiєю. Така модель є альтернативою до σ–
моделi квантової гадронодинамiки та методу модельних потенцiалiв.
За допомогою знайденого рiвняння стану ядерної матерiї за умови
β–стабiльностi дослiджено фазовий перехiд “рiдина–газ”, встановле-
но параметри критичної точки. Показано, що iснування фазового
переходу пов’язано iз релятивiстськими ефектами. Iз застосуванням
рiвнянь Оппенгеймера–Волкова розглянуто модель iзотропної нейт-
ронної зорi. Одержана залежнiсть маси зорi вiд її радiуса вiдповiдає
малим нейтронним зорям i вiдрiзняється вiд стандартної.

The equation of state of the system of relativistic nucleons with

direct interaction

A.V. Nazarenko, A.Ya. Andrusyk

Abstract. The quantum model of the system of relativistic nucleons
with direct interaction has been built. Such a model is an alternative to
the σ–model of quantum hadrodynamics and to the method of modelling
potentials. By means of equation of state of nuclear matter the “liquid–
gas” phase transition is studied in the case of β–stability, and the pa-
rameters of the critical point are found. It is shown that the presence of
the phase transition is connected with relativistic effects. The model of
isotropic neutron star is considered with the use of Oppenheimer–Volkoff
equations. The obtained dependence of the star mass on its radius cor-
responds to the small neutron stars and differs from the standard one.
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1 Препринт

1. Вступ

Дослiдженню “випаровування” перегрiтої краплi ядерної матерiї, як
способу описати розпад збуджених ядер на нуклони, окремi фраг-
менти, за останнi роки було присвячено чимало i експериментальних
праць (див. [1–5]) i теоретичних (див. [6–8]). Арґументи на користь
та адекватнiсть такого опису випливають з подiбностi мiж вандерва-
альсiвською та мiжнуклонною взаємодiями. Спроби застосувати тер-
модинамiчну теорiю фазових переходiв до даної проблеми привело
до численних експериментiв, що проводились i проводяться на при-
скорювачах у наукових центрах в Берклi (США), Стенфордi (США),
ЦЕРНi (Європа), Дубнi (Росiя). Пiдсумок роботи кiлькох експери-
ментальних груп опублiковано у статтi [5], в якiй пiдтверджено на-
явнiсть ядерного фазового переходу “рiдина–газ”.

Причина застосування термодинамiчного пiдходу зумовлена тру-
днощами мiкроскопiчного опису ядерних процесiв за участю бага-
тьох частинок. Однак при цьому виникла проблема вiдмiнностi кон-
стант взаємодiї у вiльному просторi та в середовищi. Також вияви-
лось, що значення констант взаємодiї в рiзних моделях не збiгаю-
ться. Пояснення цих та iнших фактiв залишаються для майбутнiх
дослiджень. Тим не менш вже створено моделi, що приводять до
адекватного опису i рiвноважних властивостей ядерних систем i фа-
зового переходу “рiдина–газ”, за допомогою якого можна пояснити i
зворотнiй процес, тобто нуклеосинтез в еволюцiї Всесвiту [9].

Найбiльш адекватними теоретичними моделями на даний час
вважаються σ–модель квантової гадронодинамiки [6,10] та ефектив-
нi теорiї, що ґрунтуються на методi псевдопотенцiалiв (серед яких
слiд вiдзначити Skyrme and Gogni forces) [11]. У данiй роботi ми зо-
середимось на побудовi та дослiдженнi нової моделi, що застосовує
концепцiю прямих взаємодiй мiж частинками, доцiльнiсть якої зу-
мовлена малим часом життя масивних квантiв полiв (мезонiв) — но-
сiїв взаємодiї. Потенцiал мiжчастинкової взаємодiї у нашому пiдходi
базується на розв’язках польових рiвнянь, тому запропонована мо-
дель є промiжною ланкою мiж теоретико–польовими моделями та
методом модельних потенцiалiв. Оскiльки швидкiсть руху нуклонiв
в атомних ядрах в нормальному станi становить близько c/4 (c —
швидкiсть свiтла) [12], то реалiстична модель ядерної матерiї повин-
на будуватись на засадах загальної теорiї вiдносностi, задовольня-
ти вимогу Пуанкаре-iнварiантностi, а гамiльтонiан повинен врахову-
вати найсуттєвi релятивiстськi ефекти (релятивiстську кiнематику
частинок, ефект скiнченностi швидкостi передачi взаємодiї). Тому,
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окрiм теоретичного опису процесiв у системi нуклонiв ми ставимо
за мету дослiдити роль релятивiстських ефектiв, їх вплив на термо-
динамiчнi властивостi. Зробленi висновки, вiримо, будуть врахова-
нi у феноменологiчному пiдходi, вкажуть на шляхи побудови нових
ефективних потенцiалiв.

У нашiй роботi ми знаходимо гамiльтонiан системи релятивiстсь-
ких нуклонiв з прямою взаємодiєю, методами квантової статистичної
механiки виводимо рiвняння стану ядерної матерiї, дослiджуємо фа-
зовий перехiд “рiдина–газ”, а також розглядаємо модель нейтронної
зорi.

2. Гамiльтонiан системи нуклонiв

Нашi дослiдження ми розпочинаємо з класичної дiї A релятивiст-
ських частинок, що взаємодiють за посередництвом векторних та
скалярного масивних полiв:

S = Spart + Sint + Sfield, (1)

де складовi мають вигляд:

Spart = −
A
∑

a=1

∫

mac
2
√

uµ
a(λ)uaµ(λ)dλ, (2)

Sint =
A
∑

a=1

∫

gσσ[xa(λ)]
√

uµ
a(λ)uaµ(λ)dλ−

−
A
∑

a=1

∫

gωu
µ
a(λ)ωµ[xa(λ)]dλ −

−
A
∑

a=1

∫

gρu
µ
a(λ)τ aρµ[xa(λ)]dλ, (3)

Sfield =

∫
[

−1

4
G

µν(x)Gµν(x) +
1

2
µ2

ρρµ(x)ρµ(x)

]

d4x+

+

∫
[

−1

4
Fµν(x)Fµν(x) +

1

2
µ2

ωω
µ(x)ωµ(x)

]

d4x+

+
1

2

∫

[

∂µσ(x)∂µσ(x) − µ2
σσ

2(x)
]

d4x. (4)

На даному етапi a-та частинка (з масою ma та iзоспiном τa) опису-
ється свiтовою лiнiєю, точки якої мають чотири координати xµ

a(λ) в
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просторi–часi Мiнковського з метрикою ‖ηµν‖ = diag(1,−1,−1,−1),
за допомогою якої здiйснюється “пiднiмання” та “опускання” iндек-
сiв; uµ

a(λ) = dxµ
a(λ)/dλ; g2

i (i = σ, ω, ρ) — константи взаємодiї час-
тинок з квантами полiв, що переносять взаємодiю. Величини τa,
ρµ(x) є 3–компонентними векторами в iзоспiновому просторi, при-
чому, τ

2
a = const на протязi еволюцiї. Напруженостi векторних полiв

визначаються тензорами Fµν(x) = ∂µων(x) − ∂νωµ(x) та Gµν(x) =
∂µρν(x) − ∂νρµ(x) − gρ[ρµ(x) × ρν(x)]; ∂µ ≡ ∂/∂xµ. Параметри µi

полiв пов’язянi з масами квантiв (мезонiв), якi вони описують, спiв-
вiдношеннями µi = mic/~.

Подальший опис релятивiстської системи здiйснимо у миттєвiй
формi динамiки (коли x0(t) = ct) [13], за допомогою якої усувається
хронометрична свобода дiї системи вiдносно репараметризацiї свiто-
вих лiнiй частинок. Це дозволяє ввести єдиний еволюцiйний пара-
метер t (час) для системи, що необхiдно для гамiльтонового форму-
лювання динамiки, яке є основою для статистичних i термодинамiч-
них дослiджень. Гамiльтонiв опис релятивiстських систем частинок
з векторним та скалярним полями у миттєвiй формi динамiки можна
знайти у працi [14].

Зазвичай час життя масивних квантiв, що переносять взаємодiю,
є дуже малий. Через це у наших дослiдженнях ми накладаємо фi-
зичну умову вiдсутностi вiльного випромiнювання. Як наслiдок, ска-
лярне та векторнi поля виступають лише як носiї взаємодiї мiж час-
тинками i не мають власних ступенiв вiльностi. Це дозволяє виклю-
чити зазначенi поля з опису i переформулювати динамiку системи
в термiнах прямої взаємодiї мiж частинками. Процедура виключен-
ня польових ступенiв вiльностi методами гамiльтонової механiки з
в’язями описана в працях [15, 16]. Вона зберiгає необхiдну гамiльто-
нову структуру та Пуанкаре-iнварiантнiсть теорiї. За її допомогою
в роботах [14, 16] одержано гамiльтонiв опис релятивiстьких систем
частинок окремо зi скалярною та векторною прямими взаємодiями
(в термiнах тiльки канонiчних змiнних частинок) в лiнiйному набли-
женнi за константою взаємодiї. У даному наближеннi результуюча
взаємодiй може бути записана як їх суперпозицiя. У такий спосiб
знаходимо модельний класичний гамiльтонiан:

H =

A
∑

a=1

cp0
a +

1

2

A
∑

a,b=1

a6=b

Uab, p0
a =

√

m2
ac

2 + p2
a. (5)

Вiн ґенерує еволюцiю частинок в термiнах координат qa та канонiч-
но спряжених iмпульсiв pa. Вiдзначимо, що канонiчнi координати
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qa не збiгаються з коварiантними xa пiсля редукцiї полiв внаслiдок
теореми про невзаємодiю [17].

Ефективну взаємодiю мiж частинками подамо так:

Uab = gωv
µ
aω

part
bµ (qa) + gρv

µ
a τaρ

part
bµ (qa) − gσ

√

1 − v2
aσ

part
b (qa), (6)

де vµ
a = pµ

a/p
0
a — вiльночастинкова 4-швидкiсть; va = (vi

a).

Функцiї ωpart
aµ (x), ρ

part
bµ (x) та σpart

a (x) є розв’язками вiдповiдних

неоднорiдних польових рiвнянь з точковим джерелом. Їх зображення
у виглядi рядiв Фур’є в об’ємi V визначаються формулами:

ω
part
bµ (qa) =

1

V

∑

k

gωvbµ

k2 − (kvb)2 + µ2
ω

e−ikqab , (7)

ρ
part
bµ (qa) =

1

V

∑

k

gρτ bvbµ

k2 − (kvb)2 + µ2
ρ

e−ikqab , (8)

σ
part
b (qa) =

1

V

∑

k

gσ

√

1 − v2
b

k2 − (kvb)2 + µ2
σ

e−ikqab , (9)

де qab = qa − qb.
Одержаний класичний Пуанкаре-iнварiантний гамiльтонiан (5)

є вихiдним пунктом у формулюваннi нашої моделi релятивiстської
системи нуклонiв, що взаємодiють за посередництвом скалярних та
векторних мезонiв. Перш за все, близькi значення мас протона та
нейтрона дозволяють покласти ma = m, де m = 939 МеВ/c2, а вiд-
мiннiсть мiж протоном i нейтроном визначається проекцiєю iзоспiна
τ = ±1/2.

За низьких температур та високих концентрацiй проявляються
квантовi властивостi нуклонiв, що потребує квантового опису. Для
знаходження оператора Гамiльтона квантової теорiї введемо симет-
ризований потенцiал парної мiжчастинкової взаємодiї:

Wpa,pb
(qab) ≡

1

2
(Uab + Uba) =

1

V

∑

k

Γpa,pb
(k)e−ikqab , (10)

замiна Uab яким не змiнює значення гамiльтонiану (5).
Залежна вiд iмпульсiв частина потенцiалу взаємодiї Γ є:

Γpa,pb
(k) = g2

ω

1 − vavb

M2
ω(va,vb;k)

+ g2
ρ

1 − vavb

M2
ρ(va,vb;k)

τaτb −

−g2
σ

√

1 − v2
a

√

1 − v2
b

M2
σ(va,vb;k)

, (11)
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де ефективнi маси частинок Mi (i = σ, ω, ρ), що враховують ефект
скiнченностi швидкостi передачi взаємодiї, означено так:

2

M2
i (v1,v2;k)

=
1

k2 − (kv1)2 + µ2
i

+
1

k2 − (kv2)2 + µ2
i

.

Зазвичай квантова динамiка релятивiстських систем фермiонiв
описується рiвнянням Дiрака. Iнша можливiсть полягає у застосу-
ваннi формалiзму вторинного квантування. Зрозумiло, що гамiль-
тонiан Дiрака можна подати в термiнах операторiв народження та
знищення, якi враховують принцип Паулi для фермiонiв. Однак, тодi
необхiдно вiдзначити роль античастинок та властивостi вакууму.

Тут ми вiдразу переходимо до представлення вторинного кван-
тування. Ми припускаємо, що античастинки вiдсутнi у системi. Ок-
рiм того, оператори народження та знищення вважаються нормаль-
но впорядкованими.

При переходi до представлення вторинного квантування в якостi
базисної системи хвильових функцiй оберемо хвильовi функцiї вiль-
них частинок:

ψp1,Σ1
(q,Σ) =

1√
V

e
i
~
p1qδΣ,Σ1

, (12)

де δΣ,Σ1
— символ Кронекера. Набiр квантових чисел Σ = (σ, τ)

включає проекцiю спiна σ = ±1/2 на вiсь z, а також проекцiю iзо-
спiна τ = ±1/2.

Оператор Гамiльтона системи релятивiстських нуклонiв подамо
у виглядi:

Ĥ = Ĥ0 + Ŵ , (13)

де
Ĥ0 =

∑

p,Σ

cp0â+
p,Σâp,Σ, p0 =

√

m2c2 + p2 (14)

— гамiльтонiан вiльних релятивiстських частинок, а взаємодiя мiж
частинками визначається оператором:

Ŵ =
1

2

∑

W
p′

1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
â+
p′

1
,Σ′

1

â+
p′

2
,Σ′

2

âp2,Σ2
âp1,Σ1

. (15)

Тут â+
p,Σ, âp,Σ — оператори народження та знищення вiльної Фермi–

частинки, замкненої в об’ємi V , з дискретним iмпульсом p та набо-
ром квантових чисел Σ.
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Для знаходження матричного елемента Wp′
1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
, обчислимо

ймовiрнiсть такого переходу:

K
p′

1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
=

∑

S1,S2

∫

d3q1d
3q2ψ

∗
p′

2
,Σ′

2

(q2, S2)ψ
∗
p′

1
,Σ′

1

(q1, S1) ×

×Ŵp1,p2
(q12)ψp1,Σ1

(q1, S1)ψp2,Σ2
(q2, S2). (16)

У даному виразi оператор взаємодiї Ŵp1,p2
(q12), який дiє на вiльно-

частинковi хвильовi функцiї, можна замiнити класичним потенцiа-
лом Wp1,p2

(q12), де iмпульси p1, p2 набувають дискретних значень
завдяки (первинному) квантуванню.

Легко бачити, що релятивiстськi ефекти приводять до нерiвностi:

K
p′

1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
6= Kp1,Σ1;p2,Σ2

p′
1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

.

Тодi, беручи до уваги умову ермiтовостi, Ŵ = Ŵ †, матричний еле-
мент запишеться так:

W
p

′
1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
=

1

2
K

p
′
1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
+

1

2
Kp1,Σ1;p2,Σ2

p′
1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

, (17)

де множники 1/2 вiдповiдають ймовiрностям прямого та оберненого
процесiв.

Тепер зосередимося на обчисленнi ймовiрностi K(1, 2 → 1′, 2′),
означеною (16). Використовуючи формулу (12), приходимо до вира-
зу:

K
p′

1
,Σ′

1
;p′

2
,Σ′

2

p1,Σ1;p2,Σ2
= δΣ1,Σ′

1
δΣ2,Σ′

2

∫

e
i
~
(p1+p2−p′

1
−p′

2
)q2 ×

×e
i
~
(p1−p′

1
)q12Wp1,p2

(q12)
d3q1
V

d3q2
V

. (18)

Символи δΣ1,Σ′
1
, δΣ2,Σ′

2
свiдчать про те, що взаємодiя мiж нукло-

нами вiдбувається iз збереженням проекцiй спiна та iзоспiна, тобто
Σ′

1,2 = Σ1,2. Тiльки за цiєї умови будуть вiдмiнними вiд нуля мат-
ричнi елементи.

Використовуючи зображення для символа Кронекера:
∫

e−iq(k−k′) d
3q

V
= δ(k − k′), (19)

пiсля замiни змiнних iнтеґрування знаходимо:

K
p′

1
,Σ1;p′

2
,Σ2

p1,Σ1;p2,Σ2
= δ(k′

1 + k′
2 − k1 − k2)

∫

ei(k1−k′
1
)qWp1,p2

(q)
d3q

V
,
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де k1,2 = p1,2/~, k′
1,2 = p′

1,2/~.
Таким чином, виконується закон збереження:

p1 + p2 = p′
1 + p′

2. (20)

Пiсля означення iмпульсу передачi: ~k = p′
1 − p1 = −(p′

2 − p2),
одержуємо:

Kp1+~k,Σ1;p2−~k,Σ2

p1,Σ1;p2,Σ2
=

∫

eikqWp1,p2
(q)

d3q

V
= Γp1,p2

(k), (21)

що збiгається з Фур’є образом взаємодiї в класичному випадку.
Здiйснюючи аналогiчнi обчислення величини K(1′, 2′ → 1, 2), ос-

таточно маємо:

Ŵ =
1

2V

∑

k

∑

p1,p2

Σ1,Σ2

1

2
[Γp1,p2

(k) + Γp1+~k,p2−~k(k)] ×

×â+
p1+~k,Σ1

â+
p2−~k,Σ2

âp2,Σ2
âp1,Σ1

. (22)

У наступному роздiлi на основi знайденого гамiльтонiану квантової
теорiї обчислимо термодинамiчнi функцiї системи релятивiстських
нуклонiв.

3. Термодинамiчний потенцiал

Знайдемо термодинамiчнi характеристики системи релятивiстських
нуклонiв, ядерної матерiї за умов β-рiвноваги вiдносно реакцiй типу
n↔ p+e+ν̄. У данiй роботi ми зосереджуємося на об’ємних ефектах,
нехтуючи поверхневими1. У зв’язку з цим в рамках нашого пiдходу
будуть встановленi загальнi властивостi ядерної матерiї, якi є екст-
раполяцiєю характеристик ядер зi скiнченним числом нуклонiв.

Нехай µp, µn — хiмiчнi потенцiали протонної та нейтронної ком-
понент. Тодi термодинамiчний потенцiал системи знайдемо з виразу:

Ω = −T ln Tr e−β(Ĥ−µpẐ−µnN̂), (23)

де β = 1/T — обернена температура, а

Ẑ =
∑

p,σ

â+
p,σ,+ 1

2

âp,σ,+ 1

2

, N̂ =
∑

p,σ

â+
p,σ,− 1

2

âp,σ,− 1

2

1Вiдзначимо, що у рамках крапельної моделi ядер з числом A нуклонiв енер-

гiю, яка припадає на один нуклон, можна описати формулою Бете–Вайцзекера:

E/A = −aV + aSA−1/3 + ..., де aV вiдповiдає об’ємнiй енергiї, aS — внесок по-

верхнi.
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— оператори числа протонiв Z та нейтронiв N .
Введемо позначення:

Ĥ0 ≡ Ĥ0 − µpẐ − µpN̂ =
∑

p,Σ

(cp0 − µτ )â+
p,Σâp,Σ. (24)

Тодi у представленнi взаємодiї можемо записати:

e−β(Ĥ−µpẐ−µnN̂) = e−βĤ0 σ̂(β), (25)

σ̂(β) = Tλexp



−
β
∫

0

Ŵ (λ)dλ



 , Ŵ (λ) = eλĤ0Ŵe−λĤ0 . (26)

Пiсля розплутування експоненцiйних операторiв термодинамiч-
ний потенцiал набуде вигляду:

Ω = Ω0 − T ln〈σ̂(β)〉, (27)

де термодинамiчний потенцiал Ω0 системи невзаємодiючих нуклонiв
та середнє є:

Ω0 = −T ln Z, 〈σ̂(β)〉 = Z−1Tr
(

e−βĤ0 σ̂(β)
)

. (28)

Вони виражаються через величину Z = Tr exp(−βĤ0).
Легко знаходимо, що

Ω0 = −T
∑

p,Σ

ln
[

1 + e−β(cp0−µτ )
]

. (29)

Розглянемо функцiонал:

Q(α) = ln

〈

Tλexp



−α
β
∫

0

Ŵ (λ)dλ





〉

, (30)

пов’язаний з введеним середнiм спiввiдношенням 〈σ̂(β)〉 = Q(1).
РозкладемоQ(α) в ряд за параметром α i обмежимось першим не-

нульовим членом. Оскiльки Q(0) = 0, то перший (ненульовий) член
розкладу є:

dQ(α)

dα

∣

∣

∣

∣

α=0

= −
〈 β
∫

0

Ŵ (λ)dλ

〉

= −βW̄ . (31)
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Пiсля обчислення слiду знаходимо, що

W̄ =
1

2V

∑

p1,p2

Σ1,Σ2

Γp1,p2
(0)〈â+

p1,Σ1
â+
p2,Σ2

âp2,Σ2
âp1,Σ1

〉. (32)

Величину Γp1,p2
(0) запишемо так:

Γp1,p2
(0) =

[

C2
ω + C2

ρτ1τ2
]

(1 − v1v2) − C2
σ

√

1 − v2
1

√

1 − v2
2, (33)

де C2
i ≡ g2

i /µ
2
i (i = σ, ω, ρ) — параметри, що характеризують носiї

взаємодiї мiж нуклонами. Унаслiдок iзотропiї матерiї вiдразу можна
вiдкинути члени, лiнiйнi за v1v2.

Для середнього вiд операторiв народження та знищення двох час-
тинок маємо:

〈â+
p1,Σ1

â+
p2,Σ2

âp2,Σ2
âp1,Σ1

〉 = 〈n̂p1,Σ1
n̂p2,Σ2

〉 = np1,Σ1
np2,Σ2

, (34)

де оператори n̂p,Σ дають числа заповнення станiв частинок, а ста-
тистичнi середнi вiд них, тобто

np,Σ =
1

1 + eβ(cp0−µτ )
(35)

— температурний розподiл вiльних Фермi–частинок.
Для поправки на взаємодiю, що збiгається iз середньою енергiєю

взаємодiї, маємо:

W̄ =
1

2V

∑

p1,p2

Σ1,Σ2

[

C2
ω + C2

ρτ1τ2 − C2
σ

√

1 − v2
1

√

1 − v2
2

]

np1,Σ1
np2,Σ2

. (36)

Оскiльки густина протонiв та густина нейтронiв виражаються че-
рез суми:

ρp ≡ Z

V
=

1

V

∑

p,σ

np,σ,+ 1

2

, ρn ≡ N

V
=

1

V

∑

p,σ

np,σ,−1

2

, (37)

а повна густина нуклонiв, очевидно, є ρ = ρp + ρn, вираз для W̄
можна переписати так:

W̄ =
1

2
V C2

ωρ
2 +

1

8
V C2

ρρ
2δ2 − 1

2
V C2

σ

[

1

V

∑

p,σ

mc
√

m2c2 + p2
np,Σ

]2

; (38)
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δ2 ≡
(

ρp − ρn

ρp + ρn

)2

= (1 − 2y)2.

Параметр δ враховує асиметрiю мiж числом нейтронiв та протонiв;
y = ρp/ρ визначає частку протонiв в матерiї i є сталою величиною
за умов β–стабiльностi. Легко бачити, що нерiвнiсть N/Z 6= 1 приво-
дить до виникнення iзовекторної взаємодiї, яка посилює вiдштовху-
вання мiж нуклонами.

Таким чином, використовуючи анзац про застосовнiсть набли-
ження середнього поля, для термодинамiчного потенцiалу одержує-
мо формулу:

Ω = Ω0 + W̄ . (39)

Слiд зауважити, що бiльш акуратний розрахунок термодинамiчних
характеристик ядерної матерiї можна здiйснити у наближеннi серед-
нього самоузгодженого поля, як зазвичай робиться у випадку польо-
вих моделей. Самоузгоджена схема в першу чергу приведе до iнших
значень параметрiв моделi C2

ω , C2
ρ , C2

σ, якi визначаються таким чи-
ном, щоб, перш за все, вiдтворити характеристики ядер та ядерної
матерiї у нормальному, рiвноважному станi. Однак, через складнiсть
реалiзацiї самоузгодженої схеми на калькулятивному рiвнi тут ми об-
межимось звичайним наближенням середнього поля, що дозволить
виявити якiснi властивостi нашої моделi, перевiрити її адекватнiсть
до застосування зазначеного ускладнення.

Певною перевагою наближення середнього поля є його застосов-
нiсть в широкому дiапазонi густин, що надає можливiсть дослiдити
фазовий перехiд “рiдина–газ”. Дослiдження же надплинностi ядерної
матерiї, яка проявляється в обмеженiй областi густин, коли сили при-
тягання мiж фермiонами переважають над силами вiдштовхування,
потребує дещо iншого пiдходу. Тому таку задачу тут ми не розгля-
даємо i залишаємо її в якостi перспективи подальшого детального
опису ядерної матерiї.

У наближеннi середнього поля середня енергiя описується фор-
мулою:

E = E0 + W̄ , (40)

де
E0 =

∑

p,Σ

cp0np,Σ. (41)

Загалом кажучи, знайдена середня енергiя є також функцiєю хiмiч-
них потенцiалiв µp, µn i температури T . Тiльки у випадку T = 0,
як буде показано далi, її можна явно виразити через густину числа
нуклонiв.
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Отриманi формули (39), (40) демонструють лiнiйну залежнiсть
термодинамiчних функцiй вiд величин g2/µ2. Це означає, що па-
раметри C2

σ, C2
ω, C2

ρ можуть бути сумами спiввiдношень g2/µ2

всiх iзоскалярних–скалярних, iзоскалярних–векторних, iзовектор-
них–векторних частинок вiдповiдно. Тому при описi реальних про-
цесiв оцiнки для величин C2

i (i = σ, ω, ρ) можуть розглядатися як
iнтеґральнi характеристики у вище зазначеному сенсi i не повиннi
утотожнюватись з характеристиками окремих частинок: скалярним
σ–мезоном, векторними ω– та ρ–мезонами, як вiдображено у позна-
ченнях.

У подальших дослiдженнях замiсть величин Ω, E буде зручно ви-
користовувати термодинамiчний потенцiал та середню енергiю вiд-
несенi на один нуклон: ω ≡ Ω/A, e ≡ E/A.

4. Ядерна матерiя при T = 0

Знайдемо перш за все середню енергiю при T = 0:

E = E0 + W̄ . (42)

Для цього слiд покласти всi np,Σ рiвними одиницi всерединi сфери
Фермi i рiвними нулевi поза неї у формулi (40). Межа сфери Фермi
визначається абсолютним значенням iмпульсу Фермi [18]:

pF = ~kF, kF =

(

6π2ρ

γ

)1/3

, (43)

де γ — коефiцiєнт, що характеризує спiнове та iзоспiнове вироджен-
ня, тому γ = 4.

Пiсля замiни пiдсумовування за дискретними значеннями p (в
об’ємi V ) iнтеґруванням:

∑

p

(.....) = V

∫

(.....)
d3p

(2π~)3
, (44)

для енергiї вiльних релятивiстських частинок E0 при T = 0 прихо-
димо до вiдомого результату [18]:

E0 ≡ γV c

2π2~3

pF
∫

0

p2
√

m2c2 + p2dp

=
γV c

16π2~3

{

pF(m2c2 + 2p2
F)
√

m2c2 + p2
F−
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−(mc)4Arcsinh
pF
mc

}

. (45)

Для середньої енергiї взаємодiї одержуємо:

W̄ =
1

2
V C2

ωρ
2 +

1

8
V C2

ρρ
2δ2 − 1

2
V C2

σρ
2







3

p3
F

pF
∫

0

p2 mc
√

m2c2 + p2
dp







2

.

Пiсля обчислення iнтеґралу остаточно маємо:

W̄ =
1

2
V C2

ωρ
2 +

1

8
V C2

ρρ
2δ2 − 1

2
V C2

σρ
2 ×

×
(

3mc

2p2
F

)2
[

√

m2c2 + p2
F − (mc)2

pF
Arcsinh

pF
mc

]2

. (46)

На основi знайденого виразу для енергiї визначимо тиск (при ну-
льовiй ентропiї):

P = −∂E
∂V

= P0 + Pint, (47)

де

P0 =
γc

16π2~3

{

pF

(

2

3
p2
F −m2c2

)

√

m2c2 + p2
F+

+(mc)4Arcsinh
pF
mc

}

, (48)

Pint =
1

2
C2

ωρ
2 +

1

8
C2

ρρ
2δ2 − 1

2
C2

σρ
2

(

3mc

2p2
F

)2

×

×







4

3
pF



pF − m2c2
√

m2c2 + p2
F

Arcsinh
pF
mc



−

−
[

√

m2c2 + p2
F − m2c2

pF
Arcsinh

pF
mc

]2
}

. (49)

Спiввiдношення (47) задає рiвняння стану при T = 0.
Стисливiсть при T = 0 — одна з найважливiших характеристик

ядерної матерiї, яка визначається величиною K, означеною так:

K−1 = 9
∂P

∂ρ
. (50)
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Щоб оцiнити K−1, обчислимо похiдну:

∂P

∂ρ
=

1

3

cp2
F

√

m2c2 + p2
F

+ C2
ωρ+

1

4
C2

ρρδ
2 − C2

σρ
m2c2

m2c2 + p2
F

×

×1

2



1 +
mc

pF

mc
√

m2c2 + p2
F

Arcsinh
pF
mc



 . (51)

Для дослiдження властивостей ядерної матерiї на основi нашої
моделi ми повиннi визначити три параметра: C2

σ, C2
ω, C2

ρ . Перш за
все, їх значення повиннi вiдтворювати властивостi системи у станi
рiвноваги при T = 0, тобто певне значення енергiї зв’язку ε ≡ E/A−
mc2 та стисливостi у випадку симетричної матерiї (коли N = Z),
симетричної енергiї, а саме

a ≡ 1

2

∂2(E/A)

∂δ2

∣

∣

∣

∣

δ=0

=
1

8
C2

ρρ,

при нормальнiй густинi ядер.
На основi аналiтично одержаних залежностей при

C2
σ/~c [фм2] C2

ω/~c [фм2] C2
ρ/~c [фм2]

51.962 47.269 8.614

(~c = 197.35 МеВ · фм) було забезпечено такi значення рiвноважних
величин:

ρ0 [фм−3] ε [МеВ] a [МеВ] K−1 [МеВ]
0.16 −15.5 34 294.4

В якостi рiвноважної густини ρ0 ми обрали центральну густину
ядер, однакову для ядер з рiзним числом нуклонiв (див. рис. 1).
Значення стисливостi на даний час не є однозначно визначеним в
лiтературi. Адекватними вважаються величини K−1, що попадають
у промiжок 250 − 350 МеВ [7]. Як зображено на рис. 2, рiвноважне
значення енергiї на нуклон (у випадку симетричної ядерної матерiї
при T = 0) вiдповiдає мiнiмуму енергiї, залежної вiд густини. Також
видно, що за густин ρ < 0.01 фм−3 i ρ > 0.32 фм−3 нуклони не
можуть перебувати у зв’язаному станi.

Таким чином, при T = 0 в рамках нашої моделi ми одержа-
ли адекватний опис термодинамiчних властивостей ядерної матерiї.
При цьому було встановлено значення параметрiв, що потрiбно для
подальшого дослiдження системи релятивiстських нуклонiв при не-
нульовiй температурi, дослiдження критичної точки фазового пере-
ходу “рiдина–газ”.
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5. Симетрична ядерна матерiя при T 6= 0. Фазовий

перехiд “рiдина–газ”

Зосередимося на випадку симетричної системи релятивiстських ну-
клонiв з однаковим числом нейтронiв та протонiв при ненульовiй
температурi2. У даному випадку виконується рiвнiсть N = Z, δ = 0,
γ = 4, а також µn = µp = µ. Зрозумiло, що симетрична ядерна мате-
рiя поводить себе як однокомпонентна система. Тодi температурний
розподiл Фермi запишеться так:

np,Σ =
1

exp
[(

c
√

m2c2 + p2 − µ
)

/T
]

+ 1
, (52)

де хiмiчний потенцiал µ визначається з умови:

γ

2π2~3

∞
∫

0

p2dp

exp
[(

c
√

m2c2 + p2 − µ
)

/T
]

+ 1
= ρ. (53)

Точний аналiтичний вигляд хiмiчного потенцiалу як функцiї темпе-
ратури T i густини ρ з даної формули встановити неможливо, тому
надалi в якостi незалежних параметрiв, що визначають густину чис-
ла частинок i термодинамiчнi функцiї, ми розглядаємо T та µ.

Введемо функцiї, що описуються таким iнтеґралом:

Iξ(T, µ) =

∞
∫

0

(1 + z2)ξz2dz

exp
[(

mc2
√

1 + z2 − µ
)

/T
]

+ 1
. (54)

Тодi для густини числа частинок маємо:

ρ(T, µ) = αI0(T, µ), (55)

де α ≡ γ(mc/~)3/(2π2) — числовий коефiцiєнт.
Середня енергiя w(T, µ) ≡ W̄/A, зумовлена взаємодiєю, в термi-

нах незалежних величин T та µ зображається так:

w(T, µ) =
α

2
C2

ωI0(T, µ) − α

2
C2

σ

I2
−1/2(T, µ)

I0(T, µ)
. (56)

2Традицiйно для ядерної фiзики ми використовуємо значення температури в

енергетичних одиницях; 1 МеВ вiдповiдає температурi 1.2 · 1010 K.
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Середню енергiю та термодинамiчний потенцiал вiльних части-
нок, що припадають на один нуклон, можна подати як

e0(T, µ) = mc2
I1/2(T, µ)

I0(T, µ)
, ω0(T, µ) = −T K(T, µ)

I0(T, µ)
; (57)

K(T, µ) =

∞
∫

0

z2ln
{

1 + exp
[(

µ−mc2
√

1 + z2
)/

T
]}

dz. (58)

Залежнiсть повної середньої енергiї e ≡ E/A = e0 + w вiд густини ρ
за рiзних значень температури зображена на рис. 2.

Опис фазового переходу “рiдина–газ” у системi релятивiстських
нуклонiв дамо на основi рiвняння стану, яке знайдемо з вiльної енер-
гiї:

f(T, µ) = ω0(T, µ) + µ+ w(T, µ), (59)

за формулою:

P = ρ2

(

∂f

∂ρ

)

T

. (60)

Оскiльки у нашому пiдходi температура T та хiмiчний потенцiал µ
— незалежнi змiннi, очевидно, що

(

∂f(T, µ)

∂ρ(T, µ)

)

T

=

(

∂f(T, µ)

∂µ

)

T

/(

∂ρ(T, µ)

∂µ

)

T

. (61)

Таким чином легко знаходимо тиск:

P (T, µ) = αTK(T, µ) +
α2

2
C2

ωI
2
0 (T, µ) − α2

2
C2

σI
2
−1/2(T, µ) ×

×
[

2
1 − J−1/2(T, µ)/I−1/2(T, µ)

1 − J0(T, µ)/I0(T, µ)
− 1

]

, (62)

який виражається через новi iнтеґрали:

Jξ(T, µ) =

∞
∫

0

(1 + z2)ξz2dz
[

exp
[(

mc2
√

1 + z2 − µ
)

/T
]

+ 1
]2 . (63)

Формули (55), (62) задають рiвняння стану у параметричному ви-
глядi. Знайденi за їх допомогою iзотерми, подiбнi на вандервааль-
сiвськi [18], зображено на рис. 3. Крута частина iзотерм (праворуч)
вiдповiдає рiдкiй фазi. Газова фаза описується лiвими частинами
iзотерм, де тиск повiльно змiнюється iз зменшенням густини.
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Для знаходження параметрiв критичної точки фазового переходу
скористаємося умовами рiвноваги фаз для однокомпонентної систе-
ми частинок:

(

∂P

∂ρ

)

T

= 0,

(

∂2P

∂ρ2

)

T

= 0. (64)

У результатi числових розрахункiв було знайдено такi значення кри-
тичної густини, температури та тиску:

ρкр [фм−3] Tкр [МеВ] Pкр [МеВ/фм3]
0.0514 11.336 0.191

Крива спiвiснування фаз ядерної матерiї, побудована iз застосу-
ванням правила Максвела, наведена на рис. 4.

Порiвняємо отриманi значення з ранiше представленими у лiте-
ратурi. Експериментально встановлено, що для легких ядер енергiя
зв’язку ε (при T = 0) становить близько −8 МеВ, а її екстраполя-
цiя на випадок нескiнченної ядерної матерiї приводить до значення
−15.5 МеВ, що було закладено у нашiй моделi. На основi експе-
риментальних даних, одержаних рiзними групами дослiдникiв для
реальних ядер, також здiйснено екстраполяцiю значення критичної
температури фазового переходу на випадок матерiї. Так групою ISiS
отримано, що Tкр = 13.6 МеВ, а групою EOS — Tкр = 12.9 МеВ. При
похiбцi експериментiв 2 МеВ знайдена нами оцiнка є адекватною. Од-
нак вона вiдрiзняється вiд iнших теоретичних оцiнок, наприклад з
працi [6], де Tкр = 14.4 МеВ.

Пiдсумовуючи, вiдзначимо, що ядерний фазовий перехiд “рiдина–
газ”, параметри критичної точки вже описано в багатьох теоретич-
них працях iз застосуванням рiзноманiтних моделей. Тим не менше,
хочемо звернути увагу на важливiсть одержаного нами результату.
По-перше, ми використали послiдовно одержану модель в рамках те-
орiї прямих взаємодiй, яка є альтернативою до теоретико–польових
пiдходiв, а також методу (модельних) псевдопотенцiалiв. По-друге,
зазначений фазовий перехiд безпосередньо пов’язаний iз релятивiс-
тськими ефектами. В цьому легко переконатись, розглядаючи нере-
лятивiстський випадок, в якому скалярна взаємодiя давала б внесок
−V C2

σρ
2/2 в W̄ . Тому знак W̄ , який характеризує притягання чи

вiдштовхування, визначався би сталим виразом C2
ω −C2

σ, що виклю-
чає можливiсть переходу мiж зв’язаними i не зв’язаними станами
системи.
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6. Модель нейтронної зорi

Знання рiвняння стану та густини маси–енергiї E (E ≡ E/V ) ядерної
матерiї для довiльного спiввiдношення N/Z при T = 0 дають можли-
вiсть побудувати та дослiдити модель холодної нейтронної зорi. Хоча
температура реальних нейтронних зiрок становить кiлька сот тисяч
градусiв, однак вона є значно менша за температуру виродження
(десятки мiлiардiв градусiв), що дозволяє зосередитись на зазначе-
ному випадку. Таким чином, покладемо вирази (42), (47) в основу
нашої моделi. Вони пiдтверджують той факт, що при характерних
для нейтронних зiрок густинах числа частинок, якi в кiлька разiв
перевищують густину ядер ρ0, сили вiдштовхування мiж нуклона-
ми переважають над силами притягання. Рiвновага та стiйкiсть та-
ких макроскопiчних об’єктiв забезпечуються наявнiстю гравiтацiй-
них сил. Тому до рiвнянь моделi слiд додати рiвняння гiдростатич-
ної рiвноваги зорi, одержанi Оппенгеймером та Волковим в рамках
загальної теорiї вiдносностi (див. [9]):

c2
dm(r)

dr
= 4πr2E(r), (65)

dP (r)

dr
= −g [E(r) + P (r)][m(r)c2 + 4πr3P (r)]

r2[1 − 2gm(r)c2/r]
, (66)

де густина маси–енергiї та тиск є функцiями радiуса r; константа
g−1 ≡ c4/G = 75.57 · 1040 МеВ · фм−1; G — гравiтацiйна стала.

Тут ми зосередимося на випадку моделi iзотропної зорi iз сталою
величиною густини маси–енергiї E(ρc, y), де ρc — густина частинок
в центрi зорi, y — частка протонiв, яка є фiксованою величиною за
умов β–рiвноваги. Тодi рiвняння гiдростатичної рiвноваги iнтеґрую-
ться аналiтично [9]:

m(r)c2 =
4π

3
r3E(ρc, y), при r < R, (67)

P (r) = E(ρc, y)

√

1 − 2gMc2r2/R3 −
√

1 − 2gMc2/R

3
√

1 − 2gMc2/R−
√

1 − 2gMc2r2/R3
, (68)

де M = 4πR3E(ρc, y)/(3c
2) — повна маса нейтронної зорi, R — її

радiус. Як i повинно бути, тиск обертається в нуль на поверхнi зорi,
тобто P (R) = 0.

При r = 0, тобто в центрi зорi, вираз для тиску можна переписати
так:

P (ρc, y) = E(ρc, y)
1 −

√

1 − (8π/3)gR2E(ρc, y)

3
√

1 − (8π/3)gR2E(ρc, y) − 1
, (69)
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використовуючи рiвняння стану. Звiдки легко знаходимо радiус зорi:

R(ρc, y) =

√

3/(8π)

gE(ρc, y)

√

1 −
[ E(ρc, y) + P (ρc, y)

E(ρc, y) + 3P (ρc, y)

]2

, (70)

а разом з тим i повну масу зорi як функцiї центральної густини числа
частинок ρc та параметра y.

Залежнiсть маси зорi вiд її радiуса наведена на рис. 5, на яко-
му максимальне значення маси у випадку y = 0.1 вiдповiдає густинi
ρ = 0.746 фм−3, для y = 0.2 — ρ = 0.795 фм−3, а для y = 0.3 —
ρ = 0.831 фм−3. Легко бачити, що вона описує малi нейтроннi зорi i
не узгоджується iз стандартними залежностями (див. рис. 6 з [19]),
що демонструють зменшення маси зiрок iз збiльшенням їх радiуса.
Тим не менше, про достовiрнiсть нашої моделi свiдчить те, що вихiд-
не рiвняння стану привело до адекватного опису фазового переходу
“рiдина–газ”, та астрономiчнi спостереження, якi виявили зорi з ха-
рактеристиками, близькими до встановлених нами. До кандидатiв в
малi нейтроннi зорi можна вiднести iзольовану нейтронну зорю RX
J1856.5–3754, пульсар 3C58 [20], 4U 1728–34 [21]. Цiкаво зауважи-
ти, що така сама залежнiсть маси вiд радiуса має мiсце у випадку
моделей зiрок, що складаються з кваркової матерiї [22,23]. Тому по-
дальшi як теоретичнi так i експериментальнi дослiдження повиннi
дати вiдповiдь про можливiсть iдентифiкацiї малих нейтронних та
кваркових зiрок, теорiю про їх походження.
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Рис. 1. Експериментально встановлений розподiл густини числа
нуклонiв в ядрах з рiзним A.
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Рис. 2. Залежнiсть маси–енергiї нуклона вiд густини у симетричнiй
ядернiй матерiї при T = 20 МеВ, T = 15 МеВ, T = 10 МеВ, T =
5 МеВ, T = 0 (зверху до низу).

Рис. 3. Iзотерми симетричної ядерної матерiї при T = 12 МеВ, T =
11.336 МеВ, T = 10.8 МеВ, T = 10 МеВ (зверху до низу).
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Рис. 4. Крива спiвiснування рiдкої та газоподiбної фаз симетричної
ядерної матерiї.

Рис. 5. Залежнiсть маси нейтронної зорi вiд її радiуса при y = 0.1 (су-
цiльна лiнiя), y = 0.2 (пунктирна лiнiя), y = 0.3 (штрих-пунктирна
лiнiя).
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