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Теорiя п’єзоелектричних, пружних та дiелектричних влас-

тивостей кристалiв сiм’ї KDP, пов’язаних з деформацiєю u6.

Фазовий перехiд та п’єзоефект в кристалi KH2PO4

Р.Р.Левицький, Б.М.Лiсний

Анотацiя. Запропоновано розширення протонної моделi з тунелю-
ванням для дослiдження дiелектричних, п’єзоелектричних та пруж-
них властивостей кристалiв сiм’ї KDP, пов’язаних iз зсувною дефор-
мацiєю u6. В наближеннi чотиричастинкового кластера за корот-
косяжними та молекулярного поля за далекосяжними взаємодiями
проведено дослiдження фазового переходу та п’єзоефекту в сегне-
тоелектрику KH2PO4. В параелектричнiй фазi розраховано дiелек-
тричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики антисегнетоелек-
трика NH4H2PO4. Належним вибором значень параметрiв теорiї до-
сягнуто доброго узгодження теоретичних та експериментальних ре-
зультатiв для цих кристалiв.

Theory of related to the shear strain u6 piezoelectric, elastic

and dielectric properties of the KDP family crystals. Phase

transition and piezoelectric effect in the KH2PO4 crystal
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Abstract. We propose an extension of the proton tunneling model in
order to study dielectric, piezoelectric, and elastic properties of the KDP
family crystals related to the shear strain u6. In the four-particle cluster
approximation for the short-range interactions and the mean field ap-
proximation for the long-range interactsion we explore the phase transi-
tion and piezoelectric effect in the KH2PO4 ferroelectrics. In the para-
electric phase the dielectric, piezoelectric, and elastic characteristics of
the NH4H2PO4 antiferroelectrics are calculated. At the proper choice of
the theory parameters a good agreement between theoretical and exper-
imental results is obtained.
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1 Препринт

1. Вступ

Вiдомо, що сегнетоелектрики типу KH2PO4 (KDP) та антисегнето-
електрики типу NH4H2PO4 (ADP) у високотемпературнiй, параелек-
тричнiй фазi мають тетрагональну кристалiчну структуру (I4̄2d) з
нецентросиметричною точковою групою D2d. Тому вони володiють
п’єзоелектричними властивостями. На даний час теоретичне дослi-
дження цього фiзичного явища на мiкроскопiчному рiвнi в цих крис-
талах не є ще остаточно завершеним. Зокрема, воно перебуває на
стадiї рiзних удосконалень моделi протонного впорядкування. Акту-
альнiсть теоретичних дослiджень в цьому напрямi зумовлена актив-
нiстю п’єзоелектричної взаємодiї при дiї на данi кристали зовнiшнiх
електричних полiв та механiчних напруг певної симетрiї. Тому не-
обхiдне послiдовне вивчення лiнiйних, дiелектричного та п’єзоелек-
тричного, вiдгукiв цих кристалiв.

В роботi вивчаються фiзичнi властивостi кристалiв сiм’ї KDP
(сегнетоелектрикiв типу KDP та антисегнетоелектрикiв типу ADP),
пiдданих деформацiї зсуву u6 = uab у тетрагональнiй системi ко-
ординат. Це цiкаво ще й тим, що при сегнетоелектричному фазово-
му переходi в кристалах з сiм’ї KDP виникає спонтанна деформацiя
u6, яка призводить до змiни їхньої симетрiї. Передумовою створення
єдиної мiкроскопiчної теорiї, яка враховує п’єзоелектричну взаємо-
дiю, для всiх кристалiв сiм’ї KDP служить структурна iзоморфнiсть
у параелектричнiй фазi її сегнетоелектрикiв i антисегнетоелектрикiв
мiж собою.

Статистичне вивчення фазового переходу та п’єзоефекту в сегне-
тоелектриках типу KH2PO4 започатковано в роботi [1]. В цiй працi
модифiковано теорiю Слетера [2] шляхом розщеплення найнижчого
сегнетоелектричного рiвня, яке зумовлене деформацiєю u6, та до-
сягнуто певного успiху при узгодженнi теорiї з експериментом. Сам
механiзм виникнення спонтанної деформацiї u6 в сегнетоелектриках
типу KH2PO4 та вплив на неї взаємодiї протонiв з акустичними ко-
ливаннями гратки дослiджувався в роботi [3].

Фундаментальнi результати для деформованих кристалiв типу
KD2PO4, а саме, появу лiнiйного за деформацiєю молекулярного
поля та розщеплення конфiгурацiйних енергiй, отримано в робо-
тах [4,5]. Зокрема, у них вперше модифiковано гамiльтонiан протон-
ної моделi на випадок деформацiї u6, який враховує розщеплення
енергiї "бiчних"конфiгурацiй та мiстить деформацiйне молекулярне
поле. Останнє лише частково вiдображає розщеплення енергiй "вер-
хнiх/нижнiх"та однократно iонiзованих конфiгурацiй.
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Отже, деформацiя зсуву u6 в моделi протонного впорядкуван-
ня призводить до появи деформацiйного молекулярного поля [4, 5]
та розщеплення конфiгурацiйних енергiй [1, 4]. Базуючись на цих
фактах, в роботах [6, 7], при врахуваннi усiх можливих розщеплень
конфiгурацiйних енергiй ("верхнiх/нижнiх", "бiчних"та однократно
iонiзованих), зумовлених деформацiєю u6, дослiдженно фазовий пе-
рехiд та п’єзоефект, вплив напруги σ6 [6] та поля вздовж c-осi [7]
на фiзичнi властивостi кристалiв KD2PO4 i KH2PO4 без тунелюван-
ня. Отримано задовiльне узгодження теорiї з експериментальними
даними.

Однак, виявляється, є щонайменше три суттєвi моменти при вве-
деннi деформацiї u6 в протонну модель, якi ранiше не було висвiт-
лено. По-перше, на основi загальних мiркувань можна чiтко вказати
знаки параметрiв, що керують знаками розщеплень енергiй конфiгу-
рацiй з дипольним моментом вздовж c-осi. По-друге, як показує ана-
лiз лiнiйної по деформацiї u6 псевдоспiнової частини гамiльтонiана
протонної моделi, в роботах [6,7] має мiсце переповнення пiдгоночни-
ми параметрами деформацiйного походження (є вiльний параметер).
Це вносить неоднозначнiсть у вiдповiднiсть мiж сукупнiстю значень
цих параметрiв та фiзичними характеристиками: безлiч наборiв па-
раметрiв дають один результат для окремих фiзичних характерис-
тик. По-третє, в рамках єдиного пiдходу можна охопити разом з сег-
нетоелектричними кристалами також антисегнетоелектричнi крис-
тали. Детальнiше про це мова пiде далi.

Отже, наша робота присв’ячена розширенню протонної моделi з
тунелюванням для дослiдження фiзичних властивостей при дефор-
мацiї u6 сегнетоелектрикiв типу KDP i антисегнетоелектрикiв типу
ADP. Основна увага придiляється дослiдженню сегнетоелектричного
фазового переходу та п’єзоефекту в кристалi KH2PO4. Ми показу-
ємо, що в параелектричнiй фазi, де має мiсце структурна iзомор-
фнiсть антисегнетоелектрикiв типу ADP та сегнетоелектрикiв типу
KDP, усi теоретичнi результати для них є спiльними. Даний факт
використовується для того, щоб в цiй фазi отримати числовi теоре-
тичнi результати для фiзичних характеристик кристала NH4H2PO4.
Результати запропонованої теорiї порiвнюються з вiдповiдними екс-
периментальними даними.
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2. Гамiльтонiан протонної моделi кристалiв сiм’ї

KH2PO4 при деформацiї u6

Розглядаємо сегнетоелектричний кристал типу KH2PO4 чи анти-
сегнетоелектричний кристал типу NH4H2PO4 в системi координат
(x, y, z), яку також позначатимемо iндексно (1, 2, 3), що спiвпадає
з тетрагональною (I4̄2d) кристалографiчною системою координат
(a, b, c). До кристала прикладено механiчну напругу зсуву σ6 = σxy

та електричне поле вздовж осi c — E = (0, 0, E3). Вони незалежно
iндукують внески в поляризацiю P = (0, 0,P3) та деформацiю u6

кристала. Зауважимо, що деформацiя u6 чинить одинаковий вплив
на обидвi пiдгратки антисегнетоелектрика типу ADP. Нехай напруга
та поле такi малi по величинi, що квадратичнi по деформацiї та полi
внески в енергiю протонної пiдсистеми несуттєвi.
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Рис. 1. Примiтивна комiрка кристала сiм’ї KDP. Цифри в кружечках ну-

мерують водневi зв’язки, а необведенi цифри нумерують можливi поло-

ження "◦"протона "•"на зв’язку. Штрихованими лiнiями схематично по-

казано її здеформований вигляд при зсувнiй деформацiї u6.

Повний модельний гамiльтонiан сегнетоелектрикiв типу KH2PO4

та антисегнетоелектрикiв типу NH4H2PO4 складається iз "затравоч-
ної"та псевдоспiнової частин. "Затравочна"частина вiдповiдає гратцi
важких iонiв i явно не залежить вiд конфiгурацiї протонної пiдсис-
теми. Псевдоспiнова частина враховує короткосяжнi та далекосяжнi
взаємодiї протонiв поблизу тетраедрiв PO4, що тунелюють на водне-
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вих зв’язках, а також ефективну взаємодiю з полем E3.

Ĥ = Np.cUseed + ĤMF + Ĥshort − 2Ω
∑

n,f

Ŝx
f (n) −

∑

n,f

µ3E3Ŝ
z
f(n). (2.1)

Np.c — загальна кiлькiсть примiтивних комiрок. Примiтивну комiрку
складають два сусiднi тетраедри PO4 з чотирма водневими зв’язка-
ми, якi пiдходять до одного з них (рис. 1). 2Ω — енергiя тунелювання
протонiв на водневих зв’язках. Вона взята незалежною вiд дефор-
мацiї зсуву u6, при якiй водневi зв’язки повертаються без суттєвої
змiни своїх геометричних розмiрiв. Крiм того, з симетрiйних мiр-
кувань можна показати, що її залежнiсть вiд деформацiї u6 може
бути тiльки парною. µ3 — ефективний дипольний момент примiтив-
ної комiрки вздовж осi z в розрахунку на водневий зв’язок. Ŝα

f (n) —

α-компонента оператора псевдоспiна Ŝf (n), α = x, z, f = 1, 4, який
описує стан протона на f -му водневому зв’язку в n-iй примiтивнiй
комiрцi. Власнi значення оператора Ŝz

f (n) = ∓ 1
2 вiдповiдають двом

можливим рiвноважним положенням протона на зв’язку — положен-
ня "1"i "2"на рис. 1.

Useed — "затравочна"енергiя примiтивної комiрки кристала, вира-
жена через електричне поле E3 i деформацiю u6 [1,3–7]. Вона вклю-
чає в себе пружну, п’єзоелектричну i електричну частини

Useed = v

(

CE0
66 (T )

u2
6

2
− e036E3u6 − ε0χ

0
33

E2
3

2

)

. (2.2)

CE0
66 (T ), e036 i χ0

33 — так званi "затравочнi"пружна стала, коефiцiєнт
п’єзоелектричної напруги та дiелектрична сприйнятливiсть, вiдпо-
вiдно; T — абсолютна температура, v — об’єм примiтивної комiрки, ε0
— електрична постiйна. "Затравочнi"фiзичнi характеристики визна-
чають температурну поведiнку сумарних характеристик у далекiй
вiд точки фазового переходу Tc високотемпературнiй областi. Тому,
на основi аналiзу результатiв робiт [1,8], "затравочну"пружну сталу
CE0
66 (T ) беремо лiнiйно спадною вiд температури у параелектричнiй

фазi з коефiцiєнтом Kpara
66 ≥ 0:

CE0
66 (T ) = cE0

66 −Kpara
66 (T − Tc)θ(T − Tc),

θ(T − Tc) — тета-функцiя. Про коефiцiєнт Kpara
66 можна сказати,

що вiн феноменологiчно враховує високотемпературний ангармонiзм
гратки. Константу cE0

66 зручно тлумачити як значення "затравоч-
ної"пружної сталої в точцi фазового переходу.
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ĤMF — гамiльтонiан середнього поля за далекосяжними диполь-
дипольними i непрямими (через коливання гратки [9, 10]) мiжпро-
тонними взаємодiями та лiнiйного за деформацiєю u6 середнього по-
ля [4, 5], iндукованого п’єзоелектричною взаємодiєю:

ĤMF =
1

2

∑

n1,f1

∑

n2,f2

Jf1f2
(n1,n2)〈Ŝz

f1
(n1)〉〈Ŝz

f2
(n2)〉 −

−
∑

n1,f1





∑

n2,f2

Jf1f2
(n1,n2)〈Ŝz

f2
(n2)〉 + 2ψ6u6



 Ŝz
f1

(n1). (2.3)

Ĥshort — лiнiйний по деформацiї гамiльтонiан короткосяжних
взаємодiй мiж протонами бiля тетраедрiв PO4:

Ĥshort = 2
∑

n

Ĥtetra(n). (2.4)

Гамiльтонiан конфiгурацiйних взаємодiй протонiв бiля тетраедра
Ĥtetra(n) отримано з врахуванням обумовлених симетрiєю дефор-
мацiї u6, можливих лiнiйних розщеплень конфiгурацiйних енергiй
протонiв бiля тетраедра PO4 — ε̄s, ε̄a, ε̄1, ε̄0 (див. табл. 1). Фактич-
но, їхня поява є наслiдком втрати симетрiї дзеркального повороту
навколо осi z при деформацiї u6. Цей поворот змiнює знак поляри-
зацiї P3 та деформацiї u6, якi перетворюються по одному незвiдному
представленню. Гамiльтонiан Ĥtetra(n) рiвний повнiй конфiгурацiй-
нiй енергiї протонiв бiля тетраедра

∑

s1s2s3s4

N̂s1s2s3s4
(n)Λ(s1s2s3s4)

мiнус енергiя протонiв в деформацiйному молекулярному полi

−δs6 + 2δ16
4

u6

4
∑

f=1

Ŝz
f (n),

яку ми враховуємо в ĤMF : ψ6 = ψ06+(2δ16+δs6)/4. ψ06 має змiст па-
раметра деформацiйного молекулярного поля, який фiгурує в робо-

тах [4–7]. N̂s1s2s3s4
(n)=

4
∏

f=1

(

1
2+sf Ŝ

z
f (n)

)

— оператор чотиричастин-

кової конфiгурацiї "s1s2s3s4" [9,11], в якому sf означає знак власного
значення оператора Ŝz

f (n) у конкретнiй конфiгурацiї: sf="+","−".
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Ĥtetra(n) є одинаковим для обох тетраедрiв примiтивної комiрки i
має такий вигляд:

Ĥtetra(n) = U
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

3 (n) + Ŝz
2 (n)Ŝz

4 (n)
]

+

+(V−δa6u6)
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

2 (n) + Ŝz
3 (n)Ŝz

4 (n)
]

+

+(V+δa6u6)
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

4 (n) + Ŝz
2 (n)Ŝz

3 (n)
]

+ (2.5)

+4δ1s6u6

[

Ŝz
1 (n)Ŝz

2 (n)Ŝz
3 (n) + Ŝz

1 (n)Ŝz
2 (n)Ŝz

4 (n) +

+Ŝz
1 (n)Ŝz

3 (n)Ŝz
4 (n) + Ŝz

2 (n)Ŝz
3 (n)Ŝz

4 (n)
]

+ Φ
4
∏

f=1

Ŝz
f (n).

Пiдкреслимо, що для фiзично-послiдовного вiдтворення явища
п’єзоефекту в рамках цих модельних мiркувань повинна дотри-
муватись нерiвнiсть ψ6 ≥ |δ1s6|. Решта параметри δa6 та δ1s6 =
(2δ16 − δs6)/4 можуть приймати довiльнi скiнченнi значення. При
δ1s6 = 0 гамiльтонiан Ĥshort збiгається з вiдповiдним гамiльтонiаном
роботи [4].

Зрозумiло, що фiзичнi характеристики системи, яка описується
гамiльтонiаном Ĥ (2.1), однозначно залежать вiд сукупностi значень
трьох незалежних параметрiв деформацiйного походження ψ6, δa6 та
δ1s6 при фiксацiї решти параметрiв теорiї. Коли, в такому випадку,
аналогiчно до робiт [6, 7] систему описувати сукупнiстю параметрiв
ψ06, δa6, δs6 та δ16, то матиме мiсце переповнення параметрами. Це
буде внаслiдок того, що в гамiльтонiан цi чотири параметри входять
у виглядi трьох не залежних мiж собою лiнiйних комбiнацiй. Тому,
в цьому розумiннi, самi параметри ψ06, δa6, δs6 та δ16 є мiж собою
залежнi. Очевидний наслiдок такої залежностi — це неоднозначна
вiдповiднiсть мiж набором параметрiв ψ06, δa6, δs6 та δ16 i фiзич-
ними характеристиками: безлiч наборiв параметрiв, при певнiй за-
кономiрностi їх визначення, даватимуть один i той самий результат
для окремих фiзичних характеристик. Таким чином, визначальний
фiзичний змiст несуть не самi параметри ψ06, δa6, δs6 та δ16, а їхнi
лiнiйнi комбiнацiї ψ6, δa6, δ1s6.

Енергiї кореляцiй протонiв U , V , Φ зв’язанi зi сегнетоелектрич-
ними енергiями ε, w,w1 розширеної моделi Слетера–Такагi [2, 9, 11]

U = −ε+
1

2
w1, V = −1

2
w1, Φ = 4ε− 8w + 2w1,

якi вводяться на основi конфiгурацiйних енергiй:

ε = ε̄a − ε̄s, w = ε̄1 − ε̄s, w1 = ε̄0 − ε̄s.
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Для опису антисегнетоелектричного впорядкування типу ADP в
протоннiй моделi вводяться, вiдповiдно, iншi енергiї [11]:

ε̃ = ε̄s − ε̄a, w̃ = ε̄1 − ε̄a, w̃1 = ε̄0 − ε̄a.

Табл. 1. Розщеплення конфiгурацiйних енергiй протонiв бiля тетраедра
PO4 кристала сiм’ї KDP, зумовлене зсувною деформацiєю u6. Коефiцiєнти
δs6, δ16 вибрано з такою умовою: δs6, δ16 ≥ 0.

Хвильова функцiя Конфiгурацiя Енергiя конфiгурацiї

конфiгурацiї "s1s2s3s4" Λ(s1s2s3s4)

ϕ1 "+ + ++" ε̄s − δs6u6

ϕ16 "−−−−" ε̄s + δs6u6

ϕ7 "+ −−+" ε̄a + δa6u6

ϕ10 "− + +−"

ϕ4 "−− ++" ε̄a − δa6u6

ϕ13 "+ + −−"

ϕ2 "− + ++"

ϕ3 "+ − ++" ε̄1 − δ16u6

ϕ5 "+ + −+"

ϕ9 "+ + +−"

ϕ8 "−−−+"

ϕ12 "−− +−" ε̄1 + δ16u6

ϕ14 "− + −−"

ϕ15 "+ −−−"

ϕ6 "− + −+" ε̄0

ϕ11 "+ − +−"

Легко побачити зв’язок мiж сегнетоелектричними i антисегнето-
електричними енергiями:

ε = −ε̃, w = w̃ − ε̃, w1 = w̃1 − ε̃, (2.6)

за допомогою якого можна отримати вигляд енергiй U , V , Φ для ан-
тисегнетоелектричного пiдходу. Бiльше того, цей зв’язок дає можли-
вiсть використовувати для сегнетоелектричних та антисегнетоелек-
тричних кристалiв сiм’ї KDP в фазi їх структурної iзоморфностi
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теоретичнi результати одночасно сегнетоелектричного i антисегне-
тоелектричного пiдходiв. Далi теоретичний розгляд проводиться в
рамках сегнетоелектричного пiдходу.

3. Наближення чотиричастинкового кластера для

електричного термодинамiчного потенцiала

Сильнi короткосяжнi кореляцiї в кристалах сiм’ї KDP разом з спе-
цифiкою кристалiчної структури, роблять природнiм використання
для розрахункiв електричного термодинамiчного потенцiала (елект-
ричної функцiї Гiбса) наближення чотиричастинкового кластера за
короткосяжними взаємодiями [9, 11]. При цьому далекосяжнi взає-
модiї враховуються в наближеннi молекулярного поля. У цих набли-
женнях електричний термодинамiчний потенцiал сегнетоелектрич-
ного кристала типу KH2PO4 в розрахунку на примiтивну комiрку
має наступний вигляд

g2E(T, u6, E3,∆, η, P ) = Useed +
ν3
2
P 2 − 2

β
lnZ4 +

1

β

4
∑

f=1

lnZ1f , (3.1)

де β = (kBT )−1, kB — постiйна Больцмана, ν3 = J11(0) + 2J12(0) +
J13(0) — власне значення фур’є-образу матрицi далекосяжних взає-
модiй

Jf1f2
(0) =

∑

n1−n2

Jf1f2
(n1,n2),

Z4 = Sp[e−βĤ4 ] i Z1f = Sp[e−βĤ1f ] — чотиричастинкова i одночастин-
кова статистичнi суми. Чотиричастинковий Ĥ4 та одночастинковий
Ĥ1f гамiльтонiани протонiв даються виразами:

Ĥ4 = Ĥtetra + 2Γ

4
∑

f=1

Ŝx
f + C

4
∑

f=1

Ŝz
f , (3.2)

Ĥ1f = 2(2Γ + Ω)Ŝx
f + 2

(

C +
ν3
4
P + ψ6u6 +

1

2
µ3E3

)

Sz
f .

Тут Ĥtetra означає гамiльтонiан (2.5) без залежностi вiд n. Запрова-
дженi для зручностi, варiацiйнi поля C i Γ мiстять кластернi пара-
метри ∆ i η

C = ∆ − ν3
2
P − 2ψ6u6 − µ3E3, Γ = −Ω +

η

4
.
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Зазначимо, що при отриманнi електричного термодинамiчного по-
тенцiала (3.1) було взято до уваги спiввiдношення

〈Ŝx
1 (n)〉 = 〈Ŝx

2 (n)〉 = 〈Ŝx
3 (n)〉 = 〈Ŝx

4 (n)〉 ≡ 1

2
X,

〈Ŝz
1 (n)〉 = 〈Ŝz

2 (n)〉 = 〈Ŝz
3 (n)〉 = 〈Ŝz

4 (n)〉 ≡ 1

2
P, (3.3)

якi реалiзуються в однорiдному сегнетоелектричному випадку.
Кластернi параметри ∆ i η (варiацiйнi поля C i Γ) та параметр

протонного впорядкування P визначаються з умови мiнiмуму [9, 11]
потенцiала g2E(T, u6, E3,∆, η, P ):

∂g2E

∂∆
=
∂g2E

∂P
=
∂g2E

∂C
= 0,

∂g2E

∂η
=
∂g2E

∂Γ
= 0, (3.4)

яку для кластерного наближення можна записати у виглядi рiвнянь
самоузгодження [9, 11–13].

Для подальших розрахункiв необхiдно знайти власнi значення
кластерних гамiльтонiанiв. Знайшовши власнi значення одночастин-
кового гамiльтонiана Ĥ1f (наприклад, шляхом перетворення поворо-
ту для псевдоспiнових операторiв), легко отримуємо одночастинкову
статистичну суму

Z1f = 2 cosh

{

β

√

(

C +
ν3
4
P + ψ6u6 +

1

2
µ3E3

)2
+
(

2Γ + Ω
)2

}

. (3.5)

Власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiана знаходимо
використовуючи спершу той факт, що група його симетрiї iзомор-
фна точковiй групi D2. За початковий базис вибираємо ортонормо-
вану сукупнiсть iз 16-ти хвильових функцiй ϕi табл. 1, якi є до-
бутками псевдоспiнових одночастинкових хвильових функцiй. Да-
лi робимо вiдповiдне симетрiї D2 унiтарне перетворення початко-
вої матрицi, попередньо знехтувавши незначущою її константою
(− 1

2w − 1
4ε + 1

8w1)δij , δij — δ-cимволи Кронекера. Отримуємо мат-
рицю гамiльтонiана Ĥ4 у квазiдiагональному виглядi:

H̃4 = B1 ⊕B2(ε+) ⊕B2(ε−) ⊕B2(w1), (3.6)
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B1 =





















Cs 0 0 0 2Γ 0 0
0 −Cs 0 0 0 2Γ 0

0 0 ε+ 0
√

2Γ
√

2Γ 0

0 0 0 ε−
√

2Γ
√

2Γ 0

2Γ 0
√

2Γ
√

2Γ w + Co 0
√

2Γ

0 2Γ
√

2Γ
√

2Γ 0 w − Co

√
2Γ

0 0 0 0
√

2Γ
√

2Γ w1





















,

B2(λ)=





λ
√

2Γ
√

2Γ√
2Γ w + Co 0√
2Γ 0 w − Co



 .

Тут запроваджено позначення:

ε+ = ε+ δa6u6, ε− = ε− δa6u6, Cs = 2C+2δ1s6u6, Co = C− δ1s6u6.

З матрицi (3.6) отримуємо рiвняння на власнi значення

E7 + E6k̃6 + E5k̃5 + E4k̃4 + E3k̃3 + E2k̃2 + E k̃1 + k̃0 = 0,

E3 + E2K2(ε+) + EK1(ε+) +K0(ε+) = 0,

E3 + E2K2(ε−) + EK1(ε−) +K0(ε−) = 0, (3.7)

E3 + E2K2(w1) + EK1(w1) +K0(w1) = 0,

в яких такi коефiцiєнти:

k̃0 = ε+ε−
(

wC2
s (ww1 − 4Γ2) − w1(CoCs − 4Γ2)2

)

− 8εww1C
2
sΓ2,

k̃1 = (ε+ε− + 2εw1)
(

(CoCs − 4Γ2)2 − w2C2
s

)

+ 8(εw1 + ww2)C
2
s Γ2 +

+32εw1Γ
4 − 2ε+ε−(4Γ2 + C2

s )(ww1 − 2Γ2),

k̃2 = ε+ε−
(

(12w + 8w1)Γ
2 + (2w + w1)C

2
s + w1(C

2
o − w2)

)

+

+w2(w
2C2

s − (CoCs − 4Γ2)2 − 32Γ4) + 4εww1(C
2
s + 6Γ2) −

−4(3w + 2w2)C
2
s Γ2,

k̃3 = (ε+ε− + 2εw1)(w
2 + 2ww1 − C2

o − C2
s − 12Γ2) − 4εww2

1 +

+48Γ4 − 16ww2Γ
2 + (CoCs − 4Γ2)2 − C2

s (2ww2 + w2 − 12Γ2),

k̃4 = −ε+ε−(2w + w1) + w2(C
2
o + C2

s − w2) + (16w2 + 20w)Γ2 +

+2wC2
s − 4εww1,

k̃5 = ε+ε− + w2 + 2(ww2 + εw1) − C2
o − C2

s − 20Γ2,

k̃6 = −2w − w2, w2 = w1 + 2ε, K0(λ) = (C2
o − w2)λ+ 4wΓ2,

K1(λ) = −C2
o + w2 + 2wλ− 4Γ2, K2(λ) = −2w − λ.

Чотиричастинкову статистичну суму неявно запишемо так:

Z4(T, u6, C,Γ) =
16
∑

i=1

e−βEi, Ei — коренi рiвнянь (3.7).
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З умови мiнiмуму (3.4) отримуємо систему двох трансцедентних
рiвнянь для невiдомих P i X















P = − 1
2βZ4

∂Z4

∂C
= 1

2Z4

16
∑

i=1

exp(−βEi)EiC ,

X = − 1
4βZ4

∂Z4

∂Γ = 1
4Z4

16
∑

i=1

exp(−βEi)EiΓ,

(3.8)

яку записано з такими позначеннями:

EiC = − E5
i k̃5C + E4

i k̃4C + E3
i k̃3C + E2

i k̃2C + Eik̃1C + k̃0C

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0C = 2ε+ε−
(

2wCs(ww1 − 4Γ2) − w1(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2)
)

−
−32εww1CsΓ

2,

k̃1C = 2(ε+ε− + 2εw1)
(

(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 2Cs(4Γ2 − w2)
)

+

+8wCs(4w2Γ
2 − ε+ε−w1),

k̃2C = 2ε+ε−(w1Co + 2(2w + w1)Cs) − 2w2(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2)+

+4Cs(w2w
2 + 4εww1 − (12w + 8w2)Γ

2),

k̃3C = −2(ε+ε− + 2εw1)(Co + 2Cs) + 2(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2) −
−4Cs(w

2 + 2ww2 − 12Γ2),

k̃4C = 4(2w + w2)Cs + 2w2Co, k̃5C = −2Co − 4Cs, i = 1, 7;

EiC =
2Co(Ei − ε+)

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10;

EiC =
2Co(Ei − ε−)

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13;

EiC =
2Co(Ei − w1)

3E2
i + 2EiK2(w1) +K1(w1)

, i = 14, 16;

EiΓ = − E5
i k̃5Γ + E4

i k̃4Γ + E3
i k̃3Γ + E2

i k̃2Γ + Eik̃1Γ + k̃0Γ

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0Γ = 16w1ε+ε−(CoCs − 4Γ2)Γ − 8w(ε+ε− + 2εw1)C
2
sΓ,

k̃1Γ = 8(ε+ε−+2εw1)(C
2
s−2CoCs+16Γ2)Γ + 16w(w2C

2
s−w1ε+ε−)Γ,

k̃2Γ = 24w(ε+ε− + 2εw1)Γ − (24w + 16w2)C
2
s Γ +

+16
(

w1ε+ε− + w2(CoCs − 12Γ2)
)

Γ,

k̃3Γ = 24(C2
s − ε+ε− − 2εw1)Γ − 16(2ww2 + CoCs − 16Γ2)Γ,

k̃4Γ = (40w + 32w2)Γ, k̃5Γ = −40Γ, i = 1, 7;

EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10;
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EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13;

EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(w1) +K1(w1)

, i = 14, 16.

Поля C i Γ знаходимо розв’язавши рiвняння для одночастинкових
середнiх значень псевдоспiнiв P та X :

C =
P

2βQ
ln

1 −Q

1 +Q
− 1

4
ν3P − ψ6u6 −

1

2
µ3E3,

Γ =
X

4βQ
ln

1 −Q

1 +Q
− Ω

2
, (3.9)

Q =
√

P 2 +X2.

Для зручностi зробимо в g2E(T, u6, E3,∆, η, P ) замiну змiнних,
задану спiввiдношеннями ∆ = ∆(T, u6, E3, P,X), η = η(T, P,X), якi
легко знаходяться з (3.9). Отримаємо електричний термодинамiчний
потенцiал у новому виглядi:

g2E(T, u6, E3, P,X) = Useed +
ν3
2
P 2 − 2

β
ln
Z4(1 −Q2)

4
. (3.10)

Невiдомi величини P = P (T, u6, E3) та X = X(T, u6, E3), якi ви-
значаються з рiвнянь (3.8), також задовольняють умову мiнiмуму
g2E(T, u6, E3, P,X):

∂g2E

∂P
= 0,

∂g2E

∂X
= 0.

З виразу (3.10) легко отримати термодинамiчнi потенцiали в iн-
ших термодинамiчних змiнних. Зокрема, для визначення температу-
ри фазового переходу першого роду Tc нам потрiбний термодинамiч-
ний потенцiал (функцiя Гiбса)

gE(T, σ6, E3, P,X) = g2E(T, u6, E3, P,X) − vσ6u6. (3.11)

У параелектричнiй фазi при вiдсутностi зовнiшнiх впливiв елек-
тричний термодинамiчний i термодинамiчний потенцiали мають од-
наковий вигляд:

ḡ2E(T,X) = ḡE(T,X) = − 2

β
ln
Z̄4(1 −X2)

4
. (3.12)
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Чотиричастинкова статистична сума у цьому випадку Z̄4 =
16
∑

i=1

e−βEpi визначається через такi власнi значення [12, 13]:

Epi, i = 1, 4, — коренi рiвняння

E4
p + E3

p (−w − w1 − ε) + E2
p (ww1 + wε+ w1ε− 16Γ2) +

+Ep(Γ
2(12w1 + 8ε) − εww1) − 4εw1Γ

2 = 0, (3.13)

Ep5=Ep+(0), Ep6=Ep−(0), Ep7=Ep10=Ep+(ε), Ep8=Ep11=Ep−(ε),

Ep9=Ep12=Ep16=w, Ep13=ε, Ep14=Ep+(w1), Ep15=Ep−(w1),

Ep±(λ) =
1

2

(

w + λ±
√

(w − λ)2 + 16Γ2
)

.

Парафазний варiацiйний параметр

Γ =
1

4β
ln

1 −X

1 +X
− Ω

2

визначається на основi рiвняння для невiдомого X

X =
1

4Z̄4

{

4
∑

i=1

e−βEpiEpiΓ + ξ(0) + 2ξ(ε) + ξ(w1)

}

, (3.14)

в якому

EpiΓ = Γ
[

32E2
pi − (24w1 + 16ε)Epi + 8w1ε

][

4E3
pi−3(w1+w+ε)E2

pi +

+2(w1w+w1ε+wε−16Γ2)Epi+(12w1+8ε)Γ2−εww1

]−1
,

ξ(λ) = − 16Γ
√

(w − λ)2 + 16Γ2
sinh

(

β

2

√

(w − λ)2 + 16Γ2

)

e−
β
2
(w+λ).

Отже, ми отримали електричний термодинамiчний потенцiал сег-
нетоелектрикiв типу KDP у неявному виглядi. Далi на його основi
буде розраховано цiлий ряд фiзичних характеристик.

4. Тепловi, дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пруж-

нi характеристики

Перейдемо до розрахунку теплових, дiелектричних, п’єзоелектрич-
них та пружних характеристик сегнетоелектрикiв типу KDP, який
проводиться з рiвнянь стану, спираючись на рiвняння термодинамiч-
ної рiвноваги (3.8).
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Записуючи теплове, дiелектричне та пружне рiвняння стану з
електричного термодинамiчного потенцiала (3.10)

Sv=−1

v

(

∂g2E

∂T

)

u6,E3

, P3=−1

v

(

∂g2E

∂E3

)

T,u6

, σ6=
1

v

(

∂g2E

∂u6

)

T,E3

,

отримуємо ентропiю на одиницю об’єму речовини

Sv =
2kB

v

[

ln
Z4(1 −Q2)

4
−Q ln

1 −Q

1 +Q
+

β

Z4

16
∑

i=1

e−βEiEi

]

+

+Kpara
66 θ(T − Tc)

u2
6

2
, (4.1)

та вирази для рiвноважних поляризацiї P3 i напруги σ6 (рiвняння
для деформацiї u6), вiдповiдно:

P3 = e036u6 + ε0χ
0
33E3 + 2

µ3

v
P, (4.2)

σ6 = CE0
66 (T )u6 − e036E3 −

4ψ6

v
P − 2

vβZ4

∂Z4

∂u6
. (4.3)

Похiдна ∂Z4

∂u6

має такий вигляд:

∂Z4

∂u6
= −β

16
∑

i=1

e−βEiEiu6
,

Eiu6
= −E5

i k̃5u6
+ E4

i k̃4u6
+ E3

i k̃3u6
+ E2

i k̃2u6
+ Eik̃1u6

+ k̃0u6

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0u6
= 2ε+ε−δ1s6

(

w1(Cs − 2Co)(CoCs−4Γ2) + 2wCs(ww1−4Γ2)
)

−
−32εww1δ1s6CsΓ

2+2δ2a6u6(w1(CoCs−4Γ2)2−w(ww1−4Γ2)C2
s ),

k̃1u6
= 2w2δ2a6u6C

2
s − 2δ1s6(ε+ε− + 2εw1)(Cs − 2Co)(CoCs − 4Γ2) −

−4ε+ε−(w2+2ww1−4Γ2)δ1s6Cs + 4δ2a6u6(ww1−2Γ2)(C2
s +4Γ2)−

−8δ1s6Cs(εw
2w1 − 4(εw1 + ww2)Γ

2) − 2δ2a6u6(CoCs − 4Γ2)2,

k̃2u6
= 2ε+ε−δ1s6(2(2w + w1)Cs − w1Co) − 16(3w + 2w2)δ1s6CsΓ

2 −
−2δ2a6u6(w1C

2
o − w2w1 + (2w + w1)C

2
s + (12w + 8w1)Γ

2) +

+2w2δ1s6

(

(Cs − 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 2w2Cs

)

+ 16εww1δ1s6Cs,

k̃3u6
= 2ε+ε−δ1s6(Co − 2Cs) + 2δ1s6(2Co − Cs)(CoCs − 4Γ2) +

+4εw1δ1s6Co + 2δ2a6u6(C
2
o + C2

s − w2 − 2ww1 + 12Γ2) −
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−4δ1s6Cs(w
2 + 2εw1 + 2ww2 − 12Γ2),

k̃4u6
= 4(2w + w2)δ1s6Cs − 2w2δ1s6Co + 2(2w + w1)δ

2
a6u6,

k̃5u6
= 2δ1s6(Co − 2Cs) − 2δ2a6u6, i = 1, 7;

Eiu6
= −δ1s6EiC +

(E2
i − 2Eiw − C2

o + w2)δa6

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10;

Eiu6
= −δ1s6EiC − (E2

i − 2Eiw − C2
o + w2)δa6

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13;

Eiu6
= −δ1s6EiC , i = 14, 16.

З ентропiї (4.1) знаходимо протонну теплоємнiсть одиницi об’єму
при постiйних напрузi та полi

∆cσE
v = T

(

∂Sv

∂T

)

σ6,E3

= TKpara
66 θ(T − Tc)u6

(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

+

+
2kB

v

{

β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

Λij(Ej − EjT ) −

−T
[

P

Q
ln

1 −Q

1 +Q
+
β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEjP

]

(

∂P

∂T

)

σ6,E3

−

−T
[

X

Q
ln

1 −Q

1 +Q
+
β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEjX

]

(

∂X

∂T

)

σ6,E3

−

−T
[

β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEju6C

]

(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

}

. (4.4)

Тут вжито такi позначення:

EjT =
1

2βQ
ln

1−Q
1+Q

(

EjCP + EjΓ
X

2

)

, Eju6C = Eju6
− ψ6EjC ,

EjP = EjCA1ν3
+ EjΓ

A12

2
, EjX = EjCA12 + EjΓ

A2

2
,

Λij = Z4δij − e−βEj , A1ν3
= A1 −

ν3
4
, (4.5)

A1 =
X2

2βQ3
ln

1 −Q

1 +Q
− P 2

βQ2(1 −Q2)
,

A2 =
P 2

2βQ3
ln

1 −Q

1 +Q
− X2

βQ2(1 −Q2)
,

A12 = − PX

2βQ3
ln

1 −Q

1 +Q
− PX

βQ2(1 −Q2)
.
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Похiднi
(

∂P
∂T

)

σ6,E3

,
(

∂X
∂T

)

σ6,E3

,
(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

розраховуються з рiвнянь
(3.8) та (4.3). Набагато зручнiше розраховувати їх числовим дифе-
ренцiюванням нiж аналiтично.

Далi, з рiвнянь (4.2) i (4.3) знаходимо iзотермiчну дiелектричну
сприйнятливiсть вiльного кристала (σ6 = const)

χTσ
33 =

1

ε0

(

∂P3

∂E3

)

T,σ6

= χTu
33 +

(eT
36)

2

ε0cTE
66

, (4.6)

яка виражається через iзотермiчну дiелектричну сприйнятливiсть
затиснутого кристала (u6 = const)

χTu
33 =

1

ε0

(

∂P3

∂E3

)

T,u6

=χ0
33+

µ2
3

ε0v

1
(1−A12M3)2−A2N3−A2

12
R3N3

R3(A2N3−1)−A2(M3)2
+A1ν3

, (4.7)

iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

eT
36 = −

(

∂σ6

∂E3

)

T,u6

=

(

∂P3

∂u6

)

T,E3

= e036 +
2µ3

v

DPu6

D
, (4.8)

iзотермiчну пружну сталу при постiйному полi

cTE
66 =

(

∂σ6

∂u6

)

T,E3

=

= cE0
66 −Kpara

66 (T−Tc)θ(T−Tc)−
2

vβZ4

(

∂2Z4

∂u6
2
− 1

Z4

(

∂Z4

∂u6

)2
)

−

− 4

vD

(

ψ6(DPu6
−DVCu6

)+VCu6
(A1ν3

DPu6
+A12DXu6

)+

+VΓu6

(

A12DPu6
+A2DXu6

)

)

. (4.9)

У виразах (4.7) — (4.9) використано позначення:

R3 = − 1

2βZ4

∂2Z4

∂C2
+ 2βP 2, N3 = − 1

8βZ4

∂2Z4

∂Γ2
+ 2βX2,

M3 = − 1

4βZ4

∂2Z4

∂C∂Γ
+ 2βPX, (4.10)

VCu6
=

−1

2βZ4

∂2Z4

∂C∂u6
+
P

Z4

∂Z4

∂u6
, VΓu6

=
−1

4βZ4

∂2Z4

∂Γ∂u6
+
X

Z4

∂Z4

∂u6
,

D=(1−A12M3)
2−A2N3−(A12)

2R3N3−A1ν3
(R3(1−A2N3)+A2(M3)

2),
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DPu6
= −VCu6

(1 −A12M3 −A2N3) − VΓu6
(A2M3 +A12R3) −

−ψ6(R3(1 −A2N3) +A2(M3)
2),

DXu6
= −VCu6

(A1ν3
M3 +A12N3) − VΓu6

(1 −A12M3 −A1ν3
R3) −

−ψ6(M3(1 −A12M3) +A12N3R3).

Решта iзотермiчнi п’єзоелектричнi та пружнi характеристики, що
вiдповiдають даному випадку, можна виразити через вже знайденi
величини за допомогою загальновiдомих формул:
коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

dT
36 =

(

∂u6

∂E3

)

T,σ6

=

(

∂P3

∂σ6

)

T,E3

=
eT
36

cTE
66

, (4.11)

константа п’єзоелектричної напруги

hT
36 = −

(

∂E3

∂u6

)

T,P3

= −
(

∂σ6

∂P3

)

T,u6

=
eT
36

ε0χTu
33

, (4.12)

константа п’єзоелектричної деформацiї

gT
36 =

(

∂u6

∂P3

)

T,σ6

= −
(

∂E3

∂σ6

)

T,P3

=
hT

36

cTP
66

=
eT
36

ε0χTσ
33 c

TE
66

, (4.13)

пружна сталa cTP
66 при постiйнiй поляризацiї

cTP
66 =

(

∂σ6

∂u6

)

T,P3

= cTE
66 +

(eT
36)

2

ε0χTu
33

, (4.14)

податливостi при постiйному полi та поляризацiї

sTE
66 =

(

∂u6

∂σ6

)

T,E3

=
1

cTE
66

, sTP
66 =

(

∂u6

∂σ6

)

T,P3

=
1

cTP
66

. (4.15)

Розрахованi вище фiзичнi характеристики мають значно простi-
ший вигляд у параелектричнiй фазi за вiдсутностi зовнiшнiх впливiв:
σ6 = E3 = 0, P3 = P = u6 = 0. Далi ми представимо їхнiй вигляд
у цьому випадку не тiльки через простоту. Ми зробимо це головним
чином тому, що в парафазi цi характеристики вiдповiдають також
антисегнетоелектрикам типу ADP. Крiм того, п’єзомодулi та пруж-
нi константи в парафазi мають прозорий та безпосереднiй фiзичний
змiст, тому що ми працюємо в парафазнiй системi координат.

Отже, для основних теплових, дiелектричних, п’єзоелектричних
та пружних характеристик у параелектричнiй фазi маємо такi ре-
зультати:
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ентропiя на одиницю об’єму речовини

S̄v =
2kB

v̄

[

ln
Z̄4(1 −X2)

4
−X ln

1 −X

1 +X
+

β

Z̄4

16
∑

i=1

e−βEpiEpi

]

, (4.16)

iзотермiчна дiелектрична сприйнятливiсть затиснутого кристала

χ̄Tu
33 = χ0

33 +
µ2

3

ε0v̄

R3(1, 1)

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

, (4.17)

iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

ēT
36 = e036 +

2µ3

v̄

δ1s6R3(−1, 1) + ψ6R3(1, 1)

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

, (4.18)

iзотермiчна пружна стала при постiйному полi

c̄TE
66 = cE0

66 −Kpara
66 (T−Tc)θ(T−Tc) −

4

v̄

(

δ2a6Z46 + δ21s6R3(−1,−1)−

−ψ
2
6R3(1, 1) + 2ψ6δ1s6R3(−1, 1) + δ21s6R2

3(−1, 1)Ā1ν3

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

)

. (4.19)

Тут v̄ — об’єм примiтивної комiрки для парафази,

R3(s1, s2)=
1

Z̄4

{

2

8
∑

i=7

κ(Epi, w)U2
6 (Epi−ε)+

15
∑

i=14

κ(Epi, w)U2
6 (Epi−w1)+

+

4
∑

i=1

6
∑

j=5

κ(Epi, Epj)

2
∏

k=1

(

sk2U1(Epi)U5(Epj)+U3(Epi)U6(Epj)
)

}

,

Z46 =
1

Z̄4

{

4
∑

i=1

κ(Epi, ε)U2
2 (Epi) + 2κ(Ep7, Ep8)U2

5 (Ep7)U2
5 (Ep8)

}

,

κ(λ1, λ2) =
e−βλ1 − e−βλ2

λ1 − λ2
, Ā1ν3

=
1

2βX
ln

1 −X

1 +X
− ν3

4
,

U1(λ) =
2Γ(λ− ε)(λ− w1)

Φ(λ)
, U2(λ) =

2
√

2Γλ(λ − w1)

Φ(λ)
,

U3(λ)=
λ(λ−ε)(λ−w1)

Φ(λ)
, U5(λ)=

2Γ√
4Γ2+λ2

, U6(λ)=
λ√

4Γ2+λ2
,

Φ(λ)=
{

(λ−ε)2(λ−w1)
2(4Γ2+λ2)+4λ2Γ2

(

2(λ−w1)
2+(λ−ε)2

)

}
1

2

.
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Таким чином, ми отримали всi фiзичнi характеристики, якi опи-
сують фазовий перехiд, тепловi, дiелектричнi, п’єзоелектричнi та
пружнi властивостi сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 при дiї напруги
σ6 та поля E3. Крiм того, ми автоматично дiстали вiдповiднi дiелек-
тричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики антисегнетоелек-
трикiв типу NH4H2PO4 в параелектричнiй фазi. Вирази для ентропiї
(4.16) та сприйнятливостi (4.17) збiгаються з вiдповiдними результа-
тами робiт [12, 13].

5. Поперечнi компоненти тензора статичної дiелек-

тричної сприйнятливостi

У цьому роздiлi ми розрахуємо поперечнi компоненти тензора ста-
тичної дiелектричної сприйнятливостi, якi характеризують лiнiйний
дiелектричний вiдгук затиснутого кристала KH2PO4 на слабке зов-
нiшнє електричне поле E⊥ = (E1, E2, 0). Взаємодiю з таким полем
враховуємо загальноприйнятим [12–15] доданком в гамiльтонiанi

V̂E⊥
= −

∑

n,f

µfE⊥Ŝ
z
f (n),

де µf = (µ1
f , µ

2
f , µ

3
f ) — ефективний дипольний момент примiтивної

комiрки в розрахунку на водневий зв’язок. Його компоненти задово-
льняють спiввiдношення:

µ1
1 = −µ1

3 = µ1, µ1
2 = µ1

4 = 0;

µ2
4 = −µ2

2 = µ2, µ2
1 = µ2

3 = 0;

µ3
1 = µ3

2 = µ3
3 = µ3

4 = µ3.

Iндукованi полем компоненти вектора поляризацiї кристала

P1 =
µ1

2v

(

P1E⊥
− P3E⊥

)

, P2 =
µ2

2v

(

P4E⊥
− P2E⊥

)

визначаються через iндукованi полем змiни середнiх значень псев-
доспiнiв Ŝz

f (n)

〈2Ŝz
f (n)〉 = P + PfE⊥

, PfE⊥
|E⊥=0 = 0, f = 1, 4.

Тому, щоб знайти поперечнi статичнi дiелектричної сприйнятливос-

тi, потрiбно розрахувати похiднi
dPfE

⊥

dEα

∣

∣

∣

E⊥=0
, α = 1, 2. Це робиться в
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наближеннi чотиричастинкового кластера по короткосяжних i моле-
кулярного поля по далекосяжних взаємодiях використовуючи спосiб,
описаний в роботах [12, 13].

У системi координат, яка повернута на π/4 вiдносно вказаної на
рис. 1 i спiвпадає з кристалографiчною системою координат групи
Fdd2, отримуємо такий вигляд шуканих компонент тензора статич-
ної дiелектричної сприйнятливостi

χαβ = χαα(∞)δαβ +
µ2
⊥

2vε0

D11 + (−1)α+1D12

D⊥

δαβ , α, β = 1, 2. (5.1)

Тут µ⊥ = µ1 = µ2, χαα(∞) — високочастотний внесок,

D⊥ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1⊥ − 1 a2⊥ a3⊥ a4⊥

a2⊥ a1⊥ − 1 a4⊥ a3⊥

b1⊥ b2⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
b2⊥ b1⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

D11 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R1⊥ a2⊥ a3⊥ a4⊥

R2⊥ a1⊥ − 1 a4⊥ a3⊥

M1⊥ b2⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
M2⊥ b1⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

D12 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1⊥ − 1 R1⊥ a3⊥ a4⊥

a2⊥ R2⊥ a4⊥ a3⊥

b1⊥ M1⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
b2⊥ M2⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Водночас,

a1⊥ = R1⊥A1ν1
+M1⊥A12, a3⊥ = R1⊥A12 +M1⊥A2,

a2⊥ = R2⊥A1ν1
+M2⊥A12, a4⊥ = R2⊥A12 +M2⊥A2,

b1⊥ = M1⊥A1ν1
+N1⊥A12, b3⊥ = M1⊥A12 +N1⊥A2,

b2⊥ = M2⊥A1ν1
+N2⊥A12, b4⊥ = M2⊥A12 +N2⊥A2;

R1⊥ = R11 −R13, M1⊥ = −M11 −M13, N1⊥ = N11 +N13,

R2⊥ = R14 −R12, M2⊥ = −M12 −M14, N2⊥ = N12 +N14;

A1ν1
= A1 −

1

4
ν1, ν1 = J11(0) − J13(0);

Rf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

e−βEi

(

∂2E(2)
i

∂Cf1E⊥
∂Cf2E⊥

− β
∂E(1)

i

∂Cf1E⊥

∂E(1)
i

∂Cf2E⊥

)

+
β

2
P 2,
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Mf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

e−βEi

(

∂2E(2)
i

∂Cf1E⊥
∂ηf2E⊥

− β
∂E(1)

i

∂Cf1E⊥

∂E(1)
i

∂ηf2E⊥

)

+
β

2
PX,

Nf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

e−βEi

(

∂2E(2)
i

∂ηf1E⊥
∂ηf2E⊥

− β
∂E(1)

i

∂ηf1E⊥

∂E(1)
i

∂ηf2E⊥

)

+
β

2
X2.

Тут фiгурують поправки першого E(1)
i та другого E(2)

i порядкiв до
власних значень чотиричастинкового гамiльтонiана

Ĥ4E⊥
= Ĥ4 +

4
∑

f=1

(

ηfE⊥
Ŝx

f + CfE⊥
Ŝz

f

)

по малих полях ηfE⊥
i CfE⊥

. ηfE⊥
— кластерне поле, iндуковане

електричним полем E⊥. CfE⊥
мiстить крiм iндукованих полем E⊥

кластерного i молекулярного полiв, ще й саме поле E⊥:

ηfE⊥
= CfE⊥

= 0 при E⊥ = 0.

Спiвставляючи отриманий результат (5.1) з вiдповiдним резуль-
татом наших попереднiх робiт [12, 13], видiлимо два моменти. По-
перше, врахування п’єзоелектричної деформацiї u6, що спонтанно
проявляється при сегнетоелектричному фазовому переходi в крис-
талах типу KH2PO4, призводить в теорiї до появи вiдмiнностi мiж
компонентами χ11 i χ22. По-друге, для високотемпературної фази ми
приходимо пiсля граничного переходу в (5.1) до результатiв, отри-
маних нами ранiше в роботах [12, 13].

6. Числовий аналiз та порiвняння з експеримен-

том. Обговорення отриманих результатiв.

У даному роздiлi висвiтлюється процедура та результати числового
аналiзу отриманих теоретичних результатiв. Проводиться їх порiв-
няння з вiдповiдними експериментальними даними для сегнетоелек-
трика KH2PO4 та антисегнетоелектрика NH4H2PO4 з метою тесту-
вання теорiї на предмет рiвня її адекватностi кристалам сiм’ї KDP.
Розглядається тiльки випадок нульових поля i напруги: E3 = σ6 = 0.
В першу чергу, дослiджується фазовий перехiд та п’єзоефект у сег-
нетоелектрику KH2PO4. Потiм проводиться розрахунок дiелектрич-
них, п’єзоелектричних та пружних характеристик антисегнетоелек-
трика NH4H2PO4 вище температури антисегнетоелектричного фазо-
вого переходу (Tc = 148 K).
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Оптимальнi значення параметрiв теорiї Ω, ε, w для кристала
KH2PO4 беремо з наших попереднiх робiт [12, 13], оскiльки, як буде
пiдтверджено нижче, внески спонтанної деформацiї u6 в температур-
нi залежностi спонтанної поляризацiї та протонної теплоємностi є не
достатньо суттєвi для того, щоб змiнити ранiше отриманi значення
цих параметрiв. Для кристала NH4H2PO4 значення параметрiв ε, w
перераховано за допомогою спiввiдношень (2.6) з вiдповiдних зна-
чень параметрiв ε̃, w̃ роботи [16], а значення параметра Ω взято з
неї без змiн. Аналогiчно до робiт [12, 13, 16] параметр w1 визначав-
ся спiввiдношенням w1 = 4w − 2ε, що вiдповiдає нульовому значен-
ню константи чотиричастинкової взаємодiї Φ = 0. Це означає, що
наявнiсть чотиричастинкової взаємодiї протонiв поблизу тетраедра
виключається. Такий вибiр значення параметра w1 справедливо вi-
дображає очевидний факт w1 � w i є не гiршим за iнший тради-
цiйний вибiр значення цього параметра w1 → ∞, який не виключає
наявностi чотиричастинкової взаємодiї. Вiдзначимо, що взятi зна-
чення параметрiв теорiї Ω, ε, w забезпечують добрий опис теорiєю
без п’єзоелектричної взаємодiї фазового переходу, теплових та дi-
електричних характеристик кристалiв KH2PO4 i NH4H2PO4. Спосiб
для визначення решти параметрiв теорiї сформувався при аналiзi їх
впливу на фiзичнi характеристики даних кристалiв. Значення па-
раметрiв теорiї для кристалiв KH2PO4 i NH4H2PO4 представлено в
табл. 2.

Табл. 2. Значення параметрiв теорiї для KH2PO4 та NH4H2PO4.

Кристал w, ε, Ω, ν3, ψ6, δa6, δ1s6,

K K K K K K K

KH2PO4 600 55 138 101.514 368.25 340 168

NH4H2PO4 530 -40 84 40 1161 310 144

Кристал cE0
66 , Kpara

66 , e036, χ0
33 µ3, µ̄3,

109 N
m2 109 N

m2 K
C

m2 10−30C m 10−30C m

KH2PO4 7.2 0.0053 0.01 8 5.02 5.6

NH4H2PO4 8.58 0.0065 0.01 6.5 – 5.8

Параметр далекодiї ν3 для кристала KH2PO4 визначався з тем-
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ператури Кюрi–Вейса затиснутого кристала T u
0 , в якiй вiдповiд-

на сприйнятливiсть (4.17) має особливiсть. Для розрахунку взято
Tc − T u

0 = 4 K [17], що також добре узгоджується з експеримен-
тальним результатом роботи [8] — 3.5 K. Теоретичне значення Tc,
що визначалось з умови неперервностi термодинамiчного потенцiа-
ла (3.11) при фазовому переходi, взято для кристала KH2PO4 таким,
як в роботах [12,13]: Tc = 122.751 K. Отримане таким чином значення
ν3 на 7.706 K менше за значення ν3 робiт [12, 13]. На основi взятого
значення Tc визначався потенцiал ψ6. Параметр δ1s6 визначався з
умови найкращого спiвпадiння, розрахованої з рiвняння (4.3), тем-
пературної залежностi спонтанної деформацiї u6 з експерименталь-
ними результатами робiт [29,30]. Вдалося досягнути вiдхилення, що
не перевищує експериментальної похибки (рис. 2b). Легко побачити
iнварiантнiсть теорiї вiдносно знаку параметра δa6. Вiн взятий додат-
нiм i визначався на основi температури Кюрi–Вейса вiльного крис-
тала T σ

0 , яка розраховувалась з рiвняння c̄TE
66 = 0. Прив’язку теорiї

зроблено до експериментального значення Tc − T σ
0 = 0.06 K [18, 19],

що також добре узгоджується з експериментальними результатами
iнших робiт: 0.05 K [20,21], 0.07 K [22].

Параметри cE0
66 та Kpara

66 визначались взаємопов’язано з поперед-
нiми. Константа cE0

66 визначалась з умови найточнiшого узгоджен-
ня теорiї з експериментом для температурної залежностi пружної
сталої cTE

66 поблизу Tc (|T − Tc| ≤ 50 K). Коефiцiєнт Kpara
66 , навпа-

ки, визначався з умови найточнiшого узгодження теорiї з експери-
ментом для температурної залежностi пружної сталої cTE

66 далеко
вiд Tc (T − Tc > 50 K). Також ми орiєнтувались на температурний
хiд експериментальної пружної сталої cTP

66 . "Затравочнi"константи
e036 та χ0

33 визначались з температурної поведiнки експерименталь-
них результатiв вiдповiдно для п’єзокоефiцiєнта eT

36 та дiелектрич-
ної проникностi εTu

33 = 1 + χTu
33 далеко вище вiд Tc. При розрахун-

ках об’єм примiтивної комiрки кристала KDP визначався так: в об-
ластi T ≤ Tc — v = 189.635 10−30 m3 [23], а в областi T ≥ Tc —
v̄ = 191.127 10−30 m3 [24].

На рис. 2a представлено теоретичнi та експериментальнi резуль-
тати для температурної залежностi спонтанної поляризацiї P3. Отри-
маний результат добре узгоджується з експериментом. Вiдзначимо,
що внесок у спонтанну поляризацiю вiд спонтанної деформацiї u6 на
три порядки менший за сумарне значення.

Температурнi залежностi "визначальних"п’єзоелектричної eT
36,

пружної cTE
66 та дiелектричної εTu

33 характеристик кристала KH2PO4

разом з температурними залежностями деяких характеристик cTP
66 ,
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Рис. 2. Температурнi залежностi спонтанних поляризацiї та деформацiї
кристала KH2PO4. Експериментальнi результати: 4 — [18], × — [25], ◦

— [26], ∇ — [27], � — [28]; N — [29], H — [30].

εTσ
33 = 1+χTσ

33 , dT
36, розрахованих на їх основi, представлено на рис. 3.

Загалом, маємо добре спiвпадiння теорiї та експерименту.
Вiдзначимо, що представленi на рисунках 2 i 3 теоретичнi резуль-

тати в областi низьких температур Tc − T < 45 K мають нефiзичну
поведiнку (див. [9,12,13]), яка зумовлена некоректним узгодженням
кластерного наближення i некомутативностi псевдоспiнових опера-
торiв гамiльтонiана.

У нашому випадку, як i в роботах [7, 12, 13], теж має мiсце не-
спiвпадiння значень ефективного дипольного момента µ3 нижче та
вище Tc. Нижче Tc значення µ3 отримано з узгодження теоретичної
i експериментальної температурних залежностей спонтанної поля-
ризацiї. Вище Tc значення µ3 = µ̄3 отримано з умови найкращого
узгодження теорiї та експерименту для температурної залежностi
оберненої дiелектричної проникностi 1/εTu

33 в температурнiй областi
T − Tc ≤ 50 K. Найiмовiрнiшою причиною такого неспiвпадiння є
те, що в сегнетоелектриках типу KDP вiдбувається фазовий перехiд
змiшаного типу: має мiсце одночасне впорядкування протонiв та змi-
щення важких iонiв. Для послiдовного опису дiелектричних власти-
востей цих кристалiв необхiдно мiкроскопiчно враховувати фононнi
ступенi вiльностi [7].

Врахування в теорiї спонтанного п’єзоелектричного ефекту прак-
тично не позначилось на теоретичних результатах для протонної теп-
лоємностi ∆cσE

v та поперечних компонент дiелектричної проникностi
εαα = 1+χαα, α = 1, 2, кристала KH2PO4. Вони практично iдентичнi
з вiдповiдними результатами наших попереднiх робiт [12, 13]: вiдхи-
лення менше 0.01 %. Розщеплення D12 сприйнятливостi (5.1) не дає
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Рис. 3. Температурнi залежностi п’єзоелектричних, пружних та дiелек-
тричних фiзичних характеристик кристала KH2PO4. Експериментальнi
результати: • — [8], ◦ — [26], � — [31], N — [32], � — [33], ∇ — [34], � — [35],
	 — [36].

суттєвого кiлькiсного внеску. Стосовно дiелектричних проникностей
ε11 та ε22 необхiдно ще сказати, що вони розраховувались на основi
значень параметрiв µ⊥, ν1 та χ11(∞) = χ22(∞), взятих з робiт [12,13].

Для кристала NH4H2PO4 значення параметра ν3 взято з роботи
[16]. Значення параметрiв ψ6, δa6 i δ1s6 вибирались за умови найкра-
щого узгодження теорiї з представленими на рис. 4 експерименталь-
ними результатами. При розрахунках для об’єму примiтивної комiр-
ки кристала NH4H2PO4 взято такe значення: v̄ = 210.994 10−30 m3

[37]. Решта параметрiв визначались взаємопогоджено з ними, подiб-
но як для кристала KH2PO4. Зрозумiло, що дане визначення пара-
метрiв теорiї для кристала ADP дозволяє бiльшi їхнi варiацiї, що
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не значно змiнять спiвпадiння теорiї з експериментом, нiж це може
бути у випадку кристала KDP.

На рис. 4 представлено температурнi залежностi набору фiзичних
характеристик, який достатнiй для повного опису дiелектричних,
п’єзоелектричних та пружних властивостей кристала NH4H2PO4, по-
в’язаних з деформацiєю u6. Загалом, маємо добре узгодження теорiї
та експерименту: вiдхилення мiж ними лежить в межах експеримен-
тальної похибки. CDE F G H I J K L DF F G M N O P I J K L D QF F

L D RF FST U V UF F W N

X DE E
X D YE EX D ZE E
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Рис. 4. Температурнi залежностi п’єзоелектричних, пружних та дiелект-
ричних фiзичних характеристик кристала NH4H2PO4 у параелектричнiй
фазi. Експериментальнi результати: • — [8], � — [38].

Варто вiдзначити, що для кристалiв KH2PO4 та NH4H2PO4 у
високотемпературнiй далекiй вiд Tc областi неможливо добре узго-
дити з експериментом теоретичну температурну залежнiсть пруж-
ної сталої cTE

66 при Kpara
66 = 0, тому що вона виходить на насичення

(cTE
66 → cE0

66 ). Це свiдчить про важливу роль в даних кристалах при
цих температурах феноменологiчно врахованого граткового ангар-
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монiзму. Насичення пружної сталої cTE
66 при Kpara

66 = 0 також нега-
тивно позначається на узгодженi з експериментом у високотемпера-
турнiй далекiй вiд Tc областi тих фiзичних характеристик, якi через
неї визначаються (див. рис. 3, 4). Щодо температурного ходу "затра-
вочної"пружної сталої CE0

66 (T ), то вона проходить майже паралельно
i дещо вище вiдносно пружної сталої cTP

66 .

7. Завершальнi зауваження

У данiй роботi нами запропоновано розширення моделi протонного
впорядкування з тунелюванням для вивчення впливiв напруги σ6

та електричного поля E3 на фазовий перехiд, тепловi, дiелектричнi,
п’єзоелектричнi та пружнi характеристики сегнетоелектрикiв типу
KDP та антисегнетоелектрикiв типу ADP. Дана модель мiкроско-
пiчно враховує лiнiйний по деформацiї u6 внесок в енергiю протон-
ної пiдсистеми. Крiм того, в параелектричнiй фазi феноменологiчно
враховано високотемпературний ангармонiзм гратки.

Вивчення фазового переходу, дiелектричних, п’єзоелектричних
та пружних властивостей сегнетоелектрика KH2PO4 в рамках за-
пропонованого розширення протонної моделi дозволило не тiльки
вперше отримати ряд фiзичних характеристик, але й покращити для
вiльного вiд дiї зовнiшнього впливу кристала деякi результати тео-
рiї без врахування п’єзоелектричної взаємодiї. Варто видiлити три
основнi моменти. По-перше, вдалося описати спонтанну деформацiю
u6 та вiдповiднi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характерис-
тики. По-друге, дiелектрична сприйнятливiсть вiльного кристала по-
збавила iснуючих труднощiв узгодження теорiї з експериментом для
рiзницi Tc −T σ

0 [12,13]. По-третє, врахування спонтанної деформацiї
u6 призвело в теорiї до появи закономiрної вiдмiнностi мiж двома
поперечними дiелектричними сприйнятливостями сегнетоелектрика
типу KDP.

Загалом, дана модель дозволила при належному виборi парамет-
рiв теорiї адекватно кiлькiсно описати експериментальнi данi для
температурних залежностей ряду дiелектричних, п’єзоелектричних
та пружних характеристик, пов’язаних з деформацiєю u6, вiльних
вiд впливу зовнiшнiх факторiв сегнетоелектрика KH2PO4 та анти-
сегнетоелектрика NH4H2PO4.

Зв’язок (2.6) мiж сегнетоелектричними ε, w, w1 i антисегнето-
електричними ε̃, w̃, w̃1 енергiями дозволяє отримувати теоретичнi
результати для всiх кристалiв сiм’ї KDP в областi їх структурної
iзоморфностi без рiзницi в якому з двох пiдходiв — сегнетоелектрич-
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ному чи антисегнетоелектричному.
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