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Про розподiл електронiв навколо β–радiоактивних части-

нок.

А.А.Дувiряк

Анотацiя. Розглядається β–радiоактивна частинка сферичної фор-
ми. Аналiзуються умови балансу потокiв електронiв, що емiтуються
та поглинаються частинкою у вакуумi та в густому газi. Отримано
рiвняння, що описує розподiл електронiв навколо частинки. Знайде-
но зв’язок цього розподiлу iз сумарним зарядом частинки. Розгля-
даються простi стацiонарнi випадки, що допускають аналiтичний та
напiв-аналiтичний описи.

On the distribution of electrons around β–radioactive particle

A.A.Duviryak

Abstract. β–radioactive particle of spherical shape is considered. Con-
ditions of the balance of electrons emitted and absorbed by particle in a
vakuum and a dense gas are analized. The equation describing the distri-
bution of electrons around the particle is obtained. The relation between
this distribution and the total charge of particle is found. Simple sta-
tionary cases permitting analytical and semi-analytical description are
considered.
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1 Препринт

Вступ

Радiоактивнi вiдходи обєкту “Укриття” виявляють рiзноманiтнi про-
яви радiоактивностi, такi як α–, β– та γ–випромiнювання, нейтрони
та продукти подiлу чи розпаду важких ядер. Важкi уламки ядер
та α–частинки мають коротку довжину пробiгу, i в основному зали-
шаються в обємi часток пилу. Натомiсть β– та γ–активнiсть може
привести (при сприятливих умовах) до помiтної емiсiї високоенерге-
тичних електронiв з поверхнi частинок РАВ. Iншою причиною емiсiї
може служити фотойонiзацiя частинок внаслiдок опромiнення м’я-
ким рентгеном [1]. Як наслiдок, пилова частинка набуватиме додат-
нього заряду. У випадку стацiонарної картини емiтованi електро-
ни, гальмуючись пiд дiєю поля частинок та внаслiдок рiзноманiтних
процесiв у середовищi (розсiяння, йонiзацiї тощо), осiдатимуть на по-
верхню частинки так, що вiд’ємно заряджена хмаринка електронiв
перебуватиме у динамiчнiй рiвновазi з частинкою РАВ. При цьому
електричне поле навколо частинки, розподiл електронiв та сумарний
заряд частинки самоузгоджено пов’язанi мiж собою. Вивчення цього
зв’язку є основним завданням роботи.

Задачу умовно можна подiлити на внутрiшню та зовнiшню. Внут-
рiшня задача стосується процесiв виникнення вiльних електронiв в
об’ємi частинки та їх мiграцiю до поверхнi з урахуванням взаємодiї
електронiв з матерiалом частинки. Сюди ж вiдноситься поведiнка
поглинутих частинкою низькоенергетичних електронiв в обємi час-
тинки. Вихiдними даними внутрiшньої задачi є кутовий та енерге-
тичний розподiл електронiв емiсiї на поверхнi частинок. Цi ж данi
є вхiдними для зовнiшньої задачi. У данiй роботi ми майже не роз-
глядаємо внутрiшньої задачi (вона буде розглядатися де-iнде) вва-
жаючи, що розподiл електронiв емiсiї на поверхнi є вiдомим. Винят-
ком є лише випадок досить малих частинок, коли можна знехтувати
взаємодiєю високоенергетичних електронiв з речовиною частинок, i
вважати, що всi народженi в об’ємi електрони досягають поверхнi
без втрати енергiї. У цьому випадку задача значно спрощується, що
дає змогу обчислити розподiл електронiв на поверхнi за вiдомим їх
енергетичним спектром в об’ємi частинки.

Зовнiшня задача, якiй в основному присвячена ця робота, сто-
сується поведiнки електронної хмаринки навколо частинки, i веде
до значення полiв та зарядiв у просторi та на поверхнi частинки.
Вважається , що розподiл електронiв емiсiї на поверхнi є вiдомим. У
бiльшостi випадкiв припускаємо, що розподiл електронiв за енергiєю
є монохроматичний. Це припущення є правомiрне для α–активних
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речовин, де емiсiя вiдбувається внаслiдок внутрiшньої конверсiї [2],
а для β–активних може служити першим наближенням. Бiльш реа-
лiстичне врахування спектру β–розпаду [3] веде до складних рiвнянь
для електростатичного потенцiялу та густини електронiв, якi не вда-
ється розв’язати аналiтично.

1. Стацiонарна система: пилова частинка + хма-

ринка емiтованих електронiв

Розглянемо систему рiвнянь, що описують потiк електронiв навколо
частинки. Почнемо з рiвняння неперервностi:

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0. (1)

Тут ρ(t, r) = −en(t, r) – густина заряду, e – елементарний заряд,
n(t, r) – концентрацiя електронiв, j = −e(v − D∇)n – струм потоку
електронiв, v – його швидкiсть, D – коефiцiєнт дифузiї.

Рiвняння руху електронiв у середовищi можна записати так:

m(∂/∂t + v · ∇)v = F e + F o, (2)

де F e = −eEe = e∇ϕ – сила електричного поля з потенцiалом ϕ,
а F o – сила опору середовища, яка враховує рiзноманiтнi процеси
розсiяння та гальмування через йонiзацiю. При малих швидкостях
потоку можна наближено вважати F o = −κv, де коефiцiєнт тертя κ
пов’язаний з рухливiстю електронiв b так: κ = e/b. Iншими силами
тут нехтуємо.

Рiвняння поля:
∆ϕ = −4πρ. (3)

Рiвняння (1)-(3) утворюють замкнену систему, яка тут буде аналiзу-
ватися у стацiонарному випадку, коли всi частковi похiднi за часом
зникають.

Розглянемо природнiй випадок сферичної частинки. Для просто-
ти вважатимемо рух eлектронiв радiальним. Тодi у хмаринцi можна
видiлити два потоки - потiк 1, що емiтується з поверхнi частинки, i
потiк 2, що поглинається нею. Оскiльки у стацiонарнiй картинi за-
ряди частинки i хмаринки не змiнюються, то обидвi складовi струму
є бездивергентнi, i компенсують одна одну:

∇ · j1 = ∇ · j2 = 0, j1 + j2 = 0, (4)
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де j1 = −en1(r)v1(r)r̂, j2 = en2(r)v2(r)r̂, v1,2 – абсолютнi значення
швидкостi потокiв, а r̂ – одиничний радiальний орт. Повна густина
заряду ρ = −e(n1 + n2).

2. Сферична частинка у вакуумi

Оскiльки у вакуумi дисипацiї енергiї електронiв немає, то задача
симетрична у часi, отже n1 = n2 = 1

2
n, v1 = v2 = v, i ρ = −en. Тодi

рiвняння неперервностi у сферичних координатах набуває вигляду:

1

r2

d

dr
(nvr2) = 0, (5)

рiвняння руху

v
d

dr
v =

e

m

dϕ

dr
, (6)

а рiвняння поля
1

r

d2

dr2
(rϕ) = 4πen. (7)

Рiвняння (5) i (6) iнтегруються безпосередньо:

nv =
I

2πer2
, (8)

v2

2
=

e

m
ϕ, (9)

де I – повний струм емiсiї, а потенцiял вiраховується вiд точки по-
вороту, у якiй v = 0. Те, що точка повороту iснує, випливає з умови
стацiонарностi. У протилежному випадку електрони прямували б на
нескiнченнiсть, ввесь час збiльшуючи заряд частинки. Те, що точка
повороту єдина для всiх електронiв, означає, що електронна хмарин-
ка скiнченна i чiтко обмежена у просторi. Очевидно, що цей дещо
неприроднiй результат є наслiдком припущення про вiдсутнiсть роз-
киду електронiв за енергiєю та напрямком емiсiї. Бiльш реалiстична
модель повинна приводити до розмитої границi хмаpинки.

Врахування (8) та (9) в (7) веде до рiвняння:

d2

dr2
(rϕ) =

A

r
√

ϕ
, (10)

де A =
√

2m/eI, з граничними умовами ϕ(r0) = ϕ0, ϕ(rn) = 0, де
ϕ0 =

�

0 – кiнетична енергiя електронiв на поверхнi частинки радi-
уса r0, rn - точка повороту електронiв. Поза нею поле описується
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рiвнянням (10) з нулем у правiй частинi. Зауважимо, що точка rn є
особливою, i гранична умова у нiй повинна бути доповнена умовою
∂ϕ/∂r = 0 . Тодi ϕ(r > rn) = 0 автоматично. Це означає, що система
частинка + хмаринка є електронейтральною, отже величина вiд’єм-
ного заряду хмаринки рiвна величинi додатнього заряду частинки.

Рiвняння (10) iз вказаними граничними умовами (i вдвiчi меншою
сталою A) було отримано вперше I. Ленгмюром [4] в теорiї вакуум-
ного дiода з концентричними електродами i катодом ззовнi. Рiзниця
полягає в тому, що в [4] r0, rn i ϕ0 – заданi, а повний струм I –
шукана, тодi як тут I – задана, а радiус хмаринки rn – невiдома.

Вкажемо важливу особливiсть р-ня (10). Для цього пiдстановкою
r = rnx, ϕ = A2/3y зведемо його до

d2

dx2
(xy) =

A

x
√

y
. (11)

Звiдси видно, що розв’язок залежить лише вiд вiдношення радiусiв,
а не вiд їх абсолютного значення. В роботi [4] отримано наближений
розв’язок р-ня (11). Для цього пiдстановкою α = 2

3y3/4, γ = lnx його
зведено до

3α(α′′ + α′) + (α′)2 − 1 = 0, (12)

де α′ = dα/dγ, та наближено проiнтегровано у виглядi ряду

α = γ − 0.3γ2 + 0.75γ3 + . . . , (13)

а також отримано чисельний розв’язок для великих γ, який можна
уточнити з допомогою компютера. Тут ми подаємо точний загаль-
ний розв’язок рiвняння (11), який можна побудувати з допомогою
дискретно-групового аналiзу диференцiйних рiвнянь а також сис-
тем компютерної алгебри [5, 6]. Вiн записується у параметричному
виглядi:

x(τ) = (τ/3)2/3Z2
1/3(τ), (14)

y(τ) =
1

τ2/3x(τ)

(

1

3
Z1/3(τ) + Z ′

1/3(τ)

)2

де Z1/3(τ) - довiльний розв’язок рiвняння Бесселя. Частковий роз-
в’язок, що вiдповiдає ряду (13), слiд вибирати так: Z1/3(τ) =

(3/2)1/3Γ(2/3)J−1/3(τ), де J−1/3(τ) – функцiя Бесселя 1-го роду. Цей
результат в принципi дозволяє знайти розмiр хмаринки rn, вiдтво-
рити розподiл n(r) електронiв у нiй, повний заряд i, отже, заряд
частинки. Детальнi результати будуть опублiкованi де-iнде.
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3. Сферична частинка в газi

Повернiмося до рiвнянь (1)-(4). Приймемо, що внаслiдок гальму-
вання в газi швидкiсть емiтованих електронiв у середньому знач-
но бiльша вiд тих, що падають на частинку: v1 � v2. Тодi з умови
n1v1 = n2v2 випливає n1 � n2, i густиною емiтованих зарядiв у пра-
вiй частинi (3) можна знехтувати:

1

r

d2

dr2
(rϕ) = 4πen2. (15)

Швидкiсть падаючого потоку 2 мала, як i її градiєнт. Тому нелiнiй-
ним членом у рiвняннi руху (2) можна знехтувати, що веде до закону
Ома:

v2 = −b
dϕ

dr
. (16)

Враховуючи (16) i р-ня неперервностi (8) для потоку 2, отримаємо
рiвняння:

d

dr

(

r2 dϕ

dr

)

=
I/b

dϕ/dr
. (17)

Його розв’язок iз вказаними в попередньому випадку граничними
умовами у точцi rn має вигляд:

ϕ =

√

2Irn

3b
Φ(x3), (18)

де функцiя Φ(z) громiздко виражається через елiптичнi функцiї, або
простiше – через гiпергеометричну функцiю F (a, b, c, z):

Φ(z) =

1
∫

z

dt

t4/3

√
1 − t

=
3

z1/3
F

(

−1

3
,
1

2
,
2

3
, z

)

− 9

2
√

π
Γ

(

2

3

)

Γ

(

5

6

)

. (19)

На вiдмiну вiд вакуумного випадку невiдомим є не тiльки rn, але й
значення потенцiялу на поверхнi. Тому необхiдне ще одне рiвняння,
а саме - рiвняння руху (чи балансу iмпульсу або енергiї) для емi-
тованих електронiв. При вихiдному припущеннi v1 � v2 опис опору
середовища силою F o = −κv не є обгрунтований. У точному виглядi
його врахувати не вдається. Для наближеної оцiнки можна скорис-
татися рiвнянням втрати кiнетичної енергiї електрона на йонiзацiю
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середовища. При великих, однак нерелятивiстичних швидкостях мо-
жемо скористатися з оцiнки [2, 3]:

Fo ≈ −d

�

ds
=

4πe2NZ

mv2
ln

mv2

2Ī
, (20)

де

�

– енергiя електрона, s – пройдений шлях електрона, N – кон-
центрацiя атомiв у газi, Z – їх порядковий номер, Ī – середнiй йо-
нiзацiйний потенцiял. Iснують вiдповiднi, хоча й громiздкi оцiнки i
для релятивiстичного випадку [2,3]. Нехтуючи впливом електрично-
го поля на емiтованi електрони, а також логарифмiчним членом в
р-нi (20), та iнтегруючи його, отримуємо оцiнку:

rn − r0 ≈
�2

0

4πe2NZ
. (21)

З (20) випливає, що сила опору швидко спадає iз збiльшенням швид-
костi електронiв, i може бути значно меншою вiд електростатичної
сили Fe, яка стає визначальною. Тому для визначення rn як додатко-
вою умовою можна скористатися рiвностями (9) з (19), i порiвнюючи
результат з оцiнкою (21), слiд вибрати менше значення. Найменш
надiйний результат отримується, коли обидвi оцiнки є спiвмiрними.
Тодi вони можуть розглядатися лише як оцiнка зверху.

4. Вакуумний випадок з врахуванням розподiлу

електронiв на поверхнi частинки

4.1. Зовнiшня задача

Почнемо з розгляду зовнiшньої задачi. Кожен електрон хмаринки
взаємодiє з самою частинкою, i зi всiма iншими електронами хма-
ринки. Розглянемо наближення самоузгодженого поля, у якому ре-
альний електронний газ розглядається як iдеальний газ у середньо-
му полi хмаринки. Потенцiял цього поля ϕ(r) задовольняє рiвняння
Пуасона:

∆ϕ(r) = 4πn(r), (22)

де

n(r) =

∫

d3p f(r, p) (23)

є густина електронiв, а f(r, p) – їх рознодiл у хмаринцi, що задово-
льняє рiвняння Лiувiля.
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У стацiонарнiй картинi розподiл є iнтегралом руху, тобто
f(r, p) = f(r0, p0), якщо точки фазового простору (r, p) i (r0, p0)
лежать на однiй фазовiй траєкторiї. Тому якщо розподiл електронiв
емiсiї на поверхнi частинки f(r0, p0) є вiдомим (тут i далi величини,
що вiдносяться до поверхнi частинки, позначаються iндексом “0”),
то вiн є вiдомим всюди у хмаринцi. Залишається перейти у формулi
(23) до iнтегрування за iмпульсами на поверхнi, для чого необхiдно

знайти якобiан
∣

∣

∣

∂(p)
∂(p

0
)

∣

∣

∣
i обчислити межi iнтегрування.

Скористаємося сферичною симетрiєю задачi i вважатимемо,
що ϕ(r) = ϕ(r), n(r) = n(r), f(r, p) = f(r, pr, pt) i

∫

d3p =
2π

∫

∞

0
ptdpt

∫

∞

−∞
dpr, де pr, pt - радiальна та трансверсальна скла-

довi iмпульса. Тодi для кожного електрона маємо iнтеграли руху:
енергiя

E =
p2

2m
− eϕ(r) =

p2
0

2m
(24)

(тут i далi приймаємо, що ϕ(r0) = 0) та момент iмпульсу:

J = rpt = r0pt0. (25)

Звiдси можна отримати рiвностi: pt = r0pt0/r,

pr = ±
√

p2
r0 + (1 − r2

0/r2)p2
t0 + 2meϕ(r), (26)

i, отже
∣

∣

∣

∣

∂(p)

∂(p0)

∣

∣

∣

∣

=
r2
0

r2

∣

∣

∣

∣

pr0

pr

∣

∣

∣

∣

. (27)

Тодi

n(r) = 4π
r2
0

r2

∞
∫

0

pt0dpt0

∫

pr>0

pr0>0

dpr0
pr0

pr
f(r0, pr0, pt0), (28)

де pr задається виразом (26) iз знаком “+”.
Узагальнення на релятивiстичний випадок здiйснюється безпосе-

редньо замiною iнтегралу енергiї (24) на

E =
√

m2c4 + p2c2 − eϕ(r) =
√

m2c4 + p2
0c

2, (29)

звiдки замiсть (26) випливає

pr = ±

√

[

√

m2c2 + p2
r0 + p2

t0 +
e

c
ϕ(r)

]2

− r2
0

r2
p2

t0 − m2c2, (30)
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а замiсть (28) отримаємо

n(r) = 4π
r2
0

r2

∞
∫

0

pt0dpt0

∫

pr>0

pr0>0

dpr0
pr0

pr

[

1 +
eϕ(r)

√

m2c2 + p2
0

]

f(r0, pr0, pt0),

(31)
де pr задається виразом (30) iз знаком “+”.

4.2. Внутрiшня задача

Нехай в елементi об’єму d3r речовини частинки за час dt утворюю-
ться dN частинок з iмпульсами в елементi iмпульсного простору d3p.
Вважаємо розподiл однорiдним та iзотропним:

dN

d3r d3p dt
= ν(p). (32)

Розподiл ν(p) можна пов’язати iз енергетичним спектром емiсiї:

dN

d3r dt dE
= w(E), (33)

а саме

w[E(p)] =
4πp2ν(p)

v(p)
, (34)

де v(p) задає залежнiсть швидкостi вiд iмпульса (нерелятивiстичну
або релятивiстичну). Зокрема, спектр β–випромiнювання має вигляд
[2, 3]:

w(E) = KE(E0 − E)2
√

E2 − m2c4, (35)

де сталi K та E0 є характеристиками радiоактивного матерiалу.
Тепер, розглядаючи малу частинку, нехтуємо поглинанням та га-

льмуванням електронiв в об’ємi частинки. Тодi розподiл електронiв
на поверхнi має вигляд:

f(r0, pr0, pt0) =
r0pr0w[(p0)]

2πp3
0

. (36)

Використовуючи (36) в (28), виконавши iнтегрування за pt0 i перей-
шовши вiд iнтегрування за pr0 до iнтегрування за енергiєю, отрима-
ємо нерелятивiстичний вираз для концентрацiї електронiв:

n(r) =
r2
0

r

√

m

2

∞
∫

−eϕ(r)

dE
w(E)√

E

{

1

2

[

1 − r2

r2
0

(

1 +
eϕ(r)

E

)]

×
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× ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 + r
r0

√

1 + eϕ(r)/E

1 − r
r0

√

1 + eϕ(r)/E

∣

∣

∣

∣

∣

+
r

r0

√

1 + eϕ(r)/E

}

. (37)

Подiбно можна отримати релятивiстичний вираз для n(r), який є
значно громiздкiший за нерелятивiстичний. Тепер рiвняння Пуасона
(22) з врахуванням сферичної симетрiї набуває вигляду (7), де у пра-
вiй частинi слiд використати вираз (37) для n(r), або його релятивiс-
тичний вiдповiдник. Це є диференцiйне рiвняння 2-го порядку щодо
електростатичного потенцiлу ϕ(r). Розв’язавши його i пiдставивши
ϕ(r) в (37) можна знайти густину хмарини електронiв. Вважаючи
систему в цiлому електронейтральною, можна обчислити повний за-
ряд частинки, зумовлений емiсiєю електронiв.

Висновки

Проаналiзовано умови динамiчної рiвноваги зарядженої позитивно
кульки та хмаринки емiтованих електронiв, сформульовано вiдпо-
вiдну систему рiвнянь. Для простих модельних випадкiв з монохро-
матичним радiальним розподiлом електронiв емiсiї, що включають
частинку у вакуумi та у густому газi, знайдено аналiтичнi розв’яз-
ки. Зокрема, у першому випадку розмiр хмаринки пропорцiйний до
радiуса частинки, а в другому - це не так. Для частинки у вакуумi
вiдповiднi рiвняння узагальнено для випадку довiльного розподiлу
електронiв емiсiї.

Отриманi результати є важливими для з’ясування механiзму за-
рядки радiоактивних частинок. Дiйсно, на помiтних вiдстанях вiд
частинки утворення частинка-хмаринка є електро-нейтральним. Од-
нак у нестацiонарнiй картинi (коли змiнити зовнiшнє поле, привес-
ти частинку в рух щодо середовища тощо) частинка може набути
залишкового додатнього заряду, величина якого є менша або рiвна
абсолютнiй величинi заряду хмаринки електронiв.
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