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Вплив зовнiшнього поля на критичну поведiнку тривимiр-

ного магнетика. Рекурентнi спiввiдношення

М.П.Козловський

Анотацiя. Запропонований метод розрахунку статистичної суми
граткової моделi магнетика в зовнiшньому полi поблизу критичної
точки. Знайденi рекурентнi спiввiдношення та їхнiй явний розв’язок
поблизу фiксованої точки. Показано, що залежнiсть вiд температури
термодинамiчних функцiй поблизу критичної точки, коли спряму-
вати величину поля до нуля, спiвпадає з результатами, отриманими
в методi колективних змiнних. Розрахована температура фазового
переходу (при h = 0) та знайдена її залежнiсть вiд параметрiв по-
тенцiалу взаємодiї.

Influence of an external field on the critical behaviour of the

three-dimensional magnet. Recurrence relations

M.P.Kozlovskii

Abstract. The method of calculation of partition function of the lattice
model for the magnet in the external field near critical point (CP) is
proposed. The recurrence relations and their explicit solution near the
critical point are founded. It is shown, that dependence on tempera-
ture of thermodynamic functions near CP, when the field value come
down to zero, is in the good agreement with previous results, which
were obtained by the collective variable method. The phase transition
temperature (when h=0) is calculated and dependence on parameters of
interaction potential is founded.
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1 Препринт

Вступ

Певний прогрес теоретичного опису фазових переходiв на мiкроско-
пiчному рiвнi пов’язаний з використанням методу колективних змiн-
них (КЗ) [1]. Цей метод дозволяє ефективно врахувати колективнi
ефекти, якi вiдiграють основну роль поблизу точки фазового пере-
ходу. Застосування методу КЗ до опису критичної поведiнки одно-
компонентної тривимiрної моделi магнетика [2] наглядно продемон-
стрував свою ефективнiсть. Для тривимiрної iзiнгоподiбної системи
знайденi явнi вирази для температури фазового переходу Tc, тер-
модинамiчних функцiй поблизу Tc, встановлено їхнiй зв’язок з мiк-
роскопiчними параметрами системи. Нез’ясованим, однак, залиша-
ється питання про вплив зовнiшнього поля на критичну поведiнку
згаданої вище системи. Дослiдження виразiв для вiльної енергiї та
iнших термодинамiчних функцiй, зокрема теплоємностi, як i поведiн-
ки параметра порядку поблизу Tc при прямуваннi до нуля зовнiш-
нього поля представляє як теоретичний так i практичний iнтерес.
Критична точка однокомпонентного магнетика визначається двома
параметрами: температурою фазового переходу Tc та нульовим зна-
ченням зовнiшнього магнiтного поля h. У випадку h = 0 критична
поведiнка цiєї системи вивчена достатньо добре. Зокрема в [2] запро-
поновано опис такої системи на мiкроскопiчному рiвнi. Вiдомi деякi
характеристики однокомпонентного магнетика у випадку Т = Tc при
прямуваннi до нуля зовнiшнього поля h. Нез’ясованим до даного ча-
су питанням є опис критичної поведiнки магнiтної системи у випадку
коли Т → Tc та h → 0, однак T 6= Tc та h 6= 0. Вирiшення цього пи-
тання є нетривiальним, оскiльки навiть для двовимiрної моделi Iзiн-
га не знайдено точного розв’язку, коли треба провести розрахунок її
характеристик при вiдмiнному вiд нуля зовнiшньому полi.

В данiй роботi на мiкроскопiчному рiвнi запропонований набли-
жений метод розрахунку основних характеристик тривимiрної од-
нокомпонентної моделi поблизу точки фазового переходу. В основi
цього методу є запропонована в [2] мiкроскопiчна теорiя фазових пе-
реходiв, побудована з використанням методу колективних змiнних.
Введення у розгляд зовнiшнього поля з необхiднiстю приводить до
узагальнення опису критичної поведiнки не змiнюючи при цьому ос-
новних iдей та процедур, описаних в [1,2].

Властивостi простих магнiтних систем та ряду iнших об’єктiв ста-
тистичної фiзики достатньо добре описуються тривимiрною моделлю
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Iзiнга. Гамiльтонiан цiєї моделi має вигляд

H = −1

2

∑

~l~j

Φ(r~l~j)σ~lσ~j − h
∑

~l

σ~l, (1)

де Φ(r~l~j) - потенцiал взаємодiї частинок, якi розмiщенi у вузлах ~l

та ~j кристалiчної гратки, r~l~j = |~r~l − ~r~j | - вiддаль мiж вузлами, h =
µБH - приведене зовнiшнє поле. Змiнна σ~l приймає значення ±1. Для
простоти вважатимемо, що маємо просту кубiчну гратку з перiодом
c. При проведеннi подальших розрахункiв приймемо, що взаємодiя
мiж частинками описується експонентно-спадною функцiєю вiддалi

Φ(r~l~j) = A · exp(−r~l~j/b). (2)

Тут A - деяка постiйна, b - ефективний радiус взаємодiї. В представ-
леннi КЗ ρ~k вираз для статистичної суми системи (1) записується у
виглядi [2]

Z =

∫

exp





1

2

∑

~k∈B

βΦ(k)ρ~kρ−~k



 Jh(ρ)(dρ)N . (3)

Сумування в (3) вiдбувається за хвильовими векторами ~k, що нале-
жать до першої зони Брiллюена:

B =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = −π

c
+

2π

c

ni

Ni
;

ni = 1, 2, ..., Ni; i = x, y, z
}

. (4)

Тут N = Nx ·Ny ·Nz - загальне число частинок. До виразу (3) входить
обернена температура β = 1/kBT , фур’є-образ потенцiалу взаємодiї
Φ(k) та якобiан переходу J(ρ) вiд множини iндивiдуальних коорди-
нат колективних змiнних. При наявностi зовнiшнього поля h вiн має
вигляд

Jh(ρ) = Sp
[

eβh
∑

~l
σ~lJ(ρ − ρ̂)

]

,

де для оператора переходу J(ρ − ρ̂) маємо [1]

J(ρ − ρ̂) =

∫

exp



2πi
∑

~k∈B

ω~k(ρ~k − ρ̂~k)



 (dω)N . (5)
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Iнтегрування в (5) вiдбувається за N змiнними ω0, ωc
~k
, ωs

~k
(k > 0),

якi приймають дiйснi значення

(dω)N = dω0

′

∏

~k∈B

dωc
~k
dωs

~k
.

Штрих бiля знаку добутку означає, що k > 0.
Оператори ρ̂~k мають вигляд

ρ̂~k =
1√
N

∑

~l∈Λ

σ~le
−i~k~l.

Сумування тут здiйснюється в об’ємi перiодичностi (V = N · c3)

Λ =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = c · ni; ni = 1, 2, ..., Ni; i = x, y, z
}

(6)

iз циклiчними граничними умовами.
Явний вигляд якобiану переходу отримуємо в результатi операцiї

сумування Sp за власними значеннями σ~l = ±1 та виконання iнтег-
рування за змiнними ω~k в (5). Приходимо до вiдомого результату

Jh(ρ) =
∏

~l∈Λ

[

δ(ρ~l + 1) exp(−βh) + δ(ρ~l − 1) exp(βh)
]

, (7)

де введенi вузловi колективнi змiннi

ρ~l =
1√
N

∑

~k∈B

ρ~kei~k~l. (8)

Елемент об’єму в просторi КЗ ρ~k та вузлових змiнних ρ~l пов’язанi
мiж собою спiввiдношенням

dρ0

′

∏

~k∈B

dρc
~k
dρs

~k
= j−1

∏

~l∈Λ

dρ~l, (9)

де якобiан переходу j має вигляд

j =
√

2
N−1

. (10)

При переходi вiд змiнних ω~k до ω~l маємо

dω0

′

∏

~k∈B

dωc
~k
ωs

~k
= j

∏

~l∈Λ

dω~l, (11)
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причому

ω~l =
1√
N

∑

~k∈B

ω~ke−i~k~l. (12)

Розрахунок статистичної суми (3), вiльної енергiї та iнших тер-
модинамiчних функцiй пов’язаний з виконанням певних наближень.
Це зумовлено тiєю обставиною, що (3) можна умовно роздiлити на
двi частини. При цьому енергетична частина

exp





1

2

∑

~k∈B

βΦ(k)ρ~kρ−~k





дiагональна в просторi КЗ змiнних ρ~k, а ентропiйнi вклади, пов’яза-
нi з "якобiаном"переходу (7), дiагоналiзуються в просторi вузлових
колективних змiнних ρ~l.

На сьогоднi не розвинутий математичний апарат, який би дозво-
лив провести точне обчислення (3). Зазвичай використовуються на-
ближенi методи розрахунку. Одним iз таких пiдходiв є метод, роз-
винутий в [2], який грунтується на використаннi негаусових розпо-
дiлiв флуктуацiй. Це принципово важливо поблизу точки фазового
переходу другого роду. Особливiстю цього методу є використання
так званого промiжного iнтегрування [1]. Саме це дозволяє в ана-
лiтичному виглядi отримати вираз для статистичної суми поблизу
критичної точки. В данiй роботi йдеться про узагальнення методу
запропонованого в [1,2] на випадок наявностi зовнiшнього поля. При
цьому в системi завжди iснуватиме вiдмiнний вiд нуля параметр по-
рядку. Однак становить iнтерес поведiнка термодинамiчних функцiй
поблизу точки фазового переходу, коли h → 0, T → Tc, однак h 6= 0
та T 6= Tc.

1. Представлення статистичної суми

Запишемо функцiональне представлення статистичної суми моделi
(1), яке зручно використовувати для подальшого розрахунку тер-
модинамiчних функцiй поблизу точки фазового переходу. Будемо
виходити iз виразу (3), для якого справедливо (7). Фур’є-образ по-
тенцiалу взаємодiї (Φ(k)), що входить до складу (3), вiдповiдно до
(2) має вигляд [1]

Φ(k) = Φ(0)(1 + b2k2)−2, (1.1)

де для Φ(0) маємо
Φ(0) = A · 8π(b/c)3. (1.2)
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Нас цiкавитиме довгохвильова границя Φ(k), оскiльки критична по-
ведiнка визначається далекосяжними кореляцiями. У зв’язку з цим
використаємо для фур’є-образу потенцiалу наступне наближення

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), ~k ∈ B0

Φ0 = Φ(0)Φ̄, ~k ∈ B \ B0
, (1.3)

яке вiдповiдає параболiчнiй апроксимацiї (1.1) для малих значень
хвильових векторiв, та усередненню залежностi вiд ~k фур’є-образу
(1.1) для значень хвильових векторiв, близьких до границi зони Брiл-
люена. При вивченнi унiверсальних характеристик моделi (1), як
критичнi показники, величина Φ0 не вiдiграє жодної ролi i її можна
покласти рiвною нулевi. Значення Φ0 суттєвi, однак, при розрахун-
ках неунiверсальних величин, зокрема температури фазового пере-
ходу [3]. Визначення "малих"значень хвильового вектора умовне i за-
лежить вiд вигляду потенцiалу взаємодiї. Для експонентно-спадного
потенцiалу (2) область B0, де має мiсце параболiчна апроксимацiя
(1.3), має вигляд

B0 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2π

c0

ni

N0i
;

ni = 1, 2, ..., N0i, i = x, y, z
}

, (1.4)

де N0xN0yN0z = N0, N0 = N · s−d
0 , причому s0 ≥ 1. Параметр s0

визначає величину перiоду деякої ефективної блочної гратки

c0 = c · s0.

Для кожного конкретного вигляду потенцiалу взаємодiї (обмiнна
взаємодiя, взаємодiя найближчих сусiдiв, ...) параметр s0 визнача-
ється по-рiзному, однак має виконуватися умова, щоб в областi зна-
чень ~k ∈ B \ B0 залежнiсть Φ(k) вiд хвильового вектора була макси-
мально слабкою. В будь-якому випадку, можна вважати, що розгля-
дається критична поведiнка моделi iз потенцiалом (1.3), який в свою
чергу пов’язаний з експонентно-спадним характером взаємодiї мiж
частинками системи.

Вiдповiдно до (1.3) маємо

∑

~k∈B

βΦ(k)ρ~kρ−~k =
∑

~k∈B0

(βΦ(k) − βΦ0)ρ~kρ−~k + βΦ0

∑

~k∈B

ρ~kρ−~k.
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Запишемо тотожне перетворення

exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)ρ~kρ−~k



 =

=

∫

(dη)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k)−

−Φ0)η~kη−~k

]

∫

(dω)N0 exp



2πi
∑

~k∈B0

ω~k(η~k − ρ~k)



 .

В результатi, статистична сума (3) запишеться у виглядi

Z =

∫

(dρ)N (dη)N0(dω)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)η~kη−~k





e
2πi
∑

~k∈B0
ω~k

η~k exp



−2πi
∑

~k∈B0

ω~kρ~k+

+
1

2
βΦ0

∑

~k∈B

ρ~kρ−~k



 Jh(ρ).

(1.5)

Як i ранiше (див. (9), (11)) маємо

(dη)N0 = dη0

′

∏

~k∈B0

dηc
~k
dηs

~k
= j−1

0

∏

~l∈Λ0

dη~l

(dω)N0 = dω0

′

∏

~k∈B0

dωc
~k
dωs

~k
= j0

∏

~l∈Λ0

dω~l, (1.6)

де j0 =
√

2
N0−1

. Тут ~l приймає значення в об’ємi перiодичностi (V =
N0c

3
0)

Λ0 =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = c0ni; ni = 1, 2, ..., N0i; i = x, y, z
}

(1.7)
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iз циклiчними граничними умовами.
Записане в (1.5) представлення для статистичної суми дозволяє

виконати iнтегрування за змiнними ρ~k iз ~k ∈ B. Для цього слiд перей-
ти до вузлових КЗ ρ~l (9). Однак, перш нiж виконати iнтегрування,

введемо змiннi ω̄~k, для яких ~k ∈ B

ω̄k =

{

ω~k, ~k ∈ B0

0, ~k ∈ B \ B0.
(1.8)

Використовуючи (1.8), запишемо частину виразу (1.5), пов’язану з
iнтегруванням за N змiнними ρ~k. Маємо

∏

~l∈Λ

∫

exp(−2πiω̄~lρ~l +
1

2
βΦ0ρ

2
~l
)
[

e−βhδ(ρ~l + 1)+

+ e+βhδ(ρ~l − 1)
]

(dρ~l),

де для ω̄~l справедливе спiввiдношення (12).
Виконавши в (1.5) iнтегрування за змiнними ρ~l отримуємо

Z = 2Ne
1
2 βΦ0N

∫

(dη)N0 (dω)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)η~kη−~k





exp



2πi
∑

~k∈B0

η~kω~k



Z(ω̄), (1.9)

де
Z(ω̄) = сh

∑

~l∈Λ

(−2πiω̄~l + βh). (1.10)

Величину ω̄~l слiд розумiти вiдповiдно до рiвностi (12). Скористаємо-
ся кумулянтним розкладом для ch(...). Вiдповiдно до [1] маємо

ch(−2πiω̄l + h′) = exp
∑

n≥0

Dn(ω̄~l), (1.11)

де h′ = βh. Для величин Dn(ω̄~l) знаходимо

Dn(ω̄~l) =
(−2πi)n

n!
Mn(h′)ω̄n

~l
, (1.12)
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де кумулянти Mn(h′) мають вигляд

M0(h
′) = lnch(h′); M1(h

′) = th(h′) ≡ x;

M2(h
′) = 1 − x2 ≡ y;

M3(h
′) = −2xy;

M4(h
′) = −2y2 + 4x2y; (1.13)

M5(h
′) = 16xy2 − 8x3y;

M6(h
′) = 16y2 − 88x2y2 + 16x4y.

Запишемо в явному виглядi вираз для Z(ω̄), скориставшись (12) та
(1.13). Маємо

Z(ω̄) = exp







∑

n≥0

[

(−2πi)n

n!
N1−n/2Mn(h′)

∑

~k1,...,~kn
~ki∈B

ω̄~k1
...ω̄~kn

δ~k1+...+~kn























. (1.14)

Сумування за хвильовими векторами в (1.14) вiдбувається для ~k ∈ B.
Однак змiннi ω̄~k вiдповiдно до (1.8) вiдмiннi вiд нуля лише для
~k ∈ B0. Тому насправдi суми в (1.14) слiд виконувати лише для
~k ∈ B0. При цьому змiнимо символ Кронекера δ~k1+...+~kn

, де ~k ∈ B,
на символ Кронекера δ~k1+...+~kn

, який вiдноситься до множини хви-

льових векторiв ~k ∈ B0.
Вiдповiдно до приведених вище мiркувань, вираз для статистич-

ної суми (1.9) записується у виглядi

Z = 2N exp

(

1

2
βΦ0N

)

eN ·M0

∫

(dη)N0 (dω)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k)−

−Φ0) η~kη−~k + 2πi
∑

~k∈B0

η~kω~k



×

exp

[

n0
∑

n=1

(−2πi)n

n!
s

d(1−n/2)
0 N

d(1−n/2)
0 Mn(h′)×
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∑

~k1,...,~kn
~ki∈B0

ω~k1
...ω~kn

δ~k1+...+~kn









. (1.15)

Величина n0 визначає число доданкiв в показнику експоненти
(1.15) i задає тим самим наближення, в якому проводяться розрахун-
ки. Тим самим визначається тип "моделi". Випадок n0 = 2 вiдповi-
дає гаусовому наближенню. При цьому величина M2(h

′) є додатною
при всiх значеннях h i тим самим забезпечує збiжнiсть iнтегралiв
за змiнними ω~k при довiльних значеннях поля. Зi збiльшенням чис-
ла n0(n0 = 4, 6, 8...) ускладнюється тип моделi ρn0 . Для проведення
точного розрахунку необхiдно спрямувати n0 до безмежностi. Однак,
при конкретних розрахунках n0 вибирається скiнченним. Важливо,
що при малих значеннях h всi M2n(h) мають такий знак, який за-
безпечує збiжнiсть iнтегралiв за змiнною ω~k в (1.15). Це означає, що
при виборi моделi ρn0 можемо використовувати довiльнi значення
n0 = 2(n + 2).

Виявляється, що при зростаннi поля кумулянти M2n(h) при n ≥
2 змiнюють знак (див. додаток 1), що є свiдченням нестiйкостi моделi
ρ2n. Зокрема, модель ρ4 є стiйкою для значень h′ ∈ (−h′

c, h
′
c), де

h′
c = 0, 658. (1.16)

Якщо знайти значення магнiтного поля, яке вiдповiдає (1.16), то ви-
являється, що

Hc ≈ h′ · Tc106
[ a

M

]

≈ h′Tc · 104ерст.

Тут Tc безрозмiрне число, яке рiвне значенню абсолютної темпера-
тури фазового переходу 102 ÷ 103. Отже

Hc ≈ h′ · (106 ÷ 107)ерст.

Зокрема, поле насичення намагнiченостi для залiза рiвне

HFe = 1.99 · 104ерст.

Це вiдповiдає значенню

hFe ≈ 0.01.

Отже, значення h′ = 0.1 вiдповiдає дуже сильним полям i модель ρ4

може бути застосовною до дослiдження критичної поведiнки широ-
кого кола реальних об’єктiв.

ICMP–02–31U 10

Базове представлення статистичної суми моделi (1) знайдемо iз
(1.15), виконавши в ньому iнтегрування за змiнними ω~k. Для цього
перейдемо до вузлових змiнних ω~l. Вiдповiдно до (1.6) маємо

Z = Z0 · j0
∫

(dη)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)η~kη−~k



×

×
∏

~l∈Λ0

Il(η~l), (1.17)

де

Z0 = 2N exp

[

1

2
βΦ0N

]

eNM0 , (1.18)

а для Il(η~l) маємо вираз

Il(η~l) =

∫ ∞

−∞
dω~le

2πiη~l
ω~l exp

[

−2πiM1s
d/2
0 ω~l−

− (2π)2

2
M2ω

2
~l

+
(2π)3

3!
iM3s

−d/2
0 ω3

~l
+

(2π)4

4!
M4s

−d
0 ω4

~l

]

. (1.19)

Слiд зауважити, що тут кумулянти Mn є функцiями поля h,

η~l =
1√
N0

∑

~k∈B0

η~ke−i~k~l, ω~l =
1√
N0

∑

~k∈B0

ω~kei~k~l. (1.20)

Для зручностi розрахункiв виконаємо в (1.19) замiну змiнних

ω~l =
1

2π

(

2

M2

)1/2

ν~l.

Тодi

Il(η~l) =
1

2π

(

2

M2

)1/2

Jl(ηl),

Jl(ηl) =

∫ ∞

−∞
eiµ2η~l

ν~l exp
(

−ia′ν~l + ib′ν3
~l
− ν2

l − gν4
~l

)

dν~l, (1.21)

де введенi позначення:

a′ = s
d/2
0 M1(h

′)µ2; µ2 =

(

2

M2(h′)

)1/2

;

b′ = s
−d/2
0

1

6
M3(h

′)µ3
2; g = −s−d

0

1

6
M4(h

′)/M2
2(h

′). (1.22)



11 Препринт

Виконаємо в (1.21) iнтегрування за змiнними ν~l i зобразимо резуль-
тат розрахунку у виглядi

Kl(η~l) = ea0 exp

(

−
4
∑

n=1

an

n!
ηn
~l

)

. (1.23)

Коефiцiєнти an знаходимо iз системи рiвнянь

∂nJl(η~l)

∂ηn
~l

/η~l
=0 =

∂nKl(η~l)

∂ηn
~l

/η~l
=0. (1.24)

Маємо:

exp(a0) = L0,

a1 = −ie−a0µ2L1,

a2 = a2
1 + e−a0µ2

2L2, (1.25)

a3 = 3a1a2 − a3
1 + ie−a0µ3

2L3,

a4 = 4a1a3 + 3a2
2 − 6a3

1a2 + a4
1 − e−a0µ4

2L4,

де

Ln =

∫ ∞

−∞
dννn exp

(

−ia′ν + ib′ν3 − ν2 − gν4
)

. (1.26)

Слiд зауважити, що величини L1 та L3 пропорцiйнi до i, тому всi ко-
ефiцiєнти an - дiйснi величини. Їхнi значення можуть бути обчисленi
для довiльного значення h′(h′ < h′

c).
Виконаємо наближений розрахунок коефiцiєнтiв an. Для цього

використаємо наближення першого непарного кумулянта. Вважати-
мемо, що вплив непарних кумулянтiв M2l+1(h

′) є несуттєвим при
l ≥ 1. При розрахунках до уваги приймається лише перший непар-
ний кумулянт M1(h

′). Отже, при такому розглядi b′ = 0. Зауважимо,
що b′/a′ ∼ s−d

0 i зменшується з ростом s0.
Виконуючи розрахунок коефiцiєнтiв an в наближеннi першого не-

парного кумулянта, якi надалi будемо позначати через a′
n, отримує-

мо:

ea′
0 = e−a′2/4√π

[

1 − 3

4
g(1 − a′2)

]

,

a′
1 = −a′

2
µ2(1 − 3g),

a′
2 =

1

2
µ2

2

(

1 − 3g

(

1 − a′2

2

))

,
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a′
3 = −3

2
µ3

2a
′g, (1.27)

a′
4 =

3

2
µ4

2g.

Тут використана методика розрахунку iз [4]. Статистична сума за-
писується у виглядi

Z = Z0j0e
ã0N0

∫

(dη)N0 exp



−1

2

∑

~k∈B0

d(k)η~kη−~k−

−a1

√

N0η0 −
1

3!

a3√
N0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

4!

a4

N0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4









, (1.28)

де

eã0 =
µ2

2π
ea0 = (2πM2)

−1/2e−a′2/4

[

1 − 3

4
g(1 − a′2)

]

,

d(k) = ã2 − βΦ(0) + 2βΦ(0)b2k2, (1.29)

а для коефiцiєнта ã2 маємо

ã2 = a2 + βΦ0. (1.30)

Вираз (1.28) є початковим для поетапного розрахунку вiльної
енергiї моделi Iзiнга поблизу точки фазового переходу. На вiдмiну
вiд робiт [1-4] тут явним чином присутнє зовнiшнє поле, яке є при-
чиною появи непарних степенiв змiнної η~k в показнику експоненти.
Коефiцiєнти (a1, a3, ...) при непарних степенях η~k пропорцiйнi до по-
ля i обертаються в нуль в границi h → 0.

2. Спосiб розрахунку статистичної суми

Проведемо поетапний розрахунок статистичної суми (1.28), почина-
ючи iнтегрувати за змiнними η~k, для яких хвильовi вектори ~k близь-
кi до їх максимальних значень B0, та закiнчуючи iнтегруванням за
змiнними η~k iз |~k| → 0. Скористаємося для цього методом обчислень,
що був запропонований в [1].
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Введемо зону Брiллюена

B1 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c1
+

2π

c1

ni

N1i
;

ni = 1, 2, ..., N1i, i = x, y, z} , (2.1)

для якої c1 = c0s, s ≥ 1, N1xN1yN1z = N1, N1 = N0s
−d. N1 число

вузлiв блочної гратки, причому N1 = N0s
−d. Подiбним чином визна-

чимо блочну гратку з перiодом c2 = c0 ·s2, c3 = c0s
3, ..., cn = c0s

n, якi
мiстять вiдповiдно N2 = N0s

−2d, N3 = N0s
−3d,..., Nn = N0s

−3n вуз-
лiв. При цьому параметр s регулює величину росту блочних струк-
тур. Вiдповiдно до (2.1) вводимо об’єм перiодичностi

Λn =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = cn · ni; ni = 1, 2, ..., Nni, i = x, y, z
}

, (2.2)

де Nn = NnxNnyNnz.
Вiдповiдно до [2] видiляємо в (1.28) змiннi η~k iз ~k ∈ B0 \ B1, та

усереднюємо для цих значень хвильового вектора величину Φ(k).
Тодi

β
∑

~k∈B0

Φ(k)η~kη−~k = β
∑

~k∈B1

Φ(k)η~kη−~k + βΦ(B0, B1)
∑

~k∈B0\B1

η~kη−~k.

Тут Φ(B0, B1) середнє значення потенцiалу Φ(k) для ~k ∈ B0\B1. Для
середньоарифметичного усереднення маємо

Φ(B0, B1) =
1

2
[Φ(B0) + Φ(B1)] . (2.3)

В результатi таких перетворень статистична сума запишеться у ви-
глядi

Z = Z0j0e
ã0N0

∫

(dρ)N1 exp



−1

2

∑

~k∈B1

(d(k) − d(B0B1)) ρ~kρ−~k−





∫

(dν)N1 exp



−2πi
∑

~k∈B1

ν~kρ~k − a1

√

N0ρ0





∫

(dη)N0

e
2πi
∑

~k∈B1
ν~k

η~k exp



−1

2

∑

~k∈B0

d(B0, B1)η~kη−~k−
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− 1

3!

a3√
N0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

4!

a4

N0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4









. (2.4)

Тут
d(B0, B1) = ã2 − βΦ(B0, B1) = d(0) + q, (2.5)

де для q маємо:

q = q̄βΦ(0), q̄ = b2 π2

c2
s−2
0 (1 + s−2). (2.6)

Множина N1 змiнних ν~k (ν0, ν
c
~k
, νs

~k
) задає промiжне iнтегрування.

Введення останнього дозволяє виконати iтегрування в (2.4) за N0

змiнними η~k . Для цього переходимо до вузлових змiнних

η~l =
1√
N0

∑

~k∈B0

η~kei~k~l

з якобiаном переходу j−1
0 , який скорочується з вiдповiдним множни-

ком в (2.4), та введемо величину

ν̄~l =
1√
N0

∑

~k∈B0

ν̄~ke−i~k~l, (2.7)

де

ν̄~k =

{

ν~k, ~k ∈ B1

0, ~k ∈ B0 \ B1

.

Результат iнтегрування запишеться у виглядi

Z = Z0e
ã0N0

∫

(dρ)N1 exp







−1

2

∑

~k∈B1

[d(k) − d(B0, B1)]ρ~kρ−~k







e−a1

√
N0ρ0

∫

(dν)N1e
−2πi

∑

~k∈B1
ν~k

ρ~k
∏

~l∈Λ0

J(ν̄~l), (2.8)
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де для J(ν̄~l) маємо

J(ν̄~l) =

∫ ∞

−∞
dη~le

2πiν̄~l
η~l×

× exp

[

−1

2
d(B0, B1)η

2
~l
− a3

3!
η3
~l
− a4

4!
η4
~l

]

. (2.9)

Для коефiцiєнтiв an можна використати наближенi аналiтичнi вира-
зи (1.27). Цi коефiцiєнти можна також розраховувати без викорис-
тання таких наближень, скориставшись формулами:

ea0 =

∫ ∞

−∞
dxe−x2−gx4

cos(ax − bx3),

a1 = −µ2e
−a0

∫ ∞

−∞
dx · x sin(ax − bx3)e−x2−gx4

,

a2 = a2
1 + µ2

2e
−a0

∫ ∞

−∞
dx · x2 cos(ax − bx3)e−x2−gx4

,

a3 = 3a1a2 − a3
1 + µ3

2e
−a0

∫ ∞

−∞
dx · x3 sin(ax − bx3)e−x2−gx4

,

a4 = 4a1a3 + 3a2
2 − 6a2

1a2 + a4
1 −

−µ4
2e

−a0

∫ ∞

−∞
dx · x4 cos(ax − bx3)e−x2−gx4

,

(2.10)

де величини µ2, a та b приведенi в (1.22). Формули (2.10) легко уза-
гальнюються на випадок моделей вищого порядку ρ6, ρ8 i т.д., шля-
хом доповнення аргумента A функцiй sin A (чи cosA), а також по-
казника експоненти доданками типу −fx6 − kx8 + ... (див. [4]).

Для проведення подальших розрахункiв зручно виконати в (2.9)
замiну змiнних [3]

η~l =

(

24

a4

)1/4

x.

Тодi для J(ν~l) знаходимо

J(ν̄~l) =

(

24

a4

)1/4

T (ν̄~l), (2.11)

де

T (ν̄~l) =

∫ −∞

∞
dxe2πiν̄~l

x(24/a4)
1/4

e−h2x2−h3x3−x4

. (2.12)
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Тут

h2 =
√

6
d(B0, B1)√

a4
; h3 = h30

a3

(a4)3/4
, h30 =

(24)3/4

6
. (2.13)

Зобразимо величину T (ν̄~l) у виглядi

Ts(ν̄~l) = exp

(

−
4
∑

n=0

Sn

n!
ν̄n
~l

)

. (2.14)

Коефiцiєнти Sn розрахуємо подiбно до того, як це робилося при об-
численнi коефiцiєнтiв an iз (1.23). Маємо систему рiвнянь

∂nT (ν̄~l)

∂ν̄~l

∣

∣

∣

∣

∣

ν̄~l
=0

=
∂nTs(ν̄~l)

∂ν̄n
~l

∣

∣

∣

∣

∣

ν̄~l=0

. (2.15)

Лiва частина (2.15) має вигляд

∂nT (ν̄~l)

∂ν̄~l

= (2πi)n

(

24

a4

)n/4

Kn(h2, h3), (2.16)

де для K(h2, h3) маємо

Kn(h2, h3) =

∫

dxxne−h2x2−h3x3−x4

dx. (2.17)

Для похiдних вiд правої частини (2.15) знаходимо

∂Ts(ν̄~l)

∂ν̄~l

= e−S0(−S1),

∂2Ts(ν̄~l)

∂ν̄2
~l

= e−S0(−S2 + S2
1), (2.18)

∂3Ts(ν̄~l)

∂ν̄3
~l

= e−S0(−S3 + 3S1S2 − S3
1),

∂4Ts(ν̄~l)

∂ν̄4
~l

= e−S0(−S4 + 4S1S3 + 3S2
2 − 6S2

1S2 + S4
1),

де

e−S0 =

∫

dx exp(−h2x
2 − h3x

3 − x4). (2.19)

Як було показано в [2,4] величина h2 є малою, коли температура
прямує до Tc. Аргумент h3 є пропорцiйний до поля h i також є малим,
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коли ми наближаємося до точки фазового переходу. Приймаючи це
до уваги отримуємо наближений вираз для (2.19)

e−S0 =
π
√

2

2Γ(3/4)

(

1 − γh2 +
3

8
γh2

3

)

, (2.20)

де γ =
(

Γ
(

3
4

))2
/π

√
2 ≈ 0.337989. Тут i надалi ми не будемо приймати

до уваги доданкiв, пропорцiйних до hn
2 iз n ≥ 2, та hn

3 iз l ≥ 3, ос-
кiльки вони стають несуттєвими при наближеннi до точки фазового
переходу.

Для коефiцiєнтiв Sn iз (2.14) вiдповiдно до (2.15) знаходимо

S1 = −2πi

(

24

a4

)1/4

eS0K1(h2, h3),

S2 = S2
1 + (2π)2

(

24

a4

)1/2

eS0K2(h2, h3), (2.21)

S3 = 3S1S2 − S3
1 + (2π)3i

(

24

a4

)3/4

eS0K3(h2, h3),

S4 = 4S1S3 + 3S2
2 − 6S2

1S2 + S4
1 − (2π)4

24

a4
eS0K4(h2, h3).

В наближеннi малих h2 та h3 маємо:

S1 = 2πi

(

24

a4

)1/4
1

4
h3(1 + γh2),

S2 = (2π)2γ

(

24

a4

)1/2(

1 +

(

γ − 1

4γ

)

h2

)

,

S3 = −(2π)3i

(

24

a4

)3/4
3(1− 4γ2)

16
h2h3, (2.22)

S4 = (2π)4
6

a4

(

12γ2 − 1
)

(1 + γ2h2 + γ3h
2
3),

де введенi позначення

γ2 = 4γ
6γ2 − 1

12γ2 − 1
≈ −1, 1468 γ3 = − 3γ

12γ2 − 1
= −2.7342.

Для спрощення розрахункiв будемо використовувати для (2.22) лi-
нiйне наближення. При цьому нехтуватимемо доданками, пропорцiй-
ними до h2

3 та h2h3.
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Статистична сума пiсля здiйснення iнтегрування в (2.8) за змiн-
ними η~k буде мати вигляд

Z = Z0Q0

∫

(dρ)N1 exp



−1

2

∑

~k∈B1

[d(k) − d(B0, B1)]

ρ~kρ−~k − a1

√

N0ρ0

]

∫

(dν)N1 exp



−2πi
∑

~k∈B1

ν~kρ~k





exp



−
∑

~l∈Λ0

S1ν̄~l −
1

2
S2

∑

~l∈Λ0

ν̄2
~l
− 1

4!
S4

∑

~l∈Λ0

ν̄4
~l



 . (2.23)

Тут

Q0 =
[

eã0Q(d)
]N0

,

Q(d) =

(

24

a4

)1/4

· K0(h2, h3). (2.24)

Наближений вигляд Q(d) наступний

Q(d) =

(

24

a4

)1/4

γ1

(

1 − γh2 +
3

8
γh2

3

)

, (2.25)

де

γ1 =
π
√

2

2Γ(3/4)
≈ 1.8128. (2.26)

Скориставшись (2.7), отримуємо

Z = Z0Q0(dρ)N1 exp







−1

2

∑

~k∈B1

[d(k) − d(B0, B1)]ρ~kρ−~k

− a1

√

N0ρ0

}

∫

(dν)N1 exp







−2πi
∑

~k∈B1

ν~kρ~k − S1

√

N0

∑

~k∈B1

ν~kδ~k

−1

2
S2

∑

~k∈B1

ν~kν−~k − 1

4!
S4

1

N0

∑

~k1...~k4
ki∈B1

ν~k1
...ν~k4

δ~k1+...+~k4















. (2.27)
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Завершальний етап розрахунку полягає в виконаннi iнтегруван-
ня за N1 змiнними ν~k. Для цього переходимо в (2.27) до вузлових
змiнних

ν~m =
1√
N1

∑

~k∈B1

νke−i~k~m

i виконуємо iнтегрування. Маємо

Z = Z0Q0

∫

(dρ)N1 exp







−1

2

∑

~k∈B1

[d(k)−

− d(B0, B1)] ρ~kρ−~k − a1

√

N0ρ0

}

∏

~m∈Λ1

Lm(ρ), (2.28)

де

Lm(ρ) =

∫

dν~m exp

(

−2πiν~mρ~m − 2πiP1ν~m − (2π)2

2
P2ν

2
m −

− (2π)4

4!
P4ν

4
~m

)

, (2.29)

де

P1 = sd/2 1

4

(

24

a4

)1/4

h3,

P2 = γ

(

24

a4

)1/2

(1 + t2h2) , (2.30)

P4 = s−d 6

a4
(12γ2 − 1)(1 + γ2h2),

де

t2 = γ − 1

4γ
= −0.4017.

Виконаємо в (2.29) замiну змiнних

ν~m =
1

2π

(

2

P2

)1/2

x.

Тодi для Lm(ρ) знаходимо

Lm(ρ) =
1

2π

(

2

P2

)1/2

R̃m(ρ), (2.31)
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де

R̃m(ρ) =

∫ ∞

−∞
dx exp

[

−ixρm

(

2

P2

)1/2

−

−iGhx − x2 − Gx4
]

, (2.32)

де

G =
1

6

P4

P 2
2

; Gh = P1

(

2

P2

)1/2

. (2.33)

Використовуючи (2.30), знаходимо

G = s−dG0(1 + G2h2),

Gh = sd/2 1

4

(

2

γ

)1/2

h3, (2.34)

де

G0 =
12γ2 − 1

24γ2
≈ 0.1353;

G2 = γ2 − 2γ +
1

2γ
≈ −0.3435.

Зобразимо (2.32) у виглядi

Lm(ρ) = exp

(

−
4
∑

n=0

1

n!
a(1)

n ρn
~m

)

. (2.35)

Iз системи типу (1.24) знайдемо коефiцiєнти a
(1)
n . Iз (2.32) маємо

∂nRm(ρ)

∂ρ~m
= (−i)n

(

2

P2

)n/2 ∫ ∞

−∞
dx · xne−iGhx−x2−Gx4

. (2.36)

Похiднi за ρ~m вiд (2.35) аналогiчнi до (2.18), де замiсть Sn слiд пiд-

ставити a
(1)
n . Порiвнюючи цi похiднi мiж собою при ρ~m = 0 знаходимо

a
(1)
1 = i · ea

(1)
0

(

2

P2

)1/2

R1,

a
(1)
2 = (a

(1)
1 )2 + ea

(1)
0

2

P2
R2, (2.37)

a
(1)
3 = 3a

(1)
1 a

(1)
2 − (a

(1)
1 )3 − iea

(1)
0

(

2

P2

)3/2

R3,
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a
(1)
4 = 4a

(1)
1 a

(1)
3 + 3(a

(1)
2 )2 − 6(a

(1)
1 )2a

(1)
2 − (a

(1)
1 )4 −

(

2

P2

)2

ea
(1)
0 R4.

Тут

R2l+1 = −i

(

2

P2

)(2l+1)/2

(−1)(2l+1)/2×

×
∫ ∞

−∞
dxx2l+1sin(Gh · x)e−x2−Gx4

R2l =

(

2

P2

)l

(−1)l

∫ ∞

−∞
dxx2lcos(Gh · x)e−x2−Gx4

. (2.38)

Iз структури виразiв (2.36), (2.37) видно, що всi a
(1)
n є дiйсними ве-

личинами. Подiбно до того, як були розрахованi наближенi вирази
для коефiцiєнтiв an (див. (1.21)-(1.27)), можемо записати наближенi
вирази для a

(1)
n . При цьому маємо наступну вiдповiднiсть:

a → Gh, g → G, µ2 →
(

2

P2

)1/2

.

Крiм того, вiдмiннiсть полягає в змiнi знаку бiля перехресного члена
x · ρm виразу (2.32) та вiдповiдного йому доданку η~lν~l в (1.21).

Наближенi вирази для Rn наступнi:

R1 = − i

2
Ghe−G2

h/4
√

π

(

1 − 15

4
G

)

,

R2 =
1

2
e−G2

h/4
√

π

(

1 − 15

4
G

)

,

R3 =
3i

4
Ghe−G2

h/4
√

π

(

1 − 35

4
G

)

,

R4 =
3

4
e−G2

h/4√π

(

1 − 35

4
G

)

.

Пiдставляючи отриманi вирази в (2.37), знаходимо наближенi фор-

мули для коефiцiєнтiв a
(1)
n :

e−a
(1)
0 = e−G2

h/4√π

(

1 − 3

4
G

)

,

a
(1)
1 =

1

2
Gh

(

2

P2

)1/2

(1 − 3G),
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a
(1)
2 =

1

P2
(1 − 3G),

a
(1)
3 =

3

2
GGh

(

2

P2

)3/2

, (2.39)

a
(1)
4 = 6G

(

1

P2

)2(

1 − 3

4
G2

h

)

.

Тут величини G та GR приведенi в (2.34), а P2 в (2.30). Статистична
сума (2.28) iз врахуванням (2.31), (2.35) набуває вигляду

Z = Z0Q0(Q(P ))N1 ×

×
∫

(dρ)N1 exp







−1

2

∑

~k∈B1

d1(k)ρ~kρ−~k − ã
(1)
1

√

N1ρ0−

− 1

3!

a
(1)
3√
N1

∑

~k1,...,~k3
ki∈B1

ρ~k1
...ρ~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

4!

a
(1)
4

N1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B1

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4















, (2.40)

де

Q(P ) =
1

2π

(

2

P2

)1/2

e−a
(1)
0 . (2.41)

Для коефiцiєнтiв d1(k) та ã
(1)
1 маємо

d1(k) = ã
(1)
2 − βΦ(k);

ã
(1)
2 = a

(1)
2 + βΦ(B0, B1); (2.42)

ã
(1)
1 = a

(1)
1 + sd/2a1.

Порiвнюючи (2.39) iз (1.28) бачимо, що функцiональний вигляд ста-
тистичної суми не змiнився. Зменшилося число змiнних iнтегрування
(iз N0 до N1 = N0s

−d) та iншими стали коефiцiєнти d(k) та an.

3. Рекурентнi спiввiдношення

Запишемо явний вигляд рекурентних спiввiдношень (2.37), якi вира-

жають коефiцiєнти a
(1)
n через їхнi початковi значення an iз (1.25) чи
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наближенi вирази (1.27). Скориставшись формулами (2.34), (2.30) на
пiдставi (2.37) знаходимо

e−a
(1)
0 = e−G2

h/4
√

π

(

1 − 3

4
s−dG0

)

(1 − t1h2), (3.1)

де

t1 = −3

4
s−d G0G2

1 − 3
4s−dG0

,

а також

a
(1)
1 = sd/2α01

(a4

24

)1/4

h3(1 + α1h2),

a
(1)
2 = f00 (a4)

1/2 (1 + α2h2), (3.2)

a
(1)
3 = s−d/2f01a3(1 + α3h2),

a
(1)
4 = s−df01a4(1 + α4h2),

де введенi позначення:

α01 = (1 − 3s−dG0)/4γ, f00 = (1 − 3s−dG0)/γ
√

24;

f01 = G0/4γ2 ≈ 0.2960

α1 = −3s−d G0G2

1 − 3s−dG0
− 1

2
t2;

α2 = −3s−d G0G2

1 − 3s−dG0
− t2;

α3 = G2 −
3

2
t2 ≈ 0.2590; α4 = G2 − 2t2 ≈ 0.4599. (3.3)

При s = s∗ маємо:

α01 = 0.7319, f00 = 0.5976;

α1 = 0.2045, α2 = 0.4053.

Приймаючи до уваги (2.13) iз (3.2), отримуємо

a
(1)
1 = sd/2f00

[

a3(a4)
−1/2 +

√
6α1d(B0, B1)a3/a4

]

,

a
(1)
2 = f00

[

a
1/2
4 +

√
6α2d(B0, B1)

]

,

a
(1)
3 = s−d/2f01

[

a3 +
√

6α3d(B0, B1)a3/a
−1/2
4

]

,

a
(1)
4 = s−df01

[

a4 +
√

6α4d(B0, B1)a
1/2
4

]

. (3.4)
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Виконаємо в (2.39) замiну змiнних

ρ~k = sρ′~k. (3.5)

Внаслiдок цього залежна вiд ~k частина фур’є-образу потенцiалу вза-
ємодiї у (2.39) змiнюється з k2 на (sk)2. Приймаючи до уваги, що
~k ∈ B1, то s~k змiнюється на iнтервалi [0,B0], як це мало мiсце для
початкового виразу (1.28). Отже тепер можна порiвняти решту кое-
фiцiєнтiв виразiв до i пiсля iнтегрування.

Замiна (3.5) в (2.39) приводить до результату

Z = Z0Q0(Q(P ))N1sN1

∫

(dρ)N1 exp
{

−w1

√

N1ρ0−

−1

2

∑

~k∈B1

(r1 + 2βΦ(0)b2(sk)2)ρ~kρ−~k − 1

3!

v1√
N1

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B1

ρ~k1
...

ρ~k3
δ~k1+...+~k3

− 1

4!

u1

N1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B1

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4















, (3.6)

де для коефiцiєнтiв маємо

w1 = s · ã(1)
1 = s[a

(1)
1 + sd/2a1],

r1 = s2d1(0) = s2[ã
(1)
2 − βΦ(0)],

v1 = s3a
(1)
3 ; u1 = s4a

(1)
4 .

Приймаючи до уваги (3.4) отримуємо явний вигляд РС

w1 = s(d+2)/2
[

w + f00vu−1/2 − f00α1

√
6(r + q)v/u

]

,

r1 = s2
[

r − (r + q) + f00u
1/2 + f00α2

√
6(r + q)

]

,

v1 = s(6−d)/2f01

[

v + α3

√
6(r + q)vu−1/2

]

,

u1 = s4−df01

[

u + α4

√
6(r + q)u1/2

]

. (3.7)

Тут введенi позначення

w = a1, r = ã2 − βΦ(0), v = a3, u = a4.
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Для величини q маємо

q = 2βΦ(0)b2 < k2 >B0,B1 ,

а середнє значення k2 на iнтервалi ~k ∈ [B1, B0] рiвне

< k2 >B0,B1= B2
0

1

2
(1 + s−2).

Знайдемо фiксовану точку РС (3.7) iз умов

w1 = w = w∗, r1 = r = r∗,

v1 = v = v∗, u1 = u = u∗. (3.8)

Iз останнього рiвняння (3.7) маємо

(sf01)
−1 = 1 + α4h

∗
2,

де h∗
2 =

√
6(r∗ + q)(u∗)−1/2. Оскiльки f01 < 1 завжди iснує таке

значення s = s∗

s∗ = f−1
01 =

96γ4

12γ2 − 1
, (3.9)

при яких величина h∗
2 обертається в нуль. Для s близьких до s∗

величина h∗
2 є малою1. Проводячи розрахунок статистичної суми при

s = s∗ = 3.3783

ми суттєво спрощуємо розрахунки, оскiльки в розкладах за степе-
нями h2 можемо обмежитися декiлькома доданками. Iз третього рiв-
няння (3.7) для (3.8) знаходимо

v∗(1 − s3/2f01) = 0. (3.10)

При s = s∗ маємо, що f01 = (s∗)−1 i тому рiвнiсть (3.10) може вико-
нуватися лише для

v∗ = 0.

Величина h∗
3 = h30v

∗/(u∗)3/2 є пропорцiйною до v∗. Отже у фiксова-
нiй точцi при s = s∗ маємо

h∗
2 = 0, h∗

3 = 0. (3.11)

1У випадку s = 3 для h
∗

2
маємо:

h
∗

= 0.1124.

ICMP–02–31U 26

Iз другого рiвняння (3.7) знаходимо

(u∗)1/2 = q · f−1
00 (1 − s−2) = βΦ(0)

q̄

f00
(1 − s−2),

де величина q̄ означена в (2.6). Перше рiвняння (3.7) приводить до
умови:

w∗ = 0.

Таким чином маємо наступнi координати фiксованої точки РС (3.7)

w∗ = 0, r∗ = −q, v∗ = 0, (u∗)1/2 = qf−1
00 (1 − s∗−2). (3.12)

Тут q = βΦ(0) · q̄, q̄ = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2).

Повернемося до виразу (2.40). Подiбно до (1.28), його можна про-
iнтегрувати за змiнними ρ~k, iндекси яких приймають значення в iн-
тервалi

~k ∈ B1/B2, (3.13)

де для B2 маємо

B2 =

{

~k = (kx, ky, kz)| = − π

c2
+

2π

c2

ni

N2i
;

ni = 1, 2, ..., N2i, i = x, y, z} .

Тут N2xN2yN2z = N2, N2 = N1s
−d. Розрахунок проводиться анало-

гiчно до формул (2.4)-(2.40). При цьому коефiцiєнти an слiд замiнити
на a

(1)
n , зокрема:

a1 → ã
(1)
1 = a

(1)
1 + sd/2a1,

a2 − βΦ0 = ã2 → ã
(1)
2 + βΦ(B0, B1),

a3 → a
(1)
3 ; a4 → a

(1)
4 .

В результатi iнтегрування за змiнними ρ~k, де ~k приймає значення iз
(3.13) для (2.39) знаходимо:

Z = Z0Q0Q1[Q(P (1))]N2 ×

×
∫

(dρ)N2 exp







−ã
(2)
1

√

N2ρ0 −
1

2

∑

~k∈B2

d2(k)ρ~kρ−~k−

− 1

3!

a
(2)
3√
N2

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B2

ρ~k1
...ρ~k3

δρ~k1
+...+ρ~k3

−



27 Препринт

− 1

4!

a
(2)
4

N2

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B2

ρ~k2
...ρ~k4

δρ~k1
+...+ρ~k4















. (3.14)

Тут

Q1 = [Q(P )Q(d1)]
N1 ,

Q(d1) =

(

24

a
(1)
4

)1/4

γ1

[

1 − γh
(1)
2 +

3

8
γ(h

(1)
3 )2

]

,

Q(P (1)) =
(

2πP
(1)
2

)−1/2

exp
[

−(G
(1)
h )2/4

]

×

×
(

1 − 3

4
G(1)(1 − G

(1)2
h )

)

, (3.15)

де введенi позначення

h
(1)
2 =

√
6d1(B1, B2)(a

(1)
4 )−1/2, G(1) = s−dG0(1 + G2h

(1)
2 );

h
(1)
3 = h30a

(1)
3 (a

(1)
4 )−3/4, G

(1)
h = sd/2 1

4

(

2

γ

)1/2

h
(1)
3 ,

P
(1)
2 =

(

24

a
(1)
4

)1/2

γ(1 + t2h
(1)
2 ). (3.16)

Для коефiцiєнтiв a
(2)
n маємо

a
(2)
1 = sd/2α01

(

a
(1)
4

24

)1/4

h
(1)
3 (1 + α1h

(1)
2 ),

a
(2)
2 = f00

(

a
(1)
4

)1/2

(1 + α2h
(1)
2 ), (3.17)

a
(2)
3 = s−d/2f01a

(1)
3 (1 + α3h

(1)
2 ),

a
(2)
4 = s−df01a

(1)
4 (1 + α4h

(1)
2 ).

Тут постiйнi α0i, f01 та αi приведенi в (3.3). Для d2(k) маємо

d2(k) = ã
(2)
2 − βΦ(k),

де
ã
(2)
2 = a

(2)
2 + βΦ(B1, B2),
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ã
(2)
1 = a

(2)
1 + sd/2ã

(1)
1 .

Внаслiдок проведення (n+1)-ого поетапного iнтегрування в (1.28)
отримуємо

Z = Z0Q0Q1...Qn[Q(P (n))]Nn+1

∫

(dρ)Nn+1×

× exp







−ã
(n+1)
1

√

Nn+1ρ0 −
1

2

∑

~k∈Bn+1

dn+1(k)ρ~kρ−~k−

− 1

3!

a
(n+1)
3

√

Nn+1

∑

~k1,...,~k3
~ki∈Bn+1

ρ~k1
...ρ~k3

δρ~k1
+...+ρ~k3

−

− 1

4!

a
(n+1)
4

Nn+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bn+1

ρ~k1
...ρ~k4

δρ~k1
+...+ρ~k4















. (3.18)

Сумування в (3.18) вiдбувається за ~k ∈ Bn+1, де

Bn+1 =

{

~k = (kx, ky , kz)|ki = − π

cn+1
+

2π

cn+1

ni

Nn+1,i
;

ni = 1, 2, ..., Nn+1,i} ,

де cn+1 = csn+1, Nn+1,xNn+1,yNn+1,z = Nn+1, причому Nn+1 =
N0s

−d(n+1). Для парцiальних статистичних сум Qn маємо

Q0 = [eã0Q(d)]N0 , Qn = [Q(P n−1)Q(dn)]Nn , (3.19)

де

Q(P (n−1)) = (2πP
(n−1)
2 )−1/2 exp

[

−(G
(n−1)
h )2/4

]

×

×
(

1 − 3

4
G(n−1)(1 − G

(n−1)2
h )

)

, (3.20)

Q(dn) =

(

24

a
(n)
n

)1/4

γ1

[

1 − γh
(n)
2 +

3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

.

Тут

h
(n)
2 =

√
6dn(Bn, Bn+1)(a

(n)
4 )−1/2; G(n−1) = s−dG0(1 + G2h

(n−1)
2 );
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h
(n)
3 = h30a

(n)
3 (a

(n)
4 )−3/4; G

(n−1)
h = sd/2 1

4
(
2

γ
)1/2h

(n−1)
3 ;

P
(n−1)
2 =

(

24

a
(n−1)
4

)1/2

γ(1 + t2h
(n−1)
2 ). (3.21)

Величина dn+1(k) має вигляд

dn+1(k) = ã
(n+1)
2 − βΦ(k),

де

ã
(n+1)
2 = a

(n+1)
2 + βΦ(Bn, Bn+1), ã

(n+1)
1 = a

(n+1)
1 + sd/2ã

(n)
1 .

Коефiцiєнти a
(n+1)
n мають вигляд

a
(n+1)
1 = sd/2α01

(

a
(n)
4

24

)1/4

h
(n)
3 (1 + α1h

(n)
2 ),

a
(n+1)
2 = f00

(

a
(n)
4

)1/2

(1 + α2h
(n)
2 ),

a
(n+1)
3 = s−d/2f01a

(n)
3 (1 + α3h

(n)
2 ), (3.22)

a
(n+1)
4 = s−df01a

(n)
4 (1 + α4h

(n)
2 ).

Для величини dn(Bn, Bn+1) маємо

dn(Bn, Bn+1) = dn(0) + qs−2n.

Запишемо РС мiж коефiцiєнтами (n+1)-ої та n-тої блочних струк-
тур. Виконаємо в (3.18) масштабнi перетворення типу (3.6) та введе-
мо позначення

wn+1 = sn+1ã
(n+1)
1 = sn+1

[

a
(n+1)
1 + sd/2a

(n)
1

]

,

rn+1 = s2(n+1)dn+1(0) = s2(n+1)
[

ã
(n+1)
2 − βΦ(0)

]

,

vn+1 = s3(n+1)a
(n+1)
3 , un+1 = s4(n+1)a

(n+1)
4 .

Тодi отримуємо наступнi рекурентнi спiввiдношення

wn+1 = s(d+2)/2
[

wn + f00vnu−1/2
n − f00α1

√
6(rn + q)vn/un

]

,

rn+1 = s2
[

q + f00u
1/2
n + f00α2

√
6(rn + q)

]

,

vn+1 = s(6−d)/2f01

[

vn + α3

√
6(rn + q)vn/u−1/2

n

]

,

un+1 = s4−df01

[

un + α4

√
6(rn + q)u1/2

n

]

, (3.23)
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де величини f00 та f01 приведенi в (3.3),

wn = snã
(n)
1 , rn = s2ndn(0),

vn = s3na
(n)
3 , un = s4na

(n)
4 . (3.24)

У випадку вiдсутностi зовнiшнього поля (h = 0) в РС (3.23) зали-
шається лише друге та четверте рiвняння. Такий випадок детально
дослiджений нами в [2,4].

4. Дослiдження рекурентних спiввiдношень

Порiвнюючи РС (3.23) iз (3.7) зауважимо, що вони мають ту саму
фiксовану точку (3.12). Надалi будемо вважати, що s = s∗, де s∗

задане в (3.9). Запишемо (3.23) в матричному виглядi








wn+1 − w∗

rn+1 − r∗

vn+1 − v∗

un+1 − u∗









= R









wn − w∗

rn − r∗

vn − v∗

un − u∗









. (4.1)

Для елементiв Rij матрицi R маємо:

R11 = s(d+2)/2, R12 = 0, R13 = s(d+2)/2f00(u
∗)1/2, R14 = 0;

R21 = 0; R22 = s2f00α2

√
6, R23 = 0, R24 = s2f00

1

2
(u∗)−1/2;

R31 = 0, R32 = 0; R33 = sd/2f01, R34 = 0;

R41 = 0; R42 = sf01α4

√
6(u∗)1/2; R43 = 0; R44 = sf01. (4.2)

Матриця R має чотири рiзнi дiйснi власнi значення

E1 = R11 = s(d+2)/2; E3 = R33 = sd/2f01 = s(d−2)/2,

E2,4 =
1

2

{

R22 + R44 ±
[

(R22 − R44)
2 + 4R24R42

]1/2
}

. (4.3)

Зауважимо, що власнi значення E1 та E3 пов’язанi з наявнiстю
зовнiшнього поля. Обидва вони бiльшi за одиницю2, оскiльки s > 1.
Що стосується величин E2, E4, то вони дiйснi, додатнi та E2 > 1, а
E4 < 1. У випадку h = 0 рекурентнi спiввiдношення (3.23) спрощу-
ються так, що E1 та E3 обертається в нуль i реалiзується фiксована
точка типу сiдла.

2В роботi [5] припускалося, що лише одне iз власних значень, пов’язаних з
наявнiстю поля, є бiльше за одиницю, а решта меншi вiд неї.
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Поклавши s = s∗, знаходимо:

E1 = 20.9768, E3 = 1.8380,

E2 = 7.3740, E4 = 0.3974. (4.4)

У випадку h = 0 отримуємо наступне значення критичного показни-
ка кореляцiйної довжини

ν = 0.609.

Воно дещо нижче вiд даних числового розрахунку цього показни-
ка для моделi Iзiнга νc = 0.630 (див., наприклад, [6]). Вiдмiннiсть
значень ν та νc зобумовлена не стiльки наближеним способом розра-
хунку ν, як обмеженням в ходi розрахункiв моделлю ρ4. Насправдi
модель Iзiнга можна точно вiдтворити лише моделлю ρ2m, де m → ∞
[2]. Для досягнення узгодженостi мiж ν та νc слiд використати для
розрахункiв принаймнi модель ρ6.

Власнi вектори Wik матрицi R знаходимо iз системи рiвнянь
∑

j

RijWjk = EkWik .

Використовуючи (4.2), отримуємо

T = [Wik ] =









W11 0 W33T13 0
0 W22 0 W44T24

0 0 W33 0
0 W22T42 0 W44









, (4.5)

де

T13 =
R13

E3 − R11
; T24 =

E4 − R44

R42
=

R24

E4 − R22
;

T42 =
E2 − R22

R24
=

R42

E2 − R44
. (4.6)

З теорiї матриць [7] вiдомо, що для несиметричної матрицi R, яка
має рiзнi дiйснi власнi значення Ei, має мiсце спiввiдношення

R = TΛT−1, (4.7)

де матриця T побудована так, що її стовпцями є власнi вектори мат-
рицi R, T−1 - обернена до неї матриця, така що

T−1 · T = I, (4.8)
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де I - одинична матриця, а Λ - дiагональна матриця, на головнiй
дiагоналi якої стоять власнi значення матрицi R.

Для n-того степеня матрицi R має мiсце спiввiдношення

Rn = TΛnT−1, (4.9)

де матриця Λn є також дiагональною, по головнiй дiагоналi якої сто-
ять n-тi степенi значень матриця R. Користуючись властивостями
(4.7)-(4.9) можемо переписати (4.1) у виглядi

~xn = Rn~x0, (4.10)

де стовпець xn має вигляд

xn =









wn − w∗

rn − r∗

vn − v∗

un − u∗









. (4.11)

Для отримання ~x0 слiд покласти в (4.11) n = 0. Якщо прийняти до
уваги (4.9), то iз (4.10) отримуємо результат

~xn = TΛnT−1~x0. (4.12)

Останнiй вираз дозволяє знайти вирази для коефiцiєнтiв wn, rn, vn

та un (а отже i a
(n+1)
n , dn iз (3.18)), як функцiй початкових вели-

чин: a1, d(0), a3 та a4 iз (1.28). Для реалiзацiї окресленої вище задачi
знайдемо матрицю T−1. Вона складається iз власних векторiв транс-
понованої до R матрицi i шукається з рiвнянь

∑

i

VkiRij = EkVkj . (4.13)

В результатi знаходимо

T−1 = [Vkj ] =









V11 0 −V11T13 0
0 V22 0 −V22T24

0 0 V33 0
0 −V44T42 0 V44









, (4.14)

де величини Tij тi ж, що i в (4.5). Iз умов нормування

∑

j

VkjWjl = δkl (4.15)
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отримуємо:

V1 = V11W11 = 1, V2 = V22W22 =

(

1 +
(E2 − R22)

2

R24R42

)−1

= D

V3 = V33W33 = 1, V4 = V44W44 = D. (4.16)

Знайдемо вiдповiдно до (4.12) явний вигляд вектора ~xn. Для цього
зауважимо, що

T−1~x0 =









V11(w0 − T13v0)
V22[r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)]
V33v0

V44[u0 − u∗ − T42(r0 − r∗)]









.

Виконуючи решту операцiй iз (4.12) отримуємо

wn = En
1 (w0 − T13v0) + T13E

n
3 v0,

rn − r∗ = V2E
n
2 [r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)] + V2T24E

n
4 [u0 − u∗ −

− T42(r0 − r∗)],

vn = En
3 v0,

un − u∗ = V2T42E
n
2 [r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)] +

+ V2E
n
4 [u0 − u∗ − T42(r0 − r∗)]. (4.17)

Величина V2 приведена в (4.16). Легко переконатися, що у випад-
ку n = 0 рiвностi (4.17) перетворюються в тотожностi. Перепишемо
(4.17) у бiльш зручнiй формi

wn = En
1 w0 + v0

R13

E1 − E3
(En

1 − En
3 ),

rn − r∗ = V2(r0 − r∗)[En
2 − T24T42E

n
4 ] −

− V2(u0 − u∗)T24(E
n
2 − En

4 ),

vn = En
3 v0,

un − u∗ = V2T42(r0 − r∗)[En
2 − En

4 ] + V2(u0 − u∗)[En
4 −

− T24T42E
n
2 ]. (4.18)

У випадку h = 0 система рiвнянь (4.17) скорочується до двох
(wn = vn = 0). Оскiльки E4 < 1, то En

4 швидко спадає з ростом n.
Значення величин rn та un будуть прямувати до своїх фiксованих
значень за умови

r0 − r∗ − T24(u0 − u∗) = 0, (4.19)
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яка визначає температуру фазового переходу Tc. В явному виглядi
(4.19) записується

ã2−βcΦ(0)+ q̄βcΦ(0)+
R44 − E4

βcΦ(0)R
(0)
42

√
ϕ0

(a4−ϕ0(βcΦ(0))2) = 0, (4.20)

де

ã2 = a2 + βΦ(0)Φ̄, q̄ = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2),

ϕ0 = q̄2f−2
00 (1 − s∗−2)2; f00 =

1 − 3s−dG0

γ
√

24
,

G0 = (12γ2 − 1)/24γ2. (4.21)

Таким чином маємо квадратне рiвняння для визначення температу-
ри фазового переходу Tc:

[βcΦ(0)]2

(

1 − q̄ +
√

ϕ0
R44 − E4

R
(0)
42

− Φ̄0

)

−

−a2βcΦ(0) − a4
R44 − E4

R
(0)
42

√
ϕ0

= 0.

На рис.1 приведена залежнiсть оберненої температури βcΦ(0) вiд
величини параметра Φ̄ (при b/c = 0.3 та s0 = 2). Для зручностi вве-
дений масштабний множник, оскiльки Φ(0) = 2dJ , де J вiдповiдає
постiйнiй взаємодiї найближчих сусiдiв. Для моделi Iзiнга iз взаємо-
дiєю найближчих сусiдiв J отримано [8,9] значення

βcJ = 0.2217, (4.22)

яке вiдтворюється шляхом прямого розрахунку для деякого набору
параметрiв Φ̄, b/c та s0.

На рис.2 приведена залежнiсть величини βcΦ(0)/6 вiд параметра
b/c.

Як легко бачити, значення (4.22) досягається при b/c ≈ 0.3. На
рис.3 приведена залежнiсть βcΦ(0)/6 вiд параметра s0 при b/c = 0.3
та Φ̄ = 0.092.

Проведений вище розрахунок значення Tc не ставив перед со-
бою мети знайти "точне"значення температури фазового перехо-
ду. Вiн необхiдний для визначення координати критичної точки
(T = Tc, h = 0), поблизу якої буде дослiджуватися поведiнка тер-
модинамiчних функцiй системи при наявностi зовнiшнього поля.
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Рис. 1. Залежнiсть оберненої температури βcΦ(0)/6 вiд величини па-
раметра Φ̄ (s0 = 2, b/c = 0.3).
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Рис. 2. Залежнiсть βcΦ(0)/6 вiд вiдношення радiуса дiї потенцiалу b
до сталої гратки c при s = 2 та Φ̄ = 0.092.
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Рис. 3. Залежнiсть оберненої температури фазового переходу вiд па-
раметра s0.
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Додаток 1

Дослiдимо залежнiсть кумулянтiв Mn(βh) iз (1.13) вiд величини
h′ = βh. Перепишемо вираз для статистичної суми (1.15) у вигля-
дi:

Z = 2N exp

(

1

2
βΦ0N

)

eNM0

∫

(dη)N0(dω)N0 ×

exp







1

2
β
∑

~k∈B0

[Φ(k) − Φ(0)]η~kη−~k + 2πi
∑

~k∈B0

η~kω~k







×

exp



−2πiN
d/2
0 M′

1(h
′)ω0 −

(2π)2

2
M′

2(h
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∑

~k∈B0

ω~kω−~k−

− (2π)3

3!
N

−1/2
0 M′

3(h
′)i

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

ω~k1
...ω~k3

δ~k1+...+~k3
−

− (2π)4

4!
N−1

0 M′
4(h

′)
∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

ω~k1
...ω~k4

δ~k1+...+~k4
,

− (2π)5

5!
N
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0 M′

5(h
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∑
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...ω~k5
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0 M′
6(h
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~k1,...,~k6
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...ω~k6

δ~k1+...+~k6















, (D1.1)

де

M′
1(h

′) = s
d/2
0 M1(h

′),

M′
2(h

′) = M2(h
′),

M′
3(h

′) = s
−d/2
0 (−M3(h

′)),

M′
4(h

′) = s−d
0 (−M4(h

′)),

M′
5(h

′) = s
−3d/2
0 M5(h

′),

M′
6(h

′) = s−2d
0 M6(h

′) (D1.2)

Параметр s0 ≥ 1 характеризує вигляд потенцiалу (1.3), який ви-
користовується при розрахунках. При цьому кожному значенню s0

вiдповiдає модельна система iз своїми значеннями параметрiв.
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Кривi залежностi M′
n(h) вiд величини поля h приведемо для зна-

чення s0 = 2.
Збiжнiсть iнтегралiв в (D1.1) визначається знаком парних куму-

лянтiв M2l(h).
Кумулянт M′

2(h
′) додатнiй при всiх значеннях h. Для M′

4(h
′)

маємо додатню область для h ∈ (−0.658; 0.658) та вiд’ємну для |h| >
0.658. Величина M6 додатня скрiзь, за винятком |h| ∈ (0.467; 1.472).
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Рис. D1.1. Залежнiсть коефiцiєнта M0 вiд поля h.
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Рис. D1.2. Залежнiсть вiд поля h першого непарного кумулянта M′
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Рис. D1.3. Залежнiсть вiд поля h другого кумулянта M2.
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Рис. D1.4. Поведiнка кумулянта M′
3 iз змiною поля h.
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Рис. D1.5. Залежнiсть вiд поля h четвертого кумулянта M′
4. Для

значень |h| < 0.658 кумулянт M′
4 приймає додатнi значення.
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Рис. D1.6. Залежнiсть M′
5 вiд поля h.

�� �� � � �

����

���

���

���

M
�

h

�

�

Рис. D1.7. Залежнiсть вiд поля h кумулянта M′
6. В областях |h| <

0.467 та |h| > 1.472 величина M′
6 є додатньою.
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