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Анотацiя. Дається опис загальної теорiї двох змiщених сигналiв
при ДФП. Показаний вплив iнтерференцiйних членiв на формування
зображення. Особлива увага зосереджена на випадку двох змiщених
сигналiв промудульованих плоскими хвилеями з ненульовими прос-
торовими частотами. Розраховано зображення ДФП двох змiщених
прямокутних iмпульсiв, а також представлена залежнiсть зображен-
ня ДФП вiд параметра p. Отримано зображення ДФП двох змiще-
них гаусових сигналiв промудульованих плоскою хвилею, для яких
приведенi чисельнi розрахунки. Детально розлянута область макси-
мальної модуляцiї даних сигналiв.

Cros-displaysment and modulation theory of the fractional

Fourier transform images
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Abstract. Description of the general theory of two shifted signals at the
FFT is given. Influence of the interference terms on the image formation
is pointed. Espessial attension is tern to the case of two shifted signals
modulated by plane waves with nonzero space frequencies. The FFT
images from two rectangular impulses are calculated and dependance of
the FFT image form parameter p is presented. The FFT images from
two shifted gausian signals modulated by the plane waves are obtained
and results of numerical calculations are given. Domain of the maximal
modulation for such signals is investigated in detail.
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1 Препринт

1. ВСТУП

У зв’язку з значним прогресом теорiї дробового фур’є-перетворення
(ДФП) iнтенсивно ведуться дослiдження по створенню принципово
нового оптичного корелятора, який може бути використаний для за-
дач розпiзнавання образiв та iдентифiкацiї об’єктiв.

Принцип дiї класичної схеми корелятора сумiсного фур’є-пере-
творення [1] полягає в тому, що на входi корелятора подаються два
змiщенi оптичнi сигнали: g(x, y) = f1(x+b, y)+f2(x−b, y). На виходi
першого каскаду корелятора - в фур’є-площинi реєструється вiнерiв-
ський (енергетичний) спектр просторових частот

|G(ωx, ωy)|2 = |F1(ωx, ωy)|2 + |F2(ωx, ωy)|2

+ F1(ωx, ωy)F ∗

2 (ωx, ωy) exp(2iωxb)

+ F ∗

1 (ωx, ωy)F2(ωx, ωy) exp(−2iωxb), (1)

де F (ωx, ωy) - фур’є-образ оптичного сигналу.
В роботi [2] запропоновано узагальнений корелятор на основi

ДФП, а також показано, що корелятор спiльного фур’є-перетворення
на основi звичайного фур’є-перетворення(ФП) є лише частковим ви-
падком узагальненого корелятора фур’є-перетворення(УКФП). Роз-
глянуто рiзнi випадки дробової кореляцiї в залежностi вiд параметра
ДФП i показано, що УКФП є менш чутливим до аддитивного шу-
му нiж корелятор спiльного фур’є-перетворення. Своє застосуван-
ня в теоретичному описi оптичних схем дробове фур’є-перетворення
знайшло в роботах [3, 4].

За означенням ДФП оптичного сигналу f(x) записується у ви-
глядi iнтегрального перетворення

up(x) = Fp[f(x)] =

= C1(φ)

∫

f(x0) exp

(

i
k[x2

0 + x2]

2d0tgφ

)

exp

(

−i
kxx0

d0 sin φ

)

dx0, (2)

де Fp -оператор ДФП, постiйний множник

C1(φ) =

√

k

2πd0

exp[−i(π/4 − φ/2)]√
sin φ

, (3)

k = 2π/λ - хвильове число, d0 - лiнiйна константа, φ = pπ/2, p -
параметр ДФП.
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Важливу роль в процесi iдентифiкацiї оптичних образiв вiдiграє
взаємне змiщення сигналiв. Використання ДФП замiсь звичайно-
го фур’є- перетворення при побудовi корелятора вимагає вивчення
властивостей взаємно змiщених сигналiв при ДФП.

ДФП оптичних сигналiв характеризується двома важливими
властивостями [5, 6]

поперечне змiщення сигналу на величину b

F̂p[f(x − b)] = exp

(

i
b2

2

k

d0

sinφ cos φ

)

× exp

(

−ib
k

d0

sinφx

)

up(x − b cosφ), (4)

модуляцiя сигналу плоскою хвилею частоти ω1

F̂p[f(x) exp(−iω1x)] = exp

(

−i
ω2

1

2

d0

k
sin φ cosφ

)

× exp (−iω1 cosφx) up

(

x + ω1

d0

k
sin φ

)

. (5)

Таким чином, поперечне змiщення оптичного сигналу приводить
як до поперечного змiщення ДФП пропорцiйно cosφ так i модуляцiї
(з точнiсть до постiйного квадратичного фазового множника) гармо-
нiчним сигналом з частотою яка пропорцiйна sin φ. Хоч дана влас-
тивiсть має фундаментальне значення її вивченню не придiляється
особлива увага. У роботi Алiєвої [7] детально розглянуто змiщення
ДФП для рiзних значень параметра ДФП. Дана властивiсть дослi-
джувалася в роботi Куо i Лю [2], де розлянуто випадок ДФП двох
сигналiв,

f(x, y) = f1(x, y) + f2(x − b, y) exp (iωx), (6)

один з яких є змiщений i промодульований плоскою хвилею частоти
ω.

Дана робота присв’ячена вивченню властивостей змiщених зоб-
ражень при ДФП, якi займають важливе мiсце в загальнiй теорiї
ДФП. В першiй частинi роботи розглядається загальний випадок
формування зображень двох змiщених сигналiв на основi методоло-
гiї представленої в роботi [8]. Цей випадок особливий тим, що при
розрахунку такого змiщення виникають iнтерференцiйнi члени, якi
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суттєво впливають на формування зображення. Далi на основi попе-
реднiх викладок розглядається випадок двох змiщених прямокутних
iмпульсiв i двох змiщених гаусових сигналiв, а також представленi
результати чисельного розрахунку.

2. ТЕОРЕТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК

Розглянемо загальний випадок двох змiщених та промодульованих
плоскими хвилями з ненульовими просторовими частотами оптичних
сигналiв f1(x) i f2(x)

g(x) = f1(x + b) exp (iω1x) + f2(x − b) exp (−iω1x), (7)

де b - величина змiщення, ω1 = 2πθ/λ - просторова частота хвилi.

Рис. 1. Падаюча хвиля a) - θ = 0,b) - θ 6= 0.

ДФП даного сигналу має наступний вигляд

F̂p[g(x)] = wp(x; b, ω1) = up(x; b, ω1) + vp(x; b, ω1), (8)

up(x; b, ω1) = F̂p[f1(x + b) exp (iω1x)], (9)

vp(x; b, ω1) = F̂p[f2(x − b) exp (−iω1x)]. (10)

Використоруючи метод розподiлу сигналiв [9,10], розподiл оптич-
ного сигналу (7) має наступний вигляд

Wgg∗(x0; ω0) = Wf
1

f∗
1
(x0; ω0) exp(i[ω0b + x0ω1])

+ Wf
2

f∗
2
(x0; ω0) exp(−i[ω0b + x0ω1])

+ Wf
1

f∗
2
(x0 + 2b; ω0 − 2ω1)

+ Wf
2

f∗
1
(x0 − 2b; ω0 + 2ω1). (11)
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Вiдповiдно, розподiл ДФП виражається через розподiл (11) наступ-
ним чином [11]

Ww
p
w∗

p
(x0; ω0) = Wgg∗ (t11x0 + t12ω0; t21x0 + t22ω0) , (12)

Tφ = [tij ] =









cosφ −d0

k
sin φ

k

d0

sinφ cosφ









. (13)

Iз формули (12) видно, що ДФП вхiдного оптичного сигналу вiд-
повiдає лiнiйне перетворення спряжених координат (x0; ω0) розподi-
лу даного сигналу, що описується матрицею повороту (13).

Перевага використання методу розподiлу сигналiв полягає в то-
му, що за розподiлом (12) вiдновлюється зображення ДФП [10] за
формулою

F̂−1

[

Ww
p
w∗

p
(0; ω0)

]

= |wp(x; b, ω1)|2. (14)

Формулу розподiлу iнтенсивностi отримуємо з формул (11),(14)

|wp(x; b , ω1)|2 = |up(x; b, ω1) + vp(x; b, ω1)|2 =

= F̂−1
[

Wf
1

f∗
1

(t12ω0; t22ω0) exp (i[t22ω0b + t12ω0ω1])
]

+ F̂−1
[

Wf
2

f∗
2

(t12ω0; t22ω0) exp(−i[t22ω0b + t12ω0ω1])
]

+ F̂−1
[

Wf
1

f∗
2

(t12ω0 + 2b; t22ω0 − 2ω1)
]

+ F̂−1
[

Wf
2

f∗
1

(t12ω0 − 2b; t22ω0 + 2ω1)
]

. (15)

Розглянемо окремо вклад кожного з доданкiв формули (15).
Використовуючи означення розподiлу [9], для першого доданку

отримаємо

|up(x; b, ω1)|2 =
1

2π

∫∫

f1

(

z +
t12ω0

2

)

f∗

1

(

z − t12ω0

2

)

× exp(−it22zω0) exp(iω0[x + t22b + t12ω1])dzdω0. (16)

Якщо використати замiну змiнних

z =
u1 + u2

2
; ω0 =

u1 − u2

t12
, (17)
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то в результатi iнтеграл (16) зводиться до вигляду

1

2π|t12|

∣

∣

∣

∣

∫

f1(u1) exp

(

−i
t22u

2
1

2t12

)

exp

(

i
[x + t22b + t12ω1]u1

t12

)

du1

∣

∣

∣

∣

2

=

=

∣

∣

∣

∣

up

(

x + b cosφ − ω1

d0

k
sinφ

)∣

∣

∣

∣

2

. (18)

Отримана формула описує формування зображення ДФП сигналу
f1(x + b) exp (iω1x).

Аналогiчним чином отримуємо, що формування зображення
ДФП другого оптичного сигналу f2(x − b) exp (−iω1x) описується
формулою

|vp(x; b, ω1)|2 =

∣

∣

∣

∣

vp

(

x − b cosφ + ω1

d0

k
sin φ

)∣

∣

∣

∣

2

. (19)

Очевидно, що третiй i четвертий доданки розподiлу iнтенсивностi
(15) дають iнтерференцiйний член ДФП

ip(x; b, ω1) = up(x; b, ω1)v
∗

p(x; b, ω1) + u∗

p(x; b, ω1)vp(x; b, ω1). (20)

Для першого доданку iнтерференцiйного члена отримуємо

up(x; b, ω1)v
∗

p(x; b, ω1) =

=
1

2π

∫∫

f1

(

z +
[t12ω0 + 2b]

2

)

f∗

2

(

z − [t12ω0 + 2b]

2

)

× exp(−iz[t22ω0 − 2ω1]) exp(iω0x)dω0dz. (21)

Використаємо аналогiчну (17) замiну змiнних, де ω0 = (u1 − u2 −
2b)/t12. В результатi взаємний розподiл iнтенсивностi можна записа-
ти у виглядi добутку iнтегралiв

up(x; b, ω1)v
∗

p(x; b, ω1) =

exp

(

−i
2bx

t12

)

2π|t12|

×
{∫

f1(u1) exp

(

−i
t22u

2
1

2t12

)

exp

(

i
[x + t22b + t12ω1]u1

t12

)

du1

}

×
{∫

f2(u2) exp

(

−i
t22u

2
2

2t12

)

exp

(

i
[x − t22b − t12ω1]u2

t12

)

du2

}

∗

. (22)

ICMP–02–20U 6

Використовуючи означення ДФП (2), пiсля простих перетворень от-
римуємо

up(x; b, ω1)v
∗

p(x; b, ω1) = exp

(

2i

[

b
k

d0

sin φ + ω1 cosφ

]

x

)

×up

(

x + b cosφ − ω1

d0

k
sin φ

)

v∗p

(

x − b cosφ + ω1

d0

k
sin φ

)

. (23)

Зробивши аналогiчнi перетворення для другого iнтерференцiйно-
го члена знаходимо

u∗

p(x; b, ω1)vp(x; b, ω1) = exp

(

−2i

[

b
k

d0

sinφ + ω1 cosφ

]

x

)

×u∗

p

(

x + b cosφ − ω1

d0

k
sin φ

)

vp

(

x − b cosφ + ω1

d0

k
sinφ

)

. (24)

Тепер, пiдставляючи (18), (19), (23) та (24) в (15), отримуємо за-
гальну формулу формування зображення ДФП двох змiщених i про-
модульованих оптичних сигналiв

|wp(x; Bφ, Ωφ)|2 = |up(x + Bφ) exp (iΩφx) + vp(x − Bφ) exp (−iΩφx)|2,
(25)

яка має повну аналогiю iз вхiдним сигналом (7). В формулi (25)
узагальненi параметри змiщення Bφ та частота модуляцiї Ωφ ДФП
визначаються матричним рiвнянням





Bφ

Ωφ



 =







cosφ −d0

k
sin φ

k

d0

sin φ cosφ











b

ω1



 , (26)

тобто коефiцiєнтами системи лiнiйних рiвнянь служать елементи
матрицi повороту Tφ.

Отже ми приходимо до важливого висновку, що формування зоб-
раження ДФП двох змiщених i промодульованих плоскою хвилею оп-
тичних сигналiв можна iнтерпретувати як паралельний процес змi-
щення ДФП окремих сигналiв пропорцiйно величинi Bφ та модуляцiї
ДФП плоскою хвилею з частотою Ωφ.

2.1. Граничнi випадки.

Нульове змiщення: Bφ = 0. В цьому випадку формула (25) зводи-
ться до наступного вигляду

|wp(x; 0, Ωφ)|2 = |up(x)|2 cos2(Ωφx), (27)
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звiдки легко бачити, що в даному випадку сигнали сумiщаються в
точцi, яка визначається з умови Bφ = 0. Отже в результатi ми от-
римуємо зображення одного сигналу промудульованого косинусом з
частотою Ωφ. Згiдно (27) таку умову можна переписати наступним
чином

ω1 =
2πF0β

tgφ1

, (28)

де φ1 = p1π/2, p1 - параметер ДФП, яких характеризує точку в
областi ДФП,в якiй сумiщуються сигнали. Точку в якiй сумiщуються
сигнали будемо називати точкою сумiщення.

Нульова модуляцiя: Ωφ = 0. В цьому випадку формула (25)
переписується наступним чином

|wp(x; 0, Ωφ)|2 = |up(x + Bφ) + vp(x − Bφ)|2, (29)

отже коли частота модуляцiї є рiвна нулевi то сигнали мають мак-
симальну амплiтуду.

3. РОЗПОДIЛ ДРОБОВОГО ФУР’Є-ПЕРЕТВО-
РЕННЯ ДВОХ ЗМIЩЕНИХ СИГНАЛIВ

3.1. Розподiл двох змiщених щiлин

В оптицi iзольована щiлина описується функцiєю прямокутного iм-
пульсу. У випадку двох змiщених прямокутних iмпульсiв на основi
формули (7) маємо

g(x) = rect

(

x + b

2a

)

exp (iω1x) + rect

(

x − b

2a

)

exp (−iω1x). (30)

Розподiл прямокутного iмпульсу [6] описується наступною фор-
мулою

Wrr∗(x0; ω0) = 2a

{

sin (ω0 [a + x0/2])

ω0a
rect

(

a + x0

2a

)

+
sin (ω0 [a − x0/2])

ω0a
rect

(

a − x0

2a

)}

. (31)

Пiдставивши явний вигляд розподiлу прямокутного iмпульсу в
формулу (11) отримуємо вираз розподiлу двох змiщених прямокут-
ного iмпульсiв промудульованих плоскою хвилею
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Wgg∗(x0; ω0) = 2a

{

sin (ω0 [a + x0/2])

ω0a
rect

(

a + x0

2a

)

+
sin (ω0 [a − x0/2])

ω0a
rect

(

a − x0

2a

)}

cos(ω0b + x0ω1)

+ 2a

{

sin ((ω0 − 2ω1) [a + (x0 + 2b)/2])

(ω0 − 2ω1)a
rect

(

a + (x0 + 2b)

2a

)

+
sin ((ω0 − 2ω1) [a − (x0 + 2b)/2])

(ω0 − 2ω1)a
rect

(

a − (x0 + 2b)

2a

)}

+ 2a

{

sin ((ω0 + 2ω1) [a + (x0 − 2b)/2])

(ω0 + 2ω1)a
rect

(

a + (x0 − 2b)

2a

)

+
sin ((ω0 + 2ω1) [a − (x0 − 2b)/2])

(ω0 + 2ω1)a
rect

(

a − (x0 − 2b)

2a

)}

. (32)

b)a)
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��

ω �
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Рис. 2. Поворот розподiлу двох змiщених прямокутних iмпульсiв
промудульованих плоскою хвилею на iнформацiйнiй дiаграмi при
ДФП, для рiзних значень параметрiв a)–β = 2, ω1 = 4, p = 0; b) -
β = 2, ω1 = 4, p = 0.5, при F = 2.

Розподiл двох змiщених прямокутних iмпульсiв промудульованих
плоскою хвилею зображений на Рис. 2. У випадку коли частота па-
даючої хвилi вiдмiнна вiд нуля, на Рис. 2 (a,b) ω1 = 4. У даному
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випадку розподiли, що вiдповiдають iнтерференцiйним членам вза-
ємозмiщуються. На Рис. 2 (b) розглядається випадок формування
зображення при ДФП, у випадку параметра ДФП p = 0.5, як i у
випадку одного сигналу вiдбувається поворот розподiлу на iнфор-
мацiйнiй дiаграмi на кут пропорцiйний до параметру ДФП p.

3.2. Розподiл двох змiщених гаусових сигналiв.

Важливо дослiдити властивостi розподiл Гауса при ДФП. За озна-
ченням функцiя Гауса записується у виглядi

f(x) = exp

(

− 1

2σ2
x2

)

. (33)

Скориставшись координатно-частотним розподiлом [9,10] отримуємо
аналiтичний вираз для розподiлу функцiї Гауса

Wff∗(x0; ω0) =
σ

2
√

π
exp

(

−1

4

[

x2
0

σ2
+ ω2

0σ
2

])

. (34)

Розглянемо випадок двох змiщених гаусових сигналiв промуду-
льованих плоскою хвилею

g(x) = f1(x + b) exp(ixw1) + f2(x − b) exp(−ixw1), (35)

де 2b - величина змiщення.
Використоруючи метод розподiлу сигналiв, розподiл двох змiще-

них гаусових сигналiв промудульованих плоскою хвилею має наступ-
ний вигляд

Wgg∗(x0; ω0) =
σ

2
√

π
exp

(

−1

4

[

x2
0

σ2
+ ω2

0σ
2

])

exp(ω0b + x0ω1)

+
σ

2
√

π
exp

(

−1

4

[

(x0 + 2b)2

σ2
+ (ω0 − 2ω1)

2σ2

])

+
σ

2
√

π
exp

(

−1

4

[

(x0 − 2b)2

σ2
+ (ω0 + 2ω1)

2σ2

])

. (36)

Рис. 3 зображений розподiл двох змiщених гаусових сигналiв про-
мудульованих плоскою хвилею, при значеннi параметра σ = 0.5. Лег-
ко бачити, як i в попереднiх випадках вiдбувається поворот розпо-
дiлу на iнформацiйнiй дiаграмi на кут пропорцiйний до параметру
ДФП p.
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Рис. 3. Розподiл двох змiщених гаусових сигналiв промудульованих
плоскою хвилею при σ = 0.5, a) - β = 2, ω1 = 0, p = 0; b) - β = 2, ω1 =
4, p = 0; c) - β = 2, ω1 = 4, p = 0.5

4. ЗОБРАЖЕННЯ ДРОБОВОГО ФУР’Є-ПЕРЕ-
ТВОРЕННЯ

4.1. Розподiл iнтенсивностi двох змiщених щiлин.

Пiдставимо розподiл (31) в формулу (15) i запишемо розподiлу iн-
тенсивностi зображення ДФП двох щiлин в загальному виглядi

|wp(xa; β, ω1)|2 = |up(xa; β)|2 + |vp(xa; β)|2 ± i(xa; β), (37)

i(xa; β, ω1) = up(xa; β)v∗p(xa; β) + u∗

p(xa; β)vp(xa; β). (38)

де xa = x/a, β = b/a ≥ 1, Тут перший i другий члени в (37) описують
зображення ДФП окремих змiщених щiлин, третiй iнтерференцiйний
член (38) - взаємний розподiл iнтенсивностi вiд двох щiлин.

Вiдповiдно до [6], отримуємо

|up(xa; β, ω1)|2 =
2

π

1/ sin φ
∫

0

sin (4πF0 cosφΩ[1 − Ω sin φ])

cosφΩ

× cos

(

4πF0Ω

[

xa + β cosφ − ω1

2πF0

sin φ

])

dΩ. (39)
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Зробивши аналогiчнi розрахунки для другого доданку формули
(11), отримуємо

|vp(xa; β, ω1)|2 =
2

π

1/ sin φ
∫

0

sin (4πF0 cosφΩ[1 − Ω sin φ])

cosφΩ

× cos

(

4πF0Ω

[

xa − β cosφ +
ω1

2πF0

sin φ

])

dΩ. (40)

Для iнтерференцiйного члена отримуємо наступну формулу

i(xa; β, ω1) =
2

π

1/ sin φ
∫

0

S (Ω; β) cos

(

4πF0

[

Ω +
β

sinφ

]

xa

)

dΩ

+
2

π

1/ sin φ
∫

0

S (Ω;−β) cos

(

4πF0

[

Ω − β

sin φ

]

xa

)

dΩ. (41)

де для пiдiнтегральної функцiї введено позначення

S (Ω;±β, ω1) = 4πF0 (1 − Ω sinφ)

× sinc

(

4F0

(

cosφ

[

Ω ± β

sin φ

]

∓ ω1

2πF0

)

[1 − Ω sinφ]

)

.

(42)

В результатi пiдстановки (39)-(41) в формулу (37) отримуємо ана-
лiтичний вираз для розподiлу iнтенсивностi зображень ДФП двох
змiщених щiлин.

Для знаходження спряженого зображення ДФП подiбно до [6]
здiйснимо поворот розподiлу ДФП (12) на кут π/2. Такий поворот
описується добутком матриць Tφ+π/2 = Tφ + Tπ/2. Спряжене зоб-
раження ДФП

|Wp(xa)|2 = |Up(xa)|2 + |Vp(xa)|2 ± isp(xa; β), (43)

де перший i другий члени описують спряженi зображення ДФП щi-
лин, третiй iнтерференцiйний член

isp(xa; β) = Up(xa; β)V ∗

p (xa; β) + U∗

p (xa; β)Vp(xa; β). (44)
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4.1.1. Випадок сумiщення зображень щiлин в областi ДФП.

Знайдемо загальну формулу, яка буде описувати два сумiщенi пря-
мокутнi iмпульси в областi ДФП. Таку умову можна записати на-
ступним чином

ΩMOD =
2πF0β

tgφ
. (45)

Пiдставивши в загальну формулу (37) отримуємо остаточну форму-
лу сумiщених зображень двох щiлин в областi ДФП

|wp(xa)|2 = 4 cos

(

2πF0xβ

sin φ

)2

× 2

π

1/ sin φ
∫

0

sin [4πF0Ω cosφ(1 − Ω sinφ)]

Ω cosφ
cos(4πFxaΩ)dΩ. (46)

Отже ми отримали формулу для одного прямокутного iмпульсу про-
мудульованого квадратом косинуса, який залежить вiд початкової
вiдстанi мiж щiлинами i числа Френеля якi є основними характе-
ристиками, що впливають на формування зображення, а також вiд
sinφ, що визначає точку сумiщення.

4.2. Розподiл iнтенсивностi двох змiщених гаусових сигна-

лiв

Будемо шукати аналiтичний розв’язок задачi формування зображен-
ня ДФП змiщених гаусових сигналiв у виглядi (37), для перших двох
доданкiв формули (15) отримуємо розподiли iнтенсивностi змiщених
зображень ДФП

|up(x ± Bφ)|2 =
1

2πσ2σφ(F0)
exp

(

− [x ± Bφ]
2

σ2σ2
φ(F0)

)

, (47)

де введено позначення:

Bφ = t22b + t12ω1 = b cosφ − σ2ω1

sin φ

2πF0

; (48)

σ2
φ(F0) =

t212
σ4

+ t222 =
sin2 φ

(2πF0)2
+ cos2 φ; (49)

F0 =
σ2

λd0

- число Френеля. (50)
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Очевидно, що величина σφ(F0) набуває змiсту ефективного парамет-
ра функцiї Гауса, для якого число Френеля F0 служить масштабним
множником. Це дає пiдстави розглядати параметр σφ(F0) як дробо-
вий параметр гаусового сигналу, який в залежностi вiд кута повороту
φ змiнюється по елiптичнiй траєкторiї.

Iз врахуванням (48)-(50) для iнтерференцiйного члена отримує-
мо:

ip(x) =
1

πσ2σφ(F0)
exp



−

[

x2 + B2
φ

]

σ2σ2
φ(F0)





× cos









2

[

b

σ

sin φ

2πF0

+ σω1 cosφ

]

σ2
φ(F0)

x

σ









. (51)

Тепер в формулах (47) i (51) можна перейти до безрозмiрної ко-
ординати xσ = x/σ. Тодi на основi (48) вiдношення Bφ/σ = Bn

φ набу-
ває змiсту безрозмiрної величини поперечного змiщення зображення
ДФП.

Результуючий розподiл iнтесивностi можна записати формулою

|wp(x)|2 =
1

πσφ(F0)
exp



−

[

x2
σ + (Bn

φ )2
]

σ2
φ(F0)





×
{

ch

(

2Bn
φxσ

σ2
φ(F0)

)

+ cos

(

2Ωn
φxσ

σ2
φ(F0)

)}

, (52)

де нормованi параметри поперечного змiщення Bn
φ та частоти моду-

ляцiї Ωn
φ визначаються iз матричного рiвняння 26, звiдки видно, що

detTGaus
φ = σ2

φ(F0).

5. ГРАНИЧНI ВИПАДКИ

5.1. Випадок двох змiщених щiлин.

1. Просторово-частотна площина: p = 1, φ = π/2. У цьому
випадку формула (37) зводиться до вигляду вiнерiвського спектру
двох змiщених щiлин

|up=1(xa)|2 = 16F0

{

sin(2πF0xa)

2πF0xa
cos (2πF0βxa)

}2

. (53)
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2. Координатна площина: p = 0, φ = 0. В даному випадку легко
показати, що iнтерференцiйнi члени рiвнi нулевi. Тодi формула (37)
зводиться до вигляду зображень двох щiлин

|wp=0(xa)|2 = rect

(

xa + β

2

)

+ rect

(

xa − β

2

)

. (54)

5.2. Випадок двох змiщених гаусових сигналiв.

Просторово-частотна площина: p = 1, φ = π/2. У цьому випадку
формула (37) зводиться до вигляду

|wp=1(x)|2 = 4F0

{

π2 exp
(

−4π2F 2x2
)

+
1

4
exp

(

−x24π2F 2
)

cos

(

βx

πF0

)}

.

(55)

6. ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ

6.1. Двi змiщенi щiлини.

На Рис. 4 i Рис. 5 представлено зображення ДФП вiд двох змiще-
них щiлин промодульованих плоскими хвилями з ненульовими прос-
торовими частотами при рiзних значеннях параметра ДФП p. При
φ = 450 на Рис. 4 зображення повнiстю сумiщаються в областi ДФП
(Bn

φ = 0). Результуюче зображення утворюється як наслiдок сумi-
щення двох щiлин, якi є промодульованi косинусоїдою. В даномому
випадку модуляцiя вiдбувається за рахунок впливу iнтерференцiй-
них членiв на формування зображення, який в даному випадку є
максимальним. При φ = 300 i φ = 600 (Рис. 4) зображення є част-
ково сумiщеними (Bφ 6= 0) i влив iнтерференцiйних членiв є значно
меншим. У випадку коли Bφ має максимальне (Ωφ = 0) значення
вплив iнтерференцiйних членiв вiдсутнiй. Аналогiчно на Рис. 5 зоб-
раження повнiстю сумiщенi при φ = 600 i частково сумiщенi при
φ = 500 i φ = 700.

На Рис. 6 зображено областi сумiщення в областi ДФП i легко
бачити, що частота модуляцiї залежить вiд параметра ДФП p та
змiнюється пропорцiйно до величини 1/ sinφ.

6.2. Два змiщенi гаусовi сигнали.

На Рис. 7 i Рис. 8 представлена область максимальної модуляцiї зоб-
ражень двох гаусових сигналiв промудульованих плоскою хвилею
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Рис. 4. Область максимальної модуляцiї двох щiлин промодульова-
них плоскою хвилею, для рiзних значень параметра ДФП b=4, F=1,
a = 1, ω1 = 8π.
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Рис. 5. Область максимальної модуляцiї двох щiлин промодульова-
них плоскою хвилею, для рiзних значень параметра ДФП b=7, F=1,
a = 1, ω1 = 8π.
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Рис. 6. Зображення двох змiщених щiлин промудульованих плоскою
хвилею при ДФП в областi максимальної модуляцiї, для рiзних зна-
чень параметра ДФП,число Френеля F0 = 2, β = 2
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при ДФП. Легко бачити, що зображення ДФП до i пiсля точки мак-
симальної модуляцiї є рiзними, що зумовлено тим, що в даному ви-
падку маємо розбiжну сферичну хвилю. При φ = 450 на Рис. 7 зобра-
ження повнiстю сумiщаються в областi ДФП (Bφ = 0). При φ = 300

i φ = 550 (Рис. 7) зображення є частково сумiщеними (Bφ 6= 0).
Аналогiчно на Рис. 8 зображення повнiстю сумiщенi при φ = 600 i
частково сумiщенi при φ = 500 i φ = 650. Як i у випадку сумiщення
двох щiлин максимальний влив iнтерференцiйних членiв має мiсце в
точцi повного сумiщення (Bφ = 0) i спадає з ростом Bφ. Коли (Bφ)
набуває максимального значення (Ωφ = 0) вплив iнтерференцiйних
членiв зникає.
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Рис. 7. Область максимальної модуляцiї двох гаусових сигналiв про-
мудульованих плоскою хвилею, для рiзних значень параметра ДФП
b=4,F=1,σ = 1,ω1 = 8π.
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Рис. 8. Область максимальної модуляцiї двох гаусових сигналiв про-
мудульованих плоскою хвилею, для рiзних значень параметра ДФП
b=7,F=1,σ = 1,ω1 = 8π.
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