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АНОТАЦIЯ

Гутак Т.I. Термодинамiка фрустрованих квантових спiнових систем. —Ква-

лiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 104 —Фiзика та астрономiя. — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН

України, Львiв, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню термодинамiки квантових

фрустрованих спiнових систем. Розумiння спостережуваних властивостей магнi-

тоактивних дiелектричних кристалiв потребує розумiння граткових спiнових мо-

делей. Якщо обмiннi взаємодiї мiж сусiднiми магнiтними йонами конкурують так,

що дуже багато спiнових конфiгурацiй мають однакову енергiю i не виникає жо-

дного магнiтного порядку, то маємо справу iз фрустрацiями. Фрустрацiї разом з

квантовими флуктуацiями, а також з тепловими флуктуацiями можуть бути при-

чиною появи несподiваних макроскопiчних властивостей. З другого боку, аналiз

таких властивостей становить труднощi через нестачу методiв обчислень (аналiти-

чних i числових), якi належно враховували б особливостi фрустрованих квантових

спiнових систем.

Деякi одновимiрнi декорованi (фрустрованi) моделi Iзинга при певних зна-

ченнях модельних параметрiв (обмiнних взаємодiй i магнiтних полiв) виявляють

незвичнi для одновимiрних систем низькотемпературнi властивостi [L. Gálisová

and J. Strečka, Phys. Rev. E 91, 022134 (2015)]. При певному скiнченному значен-

нi температури першi похiднi вiд вiльної енергiї, такi як внутрiшня енергiя чи

ентропiя, мають стрибкоподiбну залежнiсть. Водночас другi похiднi вiд вiльної

енергiї — теплоємнiсть чи магнiтна сприйнятливiсть, а також кореляцiйна довжи-

на сягають аномально великих значень. При цьому вiльна енергiя i вищезгаданi

термодинамiчнi величини залишаються аналiтичними функцiями температури.

Цi низькотемпературнi особливостi одновимiрних декорованих систем в лiтерату-

рi називають псевдопереходами, а температуру, при якiй вони спостерiгаються —

псевдокритичною температурою. Вiдомо, що у певному iнтервалi температур по-
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близу псевдокритичної температури (але не у псевдокритичнiй точцi) такi моделi

виявляють степеневу поведiнку кореляцiйної довжини, теплоємностi чи магнiтної

сприйнятливостi iз показниками, якi не погоджуються з добре вiдомими спiввiд-

ношеннями скейлiнгу. У дисертацiйнiй роботi пояснено природу псевдопереходiв.

Для того, щоб виявити причину цих низькотемпературних особливостей розгля-

нуто декiлька декорованих систем: двонога драбинка Iзинга iз тримерними ща-

блями у нульовому магнiтному полi, спiн–1/2 Iзинг–XY Z ромбiчний ланцюжок,

спiн–електронний ланцюжок подвiйних тетраедрiв i спiн–1/2 ланцюжок подвiйних

тетраедрiв Iзинга–Гайзенберга.

Застосувавши декорацiйно–iтерацiйне перетворення для двоногої драбинки

Iзинга iз тримерними щаблями, побудовано ефективний гамiльтонiан на звичай-

нiй двоногiй драбинцi Iзинга iз залежною вiд температури взаємодiєю на щаблях.

При певному значеннi температури (яке вiдповiдає псевдокритичнiй температу-

рi) обмiнна взаємодiя на щаблях дорiвнює нулевi, що приводить до ефективного

розщеплення драбинки на два невзаємодiючi ланцюжки Iзинга. Якщо псевдокри-

тична температура є достатньо малою (у одиницях обмiнної взаємодiї вздовж

ланцюжкiв), тодi спостерiгатимуться слiди критичної поведiнки простого лан-

цюжка Iзинга при нульовiй температурi та нульовому полi. Показано, що в око-

лi псевдокритичної температури (але не у псевдокритичнiй точцi) модель вияв-

ляє квазiкритичну поведiнку: кореляцiйна довжина має квазiкритичний показник

α = α′ = 1, а теплоємнiсть γ = γ′ = 3.

Декорацiйно–iтерацiйне перетворення для кiлькох декорованих класично–

квантових ланцюжкiв приводить до ефективного гамiльтонiану ланцюжка Iзинга

iз залежною вiд температури обмiнною взаємодiєю i магнiтним полем. У псевдо-

критичнiй точцi ефективне магнiтне поле дорiвнює нулевi i модель вiдповiдає про-

стому ланцюжку Iзинга у нульовому полi. I у цьому випадку низькотемпературнi

особливостi пов’язанi iз критичною поведiнкою простого ланцюжка Iзинга при

нульовiй температурi та нульовому полi. Квазiкритичнi показники декорованих

класично–квантових ланцюжкiв спiвпадають iз отриманими для двоногої дра-

бинки Iзинга. Таким чином, встановлено причину виникнення псевдокритичної
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поведiнки для низки одновимiрних декорованих (фрустрованих) моделей Iзинга.

Дослiдження впливу геометричної фрустрацiї на термодинамiчну поведiнку

квантових тривимiрних спiнових систем проводилося на прикладi гратки пiро-

хлору, яка є найбiльш фрустрованою граткою у трьох вимiрах. Для цього розгля-

дається феромагнiтна i антиферомагнiтна квантова S = 1/2 модель Гайзенберга

на тривимiрнiй гратцi пiрохлору. Для обидвох випадкiв отриманi результати по-

рiвнювалися iз вiдповiдними результатами для нефрустрованої моделi на простiй

кубiчнiй гратцi. В наближеннi середнього поля обидвi гратки еквiвалентнi (мають

однакове число найближчих сусiдiв z = 6). Тому при порiвняннi термодинамiчних

величин вдається проiлюструвати вплив геометричної фрустрацiї при скiнченних

температурах.

Термодинамiчнi та динамiчнi властивостi квантового S = 1/2 феромагне-

тика Гайзенберга розглядалися методом двочасових функцiй Грiна в наближеннi

Тяблiкова (наближення хаотичних фаз). В цьому наближеннi ланцюжок рiвнянь

руху для двочасових функцiй Грiна обривається на першому кроцi i вiдразу ж

приходимо до опису, який виходить за межi теорiї середнього поля. В рамках

такого опису спектр спiнових хвиль моделi перенормовується параметром поряд-

ку (намагнiченiстю), для якого отримується самоузгоджене рiвняння. З аналiзу

самоузгодженого рiвняння для намагнiченостi знайдено значення критичної тем-

ператури Tc i температурну залежнiсть намагнiченостi у феромагнiтнiй фазi i

однорiдної магнiтної сприйнятливостi у парамагнiтнiй фазi. Обчисленi результати

для намагнiченостi та теплоємностi (для температур нижче критичної) i однорi-

дної магнiтної сприйнятливостi (для температур вище критичної) порiвнювалися

iз результатами симуляцiй методом квантового Монте Карло. Обчислений дина-

мiчний структурний фактор порiвнювався з експериментом iз непружнiм розсi-

янням нейтронiв для сполуки Lu2Mo2O5N2. Отриманий в наближеннi Тяблiкова

динамiчний структурний фактор якiсно правильно описує експериментальнi данi.

Термодинамiка квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гра-

тцi пiрохлору розглядалась в рамках методу ентропiї [B. Bernu and C. Lhuillier,

Phys. Rev. Lett. 114, 057201 (2015)]. На основi високотемпературних розвинень
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до тринадцятого порядку за оберненою температурою для теплоємностi та магнi-

тної сприйнятливостi проводилась iнтерполяцiя за припущення про рiзнi сцена-

рiї низькотемпературної поведiнки. Низькотемпературна поведiнка теплоємностi

залежить вiд спектру низькоенергетичних збуджень системи. У випадку безщi-

линного спектру теплоємнiсть має степеневу асимптотику c ∝ T α, а у випадку

спектру iз щiлиною — термiчно активовану асимптотику c ∝ e−∆/T . У роботi

дослiджувалась iнтерполяцiя методом ентропiї для обидвох випадкiв. При до-

ступному тринадцятому порядку високотемпературних розвинень самоузгоджена

процедура в методi ентропiї, побудована на аналiзi найбiльшої кiлькостi близь-

ких Паде апроксимант, дає пiдстави вважати, що сценарiй безщiлинного спектру

бiльш достовiрний з можливими значеннями показникiв степеневої асимптоти-

ки теплоємностi α = 3/2, 2, 5/2. Температурний профiль теплоємностi c(T ) не

мiстить низькотемпературних особливостей типу додаткового максимуму чи пле-

ча. Однак, максимум теплоємностi значно зсунутий в область низьких темпера-

тур T ≈ 0.25 (в одиницях обмiнної взаємодiї J). Така поведiнка спостерiгається

безвiдносно до припущень про спектр низькоенергетичних збуджень. Магнiтна

сприйнятливiсть χ(T ) має широкий максимум. Для значень χ0 = 0.08, . . . , 0.1 (χ0

є значення магнiтної сприйнятливостi при T = 0) результати методу ентропiї до-

бре узгоджуюються iз даними симуляцiй методом дiаграматичного Монте Карло.

Ключовi слова: декорованi ланцюжки Iзинга, псевдокритична поведiнка,

гратка пiрохлору, метод двочасових функцiй Грiна, високотемпературнi розви-

нення, метод ентропiї.
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ABSTRACT

Hutak T.I. Thermodynamics of frustrated quantum spin systems. — Qualify-

ing scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy on the speciality 104 — Physics

and Astronomy. — Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy

of Sciences of Ukraine, Lviv, 2021.

The thesis is devoted to the study of the thermodynamics of the frustrated

quantum spin systems. Understanding of the observable properties of Mott insula-

tors requires understanding of the lattice spin models. When the exchange interac-

tions between the neighboring magnetic ions compete in such a way that a lot of

spin configurations have the same energy and there is no magnetic order, one faces

frustration. Frustration together with the quantum and thermal fluctuations can

lead to appearance of new unexpected macroscopic properties. On the other hand,

analysis of such systems is a difficult task due to the absence of reliable analytical

and numerical methods for the frustrated quantum spin systems.

Some one-dimensional decorated (frustrated) Ising models show peculiar low-

temperature behavior for particular sets of model parameters (intersite exchange

interactions and magnetic fields), see e.g., L. Gálisová and J. Strečka, Phys. Rev. E

91, 022134 (2015). At some finite temperature, the values of the first derivatives of

the free energy, namely, the internal energy and the entropy, exhibit a very steep rise

and fall behavior. At the same time, the second derivatives of the free energy such

as the specific heat and the magnetic susceptibility as well as the correlation length

reach abnormally large values. However, the free energy and the above mentioned

thermodynamic functions remain continuous functions of the temperature. Such

an unexpected low-temperature behavior was coined the pseudo-transition and the

corresponding temperature was coined the pseudocritical temperature. Such sys-

tems show a power-law behavior in the vicinity of the pseudocritical temperature

(but not at the pseudocritical point) characterized by quasicritical exponents which

contradict well-known scaling relations. To reveal the reason for the emergence
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of pseudo-transitions, we consider a number of decorated one-dimensional systems.

Namely, the two-leg ladder Ising model with trimer rungs, the spin–1/2 Ising–XY Z

diamond chain, the double–tetrahedral chain of localized Ising spins and mobile

electrons, and the spin–1/2 Ising–Heisenberg double-tetrahedral chain.

After a decoration-iteration transformation, the effective Hamiltonian for the

two-leg ladder Ising model with trimer rungs becomes the simple two-leg rail-road

Ising ladder Hamiltonian with the temperature-dependent interactions J⊥(T ) for

the interleg coupling. At some finite temperature Tp (pseudocritical temperature)

J⊥(T ) vanishes: J⊥(Tp) = 0. Effectively, this corresponds to a splitting of the

two-leg ladder into two independent Ising chains. For sufficiently small values of

the pseudocritical temperature (in the units of exchange coupling of the chain),

the traces of the simple Ising chain criticality at zero temperature and zero field

are clearly seen. Around the pseudocritical temperature (but not in the immediate

vicinity of the pseudocritical temperature) the model shows pseudo-critical behavior.

The correlation length follows a power law with the quasicritical exponent α =

α′ = 1 and the specific heat follows a power law with the quasicritical exponent

γ = γ′ = 3.

The decoration-iteration transformation for a number of considered deco-

rated classical–quantum chains leads to the simple Ising chain Hamiltonian with

the temperature-dependent exchange interaction and magnetic field. The effective

magnetic field vanishes at the pseudocritical temperature and, consequently, the

model corresponds to the simple Ising chain at zero magnetic field. Therefore, the

low-temperature peculiarities of the decorated Ising chains show up from the simple

Ising chain criticality at the zero temperature and field. Quasicritical exponents

of the decorated classical–quantum chains coincide with the ones obtained for the

two-leg Ising ladder. As a result, the reason for the peculiar low-temperature behav-

ior of some spin–1/2 decorated (frustrated) one-dimensional Ising models has been

revealed.

To study the influence of geometrical frustration on thermodynamics of a

three-dimensional quantum spin systems we consider a pyrochlore lattice. The py-
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rochlore lattice is the most frustrated lattice in three dimensions. The results for

the ferromagnetic and antiferromagnetic quantum S = 1/2 Heisenberg model should

be compared to the corresponding results for the unfrustrated model on a simple

cubic lattice. Both lattices are indistinguishable at the mean-field level having the

same number of nearest neighbor sites z = 6. The comparison between thermody-

namic observables allows to illustrate the effect of geometrical frustration at finite

temperatures.

Thermodynamic and dynamic properties of quantum S = 1/2 ferromagnetic

Heisenberg model were studied by the double-time temperature-dependent Green

functions method within the random phase approximation. The equations of motion

were decoupled at the first step. Such approximation yields already a description

beyond the mean-field theory level. The spin-wave spectrum is renormalized by the

order parameter (magnetization) which in turn satisfies a self-consistent equation.

The value of the critical temperature Tc and the temperature dependence of the

magnetization in the ferromagnetic phase and the magnetic susceptibility in the

paramagnetic phase were found from the analysis of the self-consistent equation for

magnetization. We compare the magnetization and the specific heat (for the temper-

atures below the critical one) and the magnetic susceptibility (for the temperatures

above the critical one) with the results of quantum Monte Carlo simulations. The

dynamic structure factor was compared with inelastic neutron scattering data for

Lu2Mo2O5N2 material and a satisfactory agreement has been found.

To study the thermodynamics of the quantum S = 1/2 antiferromagnetic

Heisenberg model we used the entropy method [B. Bernu and C. Lhuillier, Phys.

Rev. Lett. 114, 057201 (2015)]. The interpolation between high temperatures

(based on the 13-th order high-temperature expansion for the specific heat and

the magnetic susceptibility) and low temperatures according to different scenarios

for the low-energy excitation spectrum has been made. The low-temperature de-

pendence of the specific heat is determined by the nature of low-energy excitation

spectrum of the system. In the case of gapless spectrum, the specific heat follows

a power-law behavior c ∝ T α, whereas for the gapped spectrum, the specific heat
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is thermally activated, i.e., c ∝ e−∆/T . The interpolation within the framework of

the entropy method was made for both cases. We apply a self-consistent procedure

within the entropy method based on the largest number of coinciding Pade approx-

imants to analyze the thermodynamic observables. For the available order of the

high-temperature expansion, the assumption of the gapless spectrum is more robust

with the best results for the exponent α = 3/2, 2, 5/2. The specific heat c(T )

does not have any extra low-temperature features like a peak or shoulder. However,

the location of the main maximum is significantly shifted to lower temperatures

T ≈ 0.25 (in the units of the exchange coupling J). This behavior is independent

of the assumed type of low-energy excitations. The magnetic susceptibility χ(T )

has a broad maximum. For the value χ0 = 0.08, . . . , 0.1 (χ0 is the susceptibility at

T = 0) the entropy method results agree well with the diagrammatic Monte Carlo

simulations data.

Keywords: decorated Ising chains, pseudo-critical transitions, pyrochlore lat-

tice, double-time Green function method, high-temperature expansion, entropy

method.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Фрустрованi квантовi спiновi системи є серед найцi-

кавiших об’єктiв у фiзицi магнетизму [1–5]. Конкуренцiя обмiнних взаємодiй мiж

сусiднiми локалiзованими магнiтними моментами, спричинена геометричною фру-

страцiєю, приводить до рiзноманiття нових екзотичних фаз (наприклад, до стану

квантової спiнової рiдини, спiнового льоду тощо). Проблема еспериментального

пiдтвердження [6] чи навiть класифiкацiї основних станiв таких систем [7] ще да-

лека вiд остаточного вирiшення.

Окрiм декiлькох спецiальних випадкiв (наприклад, для квантової моделi

Кiтаєва на шестикутнiй гратцi [8]), точнi розв’язки для фрустрованих спiнових

систем знайти не вдається. Значний прогрес у числових дослiдженнях квантових

спiнових систем на двопiдграткових гратках досягнуто числовими симуляцiями

методом квантового Монте Карло [9]. Однак, для геометрично фрустрованих си-

стем цей потужний метод не застосовний через так звану «проблему знаку» [10].

Симуляцiї одновимiрних i двовимiрних квантових спiнових систем методом точної

дiагоналiзацiї [11, 12] i методом ренормалiзацiйної групи для матрицi густини [13–

16] дають змогу отримати точнi результати для скiнченних систем. Але доступнi

зараз розмiри таких систем не завжди достанi для того, щоб надiйно описува-

ти спостережуванi величини у термодинамiчнiй границi. Брак методiв особливо

вiдчутний для тривимiрних фрустрованих квантових спiнових систем.

Важливу роль у фiзицi магнетизму спiнових систем вiдiграють так званi де-

корованi моделi Iзинга [17]. Iз допомогою декорацiйно–iтерацiйного перетворення

i перетворення трикутник–зiрка для певних Iзингових моделей вдається обчисли-

ти статистичну суму, а вiдтак i знайти термодинамiчнi спостережуванi. Останнiм

часом активно дослiджуються одновимiрнi декорованi моделi Iзинга. Роль деко-
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рацiї вiдiграють рiзноманiтнi класичнi чи квантовi скiнченнi системи (наприклад,

спiни Гайзенберга [18, 19] чи електрони iз взаємодiєю Габарда [20]). Такi моде-

лi можна успiшно застосовувати для опису термодинамiчних величин реальних

матерiалiв, наприклад, полiмерних ланцюжкiв [Dy2Cu2]n [21, 22] i [DyCuMoCu]∞
[23]. Нещодавно для низки таких моделей було виявлено незвичну низькотемпе-

ратурну поведiнку термодинамiчних величин, яка поблизу певного скiнченного

значення температури нагадує фазовi переходи першого i другого роду [20], а ко-

реляцiйна довжина, теплоємнiсть i магнiтна сприйнятливiсть сягають величезних

значень i виявляють степеневу поведiнку [24].

Найбiльш геометрично фрустрованою граткою у тривимiрному просторi є

гратка пiрохлору. Дослiдження властивостей основного стану квантової антифе-

ромагнiтної моделi Гайзенберга на цiй гратцi є предметом дослiджень протягом

останнiх тридцяти рокiв. Попри значнi зусилля, природа основного стану i низь-

коенергетичних збуджень досi не вiдома. Через брак доступних методiв термоди-

намiчну поведiнку моделi дослiджували ще менше.

Актуальнiсть дисертацiйної роботи полягає у дослiдженнi декорованих

одновимiрних систем Iзинга, якi виявляють незвичну поведiнку при скiнченних

температурах. Цi низькотемпературнi особливостi активно обговорюють в лiтера-

турi протягом останнiх п’яти рокiв [18, 20, 24–27]. Запропонований у дисертацiйнiй

роботi аналiз ефективних гамiльтонiанiв таких моделей дозволяє виявити причи-

ну виникнення цих низькотемпературних особливостей. Розгляд термодинамiки

квантового S = 1/2 феромагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору методом

двочасових функцiй Грiна в наближеннi хаотичних фаз заповнює прогалину у

теоретичних дослiдженнях цiєї моделi. Отриманi результати для теплоємностi та

магнiтної сприйнятливостi квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга

на гратцi пiрохлору методом ентропiї є одними з перших, де термодинамiка цiєї

моделi отримана на всьому температурному iнтервалi. Цi результати можуть бу-

ти корисними для подальших експериментальних i теоретичних дослiджень цiєї

моделi. Крiм того, метод ентропiї дозволяє отримати i енергiю основного стану

S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Ця проблема iнтен-
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сивно обговорюється останнi два роки [15, 28].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт в

рамках бюджетних тем НАН України: “Квантовi багаточастинковi ґратковi систе-

ми”: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (2013-2017 рр., номер держ-

реєстрацiї 0112U007761), “Сильнi кореляцiї i конкуренцiiї взаємодiй у класичних

i квантових граткових системах рiзної вимiрностi” (2018-2022 рр., номер держ-

реєстрацiї 0118U003010) i “Ефекти фрустрацiї у квантових спiнових системах”

(2019 р., номер держреєстрацiї 0191U103413).

Мета i задачi дослiдження. Об’єктом дослiдження є геометрично фру-

строванi квантовi спiновi гратковi системи у рiзних вимiрностях простору.

Предмет дослiдження — термодинамiчна поведiнка геометрично фрустро-

ваних систем: низькотемпературнi особливостi одновимiрних декорованих моде-

лей Iзинга (псевдопереходи) i термодинамiчнi властивостi квантової S = 1/2 мо-

делi Гайзенберга на гратцi пiрохлору з феромагнiтною чи антиферомагнiтною

мiжвузловими взаємодiями у всьому iнтервалi температур.

Метою роботи є дослiдження впливу геометричної фрустрацiї на спостере-

жуванi величини (теплоємнiсть, намагнiченiсть, сприйнятливiсть тощо) при скiн-

ченних температурах для квантових спiнових систем у рiзнiй вимiрностi простору.

Завданнями роботи є:

– дослiдити низькотемпературну поведiнку двоногої драбинки Iзинга у ну-

льовому магнiтному полi; дослiдити причину виникнення аномально великих зна-

чень кореляцiйної довжини i теплоємностi, а також стрибкоподiбну залежнiсть

внутрiшньої енергiї i ентропiї при певних скiнченних температурах;

– дослiдити низькотемпературну поведiнку декорованих ланцюжкiв Iзин-

га: спiн–1/2 Iзинг–XY Z ромбiчного ланцюжка, спiн–електронного ланцюжка по-

двiйних тетраедрiв i спiн–1/2 ланцюжка подвiйних тетраедрiв Iзинга–Гайзенберга;

дослiдити аномально великi значення кореляцiйної довжини, теплоємностi й ма-

гнiтної сприйнятливостi, а також стрибкоподiбну залежнiсть внутрiшньої енергiї
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i ентропiї вiд температури при певних скiнченних температурах;

– дослiдити термодинамiку квантового S = 1/2 феромагнетика Гайзенбер-

га на гратцi пiрохлору в рамках методу двочасових функцiй Грiна в наближеннi

Тяблiкова; отримати значення критичної температури, а також температурну за-

лежнiсть намагнiченостi i теплоємностi (для температур нижче критичної) i ма-

гнiтної сприйнятливостi (для температур вище критичної) у цьому наближеннi;

результати порiвняти iз симуляцiями методом квантового Монте Карло, високо-

температурними розвиненнями i результатами методу двочасових функцiй Грiна

в наближеннi Кондо–Ямаджi; результати для динамiчного структурного фактора

порiвняти iз експериментальними;

– дослiдити термодинамiку квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гай-

зенберга на гратцi пiрохлору в рамках методу ентропiї; провести iнтерполяцiю

високотемпературних розвинень для теплоємностi й магнiтної сприйнятливостi за

того чи iншого припущення про можливий сценарiй низькотемпературної поведiн-

ки системи; оцiнити значення енергiї основного стану моделi; отриманi результати

порiвняти iз симуляцiями методом дiаграматичного Монте Карло для високих i

промiжних температур.

Методи дослiдження. У роботi використовується метод матрицi перено-

су для обчислення статистичної суми декорованих одновимiрних моделей Iзинга,

метод двочасових функцiй Грiна в наближеннi Тяблiкова для обчислення термо-

динамiчних i динамiчних величин квантового S = 1/2 феромагнетика Гайзенбер-

га на гратцi пiрохлору, метод ентропiї для обчислення термодинамiчних величин

квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Вико-

ристовуються i числовi методи для конструювання iнтерполяцiй та розв’язування

систем рiвнянь, побудови Паде апроксимант тощо.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi отри-

мано ефективний гамiльтонiан для двоногої драбинки Iзинга iз тримерними ща-

блями. На його основi встановлено, що низькотемпературнi особливостi цiєї си-

стеми, якi обговорювалися у двох роботах В. Їна 2020 року [26, 27], пов’язанi iз

ефективним розщепленням драбинки на два ланцюжки Iзинга. На основi ана-
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лiзу ефективних гамiльтонiанiв для спiн–1/2 Iзинг–XY Z ромбiчного ланцюжка,

спiн–електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв i спiн–1/2 ланцюжка подвiй-

них тетраедрiв Iзинга–Гайзенберга було показано, що їхня незвична низькотем-

пературна поведiнка i квазiкритична поведiнка поблизу скiнченної температури

Tp зумовлена критичною поведiнкою простого одновимiрного ланцюжка Iзинга в

нульовому магнiтному полi, коли T → 0. Це пояснило чому спостерiгаються псев-

допереходи, якi почали iнтенсивно обговорювати починаючи iз статтi Л. Ґалiсової

та Й. Стречки 2015 р. [20].

Термодинамiчнi i динамiчнi величини для квантового S = 1/2 феромагнети-

ка Гайзенберга дослiджувались методом двочасових функцiй Грiна в наближеннi

хаотичних фаз. Отриманi результати заповнили прогалину у аналiтичних дослi-

дженнях цiєї моделi (досi таких результатiв не було) i показали застосовнiсть

методу двочасових функцiй Грiна до такого типу спiнових моделей. Цiлком нове

застосування методу ентропiї, запропонованого Б. Берну i спiвробiтниками [29],

до S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору є предметом

найсвiжiших обговорень i порiвняння iз здобутками симуляцiй методом ренор-

малiзацiйної групи для матрицi густини [15] i симуляцiй методом багатозмiнного

варiацiйного Монте Карло [28]. Вперше побудовано термодинамiку (теплоємнiсть

i магнiтну сприйнятливiсть) квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга

для всiх температур 0 ≤ T <∞ у методi ентропiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi результати

можуть бути основою для подальших теоретичних студiй, а також використанi

для аналiзу експериментальних даних для пiрохлорiв, двовимiрних фрустрованих

квантових магнетикiв (наприклад, на гратцi квадратне кагоме). Окремi фрагмен-

ти представленого у дисертацiї дослiдження можна використати у спецкурсах для

аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiй-

снив науковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук, професор

О. В. Держко. У спiльних публiкацiях автору дисертацiї належить:
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• застосування декорацiйно-iтерацiйного перетворення до двоногої драбинки

Iзинга iз тримерними щаблями; аналiтичнi обчислення i аналiз термодина-

мiчних величин;

• аналiз ефективних гамiльтонiанiв для спiн–1/2 Iзинг–XY Z ромбiчного лан-

цюжка, спiн–електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв i спiн–1/2 лан-

цюжка подвiйних тетраедрiв Iзинга–Гайзенберга i побудова фазових дiаграм

на площинi T/J− H/J; аналiз термодинамiчних величин;

• отримання рiвнянь руху для двочасових функцiй Грiна в наближеннi Тя-

блiкова, аналiз самоузгодженого рiвняння для намагнiченостi, аналiтичнi

обчислення для сприйнятливостi i теплоємностi;

• аналiз високотемпературних розвинень теплоємностi i магнiтної сприйня-

тливостi методом Паде апроксимант i методом ентропiї; розробка програм

для реалiзацiї цих методiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень було пред-

ставлено на конференцiях: XVIII, XIX, XX, XXI Всеукраїнськi школи-семiнари

i конкурси молодих вчених зi статистичної фiзики i теорiї конденсованої речо-

вини (Львiв, 2018, 2019, 2020 та 2021 рр.), Statistical Physics: Modern Trends and

Applications (Львiв, 2019) i Korrelationstage 2021 (Дрезден, 2021), а також на семi-

нарах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України i семiнарах вiддiлiв

статистичної теорiї конденсованих систем i квантової статистики цього iнституту.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 10 наукових праць, з

них: 4 статтi у фахових наукових виданнях [30–33] та 6 тез конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, роз-

дiлу з оглядом лiтератури та двох роздiлiв основної частини, у яких викладенi

результати дослiджень дисертанта, а також загальних висновкiв, списку вико-

ристаної лiтератури, 4 додаткiв, 46 рисункiв та 3 таблиць. Робота викладена на

93 сторiнках (повний обсяг разом з лiтературою та додатками — 124 сторiнки),

бiблiографiчний список мiстить 172 найменування публiкацiй у вiтчизняних та

закордонних виданнях.
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У Вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-

боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв та

наведено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури за темою дисертацiйної

роботи. Обговорено вплив геометричної фрустрацiї на поведiнку спiнових гратко-

вих систем в основному станi при T = 0 i при скiнченних температурах T > 0.

Особливу увагу вiдведено обговоренню моделей, якi мають експериментальну ре-

алiзацiю, i на вiдкритi питання в теорiї i фiзицi квантового магнетизму. Також

обговорено наявнi методи i сучасний стан комп’ютерних симуляцiй. В кiнцi роз-

дiлу сформульовано задачi, якi розглядатимуться в дисертацiйнiй роботi.

Другий роздiл присвячений дослiдженню низькотемпературних особливо-

стей одновимiрних декорованих драбинок i ланцюжкiв Iзинга. Роздiл починається

iз вступної частини. Вводяться поняття декорованої моделi Iзинга i приклади екс-

периментальних сполук, якi реалiзують такi системи. Наведений короткий огляд

проблеми низькотемпературних особливостей у одновимiрних моделях Iзинга. У

наступних пiдроздiлах розглядаються 1) двонога драбинка Iзинга iз декоровани-

ми щаблями i 2) ланцюжки Iзинга iз квантовими декорацiями. Розгляд ведеться

на мовi ефективних гамiльтонiанiв для таких моделей. Встановлено зв’язок дослi-

джених моделей iз слiдами критичної поведiнки простого ланцюжка Iзинга при

нульовiй температурi та нульовому полi. Як наслiдок, виявлено причину виникне-

ння низькотемпературних особливостей i псевдокритичної поведiнки. Роздiл за-

вершується висновками. Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [32, 33].

Третiй роздiл присвячений дослiдженню впливу геометричної фрустрацiї

на термодинамiку квантової S = 1/2 феромагнiтної i антиферомагнiтної моде-

лi Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Роздiл починається iз вступної частини, де

особливу увагу звернено на експеримент. В наступних пiдроздiлах розглядаються

властивостi феромагнiтної i антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на гратцi пiро-

хлору. Термодинамiка феромагнетика розглядається методом двочасових функцiй

Грiна в наближеннi Тяблiкова (наближення хаотичних фаз). Отриманi результати

для критичної температури, намагнiченостi, теплоємностi i магнiтної сприйнятли-
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востi порiвнюються iз симуляцiями методом квантового Монте Карло i результа-

тами iнших методiв. Обчислений динамiчний структурний фактор порiвнюється

iз даними непружнього розсiяння нейтронiв для сполуки Lu2Mo2O5N2. Термоди-

намiка S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору дослiджу-

ється методом ентропiї. Iнтерполяцiя мiж високотемпературними розвиненнями

i низькотемпературною поведiнкою для теплоємностi та магнiтної сприйнятливо-

стi проводиться в припущеннi рiзних типiв спектру низькоенергетичних збуджень

системи. Отримана оцiнка енергiї основного стану порiвнюється iз нещодавнiми

симуляцiями для скiнченних систем: методом ренормалiзацiйної групи для ма-

трицi густини (N = 128) [15] i методом багатозмiнного варiацiйного Монте Карло

(N = 256) [28]. Роздiл завершується висновками. Результати цього роздiлу опу-

блiковано у роботах [30, 31].

Дисертацiйна робота завершується Основними положеннями дисерта-

цiї, Списком використаних джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ФРУСТРОВАНI ГРАТКОВI СПIНОВI
СИСТЕМИ ПРИ НУЛЬОВIЙ ТА СКIНЧЕННИХ

ТЕМПЕРАТУРАХ (ОГЛЯД)

Для звичайних магнiтних дiелектричних матерiалiв обмiнна взаємодiя мiж

локалiзованими магнiтними моментами (спiнами) на гратцi приводить до фазово-

го переходу при температурi Tc мiж високотемпературною невпорядкованою фа-

зою (T > Tc) i магнiтовпорядкованою фазою при низьких температурах (T < Tc).

Зазвичай, це явище супроводжується сингулярною поведiнкою термодинамiчних

величин при проминаннi значення критичної температури Tc. Iз пониженням тем-

ператури система переходить у єдиний основний стан, водночас ентропiя системи

(на спiн) прямує до нуля. Така поведiнка зумовлена тим, що певне магнiтне впо-

рядкування спiнiв, яке диктує взаємодiя, є енергетично вигiднiшим за iншi. Однак,

для деяких систем iснує макроскопiчно багато низькоенергетичних спiнових кон-

фiгурацiй iз однаковою енергiєю. Це зумовлює сильне виродження основного ста-

ну i, як наслiдок, вiдсутнiсть магнiтного порядку i ненульове значення залишкової

ентропiї. Вперше на таку незвичну поведiнку звернув увагу Лайнус Полiнг [34],

помiтивши, що атоми водню у кристах льоду залишатимуться невпорядкованими

навiть при нульовiй температурi. Кiлькiсть протонних конфiгурацiй «два всереди-

ну, два назовнi» навколо iонiв кисню зростає експоненцiйно iз розмiром системи.

Поняття про геометричну фрустрацiю у магнiтних спiнових системах

з’явилося на початку п’ятдесятих рокiв минулого столiття. На вiдмiну вiд зви-

чайних двопiдграткових антиферомагнетикiв (наприклад, на квадратнiй чи ше-

стикутнiй гратцi), модель Iзинга на трикутнiй [35] гратцi i гратцi кагоме [36] не
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Рис. 1.1. Iлюстрацiя стану резонансних валентних зв’язкiв на трикутнiй гратцi.
Елiпсами зображенi синглетнi стани двох S = 1/2 спiнiв Гайзенберга на
вузлах i та j: (| ↑i↓j〉 − | ↓ilj〉)/

√
2. Рисунок адаптовано iз [1].

виявляє магнiтного порядку при будь-якiй температурi T ≥ 0. Трохи згодом Фiлiп

Андерсон виявив, що короткосяжнi антиферомагнiтнi взаємодiї Iзинга не приво-

дять до магнiтного впорядкування i на тривимiрнiй гратцi пiрохлору i тiльки

далекосяжнi взаємодiї можуть зумовити виникнення тут магнiтного порядку ти-

пу Нееля. Виявилося, що ця модель також має ненульову залишкову ентропiю i

вона пов’язана iз задачею Полiнга.

На вiдмiну вiд класичної моделi Iзинга, точних розв’язкiв для квантових

спiнових моделей, окрiм декiлькох випадкiв [37, 38], немає. Чи не найвiдомiшим

iз таких вийняткiв є одновимiрний S = 1/2 ланцюжок Гайзенберга. Iз точного

розв’язку Ганса Бете [39] випливає, що в основному станi модель знаходиться у

повнiстю невпорядкованому станi квантової спiнової рiдини. Така поведiнка голов-

но зумовлена вимiрнiстю ланцюжка, оскiльки одновимiрнi системи з неперервною

симетрiєю не можуть впорядковуватися навiть при нульовiй температурi [40]. Для

двовимiрних моделей магнiтний порядок вiдсутнiй при скiнченних температурах,

однак при T = 0 може виникати впорядкований стан. Вперше на можливiсть

виникнення антиферомагнiтного порядку Нееля в основному станi для S = 1/2

антиферомагнетика Гайзенберга на квадратнiй гратцi вказав Андерсон, побуду-

вавши теорiю спiнових хвиль для цiєї моделi [41].

Геометрiя трикутної гратки мала б природньо запобiгати виникненню ма-

гнiтного порядку при S = 1/2. У 1973 роцi Андерсон припустив, що квантова

S = 1/2 модель Гайзенберга iз взаємодiєю мiж найближчими сусiдами на три-

кутнiй гратцi може перебувати у станi квантової спiнової рiдини [42, 43]. Такий
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Рис. 1.2. Iлюстрацiя стану класичного
√

3×
√

3 стану моделi Гайзенберга на три-
кутнiй гратцi (лiворуч) i гратцi кагоме (праворуч). Iлюстрацiї адаптованi
iз робiт [47, 48].

стан є станом резонансних валентних зв’язкiв, який є суперпозицiєю синглетних

станiв, утворених мiж двома S = 1/2 спiнами, якi флукутюють подiбно до рiдини

(на вiдмiну вiд статичного магнiтного порядку типу феромагнiтного чи поряд-

ку Нееля), див. рис. 1.1. Наступне десятилiття ця iдея перебувала у вiдносному

забуттi, аж поки у 1987 роцi Андерсон не запропонував можливий зв’язок iз ви-

сокотемпературною надпровiднiстю купратiв [44, 45]. За Андерсоном, електрони

мiж сусiднiми йонами купруму, взаємодiючи, формують резонансний валентний

зв’язок, а при введеннi у систему домiшок поводять себе як куперiвськi пари. Вiд-

тодi i дотепер фрустрованi квантовi спiновi системи активно дослiджуються як у

зв’язку iз високотемпературною надпровiднiстю (зокрема, дослiдження S = 1/2

J1 − J2 моделi на квадратнiй гратцi [46]), так i як системи iз рiзноманiтними ек-

зотичними квантовими фазами [1–5].

Припущення Андерсона про спiнову рiдину як основний стан S = 1/2 Гай-

зенбергового антиферомагнетика на трикутнiй гратцi виявилося помилковим. Зго-

дом з’ясувалося, що основним станом S = 1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй

гратцi є все-таки магнiтовпорядкований основний стан. Класична модель Гайзен-

берга на цiй гратцi має так званий
√

3×
√

3 порядок в основному станi. В цьому
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(a) (b)

(d) (e)

(c)

(f)

Рис. 1.3. Приклади геометрично фрустрованих систем, якi дозволяють трикольо-
рове розфарбування в основному станi: a) пилкоподiбний ланцюжок, b)
гратка кагоме, c) трикутна гратка, d) гратка Шастри-Сазерленда, e) iко-
сододекаедр, f) гратка гiперкагоме. Рисунок взято з [54].

випадку спiни розташованi таким чином, що на окремому трикутнику вони обер-

нутi пiд кутом 120◦ градусiв один вiдносно одного (див. лiву панель на рис. 1.2).

Виявилося, що для трикутної гратки квантовi флуктуацiї не руйнують (хоча i

сильно редукують, намагнiченiсть на вузол m ≈ 0.4 [49]) такий стан навiть для

значення спiну S = 1/2 [50, 51]. Цiкаво, що така ж конфiгурацiя класичних спiнiв

є основним станом класичної S → ∞ моделi Гайзенберга на гратцi кагоме. Що-

правда, для цiєї гратки квантовi флуктуацiї руйнуть порядок для малих значень

спiну починаючи iз значення S = 3/2 [52]. У випадку S = 1 модель знаходиться у

тримеризованому станi [53], тодi як для значення S = 1/2 модель все-таки перебу-

ває у станi квантової спiнової рiдини. Це чи не найвiдомiша гратка, яка перебуває

у станi квантової спiнової рiдини у вимiрностi простору D = 2.

Декiлька рокiв тому було знайдено ще один яскравий ефект, зумовнений гео-
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метричною фрустрацiєю — макроскопiчне виродження основного стану квантової

S = 1/2 моделi Гайзенберга на гратцi кагоме i гiперкагоме [54]. Iншi гратки, якi

складаються з трикутникiв iз спiльними вузлами i для яких можливе трикольо-

рове розфарбування [54, 55], також проявляють цiкаву поведiнку (див. приклади

таких систем на рис. 1.3). Автори розглянули S = 1/2 анiзотропну XXZ модель

Гайзенберга iз гамiльтонiаном H =
∑
〈i,j〉(S

x
i S

x
j + Syi S

y
j + JzS

z
i S

z
j ). При значеннi

Jz = −1/2 у всiх секторах значень спiну Sz спостерiгається значне вироджен-

ня основних станiв. У цiй особливiй точцi на фазовiй дiаграмi основного стану,

модель дуже чутлива до найменших збурень. Навколо неї є всi п’ять квантових

фаз з фазової дiаграми S = 1/2 моделi Гайзенберга на гратцi кагоме при T = 0.

Дослiдження таких моделей у границi низьких температур i малих магнiтних по-

лiв показує, що у цiй точцi проявляються новi риси i у поведiнцi локалiзованих

магнонiв (див., наприклад, роботу про таке дослiдження на гратцi пилкоподiбний

ланцюжок [56]).

Пошук експериментальної реалiзацiї стану квантової спiнової рiдини для си-

стем просторової вимiрностi бiльше одиницi триває вже кiлька десятилiть. Серед

багатьох кандидатiв (наприклад, модель Гайзенберга iз взаємодiєю мiж насту-

пними нiж найближчi сусiди на трикутнiй гратцi, гратцi кагоме тощо) найбiльш

дослiдженим є кристал герберсмiту ZnCu3(OH)6Cl2. Шари магнiтних iонiв мiдi

Cu2+ формують iдеальну геометрiю гратки кагоме. Однак, найбiльшу експеримен-

тальну проблему становить замiщення магнiтних iонiв мiдi немагнiтними iонами

цинку (див. рис. 1.4) [57]. Це приводить до кристалiчного безладу, вклад вiд якого

важко вiддiлити. Серед iнших двовимiрних кандидатiв перспективно виглядають

експерименти для сполук iз геометрiєю гратки типу кагоме, наприклад октакаго-

ме [58] чи квадратне кагоме [59, 60]. Щоправда, теоретично цi моделi дослiдженi

ще недостатньо.

Зумовлена геометричною фрустрацiєю вiдсутнiсть магнiтного порядку мо-

же натомiсть приводити i до утворення так званих синглетних кристалiв. Най-

бiльш дослiдженим експериментально i теоретично прикладом такої системи є

гратка Шастри-Сазерленда. Вона вперше запропонована як двовимiрне узагаль-
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Рис. 1.4. Кристалiчна структура герберсмiту ZnCu3(OH)6Cl2. Магнiтнi йони ку-
пруму наведенi синiми кульками, а немагнiтнi йони цинку сiрими. Рису-
нок взято iз [57].

нення ланцюжка Маджумдара-Ґоша, де поряд iз взаємодiєю мiж найближчими

сусiдами на звичайнiй квадратнiй гратцi також є взаємодiя мiж наступними за

найближчi сусiди, яка розташована у порядку ортогональних димерiв (див. верх-

ню лiву панель рис. 1.5). З одного боку, коли значення взаємодiї на димерах J ′

бiльше значення обмiнної взаємодiї на квадратнiй гратцi J , основним станом си-

стеми буде добуток димерних синглетiв. У протилежному випадку система буде

мати антиферомагнiтний порядок Нееля. Однак, перехiд мiж цими граничними

випадками вiдбувається через промiжну плакет–синглетну фазу 1 , див. лiву па-

нель рис. 1.5.

S = 1/2 модель Шастри-Сазерленда має добру реалiзацiю в сполуцi

SrCu2(BO3)2 з набором обмiнних взаємодiй, якi знаходяться якраз перед пере-
1Зовсiм нещодавнi результати симуляцiй методом DMRG свiдчать, що перед плакет–синглетною фазою та

антиферомагнiтною фазою Нееля S = 1/2 модель Шастри-Сазерленда проходить через промiжну фазу спiнової
рiдини, яка знаходиться у дуже вузькому iнтервалi вiдношення J/J ′ [62].
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Рис. 1.5. На верхнiй лiвiй панелi наведена можливi фази в основному станi i фа-
зова дiаграма S = 1/2 моделi Шастри-Сазерленда; на нижнiй лiвiй пане-
лi наведена експериментальна фазова дiаграма в площинi температура–
прикладений тиск. Праворуч наведено змiну температурної поведiнки
теплоємностi для рiзних значень прикладеного тиску. Рисунок взято iз
[61].

ходом iз димер-синглетної фази у плакет-синглетну фазу. Попри те, що модель

мiстить трикутники, тобто «страждає» вiд «проблеми знаку» у методi квантового

Монте Карло, вдається знайти димерний базис гамiльтонiану, в якому проблема

знаку зникає [63, 64]. В останнiх експериментах iз прикладенням зовнiшнього ти-

ску вдається змiнювати спiввiдношення параметрiв мiж взаємодiєю на квадратнiй

гратцi i на димерах. Це дозволяє експериментально спостерiгати вплив фазового

переходу в основному станi на низькотемпературну поведiнку: iз змiною тиску у

низькотемпературнiй залежностi теплоємностi c(T ) з’являється додатковий ма-

ксимум, див. праву панель рис. 1.5.

Надiйних унiверсальних аналiтичних методiв для дослiдження геометрично

фрустрованих спiнових магнетикiв немає. Аналiзувати поведiнку певних моделей

можна iз допомогою розкладiв навколо класичного S →∞ основного стану. Однi-

єю iз добре вивчених таких систем є квантовий антиферомагнетик Гайзенберга на
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Рис. 1.6. Низькоенергетичний спектр S = 1/2 квантового антиферомагнетика
Гайзенберга на гратцi кагоме для системи iз N = 48 спiнiв. Рисунок
взято iз [12].

гратцi кагоме. Для цiєї моделi побудована нелiнiйна теорiя спiнових хвиль [48].

Але для бiльшостi цiкавих випадкiв навiть класичний основний стан моделi невi-

домий. Наприклад, для класичного S → ∞ антиферомагнетика Гайзенберга на

гратцi пiрохлору вже у гармонiчному наближеннi рiзнi початковi стани (бо основ-

ний стан є вироджений) приводять до рiзного значення енергiї основного стану.

Значний прогрес у дослiдженнi одновимiрних квантових систем вдалося

досягнути симуляцiями методом ренормалiзацiйної групи для матрицi густини

(DMRG). Згодом використання цього методу вдалося розширити на двовимiрний

випадок [13, 14]. Попри значне застосування методу при D = 2 в останнi роки

[65], все ж iснують певнi обмеження i вiдкритi проблеми. Наприклад, вiдомо, що

у бiльшостi випадкiв DMRG дає результати iз щiлинним спектром, навiть для

систем, якi не мають такої поведiнки. Часто цю проблему вирiшують специфi-

чним вибором граничних умов скiнченних кластерiв [66]. Нещодавно цей метод

було застосовано до тривимiрної S = 1/2 моделi Гайзенберга на гратцi пiрохлору

[15, 16].
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Найбiльш прямим методом числових симуляцiй спiнових систем є метод пов-

ної точної дiагоналiзацiї. Iз повним врахуванням всiх симетрiй зараз найбiльшою

доступною системою є гратка iз N = 24 вузлiв. Збiльшити розмiри системи мо-

жна, застосувавши метод Ланцоша, див. огляд [9]. Наприклад, для гратки кагоме

найбiльшим є кластер iз N = 48 вузлiв (в основному станi [12]) i N = 42 вузлiв

(для повної дiагоналiзацiї при скiнченних температурах [11]). Такi розмiри систем

недостатнi для достовiрного аналiзу термодинамiчних спостережуваних спiнових

систем, особливо у тривимiрному просторi.

Арсенал методiв дослiдження термодинамiки фрустрованих систем обмеже-

ний. При скiнченних температурах термодинамiку i динамiку фрустрованих си-

стем можна дослiджувати з допомогою ротацiйно–iнварiантних двочасових фун-

кцiй Грiна (метод двочасових функцiй Грiна у наближеннi розщеплення Кондо–

Ямаджi). Спочатку цей метод був запропонований для опису одновимiрного

S = 1/2 ланцюжка Гайзенберга [67], де найпростiше наближення хаотичних фаз

(бо наближення Тяблiкова незастосовне). Тут в рiвняннях руху вiдразу поклада-

ють 〈Sz〉 = 0 (що i забезпечує сферичну симетрiю у спiновому просторi). Згодом

наближення адаптували для моделей Гайзенберга на геометрично фрустрованих

гратках i для довiльних значень спiну S ≥ 1/2 [68–77]. Протягом останнiх рокiв

цей пiдхiд застосували для дослiдження термодинамiки антиферомагнiтної спiну

S моделi Гайзенберга на гратках кагоме [78] i пiрохлору [79]. Попри свою унi-

версальнiсть, отриманi результати точнi тiльки при високих температурах, однак

при промiжних i низьких температурах передбачення методу не завжди надiйнi.

Iнший пiдхiд iз використанням функцiй Грiна пов’язаний iз фермiонiзацiєю

моделi Гайзенберга. Одним iз таких методiв є дiаграматичне Монте Карло [80–

82], з допомогою якого можна обчислити кореляцiйнi функцiї моделi до вiдносно

низьких температур. Наприклад, для S = 1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй

гратцi обчислена магнiтна сприйнятливiсть до температур T ∼ 0.4 [80, 81], а для

гратки пiрохлору до температур T ∼ 1/6 [82] (в одиницях обмiнної взаємодiї). Ще

один шлях дослiджувати термодинамiку фрустрованих систем — функцiональна

ренормалiзацiйна група для псевдомайоранових фермiонiв [83]. Однак, цей нещо-
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давно запропонований метод ще недостатньо апробований.

У дисертацiйнi роботi ми дослiджуватимемо термодинамiчну поведiнку двох

типiв фрустрованих систем: одновимiрних декорованих (фрустрованих) моделей

Iзинга (роздiл 2) i термодинамiчну поведiнку квантової S = 1/2 моделi Гайзен-

берга на тривимiрнiй гратцi пiрохлору (роздiл 3). У першому випадку фрустрацiя

декорацiї приводить до виникнення низькотемпературних особливостей декорова-

них драбинок i ланцюжкiв. Причину виникнення цiєї поведiнки пояснено на мовi

ефективних гамiльтонiанiв iз залежними вiд температури параметрами. Для до-

слiдження впливу геометричної фрустрацiї при скiнченних температурах розгя-

далась квантова S = 1/2 модель Гайзенберга на гратцi пiрохлору (найфрустрова-

нiшiй гратцi у тривимiрному просторi) з феромагнiтними i антиферомагнiтними

взаємодiями.

Ми покажемо, що фрустрацiї у класичних i класично–квантових системах

можуть спричиняти явище псевдопереходу [32, 33]. У тривимiрнiй S = 1/2 моделi

Гайзенберга iз феромагнiтними взаємодiями вони ведуть до помiтного зменшення

температури Кюрi [30], а у випадку антиферомагнiтних взаємодiй приводять до

характерних профiлiв у температурних залежностях теплоємностi чи сприйня-

тливостi [31].



31

РОЗДIЛ 2

ПСЕВДОПЕРЕХОДИ В ОДНОВИМIРНИХ
КЛАСИЧНИХ I КЛАСИЧНО-КВАНТОВИХ

СПIНОВИХ СИСТЕМАХ

2.1. Вступ: декорованi моделi Iзинга

Пiсля того, як Ларс Онзагер знайшов точний розв’язок для моделi Iзинга на

квадратнiй гратцi в нульовому полi [84], почалось iнтенсивне дослiдження двови-

мiрних моделей Iзинга на рiзноманiтних гратках. Зокрема, точнi розв’язки були

знайденi для трикутної [35] i шестикутної [85] граток. Саме так вперше помiтили,

що термодинамiчнi властивостi магнiтних систем на геометрично фрустрованих

гратках вiдрiзняються вiд таких властивостей на звичайних подвiйних гратках.

Ґреґорi Ваньє розглянув модель Iзинга на трикутнiй гратцi i виявив, що на вiд-

мiну вiд феромагнiтного випадку, в антиферомагнiтнiй моделi немає фазового

переходу [35]. До того ж, основний стан антиферомагнiтної моделi Iзинга на три-

кутнiй гратцi макроскопiчно вироджений (тобто, кратнiсть виродження росте за

експонентою з ростом розмiрiв системи), що приводить до ненульового значення

ентропiї на вузол при T = 0.

Iншим класом точно розв’язних моделей є так званi декорованi моделi Iзин-

га. Декорована модель Iзинга — це модель Iзинга, де на кожному зв’язку вихiдної

(недекорованої) гратки розмiщений додатковий спiн, чи декiлька спiнiв. Вперше

таку модель розглянув Iтiро Сiозi [36]. За допомогою декорацiйно-iтерацiйного пе-

ретворення i перетворення зiрка-трикутник (див. рис. 2.1) вiн пов’язав статисти-

чну суму декорованої шестикутної гратки iз статистичною сумою гратки кагоме.

Згодом Майкл Фiшер узагальнив декорацiйно-iтерацiйне перетворення на випа-
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Рис. 2.1. Iлюстрацiя декорацiйно-iтерацiйного перетворення (лiворуч): просуму-
вавши за станами спiну σ, приходимо до ефективної взаємодiї мiж спi-
нами σ1 i σ2. Iлюстрацiя перетворення зiрка-трикутник (праворуч): про-
сумуваши за станами спiну σ (який взаємодiє з σ1, σ2, σ3), приходимо
до ефективної взаємодiї спiнiв σ1, σ2, σ3 на трикутнику.

док, коли декорацiя — довiльна скiнченна статистична система [86] (деталi див.

у низцi праць [17, 87–89]). В цьому випадку на кожному iз зв’язкiв недекорованої

гратки розмiщена довiльна система, енергетичнi рiвнi якої можна знайти аналiти-

чно (див. лiва панель на рис. 2.2). Статистична сума декорованої моделi пов’язана

iз статистичною сумою вихiдної моделi певним залежним вiд температури мно-

жником i ренормалiзацiєю обмiнних взаємодiй i полiв. Декорацiя двовимiрних

моделей може приводити до багатьох несподiваних ефектiв у термодинамiчнiй

поведiнцi, наприклад, до появи бiльш нiж однiєї критичної температури [17]. Та-

кож такi моделi можуть бути доречними для опису експериментальних даних,

наприклад, для сполук з ураном [90, 91].

Ефективнi одновимiрнi ланцюжки Iзинга можуть природньо виникати в мо-

делях, де є певне перiодичне одновимiрне розташування довiльних скiнченних

дворiвневих чи багаторiвневих статистичних систем, взаємодiю яких мiж собою

можна привести до обмiнної взаємодiї Iзинга. Серед таких прикладiв: перiодична

одновимiрна система частинок iз м’яким вiдштовхувальним потенцiалом, для якої

при достатньо низьких температурах iснує вiдображення на ефективний однови-

мiрний ланцюжок Iзинга iз взаємодiєю, яка залежить вiд температури [94]; мо-

лекулярнi ланцюжки iз виродженими станами i фононною взаємодiєю (приклад
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Рис. 2.2. Приклади декорованих систем Iзинга. Лiва панель: одновимiрний лан-
цюжок Iзинга, декорований довiльною скiнченною статистичною систе-
мою iз вiдомими енергетичними рiвнями. Права панель: квадратна гра-
тка, зв’язки якої декорованi спiнами Iзинга з довiльною величиною спiну,
вперше запропонована як проста модель феррiмагнетика [92] (тепер та-
кож вiдома i як гратка Лiба [93]).

так званих кросоверних матерiалiв), де стани iз високим i низьким спiном вда-

ється змоделювати спiнами Iзинга, а параметри гамiльтонiану моделi — залежнi

вiд температури [95, 96] та iншi.

Хоча, взагалi кажучи, роль декорацiї може вiдiгравати довiльна скiнчен-

на система iз вiдомими енергетичними рiвнями, найбiльш дослiдженими є так

званi моделi Iзинга-Гайзенберга. У цьому випадку роль декорацiї вiдiграє певний

скiнченний кластер квантових спiнiв Гайзенберга, з’єднаних мiж собою взаємо-

дiєю Iзинга. Такi моделi успiшно використовують для побудови термодинамiчної

теорiї збурень [22, 97–99], дослiдження магнетоелектричних ефектiв [100], ефе-

ктiв квантової заплутаностi [25, 101] i т.д. Такi системи можуть бути теоретичною

моделлю для певного класу реальних магнiтних сполук. Прикладом таких мате-

рiалiв є полiмернi ланцюжки [Dy2Cu2]n [21, 22] i [DyCuMoCu]∞ [23] (див. рис. 2.3)

i молекулярне кiльце Dy4Cr4 (для довiльних магнiтних полiв) [23]. Магнiтнi йо-

ни диспрозiю Dy3+ тут добре описуються Iзинговими спiнами, а магнiтнi йони

купруму Cu2+ — Гайзенберговими спiнами.

Протягом останнiх рокiв проводилися дослiдження рiзного типу декорова-

них ланцюжкiв (див. обговорення i вiдповiднi поклики у [24, 88]). Однак, лише у
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Рис. 2.3. Схематичне зображення елементарної комiрки [DyCuMoCu]∞. Роль спi-
нiв Iзинга тут вiдiграють йони Dy3+, декорованi тримером Гайзенбер-
га [CuMoCu] (подвiйнi лiнiї). На нижнiх панелях наведено порiвняння
експериментальних даних намагнiченостi i магнiтної сприйнятливостi iз
теорiєю. Рисунки взятi iз [23].

2015 роцi вперше помiтили [20], що для спiн-електронного ланцюжка подвiйних

тетредрiв при спецiальному наборi параметрiв моделi спостерiгається незвична

поведiнка термодинамiчних величин при низьких температурах. Першi похiднi

вiд вiльної енергiї, наприклад, ентропiя, при певному скiнченному значеннi тем-

ператури мають стрибкоподiбну поведiнку, яка нагадує фазовий перехiд першого

роду. А теплоємнiсть при цьому ж значеннi температури має гострий високий,

але скiнченний пiк. Хоча в обох випадках вiльна енергiя i її похiднi залишаю-

ться аналiтичними функцiями температури. Згодом такi ж особливостi були зна-

йденi i для спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка [102], де таку поведiнку

термодинамiчних величин назвали псевдопереходом 1, а температуру, при якiй

спостерiгаються цi ефекти — псевдотемпературою Tp. Гострий пiк для теплоєм-

1Термiн псевдоперехiд вживається в декiлькох статтях [103–105]. Зокрема П. Н. Тiмонiн [103] розглядав
модель спiнового льоду у магнiтному полi на гратцi пiрохлору, де псевдоперехiд вiдбувався мiж спiновою рiдиною
(при низьких температурах) i парамагнiтною фазою (при високих температурах). У моделях, якi будемо надалi
розглядати, псевдоперехiд вiдбувається у парамагнiтнiй фазi. Можливо, запропонований термiн не дуже вдалий,
але вже усталений у лiтературi.
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Рис. 2.4. Теплоємнiсть спiн–1/2 ланцюжка Iзинга при J = 1 (лiворуч) i декорова-
ного ланцюжка Iзинга (Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка) при певному
специфiчному наборi параметрiв [24] (праворуч). Теплоємнiсть (а також
кореляцiйна довжина) цього спiн-1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка
сягає ≈ 106 при скiнченнiй температурi Tp = 0.3726 . . . [24].

ностi (висота якого може сягати 106, див. рис. 2.4) супроводжується аномально

великими значеннями кореляцiйної довжини [18]. У статтi [24] автори виявили,

що для певного класу одновимiрних декорованих моделей (не тiльки для про-

стих ланцюжкiв) низькотемпературнi особливостi супроводжуються степеневою

поведiнкою поблизу Tp (але не при T = Tp) iз псевдокритичними показниками

ν = ν ′ = 1, α = α′ = γ = γ′ = 3, якi суперечать вiдомим спiввiдношенням

скейлiнгу α + 2β + γ = 2. Ця поведiнка спостерiгається не тiльки для моделей iз

спецiальним типом квантових декорацiй, а також i для цiлком класичних моделей

Iзинга на ромбiчному ланцюжку [106] i рiзноманiтних драбинках Iзинга [26, 27].

У цьому роздiлi ми розглянемо деякi з вищезгаданих прикладiв декорова-

них моделей iз псевдопереходом i з’ясуємо природу цих особливостей. Ми про-

понуємо аналiзувати Iзинговий гамiльтонiан, який виникає пiсля «виключення»

декорацiї. Низькотемпературнi термодинамiчнi особливостi пов’язанi iз темпера-

турною залежнiстю ефективних параметрiв моделi, а квазiкритична поведiнка з

тим, що деякi з цих параметрiв змiнюють знак при T = Tp, коли температура

росте/спадає. Структура роздiлу наступна. У пiдроздiлi 2.2 розглянемо модель

Iзинга на двоногiй драбинцi iз тримерними щаблями, у пiдроздiлi 2.3 розгляне-
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мо декiлька декорованих ланцюжкiв, в основному зосередивши увагу на спiн–1/2

Iзинг-XY Z ромбiчному ланцюжку. Завершимо роздiл висновками у пiдроздiлi 2.4.

Результати, представленi у цьому роздiлi, опублiковано у двох статтях [32, 33].

2.2. Двонога драбинка Iзинга з декорованими щаблями

Розгляньмо найпростiший випадок декорованої двоногої драбинки Iзинга iз

тримерними щаблями [26] (див. верхню частину рис. 2.5), гамiльтонiан якої має

вигляд

H = −
N∑
i=1

[
J(σi,1σi+1,1 + σi,2σi+1,2) + J1(σi,1σi,3 + σi,2σi,3) + J2σi,1σi,2

]
, (2.1)

де Iзинговий спiн σ = ±1, N — кiлькiсть щаблiв, а додатнє/вiд’ємне значе-

ння обмiнних взаємодiй Iзинга вiдповiдає феромагнiтному/антиферомагнiтному

зв’язку.

i, 1

i, 2

i + 1, 1

i + 1, 2

i, 1

i, 2

i + 1, 1

i + 1, 2

J⊥J⊥
JJ

JJ

JJ

JJ

J2J2
J1J1

J1J1

i, 3i, 3

Рис. 2.5. Двонога драбинка Iзинга iз тримерними щаблями (2.1) (зверху) i ефе-
ктивна модель Iзинга на звичайнiй двоногiй драбинцi Iзинга iз ефектив-
ною взаємодiєю на щаблях J⊥(T ) (2.3) (знизу).

У роботi [26] Вейґуо Їн виявив, що коли взаємодiя на щаблях антифе-

ромагнiтна J2 < 0, тодi при малих додатнiх значеннях параметра фрустрацiї
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(|J1| − |J2|)/|J1| i при достатньо низькому значеннi температури ентропiя змiнює-

ться стрибкоподiбно, а теплоємнiсть має дуже гострий скiнченний пiк. Це явище

було назване граничним фазовим переходом [26, 27] або майже досконалим фазо-

вим переходом [27] i детально дослiджено у працях В. Їна 2020 р. [26, 27].

Для того, щоб пояснити несподiвану низькотемпературну поведiнку моделi

(2.1), ми скористаємося запропонованим нами пiдходом [33], який базується на

аналiзi ефективного гамiльтонiану i не залежить вiд вибору конкретної вихiдної

моделi. Щоб отримати ефективний гамiльтонiан, застосуємо до початкової моделi

(2.1) так зване декорацiйно-iтерацiйне перетворення [17, 36, 86–89]. У такий спо-

сiб ми проведемо сумування за середнiми спiнами на тримерних щаблях σi,3 (див.

рис. 2.5). Для прикладу, зробимо вiдповiднi перетворення у виразi для статисти-

чної суми одного щабля:

∑
{σ1,σ2,σ3}

e−βH =
∑
{σ1,σ2}

2 cosh
(
2βJ1(σ1 + σ2)

)
e−βH(σ1,σ2) =

∑
{σ1,σ2}

Ce−βJ⊥σ1σ2e−βH(σ1,σ2);

(2.2)

тут β = 1/kBT , де kB — стала Больцмана (надалi всюди вважатимемо kB = 1),

а T — температура. Невiдомi C i J⊥ знайдемо з рiвностi 2 cosh
(
2βJ1(σ1 + σ2)

)
=

Ce−βJ⊥σ1σ2. Пiсля цього можемо записати ефективний гамiльтонiан для вихiдної

моделi драбинки Iзинга з тримерними щаблями (2.1) як гамiльтонiан моделi Iзин-

га на звичайнiй двоногiй драбинцi iз залежною вiд температури взаємодiєю на

вертикальних щаблях J⊥ (див. нижню частину рис. 2.5):

H =−NT lnC −
N∑
i=1

[
J(σi,1σi+1,1 + σi,2σi+1,2) + J⊥σi,1σi,2

]
,

C =2

√
cosh

2J1

T
, J⊥ = J⊥(T ) = J2 +

T

2
ln cosh

2J1

T
.

(2.3)

Термодинамiку моделi (2.3) можна знайти методом матрицi переносу [107]

(втiм, як i термодинамiку вихiдної моделi [26, 27]). Для цього запишемо матрицю
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Рис. 2.6. Залежнiсть взаємодiї J⊥ (2.3) вiд температури T для набору параметрiв
J1 = 3, 3.01, · · · , 3.1 на вставцi i для J1 = 3, 3.25, · · · , 9 на основному
рисунку. Зеленi ромби вiдповiдають температурi Tp, а синi хрести — на-
ближеному аналiтичному розв’язку Tp = 2(|J1|−|J2|)/ ln 2, який годиться
для випадку J2 = −|J2| i (|J1| − |J2|)/|J1| → +0.

переносу двоногої драбинки Iзинга

T =


a2b 1 1 a−2b
1 a2b−1 a−2b−1 1
1 a−2b−1 a2b−1 1

a−2b 1 1 a2b

 , (2.4)

де a = eJ/T , b = eJ⊥/T .

Знайшовши власнi значеннi матрицi переносу T

λ1,2 =2

(
cosh

J⊥
T

cosh
2J

T
±
√

1 + sinh2 J⊥
T

cosh2 2J

T

)
,

λ3,4 =2 cosh
2J

T
e±

J⊥
T ,

(2.5)

можемо обчислити вiльну енергiю на щабель f

f = −T lnC − T lnλ1, (2.6)

де λ1 — найбiльше власне значення матрицi (2.4). Як побачимо далi, причиною ви-

щезгаданих низькотемпературних особливостей у термодинамiчнiй поведiнцi мо-

делi (2.3) є залежнiсть вiд температури T взаємодiї на щаблях J⊥ = J⊥(T ), див.
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рис. 2.6. Iз врахуванням цього, запишемо вирази для внутрiшної енергiї e, ентропiї

s i теплоємностi c:

e =e(1) + e(2), e(1) = −T 2 ∂

∂T

f

T
, e(2) = −T ∂f

∂J⊥
J ′⊥;

s =s(1) + s(2), s(1) = −∂f
∂T

, s(2) = − ∂f

∂J⊥
J ′⊥;

c =c(1) + c(2) + c(3) + c(4),

c(1) =− T ∂
2f

∂T 2
, c(2) = −2T

∂2f

∂T∂J⊥
J ′⊥, c(3) = −T ∂

2f

∂J2
⊥

(J ′⊥)2, c(4) = −T ∂f

∂J⊥
J ′′⊥.

(2.7)

Тут похiднi вiд вiльної енергiї за J⊥ згiдно (2.6) мають вигляд:

∂f

∂J⊥
=− sinh J⊥

T cosh 2J
T√

1 + sinh2 J⊥
T cosh2 2J

T

,

∂2f

∂J2
⊥

=− cosh J⊥
T cosh 2J

T

T
(

1 + sinh2 J⊥
T cosh2 2J

T

) 3
2

,

∂2f

∂T∂J⊥
=
J⊥ cosh J⊥

T cosh 2J
T + 2J sinh J⊥

T sinh 2J
T

T 2
(

1 + sinh2 J⊥
T cosh2 2J

T

) 3
2

,

(2.8)

а штрихом i подвiйним штрихом позначенi перша i друга похiдна за температурою

вiд взаємодiї на щаблях: J ′⊥ = ∂J⊥/∂T i J ′′⊥ = ∂2J⊥/∂T 2.

Варто зазначити, що за означенням ∂f/∂J⊥ = −∑N
i=1〈σi,1σi,2〉/N = −C12(0)

є кореляцiйною функцiєю мiж двома спiнами на вертикальному щаблi, див. си-

нi овали на рис. 2.7. У працi [26] цю величину розглядали як аналог параметра

порядку, оскiльки при певному значеннi температури C12(0) стрибкоподiбно (але

все-таки неперервно) змiнює значення вiд майже −1 до майже 1 (див. на пове-

дiнку доданка s(2) ∝ ∂f/∂J⊥, який пропорцiйний C12(0), на вкладцi лiвої панелi

рис. 2.8).

Розгляньмо кореляцiйну довжину ξ, пов’язану з двоточковою кореляцiйною



40

i, 1

i, 2

i + 1, 1

i + 1, 2

i +m, 1

i +m, 2

Рис. 2.7. Двоточкова кореляцiйна функцiя (2.9) мiж щаблями i та i+m.

функцiєю мiж щаблями i та i+m 〈σi,1σi,2σi+m,1σi+m,2〉 (див. рис. 2.7)

〈σi,1σi,2σi+m,1σi+m,2〉 = exp(−m/ξ),

ξ−1 = ln
λ1

λ2
= ln

cosh J⊥
T cosh 2J

T +
√

1 + sinh2 J⊥
T cosh2 2J

T

cosh J⊥
T cosh 2J

T −
√

1 + sinh2 J⊥
T cosh2 2J

T

.
(2.9)

Надалi ми обговоримо температурну залежнiсть цiєї кореляцiйної довжини ξ(T ).

Отриманi рiвняння ефективного опису (2.3) – (2.9) дають змогу пояснити

низькотемпературну поведiнку вихiдної моделi (2.1), яку спостерiгав В. Їн [26].

Розгляньмо випадок, коли ефективна взаємодiя на щаблi J⊥ (2.3) феромагнiтна

в дiапазонi температур 0 ≤ T < Tp, J⊥(Tp) = 0 при T = Tp i J⊥ стає антиферо-

магнiтною при T > Tp. Тобто, J⊥ (2.3) змiнює знак як функцiя T , а рiвняння для

температури Tp (температура псевдопереходу) виглядатиме так:

J⊥(Tp) = 0. (2.10)

Iз точного виразу для J⊥(T ) (2.3) можна побачити, що дiйсний розв’язок для Tp
можливий тiльки при J2 < 0, тобто для випадку антиферомагнiтної взаємодiї, що

i створює фрустрацiю на тримерi у вихiднiй моделi [26]. Аналiтичний розв’язок

трансцендентного рiвняння (2.10) можна знайти у випадку (|J1|−|J2|)/|J1| → +0.

А саме Tp = 2(|J1|−|J2|)/ ln 2 ≈ 2.885(|J1|−|J2|). Це значення температури вiдпо-

вiдає температурi граничного фазового переходу [26]. При значеннi температури

T = Tp двонога драбинка розщеплюється на два ланцюжки Iзинга i кореляцiйна
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(2.7) двоногої драбинки з тримерними щаблями для набору параметрiв
J1 = 9, J2 = −3, J = 100. На вкладцi вiдповiднi величини також наве-
денi поблизу псевдокритичної температури Tp ≈ 24.937.

довжина (2.9) в цьому випадку

ξ(Tp)
−1 = ln

cosh 2J
Tp

+ 1

cosh 2J
Tp
− 1

. (2.11)

При достатньо малих значеннях Tp/J кореляцiйна довжина ξ(Tp) набуває дуже

великих значень (при Tp/J → 0 кореляцiйна довжина розбiгається: ξ(Tp) →
∞), i буде вiдповiдати значенню ξ для звичайного ланцюжка Iзинга ξ(Tp) ∝
exp(2|J |/Tp) [107]. Отже, при Tp/|J | � 1 ми будемо спостерiгати для моделi

(2.1) «залишки» критичної поведiнки ланцюжка Iзинга. У випадку J⊥(Tp) = 0

для похiдних легко знайти, що ∂f/∂J⊥ = 0 i ∂2f/∂J2
⊥ = −[cosh(2J/Tp)]/Tp.

Поблизу псевдокритичної температури Tp доданок c(3) у (2.7) буде пропорцiй-

ний c(3) ∝ exp(2|J |/Tp)(J ′⊥)2. Вiдповiдно, c(3) також набуватиме великих значень,

якщо Tp/|J | � 1 (щоправда, важливу роль вiдiграє i множник (J ′⊥)2, який може

«пригасити» вклад вiд exp(2|J |/Tp) у c(3), див. рис. 2.9 i обговорення нижче).

Розгляньмо iлюстративний приклад iз набором параметрiв J1 = 9, J2 =

−3, J = 100. У цьому випадку параметр фрустрацiї (|J1|−|J2|)/|J1| = 0.06, а псев-

докритична температура Tp ≈ 24.937 (Tp/|J | ≈ 0.249). Температурну залежнiсть
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Рис. 2.9. Низькотемпературна залежнiсть кореляцiйної довжини, теплоємностi i
вклад вiд окремих доданкiв з (2.7) двоногої драбинки з тримерними ща-
блями для набору параметрiв J1 = 9, J2 = −3, J = 100. На вкладцi
вiдповiднi величини також наведенi поблизу псевдокритичної темпера-
тури Tp ≈ 24.937.

J⊥(T ) можна побачити на рис. 2.6. Залишаючись аналiтичною функцiєю при

T = Tp, ентропiя змiнюється стрибкоподiбно завдяки доданку s(2) = −(∂f/∂J⊥)J ′⊥

(див. рис. 2.8). Це пов’язано з тим, що поблизу псевдокритичної температури

(але не у T = Tp) ∂f/∂J⊥ ≈ − sgn(J⊥). Теплоємнiсть c має пiк поблизу Tp

завдяки вкладу вiд доданка c(3) = −T (∂2f/∂J2
⊥)(J ′⊥)2: c(Tp) ≈ 16.3 (див. чор-

ну криву на рис. 2.9). Кореляцiйна довжина ξ також має пiк при T = Tp:

ξ(Tp) ≈ 760 (див. синю криву на рис. 2.9). Оскiльки для вибраного набору пара-

метрiв |J ′⊥(Tp)| < 1, значення теплоємностi значно менше значення кореляцiйної

довжини c(Tp) < ξ(Tp).

Наостанок подивимось детальнiше на термодинамiчну поведiнку поблизу

псевдокритичної температури Tp, коли виконується нерiвнiсть

sinh2(J⊥/T ) cosh2(2J/T )� 1. (2.12)

З рiвняння (2.9) бачимо, що ξ ∝ |J⊥|−1. Тодi як функцiї з (2.8) ∂f/∂J⊥ ≈
−sgn(J⊥), ∂2f/∂T∂J⊥ ∝ sgn(J⊥)|J⊥|−2 i ∂2f/∂J2

⊥ ∝ |J⊥|−3. В околi T = Tp маємо



43

−4

−2

0

2

4

6

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0

J = 100
J1 = 9
J2 = −3

ln
c,
ln
ξ

ln |τ |

ln c
ln ξ

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

−14 −12 −10 −8 −6 −4 −2 0

J = 200
J1 = 9
J2 = −3

ln
c,
ln
ξ

ln |τ |

ln c
ln ξ

Рис. 2.10. Квазiкритичнi показники для теплоємностi c i кореляцiйної довжини
ξ як функцiї ln |τ |, τ = (T − T ∗)/T ∗, (де T ∗ температура, при якiй
теплоємнiсть Tc або сприйнятливiсть Tξ мають пiк), для набору пара-
метрiв J1 = 9, J2 = −3 (Tp ≈ 24.937). Злiва: J = 100, Tc = 24.927
(c(Tc) ≈ 16.4), Tξ = 24.929 (ξ(Tp) ≈ 7.61 · 102). Справа: J = 200,
Tc = 24.937 (c(Tc) ≈ 4.88·104), Tξ = 24.929 (ξ(Tp) ≈ 2.31·106). Штриховi
лiнiї вiдповiдають квазiкритичним експонентам α = 3 (оранжевi кривi)
i ν = 1 (зеленi кривi).

J⊥ ∝ T − Tp (див. рис. 2.6), а тому одразу бачимо, що кореляцiйна довжина

ξ ∝ |T − Tp|−1, (2.13)

а теплоємнiсть

c ∝ |T − Tp|−3. (2.14)

На рис. 2.10 проiлюстрована квазiкритична поведiнка моделi (2.1) для двох

прикладiв: J = 100, J1 = 9, J2 = −3 iз Tp/|J | ≈ 0.249 (лiворуч), а також для

набору параметрiв iз вдвiчi меншим значенням Tp/|J |: J = 200, J1 = 9, J2 = −3,

Tp/|J | ≈ 0.125 (праворуч). На певному скiнченному iнтервалi температур поблизу

T = Tp кореляцiйна довжина ξ i теплоємнiсть c виявляють степеневу поведiнку

ξ ∝ |τ |−ν i c ∝ |τ |−α з ν = 1 i α = 3. Цей iнтервал степеневої поведiнки збiль-

шується iз зменшенням Tp/|J |. При T = Tp узгодження iз степеневою поведiнкою

зникає (див. поведiнку c i ξ для найменших значень τ на рис. 2.10 — ξ i c є скiн-

ченнi при T = Tp). Тому подiбно до теорiї критичних явищ, можна ввести так
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званi квазiкритичнi експоненти [24] ν = ν ′ = 1 i α = α′ = 3, якi не задовольняють

вiдоме скейлiнгове спiввiдношення α + Dν = 2, D = 1 [107], що справедливе для

справжнiх фазових переходiв.

Таким чином, у цьому пiдроздiлi ми з’ясували причину незвичної низькотем-

пературної термодинамiчної поведiнки двоногої драбинки Iзинга iз тримерними

щаблями, розглядаючи ефективний гамiльтонiан драбинки Iзинга iз ренормалiзо-

ваною взаємодiєю на вертикальних щаблях. Низькотемпературнi особливостi цiєї

моделi пов’язанi iз температурною залежнiстю ефективної взаємодiї на щаблях

J⊥(T ). Було показано, що при певному значеннi температури T = Tp взаємодiя

J⊥(Tp) = 0, тобто вихiдна драбинка «розщеплюється» на два незалежнi ланцюжки

Iзинга. Якщо Tp/|J | є малим, то при цьому значеннi температури спостерiгатиму-

ться «залишки» критичної поведiнки ланцюжка Iзинга. Саме тому у температур-

ному профiлi кореляцiйної довжини i теплоємностi спостерiгається гострий скiн-

ченний пiк, а ентропiя чи внутрiшня енергiя має стрибкоподiбну поведiнку. Було

також проаналiзовано квазiкритичну поведiнку моделi поблизу псевдокритичної

температури T = Tp i пояснено звiдки виникають незвичнi значення показникiв

ν = ν ′ = 1 i α = α′ = 3. Результати, представленi у цьому пiдроздiлi, опублiковано

у статтi [32].

2.3. Ланцюжок Iзинга з квантовими декорацiями

В цьому пiдроздiлi ми розглянемо три декорованi ланцюжки Iзинга: спiн–

1/2 Iзинг-XY Z ромбiчний ланцюжок, спiн-електронний ланцюжок подвiйних те-

траедрiв i спiн–1/2 Iзинг-Гайзенберг ланцюжок подвiйних тетраедрiв. Для кожної

моделi загальний гамiльтонiан можна записати як суму доданкiв, якi комутують

мiж собою H =
∑

iHi, [Hi,Hj] = 0. Отже, пiсля декорацiйно-iтерацiйного пере-

творення [17, 36, 86–89] ефективний гамiльтонiан для декорованих ланцюжкiв ма-

тиме вигляд звичайного ланцюжка Iзинга в магнiтному полi iз взаємодiєю Jeff(T )

i полем Heff(T ), якi залежать вiд температури.

Наведемо тепер вихiдний гамiльтонiан для кожної моделi i вiдповiднi еле-
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Рис. 2.11. Спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчний ланцюжок (2.16) – (2.17). Спiни σi =
±1/2 вiдповiдають спiнам Iзинга, спiни Si,a(b) — це S = 1/2 спiни Гай-
зенберга з XY Z взаємодiєю мiж собою (γ — параметр анiзотропiї, J, Jz
— обмiннi взаємодiї); J0 — взаємодiя Iзинга мiж спiнами σ i Sa(b), а поля
h i hz напрямленi вздовж осi z.

менти матрицi переносу ωµ, (µ = −1, 0, 1). Для матрицi переносу T матимемо:

T =

(
ω1 ω0

ω0 ω−1

)
. (2.15)

Для спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка [18, 102, 108] (див. рис. 2.11) ма-

ємо:
Hi =− J(1 + γ)Sxa,iS

x
b,i − J(1− γ)Sya,iS

y
b,i − JzSza,iSzb,i

− J0(S
z
a,i + Szb,i)(σi + σi+1)− hz(Sza,i + Szb,i)−

h

2
(σi + σi+1),

(2.16)

ωµ = 2ehµ/2T
[
e−Jz/4T cosh

J

2T
+ eJz/4T cosh

∆µ

2T

]
, ∆µ =

√
(hz + J0µ)2 +

γ2J2

4
.

(2.17)

Для спiн-електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв [20] (див. рис. 2.12) має-

мо:

Hi =− t
∑
α=↑,↓

(
c†i1,αci2,α + c†i2,αci3,α + c†i3,αci1,α + h. c

)
+ U

3∑
j=1

nij,↑nij,↓

+
J

2
(σi + σi+1)

3∑
j=1

(nij,↑ − nij,↓)−
hI
2

(σi + σi+1)−
he
2

3∑
j=1

(nij,↑ − nij,↓),
(2.18)

ωµ =ehI/2T
[(

2et/T + e−2t/T
)(

1 + 2 cosh
Jµ− he

T

)
+ 4e−(t+U)2T cosh

√
(U − t)2 + 8t2

2T
+ 2e(t−U)/2T cosh

√
(U + 2t)2 + 32t2

2T

]
.

(2.19)
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Рис. 2.12. Спiн-електронний ланцюжок подвiйних тетраедрiв (2.18) – (2.19). Спi-
ни σ = ±1/2 вiдповiдають спiнам Iзинга, на кожнiй трикутнiй плакетцi
є два мобiльнi електрони iз Кулоновим вiдштовшування U ≥ 0 на ву-
злi i параметром перестрибування t ≥ 0, J — взаємодiя мiж спiнами i
електронами. Магнiтнi поля hI i he вiдповiдають за взаємодiю спiнiв i
електронiв з магнiтним полем (надалi вважатимемо hI=he).

Для спiн–1/2 ланцюжка подвiйних тетраедрiв Iзинга-Гайзенберга [19] (див.

рис. 2.13) маємо:

Hi =− J(Sa,i · Sb,i)z − J(Sb,i · Sc,i)z − J(Sc,i · Sa,i)z
− h

2
(σi + σi+1)− (Sza,i + Szb,i + Szc,i)[hz + J0(σi + σi+1)],

(2.20)

ωµ = 2e(2hµ−Jz)/4T
[(
eJ/T +2e−J/2T cosh

hz + J0µ

2T

)
+eJz/T cosh

3(hz + J0µ)

2T

]
. (2.21)
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J
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J0 J0

Рис. 2.13. Спiн–1/2 Iзинг-Гайзенберг ланцюжок подвiйних тетраедрiв (2.20) –
(2.21). σ = ±1/2 — спiни Iзинга, спiни Гайзенберга мiж собою взаємодi-
ють через XXZ взаємодiю J(Sa,i ·Sb,i) = JSxa,iS

x
b,i+JSya,iS

y
b,i+JzS

z
a,iS

z
b,i.

Ефективний гамiльтонiан для моделей (2.16), (2.18), (2.20) матиме вигляд:

Heff = C − Jeff
∑
n

ςnςn+1 −Heff

∑
n

ςn,

C = −N T

4
ln(ω1ω

2
0ω−1), Jeff =

T

4
ln
ω1ω−1

ω2
0

, Heff =
T

2
ln

ω1

ω−1
,

(2.22)
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де ς = ±1, C(T ), Jeff, Heff залежать вiд температури i вiдображають внутрiшню

структуру тiєї чи iншої вихiдної декорованої моделi. Взаємодiя у (2.22) феро-

магнiтна Jeff > 0, а ефективне магнiтне поле Heff змiнює знак при скiнченнiй

температурi. У цьому випадку рiвняння для псевдокритичної температури Tp має

вигляд

Heff(Tp) = 0. (2.23)

Перейшовши до змiнних

Jeff
T

=
J

T
,
Heff

Jeff
=

H

J
, (2.24)

розгляньмо звичайний феромагнiтний ланцюжок Iзинга з гамiльтонiаном

H(N , J,H) = −J
∑
n

σnσn+1 − H
∑
n

σn, J > 0. (2.25)

Використовуючи спiввiдношення (2.24) побудуємо «траєкторiї» кожної вихiдної

(декорованої) системи на H/J − T/J площинi iз ростом температури T . На

рис. 2.14 зображенно траєкторiї для спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюж-

ка, на рис. 2.15 — для спiн–1/2 Iзинг-Гайзенберг ланцюжка подвiйних тетраедрiв,

а на рис. 2.16 — для спiн-електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв. Розгляд

«траєкторiй» на H/J− T/J площинi дозволяє порiвнювати псевдокритичну пове-

дiнку рiзних моделей. До прикладу, для спiн-електронного ланцюжка подвiйних

тетраедрiв рiвняння для псевдокритичної температури (2.23) має два розв’язки

(див. зеленi ромби i незаповненi квадрати на рис. 2.16), але високотемператур-

ний розв’язок не проявляє себе у спостережуваних величинах моделi (2.18). Для

рiзних моделей бачимо рiзнi температурнi масштаби. Спiввiдношення T/J для

XY Z ромбiчного ланцюжка може бути як завгодно малим (рис. 2.14), тодi як для

спiн-електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв воно не може бути меншим за

T/J ≈ 0.211 (рис. 2.16). Як побачимо далi, важливу роль вiдiграє i нахил кривої

при перетинi прямої H = 0, тобто в точцi псевдопереходу (порiвняймо рис. 2.14 i

рис. 2.16 чи рис. 2.15).

Термодинамiчнi властивостi ефективної моделi (2.22) i вiдповiдно вихiдної
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Рис. 2.14. Спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчний ланцюжок (2.16) на H/J − T/J
площинi для набору параметрiв J = 100, Jz = 24, J0 =
−24, γ = 0.7. Фiолетовi кривi вiдповiдають значенням h =
12.70, 12.71, 12.72, 12.73, 12.74, 12.745, 12.749, 12.749 5, 12.755, 12.76
(вiд правого верхнього до нижнього лiвого кута); голубi диски вiдпо-
вiдають точкам T = 0, 0.01, 0.02, . . . , 0.29 при фiксованому значеннi
h = 12.745; зеленi ромби вiдповiдають значенню псевдокритичної тем-
ператури Tp (2.23) для значень h < 12.75.
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Рис. 2.15. Спiн–1/2 ланцюжок подвiйних тетраедрiв Iзинга-Гайзенберга (2.20)
на H/J − T/J площинi для набору параметрiв J = J0 =
−10, h = hz = 20. Фiолетовi кривi вiдповiдають значенням Jz =
−14.94, −14.95, −14.96, −14.97, −14.98, −14.99, −15.00, −15.01,
−15.02 (вiд верхнього лiвого до нижнього правого кута); голубi диски
вiдповiдають точкам T = 0, 0.01, 0.02, . . . , 0.21 при фiксованому зна-
ченнi Jz = −14.97; зеленi ромби вiдповiдають значенню псевдокрити-
чної температури Tp (2.23) для значень Jz > −15.00.
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Рис. 2.16. Подвiйно тетраедричний ланцюжок з локалiзованими спiнами i мо-
бiльними електронами (2.18) на H/J − T/J площинi для набору па-
раметрiв J = 1, t = 0.6, U = 5. Фiолетовi кривi вiдповiда-
ють значенням h = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.2 (лiва панель) i h =
1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 (права панель). Синi диски
вiдповiдають точкам T = 0.01, 0.035, 0.06, . . . , 0.285 при фiксованому
значеннi h = 1 (лiва панель) i h = 1.5 (права панель), зеленi ромби
i пустi квадрати вiдповiдають значенню псевдокритичної температури
Tp (2.23) для значень h < 1.884.

декорованої моделi можна обчислити, знайшовши власнi значення трансфер ма-

трицi ланцюжка Iзинга (2.25) [107]

λ± = exp
J

T

[
cosh

H

T
±
√

sinh2 H

T
+ exp

(
− 4J

T

)]
. (2.26)

Тодi вiльна енергiя на вузол

f =
C

N − T lnλ+, (2.27)

а кореляцiйна довжина, що визначає згасання з вiдстанню двоточкової кореля-

цiйної функцiї 〈σiσi+m〉,
ξ−1 = ln

λ+

λ−
. (2.28)

Обчисливши похiднi за полем, отримаємо намагнiченiсть m i магнiтну

сприйнятливiсть χ спiнiв Iзинга

m = − ∂f

∂Heff
=

sinh Heff
T√

sinh2 Heff
T + exp

(
− 4Jeff

T

) , (2.29)
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χ =
∂m

∂Heff
=

cosh Heff
T exp

(
− 4Jeff

T

)
[

sinh2 Heff
T + exp

(
− 4Jeff

T

)] 3
2

. (2.30)

Знайдемо тепер внутрiшню енергiю e, ентропiю s i теплоємнiсть c, врахо-

вуючи температурну залежнiсть ефективної взаємодiї Jeff(T ) i ефективного поля

Heff(T ). Маємо

e = e(1) + e(2) + e(3), e(1) = −T 2 ∂

∂T

f

T
, e(2) = −T ∂f

∂Jeff
J ′eff, e

(3) = TmH ′eff (2.31)

для внутрiшньої енергiї,

s = s(1) + s(2) + s(3), s(1) = −∂f
∂T

, s(2) = − ∂f

∂Jeff
J ′eff, s

(3) = mH ′eff (2.32)

для ентропiї,

c =
8∑
j=1

c(j), c(1) = −T ∂
2f

∂T 2
, c(2) = −2T

∂2f

∂Jeff∂T
J ′eff, c

(3) = 2T
∂m

∂T
H ′eff,

c(4) = −T ∂
2f

∂J2
eff

(J ′eff)2, c(5) = 2T
∂m

∂Jeff
J ′effH

′
eff, c

(6) = Tχ(H ′eff)2,

c(7) = −T ∂f

∂Jeff
J ′′eff, c

(8) = TmH ′′eff

(2.33)

для теплоємностi. Тут ми ввели позначення, де верхнi iндекси у круглих дужках

вiдповiдають вкладу вiдповiдних доданкiв у внутрiшню енергiю e, ентропiю s i те-

плоємнiсть c, а штрихи i подвiйнi штрихи вiдповiдають першiй i другiй похiднiй

за температурою T вiд ефективних параметрiв моделi (2.22). Як бачимо, першi

похiднi вiд вiльної енергiї e i s мiстять доданки e(3) i s(3), пропорцiйнi намагнiчено-

стi (2.29), а для теплоємностi доданок c(6) пропорцiйний сприйнятливостi (2.30).

Це наслiдок того, що параметри Jeff i Heff залежать вiд температури T .

Розгляньмо температурну залежнiсть термодинамiчних величин декорова-

них ланцюжкiв Iзинга на прикладi спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка

рис. 2.11. Ми зафiксуємо значення J = 100, Jz = 24, J0 = −24 i надалi будемо

змiнювати тiльки γ i h (тут ми слiдуємо вибору параметрiв у працях [24, 102]).
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Почнiмо з кореляцiйної довжини

ξ−1 = ln

cosh Heff
T +

√
sinh2 Heff

T + exp

(
− 4Jeff

T

)

cosh Heff
T −

√
sinh2 Heff

T + exp

(
− 4Jeff

T

) . (2.34)

При температурi псевдопереходу Tp рiвняння (2.34) набуде вигляду

ξ−1(Tp) = ln

1 + exp

(
− 2Jeff(Tp)

Tp

)
1− exp

(
− 2Jeff(Tp)

Tp

) . (2.35)

Лише у випадку 2Jeff(Tp)/Tp →∞ кореляцiйна довжина також прямує до безме-

жностi ξ(Tp) → ∞. Як i для випадку iз декорованими драбинками, кореляцiйна

довжина ξ набуватиме великих значень, якщо

2Jeff(Tp)

Tp
� 1, (2.36)

де псевдокритична температура Tp знаходиться з рiвняння (2.23). З (2.36) випли-

ває, що T/J� 2 при T = Tp, тобто температура T, яка вiдповiдає Tp є достатньо

малою у порiвняння з J. У цьому наближеннi ми можемо оцiнити значення коре-

ляцiйної довжини ξ(Tp), яке завжди буде скiнченним

ξ(Tp) ≈
1

2
exp

2Jeff(Tp)

Tp
<∞. (2.37)

Однак поблизу температури Tp (але не для T = Tp), коли виконується нерiвнiсть

sinh2 Heff

T
� exp

(
− 4Jeff

T

)
, (2.38)

рiвняння (2.34) набуде вигляду

ξ−1 ≈ ln

cosh Heff
T +

∣∣∣∣ sinh Heff
T

∣∣∣∣
cosh Heff

T −
∣∣∣∣ sinh Heff

T

∣∣∣∣ ≈
2Heff

T
, (2.39)
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що приводить до наступної поведiнки поблизу Tp

ξ|T≈Tp ∝
1

|Heff(T )| . (2.40)

Магнiтна сприйнятливiсть при T = Tp пропорцiйна кореляцiйнiй довжинi

χ(Tp) =
1

Tp
exp

2Jeff(Tp)

Tp
≈ 2ξ(Tp)

Tp
, (2.41)

а поблизу псевдопереходу

χ|T≈Tp ≈
1

T

cosh Heff
T

| sinh Heff
T |3

exp

(
− 4Jeff

T

)
≈ 1

T

∣∣∣∣ THeff

∣∣∣∣3 exp

(
− 4Jeff

T

)
∝ 1

|Heff|3
. (2.42)

Подивимось на температурну залежнiсть кореляцiйної довжини ξ, магнi-

тної сприйнятливостi χ i намагнiченостi m на H/J− T/J площинi (див. рис. 2.14)

i порiвняємо її iз поведiнкою феромагнiтного ланцюжка Iзинга (2.22). На лiвiй

панелi рис. 2.17 наведено кореляцiйну довжину ξ(T ) (синi кривi) спiн–1/2 Iзинг-

XY Z ромбiчного ланцюжка для випадку, коли модель виявляє псевдоперехiд. За

температури T = Tp функцiя ξ досягає максимального значення. На рис. 2.18

наведено магнiтну сприйнятливiсть χ для такого ж набору параметрiв як i для

кореляцiйної довжини ξ.

Температурна залежнiсть намагнiченостi m наведена на рис. 2.19. Iз ростом

температури T ефективне магнiтне поле Heff змiнює знак при T = Tp, що приво-

дить до змiни знаку намагнiченостi вiд майже −1 до майже 1. Ця стрибкоподiбна

поведiнка (знову наголосимо, що m є неперервна функцiя при температурi Tp)

пов’язана iз змiною знаку ефективного поля при низьких температурах. Така по-

ведiнка намагнiченостi вiдiграє важливу роль у поведiнцi ентропiї i внутрiшньої

енергiї (див. далi).

Температурну залежнiсть внутрiшньої енергiї e i ентропiї s можна зрозумiти

iз рiвнянь (2.20) i (2.21) вiдповiдно. На рис. 2.20 i рис. 2.21 наведено залежнiсть

e(T ) i s(T ) разом iз вкладами вiд окремих доданкiв e(1)(T ), e(2)(T ), e(3)(T ) i

s(1)(T ), s(2)(T ), s(3)(T ). Звiдси можна побачити, що стрибкоподiбна поведiнка

обидвох термодинамiчних величин (якi є першими похiдними вiд вiльної енергiї)
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Рис. 2.17. Кореляцiйна довжина ξ (2.34) спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюж-
ка на H/J − T/J площинi для такого ж набору параметрiв, як i на
рис. 2.14. Голубi лiнiї на лiвiй панелi, якi виходять з фiолетових дискiв,
вiдповiдають значенню кореляцiйної довжини за фiксованого значення
h = 12.75 iз монотонним ростом температури T = 0, 0.01, . . . , 0.29.
Товстiша синя крива на лiвiй панелi вiдповiдає ξ(T, h = 12.7). На правiй
панелi наведена залежнiсть ξ(T, h = 12.7) в iншому масштабi. Коричне-
вi кривi вiдповiдають ξ(H) для звичайного ланцюжка Iзинга за темпе-
ратури T = 0.107 9, 0.108 9, . . . , 0.127 9, а голубими дисками позначе-
нi точки їх перетину iз синьою кривою. На обидвох рисунках червона
крива вiдповiдає залежностi ξ(T/J,H = 0) для звичайного ланцюжка
Iзинга.

пов’язана iз вкладами вiд доданкiв, якi пропорцiйнi намагнiченостi m (червонi

штриховi лiнiї для обидвох випадкiв).

Наостанок розглянемо температурну залежнiсть теплоємностi c. Як ми ба-

чили ранiше, поблизу псевдокритичної температури Tp магнiтна сприйнятливiсть

χ(Tp) набуває великих значень, див. (2.41), (2.42), тому основний вклад у тепло-

ємнiсть (2.33) дає доданок, пропорцiйний χ: c ≈ c(6) = Tχ(H ′eff)2. Отже, поблизу

Tp температурна залежнiсть теплоємностi c i магнiтної сприйнятливостi χ буде

дуже схожою, бо множник T (H ′eff)2 ≈ T (T − Tp)2 буде просто константою (див.

рис. 2.22). На рис. 2.22 наведено теплоємнiсть c для випадку γ = 0.7 i h = 12.7.

Iз восьми доданкiв у (2.33) тiльки три, а саме, c(1), c(2) i c(6), дають помiтний

вклад поблизу T = Tp. Всюди, окрiм околу псевдокритичної температури, c(6) є

дуже малим. Як ми вже згадували ранiше, сприйнятливiсть входить у теплоєм-
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Рис. 2.18. Сприйнятливiсть χ (2.30) спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка
на H/J−T/J площинi для такого ж набору параметрiв як i на рис. 2.14.
Товстiша синя крива на лiвiй панелi вiдповiдає χ(T, h = 12.7). На пра-
вiй панелi наведена залежнiсть χ(T, h = 12.7) в iншому масштабi. Ко-
ричневi кривi вiдповiдають χ(H) для звичайного ланцюжка Iзинга за
температури T = 0.107 9, 0.108 9, . . . , 0.127 9, а голубими дисками
позначенi точки їх перетину iз синьою кривою. На обидвох рисунках
червона крива вiдповiдає залежностi χ(T/J,H = 0) для звичайного лан-
цюжка Iзинга.
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Рис. 2.19. Намагнiченiсть m (2.29) спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка на
H/J − T/J площинi для такого ж набору параметрiв як i на рис. 2.14.
Фiолетовi лiнiї на лiвiй панелi вiдповiдають значенню намагнiчено-
стi h = 12.7, 12.74, 12.745, 12.749. Товстiша синя крива на лiвiй
панелi вiдповiдає m(T, h = 12.7). На правiй панелi наведена зале-
жнiсть m(T, h = 12.7) в iншому масштабi. Коричневi кривi вiдпо-
вiдають m(H) для звичайного ланцюжка Iзинга за температури T =
0.107 9, 0.108 9, . . . , 0.127 9, а голубими дисками позначенi точки їх
перетину iз синьою кривою.
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Рис. 2.20. Внутрiшня енергiя спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка для зна-
чень γ = 0.7 i h = 12.7. Товстi синi кривi вiдповiдають e(T ), чорнi,
червонi i рожевi кривi вiдповiдають e(1)(T ), e(2)(T ) i e(3)(T ) вiдповiд-
но. Поведiнка внутрiшньої енергiї поблизу Tp ≈ 0.372 6 наведена на
вкладцi.
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Рис. 2.21. Ентропiя спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка для значень γ =
0.7 i h = 12.7. Товстi синi кривi вiдповiдають s(T ), чорнi, червонi i
рожевi кривi вiдповiдають s(1)(T ), s(2)(T ) i s(3)(T ) вiдповiдно. Поведiнка
ентропiї поблизу Tp ≈ 0.372 6 наведена на вкладцi.
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Рис. 2.22. Теплоємнiсть c(T ) спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка для зна-
чень γ = 0.7 i h = 12.7. Товстi синi кривi вiдповiдають c(T ), тодi як
чорнi, коричневi з трикутниками, червонi штриховi, зеленi з квадрата-
ми i рожевi з кiльцями вiдповiдають c(1)(T ), c(3)(T ), c(6)(T ), c(7)(T ) i
c(8)(T ) вiдповiдно (див. (2.33)). На вкладцi лiвої панелi зображено те-
плоємнiсть у подвiйному логарифмiчному масштабi.

нiсть iз множником T (H ′eff)2, який може скомпенсувати великий вклад вiд χ. На

рис. 2.23 наведено приклад такої ситуацiї. Попри велике значення χ(Tp), H ′eff � 1

i теплоємнiсть при такому наборi параметрiв не має особливостей.

На рис. 2.24 зображено значення псевдокритичної температури Tp на γ − h
площинi. Iз зменшенням величини Tp зростає значення кореляцiйної довжини

ξ(Tp) (див. рожевi i червонi лiнiї). Тiльки при наближеннi до зеленої кривої, яка

вiдповiдає умовi (2.23), низькотемпературнi особливостi виявляються найяскравi-

ше.

Як у випадку декорованої драбинки Iзинга, поблизу псевдокритичної темпе-

ратури ξ ∝ |Heff|−1 i χ ∝ |Heff|−3 див. (2.13) i (2.14) вiдповiдно. Поблизу температу-

ри T = Tp маємо Heff ∝ T −Tp. Отже, будемо мати такий ж набiр квазiкритичних

показникiв як i у випадку двоногої драбинки Iзинга: ν = ν ′ = 1, α = α′ = γ =

γ′ = 3.

У цьому пiдроздiлi ми зосередилися на спiн–1/2 Iзинг-XY Z ланцюжку, але

всi мiркування годяться для спiн-електронного ланцюжка подвiйних тетраедрiв

i спiн–1/2 ланцюжка подвiйних тетраедрiв Iзинга-Гайзенберга. Рiзниця мiж ци-

ми моделями лише у специфiчних залежностях Jeff i Heff вiд температури (див.
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Рис. 2.23. Теплоємнiсть c (2.33) спiн–1/2 Iзинг-XY Z ромбiчного ланцюжка (2.16)
для значень γ = 0.82 i h = 7.916 228. Голуба крива вiдповiдає c(T ), а
суцiльна чорна i штрихова червона вiдповiдають c(1) i c(6) вiдповiдно.
Червонi кривi iз трикутниками вгору/вниз вiдповiдають (Heff′)

2 i Tχ
(див. формулу для c(6) у (2.33)). На вкладцi зображено c(T ) у подвiй-
ному логарифмiчному масштабi.

рис. 2.14 – 2.16).

Пiдведемо пiдсумки. Ми пояснили причину низькотемпературних особливо-

стей декiлькох декорованих ланцюжкiв, розглядаючи ефективний феромагнiтний

ланцюжок Iзинга iз залежною вiд температури ефективною феромагнiтною вза-

ємодiєю Jeff(T ) i ефективним полем Heff(T ). При певному значеннi температури

T = Tp (Heff(Tp) = 0) ефективне поле змiнює знак. Гострий пiк кореляцiйної дов-

жини ξ, теплоємностi c i магнiтної сприйнятливостi χ, а також стрибкоподiбна

поведiнка внутрiшньої енергiї e i ентропiї s, пов’язанi iз «залишками» критичної

поведiнки ланцюжка Iзинга. Ми з’ясували необхiднi i достатнi умови появи псев-

допереходiв, див. рис. 2.24. Також ми дослiдили квазiкритичну поведiнку поблизу

псевдокритичної температури Tp. Результати опублiкованi у статтi [33].

2.4. Висновки

У цьому роздiлi ми в деталях дослiдили низькотемпературнi особливостi

одновимiрних декорованих систем Iзинга, якi вiдомi в лiтературi як псевдопере-
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Рис. 2.24. Фазова дiаграма для псевдокритичної температури Tp спiн–1/2 Iзинг-
XY Z ромбiчного ланцюжка (2.16) на γ − h площинi. Синi кривi вiдпо-
вiдають залежностi Tp(γ, h); товста червона крива iз пустими кiльцями
вiдповiдає значенню Tp при якому ξ(γ, h, Tp) = 100 i 2Jeff(Tp)/Tp ≈ 5.298
(тонша червона лiнiя — це проекцiя товстiшої γ − h площину); товста
рожева крива iз пустими квадратами вiдповiдає значенню Tp при якому
ξ(γ, h, Tp) = 10 i 2Jeff(Tp)/Tp ≈ 2.997 (тонша рожева лiнiя — це проекцiя
товстiшої γ−h площину); зелена крива разом i лiнiєю h = 0 утворюють
область, де Heff < 0 при T = 0; двi чорнi точки вiдповiдають значенням
γ = 0.7, h = 12.7 i γ = 0.82, h = 7.916 228.

ходи [24, 102]. Незважаючи на тип декорацiї (класична чи квантова), або ж тип

гратки (ланцюжки чи драбинки) в даних системах спостерiгається стрибкоподiбна

поведiнка перших похiдних вiд вiльної енергiї i гострий пiк у других похiдних вiд

вiльної енергiї. Пiсля застосування декорацiйно-iтерацiйного перетворення вихi-

днi декорованi моделi Iзинга можна привести до вигляду звичайної моделi Iзинга

iз залежними вiд температури ефективними взаємодiями/полями на вiдповiдних

недекорованих гратках. Ми показали, що саме ця температурна залежнiсть мо-

дельних параметрiв є причиною вищезгаданих термодинамiчних особливостей i

завжди пов’язана iз «залишками» критичної поведiнки простого ланцюжка Iзин-

га при нульовiй температурi у нульовому полi [32, 33].

Ми з’ясували, чому кореляцiйна довжина ξ, теплоємнiсть c i магнiтна
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Табл. 2.1. Одновимiрнi декорованi спiновi моделi, у яких виявленi псевдопереходи.

гратка модель 1D Iзинг

ромбiчний ланцюжок модель Iзинга [106]
Iзинг-XY Z [102]

X
X

ланцюжок подвiйних тетраедрiв мобiльнi електрони [20]
Iзинг-Гайзенберг [19]

X
X

двонога драбинка модель Iзинга [26, 27] X
X

двонога драбинка Iзинг-XXZ [24] ?
тринога трубка Iзинг-XY Z [24] ?

ромбiчний ланцюжок розширена модель Габарда [109] ?
ланцюжок модель Поттса [110] ?

шестикутна нанотрубка модель Блюма-Капеля [111] ?

сприйнятливiсть χ поблизу псевдокритичної температури Tp (але не при T = Tp)

виявляють степеневу поведiнку з показниками ν = ν ′ = 1, α = α′ = 3, γ = γ′ = 3

[32, 33]. Ми встановили необхiднi i достатнi умови для виникнення такої поведiн-

ки у одновимiрних декорованих спiнових системах. Зазначимо, що нещодавньо

з’явились новi приклади систем iз псевдопереходом [109–111], зв’язок яких iз на-

шим пiдходом ще потрiбно з’ясувати, див. Табл. 2.1.
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РОЗДIЛ 3

КВАНТОВА МОДЕЛЬ ГАЙЗЕНБЕРГА НА
ТРИВИМIРНIЙ ГРАТЦI ПIРОХЛОРУ

3.1. Вступ: гратка пiрохлору i фiзика магнетизму

Фiзичнi властивостi квантової антиферомагнiтної моделi Гайзенберга зна-

чною мiрою залежать не тiльки вiд вимiрностi простору, а також i вiд геометрiї

гратки. Зараз основнi характеристики квантової моделi Гайзенберга на простих

гратках добре дослiдженi. У випадку одновимiрного ланцюжка квантовi флукту-

ацiї руйнють дальнiй магнiтний порядок спiнiв, зумовлюючи степеневе (для на-

пiвцiлих значень спiну S) i експоненцiйне (для цiлих значень S) згасання спiнових

кореляцiй iз вiдстанню [39, 112], тому при низьких температурах система перебу-

ває у станi квантової спiнової рiдини. Двовимiрна квадратна гратка має критичну

точку для магнiтного впорядкування при Tc = 0 для довiльного значення спiну

S (магнiтне впорядкування дещо редуковане через квантовi флуктуацiї, особливо

при S = 1/2), але при скiнченних температурах T > 0 цей порядок руйнується

тепловими флуктуацiями [40]. Для простої кубiчної гратки очiкується фазовий

перехiд мiж магнiтною i парамагнiтною фазами при скiнченному значеннi крити-

чної температури Tc > 0 для довiльного значення спiну S ≥ 1/2.

Значний прогрес у вивченнi поведiнки систем на простих гратках зумовле-

ний можливiстю як отримати точнi результати в деяких випадках (наприклад,

точний розв’язок для S = 1/2 ланцюжка Гайзенберга [39]), так i побудувати ефе-

ктивну теорiю (наприклад, 1/S розклади навколо квазiкласичного основного ста-

ну), а також завдяки симуляцiям методом квантового Монте Карло. У випадку ж

геометрично фрустрованих граток цей потужний числовий метод незастосовний
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через так звану проблему знаку [10], а надiйних аналiтичних методiв немає. То-

му критично важливими тут є числовi симуляцiї для скiнченних систем, а саме,

метод точної дiагоналiзацiї, метод ренормалiзацiйної групи для матрицi густини

(DMRG) i метод багатозмiнного варiацiйного Монте Карло (mvMC) [28]. З допо-

могою цих методiв вдалося встановити, що антиферомагнiтна спiн S = 1/2 мо-

дель Гайзенберга iз взаємодiєю мiж найближчими сусiдами на двовимiрнiй гратцi

кагоме при T = 0 знаходиться у станi квантової спiної рiдини [11–14]. Серед дво-

вимiрних граток є багато кандидатiв, де очiкується такий основний стан, або ж

такий стан навiть спостережений експериментально (див. експерименти на гратцi

квадратне кагоме [59, 60]). Важливе запитання, яке досi без остаточної вiдповiдi,

чи є можливим стан квантової спiнової рiдини у тривимiрному просторi?

На вiдмiну вiд одновимiрних i двовимiрних геометрично фрустрованих гра-

ток тривимiрнi фрустрованi системи є значно менш дослiдженими. В першу чергу

це пов’язано з тим, що досяжнi на даний момент розмiри систем є недостатнiми

щоб вiдкинути вплив скiнченнорозмiрних ефектiв, а надiйнi аналiтичнi методи

для дослiдження таких моделей вiдсутнi. Серед тривимiрних геометрично фру-

строваних граток гратка пiрохлору (див. рис. 3.1) має непроминальне значення у

фiзицi фрустрованих магнетикiв. Вперше незвичнi властивостi гратки пiрохлору

помiтив Фiлiп Андерсон у роботi [113], де показав, що модель Iзинга iз коротк-

осяжними обмiнними взаємодiями не має магнiтного порядку, а основний стан

макроскопiчно вироджений, що приводить до ненульового значення ентропiї на

вузол при T = 0. Пiсля роботи Жака Вiллана [114] вдалося встановити, що кла-

сична модель Гайзенберга (S → ∞) перебуває у станi класичної спiнової рiдини

[115, 116]. Цi результати для моделi Iзинга i для класичної моделi Гайзенберга

дають пiдстави очувати, що у границi квантового спiну S = 1/2 основний стан

антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору також не матиме магнiтного

порядку.

Дослiдження властивостей основного стану спiн S = 1/2 антиферомагнiтної

моделi Гайзенберга на гратцi пiрохлору ведуться вже протягом трьох десятилiть.

Однак, анi природа основного стану, анi значення енергiї основного стану досi невi-
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Рис. 3.1. Гратка пiрохлору є тривимiрною мережею тетраедрiв iз спiльними вер-
шинами. Її також можна представити як чотири взаємопроникнi гра-
нецентрованi кубiчнi гратки, якi розташованi у r1 = (0, 0, 0), r2 =
(0, 1/4, 1/4), r3 = (1/4, 0, 1/4), r4 = (1/4, 1/4, 0). Вузли гранецентро-
ваної кубiчної гратки означенi як Rm = m1e1 + m2e2 + m3e3, де
m1, m2, m3 — цiлi числа, а вестори e1 = (0, 1/2, 1/2), e2 = (1/2, 0, 1/2),
e3 = (1/2, 1/2, 0). Таким чином N вузлiв гратки пiрохлору задаються
значеннямиmα, Rmα = Rm+rα, деm = 1, · · · ,N , N = N/4 — кiлькiсть
елементарних комiрок, а iндекс α = 1, 2, 3, 4 означає вузли всерединi
елементарної комiрки.

домi. Отриманi результати сильно вiдрiзняються в залежностi вiд методу. В однiй

iз перших робiт [117] теоретико-польовий i пертурбативний аналiз (розклади за

iзольованими тетраедрами) вказують на наявнiсть димерного параметра порядку

i основний стан iз порушенням трансляцiйної i ротацiйної симетрiї. Iншi варiнти

пертурбативного аналiзу пiдтверджують це припущення [118, 119]. Теорiя опера-

торiв на зв’язку вказує, що основний стан — кристал валентних зв’язкiв [120],

розклади матрицi густини [121, 122] i метод псевдофермiонної ренормалiзацiйної

групи [123] — на стан квантової спiнової рiдини, метод варiацiйного Монте Карло

— на наявнiсть кiрального порядку [124], а фермiонна теорiя середнього поля — на

стан з монопольним потоком [125]. Це рiзноманiття можливих сценарiїв природи

основного стану приводить до невизначеностi значення енергiї основного стану,
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який, в залежностi вiд методу, знаходиться в дiапазонi e0/J = −0.57, · · · − 0.43 1

(див. Табл. 3.2 i рис. 3.13).

Попри значний iнтерес, термодинамiчнi властивостi квантової антиферома-

гнiтної моделi Гайзенберга на гратцi пiрохлору дуже мало дослiдженi. Однак,

певнi риси моделi все ж вiдомi. Пертубативнi розклади матрицi густини [121, 122]

i метод двочасових функцiй Грiна в наближеннi Кондо-Ямаджi [79] передбачають

експоненцiйне згасання спiн-спiнових кореляцiй iз вiддалю, а їх значення не пере-

вищує мiжатомної вiдстанi. Також модель не виявляє жодного магнiтного порядку

при будь-якiй темепературi T ≥ 0 [79]. Структурний фактор має типовий мете-

ликоподiбний вiзерунок [79, 82, 126]. Для експериментальних величин досi вiдомi

тiльки результати методу дiаграматичного Монте Карло для магнiтної сприйня-

тливостi χ(T ) до температури T/J = 1/6 [82], а також данi для теплоємностi c(T )

i χ(T ) в методi двочасових функцiй Грiна i високотемпературних розвинень [79].

Тому наразi тiльки експеримент може пролити свiтло на термодинамiчну поведiн-

ку цiєї моделi.

Є ряд сполук, якi є реалiзацiєю спiн S = 1/2 квантового антиферомагне-

тика Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Серед них Y2Mo2O7 [127–130], а також

оксинiтрид Lu2Mo2O5N2 [131, 132]. Експериментальнi данi останього вдається по-

яснити S = 1/2 моделлю Гайзенберга, щоправда iз включенням взаємодiї мiж

наступними сусiдами [132]. До того ж, для цiєї системи важливу роль вiдiграє

спiн-орбiтальна взаємодiя. Нинi найбiльш багатообiцяючим видається матерiал

NaCaNi2F7 [126, 133]. Непружнє розсiяння нейтронiв (див. права панель рис. 3.2)

вдається дуже добре вiдтворити S = 1 iзотропною моделлю Гайзенберга. На жаль,

досi не вдалося знайти сполуку, яка б вiдповiдала iзотропнiй моделi Гайзенберга

з гранично квантовим значенням спiну S = 1/2.

Хоча обговорення вище стосувалося в основному антиферомагнiтної взає-

модiї, цiкавим також є i випадок феромагнiтної взаємодiї. Звичайно, геометрично

фрустрована гратка не впливає на властивостi основного стану феромагнетика,

1Зовсiм нещодавно вдалося досягти значного прогресу для симуляцiй методом DMRG [15] i mvMC [28] для
достатньо великих систем. Ми обговоримо цi результати в кiнцi роздiлу.
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Рис. 3.2. Злiва: непружнє розсiяння нейтронiв (Ei = 50 meV) квантового S =
1/2 феромагнетика Гайзенберга Lu4V2O7 на гратцi пiрохлору як фун-
кцiя приведеного iмпульсу t. Чорнi кривi вiдповiдають спектру спiнових
хвиль (рисунок взято iз статтi [134]). Справа: непружнє розсiяння ней-
тронiв у квантовому S = 1 антиферомагнетику Гайзенберга NaCaNi2F7

(рисунок взято iз статтi [133]).

однак проявляє себе при скiнченних температурах. Властивостi феромагнетикiв

на фрустрованих гратках природньо порiвнювати iз вiдповiдними властивостями

таких спiнових систем на нефрустрованих гратках iз однаковим координацiйним

числом z. Для гратки пiрохлору вiдповiдною граткою є проста кубiчна гратка.

Такi гратки в наближеннi середнього поля будуть однаковими, а вихiд за межi се-

реднього поля дозволить виявити вплив фрустрацiї на спостережуванi величини

при скiнченних температурах.

Є досить багато експериментальних реалiзацiй феромагнетикiв пiрохлору

[135–139]. Однiєю з них є сполука Lu4V2O7 [134, 140, 141]. Цей квантовий S = 1/2

феромагнетик Гайзнберга на гратцi пiрохлору Lu4V2O7 є iзолятором Мотта iз

малою щiлиною. В ньому йони ванадiю V4+ (локалiзованi спiни S = 1/2) форму-

ють гратку пiрохлору. Аналiз експериментальних даних показує, що бiльш нiж

задовiльний опис експериментальних даних вдається досягти мiнiмальною моде-

ллю Гайзенберга iз взаємодiєю мiж найближчими сусiдами iз величиною J =
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8.22(3) мeВ (в цьому матерiалi присутнiй вклад i вiд взаємодiї Дзялошинського-

Морiя D = 1.5(1) мeВ). Данi експерименту iз розсiянням нейтронiв наведено на

лiвiй панелi рис. 3.2.

У цьому роздiлi будемо розглядати квантову S = 1/2 модель Гайзенберга

на гратцi пiрохлору iз феромагнiтною i антиферомагнiтною взаємодiєю. Термо-

динамiку феромагнетика розглядатимемо в рамках методу двочасових функцiй

Грiна в наближеннi Тяблiкова — такий аналiз досi не проведено, а отриманi ре-

зультати порiвняємо iз вiдомими в лiтературi, отриманими iншими методами, а

також iз даними квантового Монте Карло, яке застосовне для феромагнетика.

Антиферомагнетик Гайзенберга будемо розглядати в методi ентропiї, результати

для теплоємностi i магнiтної сприйнятливостi порiвняємо iз даними дiаграмати-

чного Монте Карло [82], а також iз нещодавнiми результатами DMRG i mvMC для

скiнченних систем. Результати дослiджень цього роздiлу опублiкованi у статтях

[30, 31].

3.2. Метод функцiй Грiна для квантового
феромагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору

Розгляньмо S = 1/2 iзотропну модель Гайзенберга гратцi пiрохлору (див.

рис. 3.1). Гамiльтонiан моделi має наступний вигляд:

H =J
∑
〈mα;nβ〉

Sm;α · Sn;β

= J
∑
m

(
Sm;1 · Sm;2 + Sm;1 · Sm;3 + Sm;1 · Sm;4 + Sm;2 · Sm;3

+ Sm;2 · Sm;4 + Sm;3 · Sm;4 + Sm;1 · Sm1−1,m2,m3;2 + Sm;1 · Sm1,m2−1,m3;3

+ Sm;1 · Sm1,m2,m3−1;4 + Sm1−1,m2,m3;2 · Sm1,m2−1,m3;3

+ Sm1−1,m2,m3;2 · Sm1,m2,m3−1;4 + Sm1,m2−1,m3;3 · Sm1,m2,m3−1;4

)
,

(3.1)

де перше сумування у (3.1) ведеться за найближчими сусiдами m;α i n; β;

друга сума стосується представлення гамiльтонiану моделi в явному виглядi,

де пiдсумовуємо за всiма вузлами елементарної комiрки m, у якiй є 4 вузли,
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m = (m1,m2,m3), ma = 1, · · · ,La (a = 1, 2, 3), L1L2L3 = N ; обмiнна взаємодiя

J = −|J | < 0 — феромагнiтна. Спiновi оператори комутують на рiзних вузлах, а

на вузлi задовольняють стандартним комутацiйним спiввiдношенням:

[S+, S−] = 2Sz, [S±, Sz] = ∓S±, (3.2)

де оператори S± = Sx ± iSy (звiдси i надалi вважатимемо ~ = 1).

Розгляд термодинамiки розпочнемо iз низькотемпературної поведiнки, ско-

риставшись лiнiйною теорiєю спiнових хвиль (ще простiша теорiя середнього поля

приведена у додатку А.1). Застосуємо перетворення Гольштайна-Примакова [142],

вiдразу залишивши тiльки члени, якi даватимуть вклад порядку S:

S+ =
√

2S

√
1− a†a

2S
a ≈
√

2Sa,

S− =
√

2Sa†
√

1− a†a

2S
≈
√

2Sa†,

Sz =S − a†a.

(3.3)

Тут ми ввели стандартнi бозоннi оператори am;α i a†m;α [am;α, a
†
n;β] = δmnδαβ; пiд-

гратковий iндекс α = 1, 2, 3, 4, а m = 1, . . . ,N . Фур’є перетворення бозонних

операторiв має вигляд:

aq;α =
1

N
∑
m

e−iq·Rmam;α, (3.4)

де q ·Rm = q1m1 + q2m2 + q3m3, qa = 2πza/La, za = 1, · · · ,La (a = 1, 2, 3). Варто

зазначити, що ми перейшли вiд координат q1, q2, q3 в оберненому просторi до

декартових qx, qy, qz: q1 = (qy + qz)/2, q2 = (qx + qz)/2, q3 = (qx + qy)/2. Таким

чином отримаємо гамiльтонiан (3.1) у наближеннi лiнiйної теорiї спiнових хвиль

H = 12NS2J − 2SJ
∑
q

(
a†q;1 a

†
q;2 a

†
q;3 a

†
q;4

)
F


aq;1

aq;2

aq;3

aq;4

 , (3.5)
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Рис. 3.3. Спектр збуджень феромагнiтної S = 1/2 моделi Гайзенберга на гратцi
пiрохлору в наближеннi лiнiйної теорiї спiнових хвиль (3.8) (лiворуч)
вздовж шляху (Γ-X-W-K-Γ) мiж симетричними точками в зонi Брiллю-
ена гранецентрованої кубiчної гратки (праворуч).

де матриця F має вигляд:

F =


3 −φ1 −φ2 −φ3

−φ∗1 3 −φ∗12 −φ∗13

−φ∗2 −φ12 3 −φ∗23

−φ∗3 −φ13 −φ23 3

 ,

φa = e−
iqa
2 cos

qa
2
, φab = e−

i(qa−qb)
2 cos

qa − qb
2

.

(3.6)

Дiагоналiзувавши бiлiнiйну форму (3.5), прийдемо до гамiльтонiану невзаємодi-

ючих бозонiв (магнонiв):

H = 12NS2J − 2SJ
4∑

γ=1

∑
q

ωγ;qξ
†
q;γξq;γ. (3.7)

Тут енергiя лiнiйних спiнових хвиль (магнонiв) визначається власними значення-

ми матрицi F (3.6) −2SJωγ;q = |J |ωγ;q:

ω1;q = ω2;q, ω3;q = 2 +Dq, ω4;q = 2−Dq,

Dq = 1 + cos
qx
2

cos
qy
2

+ cos
qx
2

cos
qz
2

+ cos
qy
2

cos
qz
2

(3.8)

(див. лiва панель рис. 3.3). Тепер з гамiльтонiану (3.7) можемо обчислити нама-
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гнiченiсть

〈Sz〉 =
1

N

∑
m;α

〈Szm;α〉 = S − 1

4N
4∑

γ=1

∑
q

nq;γ (3.9)

i середню енергiю на вузол

e =
〈H〉
N

= 3S2J − SJ

2N

4∑
γ=1

∑
q

ωγ;qnq;γ, (3.10)

де nq,γ = 1/(e|J |ωγ;q/T − 1) — розподiл Бозе-Айнштайна (стала Больцмана kB = 1

i значення спiну S = 1/2). Ми будемо використовувати результати лiнiйної теорiї

спiнових хвиль для намагнiченостi m = 〈Sz〉 (3.9) i теплоємностi c = ∂〈e〉/∂T при

аналiзi низькотемпературної термодинамiки в методi двочасових функцiй Грiна в

наближеннi Тяблiкова.

Перейдемо до розгляду двочасових функцiй Грiна [143–146]. Попри вiдносну

простоту, метод досi використовується для теоретичного опису впорядкованих

спiнових моделей (див. нещодавнi роботи [147–149]). Введемо наступнi оператори

S±q;α =
1√
N
∑
m

e∓iq·RmS±m;α (3.11)

i вiдтак запiзнювальну функцiю Грiна

Gαβ(t) ≡ 〈〈S+
q;α|S−q;β〉〉t = −iΘ(t)〈[S+

q;α(t), S−q;β(t)]〉, Gαβ(ω) =

+∞∫
−∞

dteiωtGαβ(t),

(3.12)

для якої рiвняння руху першого порядку мають вигляд:

ω〈〈S+
q;α|S−q;β〉〉ω =

2

N
∑
m

〈Szm;α〉δαβ + i〈〈Ṡ+
q;α|S−q;β〉〉ω,

iṠ+
q;α =

1√
N
∑
m

e−iq·Rm[S+
q;α,H],

(3.13)

див. [143–146]. При обчисленнi комутатора у другому рядку формули (3.13)

з’являється нова функцiя Грiна вищого порядку (деталi вiдповiдних обчислень

див. у додатку А.2). На цьому етапi ми застосуємо так зване наближення

Тяблiкова (наближення хаотичних фаз), де функцiя Грiна 〈〈SzAS+
B |S−q;β〉〉 →
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〈Sz〉〈〈S+
B |S−q;β〉〉 [144]. Це можна зробити, бо у феромагнiтнiй моделi при низьких

температурах виникає намагнiченiсть 〈Sz〉. Пiсля цього ми отримаємо замкнену

систему рiвнянь для функцiй Грiна:

4∑
γ=1

(ωδαβ + 2J〈Sz〉Fαγ)Gγβ(ω) = 2〈Sz〉δαβ, (3.14)

де−2J〈Sz〉F— матриця частот (тут матриця F така ж як у лiнiйнiй теорiї спiнових

хвиль (3.6)), матриця G — матриця функцiй Грiна, а M = 2〈Sz〉I — матриця

моментiв.

Можемо знайти власнi значення i власнi вектори матрицi F, якi задовольня-
ють

∑
β Fαβ 〈β|γq〉 = ωγ;q 〈α|γq〉 (власнi значення ωγ;q наведенi в рiвняннi (3.8)).

Набiр ортонормованих власних векторiв занадто громiздкий, тому ми його тут не

приводимо.

Тепер знайдемо функцiї Грiна з (3.14). Для цього скористаємось тотожнi-

стю
∑4

γ=1 |γq〉 〈γq| = I. Помножимо злiва обидвi частини рiвняння (3.14), будемо

мати:

G = 2〈Sz〉(ωI + 2J〈Sz〉F)−1 |γq〉 〈γq| =
∑
γ

2〈Sz〉
ω + 2J〈Sz〉ωγ;q

|γq〉 〈γq| , (3.15)

а отже отримаємо остаточний результат:

Gαβ(ω) = 2Sz
4∑

γ=1

〈α|γq〉 〈γq|β〉
ω + 2JSzωγ;q

. (3.16)

Тут 〈γq|β〉 — β-ова компонета власного значення 〈γq|. Намагнiченiсть 〈Sz〉, яка
входить в рiвняння (3.16), визначається самоузгодженим чином (див. далi рiвня-

ння (3.19)). Як видно iз рiвняння (3.16) енергiя збуджень рiвна −2J〈Sz〉ωγ;q =

2|J |〈Sz〉ωγ;q. В низькотемпературнiй границi T → 0 (тобто коли 〈Sz〉 → S) вона

збiгається iз енергiєю збуджень в лiнiйнiй терiї спiнових хвиль, тобто, з енергiєю

магнонiв. Iз пiдвищенням температури залежнiсть енергiї збуджень вiд хвильово-

го вектора не змiнюється, а тiльки перенормовується залежним вiд температури

параметром порядку 〈Sz〉(T ) < S. Для того, щоб детальнiше врахувати темпе-



70

ратурну залежнiсть збуджень, потрiбно розщеплювати рiвняння руху для фун-

кцiй Грiна на наступному кроцi (наприклад, в наближеннi Кондо-Ямаджi [67],

див. [77]). Оскiльки Dq −−→
q→0

2 − |q|2, то ω4;q буде акустичною гiлкою збуджень

в спектрi ω4;q −−→
q→0

ρ|q|2, де спiнова жорсткiсть ρ = |J |〈Sz〉/8 пропорцiйна до

намагнiченостi.

Знаючи функцiї Грiна, можемо обчислити вiдповiднi кореляцiйнi функцiї з

допомогою вiдомої [143] спектральної теореми

〈S−q;βS
+
q;α〉 =

i
2π

lim
ε→0

+∞∫
−∞

dω
Gαβ(ω + iε)−Gαβ(ω − iε)

e
ω
T − 1

= 2〈Sz〉
4∑

γ=1

〈α|γq〉 〈γq|β〉
e−

2J〈Sz〉ωγ;q
T − 1

.

(3.17)

Таким чином нам одразу ж вдається обчислити термодинамiчнi спостережуванi.

Наприклад, використовуючи тотожнiсть Sz = 1/2− S−S+, знайдемо

〈Sz〉 =
1

2
− 1

N

∑
m,α

〈S−m;αS
+
m;α〉 =

1

2
− 1

N
〈S−q;αS

+
q;α〉, (3.18)

що приводить до самоузгодженого рiвняння для намагнiченостi нижче критичної

температури в наближеннi Тяблiкова:

〈Sz〉 =
1

2
− 〈S

z〉
2N

4∑
γ=1

∑
q

1

e−
2J〈Sz〉ωγ;q

T − 1
. (3.19)

При температурi фазового переходу параметер порядку m ≡ 〈Sz〉 = 0, тому,

розклавши праву частину рiвняння (3.19), ми знайдемо температуру Кюрi Tc

Tc
|J | =

2

1
N

4∑
α=1

∑
q

1
ωα;q

≈ 0.872, (3.20)

де в термодинамiчнiй границi ми перейшли вiд суми до iнтегралу

(1/N)
∑

q(. . . ) → (1/π3)
∫ π

0 dqx
∫ π

0 dqy
∫ π

0 dqz(. . . ). Порiвняння критичної темпе-

ратури, отриманої методом двочасових функцiй Грiна в наближеннi Тяблiкова,

з iншими методами наведено в Табл. 3.1. Як бачимо, цей метод дає найвище

значення Tc (якщо опустити результат теорiї середнього поля, який взагалi
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Табл. 3.1. Порiвняння критичної температури Tc/|J | для феромагнiтної моделi
Гайзенберга на гратцi пiрохлору i простiй кубiчнiй гратцi, отриманої
методом квантового Монте Карло (QMC), методом високотемператур-
них розвинень (HTE), мотодом псевдофермiонної функцiональної ре-
нормалiзацiйної групи (PFFRG), методом двочасових функцiй Грiна
в наближеннi Кондо-Ямаджi (RGM) i в наближеннi Тяблiкова (RPA).
Також наведено значення критичної температури у наближеннi сере-
днього поля (MFA), однакове для обох граток.

метод гратка пiрохлору проста кубiчна гратка
QMC 0.718 [77] 0.839(1) [150]
HTE 0.724 · · · 0.754 [151] 0.827 [151]

PFFRG 0.77(4) [123] 0.90(4) [123]
RGM 0.778 [77] 0.926 [152, 153]
RPA 0.872 (рiвняння (3.20)) 0.989 [144]
MFA 1.5 1.5

не вiдчуває гратки). Порiвнюючи критичну температуру гратки пiрохлору iз

простою кубiчною граткою, якi є еквiвалентними в наближеннi середнього поля

(див. додаток А.1), спостерiгаємо вплив геометричної фрустрацiї при скiнченних

температурах. Тепловi флуктуацiї «знищують» магнiтний порядок на гратцi

пiрохлору ефективнiше нiж на простiй кубiчнiй гратцi, що приводить до пониже-

ння значення критичної температури на приблизно 15%. Звичайно, в наближеннi

середнього поля критична температура Tc однакова для обох граток Tc = 3|J |/2.
Попри те, що наближення Тяблiкова застосовне тiльки в областi температур

T ≤ Tc, можемо також знайти сприйнятливiсть у парамагнiтнiй областi [145, 154].

Розгляньмо безмежно мале магнiтне поле h, тодi магнiтна сприйнятливiсть 〈Sz〉 =

χh. Тепер гамiльтонiан моделi мiститиме доданок Зеємана H − h
∑

m;α Sm;α, а

розв’язок для функцiй Грiна вiдрiзнятиметься тiльки зсувом спектру збуджень

на значення поля h: 2J〈Sz〉ωγ;q − h. Отже, замiсть рiвняння (3.19) будемо мати

〈Sz〉 =
1

2
− 〈S

z〉
2N

4∑
γ=1

∑
q

1

e−
2J〈Sz〉ωγ;q−h

T − 1
. (3.21)

В парамагнiтнiй фазi T > Tc намагнiченiсть 〈Sz〉 = 0, пiдставимо це значення у

лiву частину рiвняння i розкладемо експоненту враховуючи 〈Sz〉 = χh. В такий
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Рис. 3.4. Температурна залежнiсть намагнiченостi m = 〈Sz〉 (тоншi кривi) i обер-
неної магнiтної сприйнятливостi χ−1 (товстiшi кривi) для S = 1/2 феро-
магнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Результати методу двочасо-
вих функцiй Грiна в наближеннi Тяблiкова (3.19) i (3.22) (суцiльнi кривi)
в порiвняннi з результатами в наближеннi Кондо-Ямаджi [77] (штрихо-
вi кривi). Данi квантового Монте Карло для m наведено незаповненими
дисками, а для χ — заповненими [30]. Для порiвняння вiдповiднi резуль-
тати наведенi i для простої кубiчної гратки. Зеленi кривi вiдповiдають
наближенню середнього поля (однаковi в обох випадках). На вкладцi на-
ведена низькотемпературна поведiнка намагнiченостi разом iз лiнiйною
теорiєю спiнових хвиль.

спосiб прийдемо до самоузгодженого рiвняння для оберненої магнiтної сприйня-

тливостi χ−1 в парамагнiтнiй областi:

1 =
1

N
4∑

γ=1

∑
q

T

−2Jωγ;q + χ−1
. (3.22)

На рис. 3.4 зображено розв’язки рiвняння (3.19) для намагнiченостi m (у

впорядкованiй феромагнiтнiй фазi) i оберненої магнiтної сприйнятливостi χ−1 (у

невпорядкованiй парамагнiтнiй фазi). Отриманi результати порiвнюються iз си-

муляцiями методом квантового Монте Карло та результатами наближення Кондо-
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Ямаджi. Також для порiвняння зображено вiдповiднi величини для простої кубi-

чної гратки. У порiвняннi iз нефрустрованою простою кубiчною граткою, щiльнi-

ший енергетичний спектр гратки пiрохлору приводить до швидшого руйнування

магнiтного порядку i намагнiченiсть спадає швидше з ростом температури.

Для того щоб знайти теплоємнiсть в наближеннi Тяблiкова, нам потрiбно

врахувати вклад не тiльки вiд поперечних, але i вiд поздовжних кореляцiй. До-

тепер ми розглядали тiльки функцiї Грiна 〈〈S+|S−〉〉, а не 〈〈Sz|Sz〉〉. Тому по-

трiбно розглянути допомiжну кореляцiйну функцiю (i вiдповiднi функцiї Грiна)

[144, 155]. Деталi цих дещо громiздких обчислень наведено в додатку А.3, а тут ми

наведемо тiльки остаточний вираз для середної енергiї в наближеннi Тяблiкова:

〈H〉
N

=
3J〈Sz〉

2
− J〈Sz〉2

2N
4∑

γ=1

∑
q

ωγ;q

e−
2J〈Sz〉ωγ;q

T − 1
+
J〈Sz〉
2N

4∑
γ=1

4∑
α,β=1
(α 6=β)

∑
q

ϕαβ
〈α|γq〉 〈γq|β〉
e−

2J〈Sz〉ωγ;q
T − 1

,

ϕ12 = ϕ∗21 = φ1, ϕ13 = ϕ∗31 = φ2, ϕ14 = ϕ∗41 = φ3,

ϕ23 = ϕ∗32 = φ12, ϕ24 = ϕ∗42 = φ13, ϕ34 = ϕ∗43 = φ23,
(3.23)

де функцiї φa i φab визначенi в рiвняннi (3.6). Обчисливши похiдну вiд 〈H〉 за
температурою, ми отримаємо температурну залежнiсть теплоємностi c у впоряд-

кованiй фазi (T < Tc). На рис. 3.5 отриманий результат для c(T ) порiвнюється iз

симуляцiями методом квантового Монте Карло та iншими методами, а також iз

вiдповiдними результатами для простої кубiчної гратки. В теорiї середнього поля

значення критичної температури значно завищене i становить 3|J |/2, але тепло-

ємнiсть c(Tc) — скiнченна. В наближеннi Тяблiкова теплоємнiсть розбiгається, що

суперечить результатам, отриманими теоретико-польовими методами [156], висо-

котемпературними розвиненнями, симуляцiям методом квантового Монте Карло

[157–159], а також результатам наближення Кондо-Ямаджi [77]. Наближення Тя-

блiкова дає добре узгодження iз даними квантового Монте Карло для температур

нижче критичної T < Tc, однак поблизу критичної температури втрачає засто-

совнiсть.

Наостанок розглянемо динамiчний структурний фактор. Функцiї Грiна
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Рис. 3.5. Температурна залежнiсть теплоємностi c для S = 1/2 феромагнетика
Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Суцiльнi червонi кривi вiдповiдають
результатам наближення Тяблiкова (c = ∂〈H〉/∂T ); червонi штриховi —
наближення Кондо-Ямаджi [77]; дрiбнi штриховi — високотемператур-
ний ряд 13-ого порядку i Паде апроксиманта [6, 7] [77]; незаповненими
дисками зображенi результати квантового Монте Карло [30]. Для порiв-
няння також наведена теплоємнiсть простої кубiчної гратки у вiдповiд-
них наближеннях (гратки мають однаковi властивостi в теорiї середньо-
го поля — зелена крива). На вкладцi наведена теплоємнiсть для низьких
температур разом iз теорiєю лiнiйних спiнових хвиль.

(3.16) пов’язанi iз динамiчною сприйнятливiстю χ+−
q;αβ(ω) = −Gαβ(ω) [143]

χ+−
q (ω) =

4∑
α,β=1

χ+−
q;αβ(ω), (3.24)

яка пов’язана iз динамiчним структурним фактором. Отже, динамiчний структур-

ний фактор в наближеннi Тяблiкова:

S+−
q (ω) =

2

1− e−ω
T

=χ+−
q (ω) =

π〈Sz〉
1− e−ω

T

4∑
α,β,γ=1

〈α|qγ〉 〈qγ|β〉 δ(ω − 2|J |〈Sz〉ωγ;q).

(3.25)

На рис. 3.6 наведено динамiчний структурний фактор (3.25) в залежностi вiд

приведеного iмпульсу t = 2 − Dq

(
вираз для Dq наведено у (3.8)

)
. Тут для
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Рис. 3.6. Динамiчний структурний фактор S+−
q (ω) спiн S = 1/2 феромагнетика

Гайзенберга на гратцi пiрохлору в наближеннi Тяблiкова (3.25) як фун-
кцiя приведеного iмпульсу t = 2 − Dq вздовж шляху q = (q, q, q) i при
температурi T = 0.0425, iншi деталi див. в основному текстi. Бiлi лiнiї
вiдповiдають спектру збуджень |J |〈Sz〉ωγ;q. Для порiвняння iз експери-
ментом див. рис. 3.2.

обчислень замiсть дельта функцiї у (3.25) ми використали функцiю Лоренца

δ(x) → ε/[π(x2 + ε2)] з ε = 0.01. Отриманий результат можна порiвняти iз не-

пружнiм розсiянням нейтронiв для S = 1/2 феромагнетика пiрохлору Lu4V2O7

(див. рис. 3.2). Наведений на рис. 3.6 структурний фактор S+−
q (ω) обчислений

при температурi T = 0.0425 i для вибраного шляху q = (q, q, q). Структурний фа-

ктор в наближеннi Тяблiкова якiсно нагадує експериментальнi данi непружнього

розсiяння нейтронiв. S+−
q (ω) в основному зосереджений вздовж гiлок збуджень

ω4;q = 4− t i ω3;q = t, а вклад вiд бездисперсiйних гiлок непомiтний, див. рис. 3.6.

В цьому пiдроздiлi ми дослiдили термодинамiчнi величини (критичну тем-

пературу Tc, намагнiченiсть m, обернену магнiтну сприйнятливiсть χ−1 i теплоєм-

нiсть c), а також поперечний структурний фактор S+−
q (ω) S = 1/2 феромагнетика

Гайзенберга на гратцi пiрохлору у наближеннi Тяблiкова. Термодинамiчна пове-
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дiнка порiвняна iз результатами симуляцiй методом квантового Монте Карло, а

динамiчний структурний фактор — iз непружнiм розсiянням нейтронiв для сполу-

ки Lu4V2O7. Показано, що наближення Тяблiкова дає задовiльнi результати при

T < Tc. Результати, представленi в цьому пiдроздiлi, опублiкованi в статтi [30].

3.3. Метод ентропiї

Аналiз високотемпературних розвинень є одним iз найунiверсальнiших ме-

тодiв дослiдження термодинамiчної поведiнки фiзичних систем [160]. У фiзицi

магнетизму однiєю iз перших робiт на цю тему є праця В. Опеховського 1937 ро-

ку [161]. Значного розвитку метод зазнав протягом 60-70 рр. двадцятого столiття.

У цей перiод активно дослiджувалися моделi Iзинга i Гайзенберга у рiзних ви-

мiрностях простору, однак, основний акцент був на вивченнi критичної поведiнки

таких моделей та обчисленнях критичних показникiв. В той час були доступнi ви-

сокотемпературнi розвинення до десятого порядку за оберненою температурою.

Iз ростом обчислювальних можливостей комп’ютерiв зросли i порядки високо-

температурних розвинень. До прикладу, для квантової S = 1/2 iзотропної моделi

Гайзенберга на гратцi кагаме зараз вiдомi високотемпературнi розвинення для те-

плоємностi i магнiтної сприйнятливостi до двадцятого порядку [162]. Збiльшення

кiлькостi обмiнних взаємодiй i значення спiну S суттєво ускладнює обчислення

коефiцiєнтiв розвинення. У роботi [151] запропоновано алгоритм для обчислен-

ня високотемпературних розвинень теплоємностi i магнiтної сприйнятливостi для

моделi Гайзенберга iз довiльною кiлькiстю обмiнних взаємодiй i довiльним значен-

ням спiну S до тринадцятого порядку. Аналiз високотемпературних розвинень дає

можливiсть вивчати термодинамiчну поведiнку систем при високих i промiжних

температурах, а також корисний при опрацюваннi експериментальних даних, на-

приклад, для визначення значень констант обмiнних взаємодiй.

Одним iз недолiкiв методу є те, що зазвичай високотемпературнi розвинення

розбiгаються при температурах порядку обмiнної взаємодiї T ' J . Використан-

ня Паде апроксимант дозволяє розширити радiус збiжностi до температур дещо
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нижчих температур T ' 0.5J . Однак, для багатьох систем найцiкавiшим є режим

низьких температур, де високотемпературнi розвинення незастосовнi.

У низцi статтей французьких дослiдникiв [29, 163, 164] запропоновано ме-

тод модифiкацiї Паде аналiзу високотемпературних розвинень теплоємностi c(T ) i

однорiдної магнiтної сприйнятливостi в нульовому полi χ(T ), який дозволяє роз-

ширити область доступних температур аж до T = 0 (метод ентропiї). У цьому

методi низькотемпературна поведiнка теплоємностi c(T ) при T → 0 вважається

вiдомою, а також виконуються правила сум для ентропiї i енергiї:

∞∫
0

dT
c(T )

T
= ln(2S + 1),

∞∫
0

dTc(T ) = e∞ − e0. (3.26)

Наведемо основнi положення методу ентропiї. Iз першого закону термоди-

намiки de = Tds випливає
ds

dT
=

1

T

de

dT
=
c

T
. (3.27)

Тож перша похiдна вiд ентропiї за внутрiшньою енергiєю рiвна ds/de ≡ s′(e)

s′ =
ds

de
=
ds

dT

dT

de
=
c

T

1

de/dT
=

1

T
. (3.28)

Вiдтак можемо виключити температуру iз розгляду

c =
de

dT
=

[
dT

de

]−1

=

[
d

de

(
1

s′

)]−1

= −s
′2

s′′
. (3.29)

Як бачимо, формально це перехiд вiд розгляду термодинамiки у канонiчному

ансамблi до мiкроканонiчного ансамблю. Тепер теплоємнiсть c(T ) задана параме-

трично як функцiя внутрiшньої енергiї e на промiжку e ∈ [e0, e∞]

T (e) =
1

s′(e)
, c(e) = −s

′(e)2

s′′(e)
. (3.30)

Далi будемо розглядати ентропiю як функцiю внутрiшньої енергiї, а формули

(3.30) є основними у подальшому розглядi.

Як щойно зазначено, ми розглядаємо тепер ентропiю як функцiю внутрi-

шньої енергiї s(e). Про неї вiдомо деяку точну iнформацiю при низьких i високих
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температурах, а саме — значення функцiї на кiнцях областi визначення:

s(e) =

{
s(e0) = 0, T → 0,

s(e∞) = ln(2S + 1), T →∞.
(3.31)

Якщо вiдомий високотемпературний розклад теплоємностi c(T ) до n–ого порядку

cT→∞ =
n∑
i=2

di
T i

+O
(

1

T n+1

)
, (3.32)

тодi вiдразу можна знайти розклад ентропiї поблизу значення енергiї e∞ = 0.

Для цього у (3.32) пiдставимо вирази для теплоємностi i температури iз (3.30),

отримаємо диференцiйне рiвняння другого порядку для s(e)

s′′(e)
n∑
i=2

ais
′(e)i = −s′(e)2

. (3.33)

Шукатимемо розв’язок рiвняння (3.33) у виглядi ряду s(e) = ln(2S + 1) +
n∑
i=2

bie
i,

звiдки знайдемо потрiбнi коефiцiєнти bi.

Для того щоб провести iнтерполяцiю мiж високими i низькими температу-

рами, окрiм цiєї точної iнформацiї про функцiю s(e), нам потрiбно також знати

низькотемпературну асиптотику ентропiї, тобто поведiнку при e→ e0. Це визна-

чається виглядом низькоенергетичного спектру системи. Надалi розглянемо два

випадки: коли спектр низькоенергетичних збуджень безщiлинний i має щiлину. У

першому випадку теплоємнiсть матиме степеневу поведiнку при низьких темпе-

ратурах c(T ) ∝ T α, а у другому — буде термiчно активованою c(T ) ∝ e−∆/T .

Спочатку розглянемо випадок безщiлинного спектру. Якщо у системi є фе-

ромагнiтний або антиферомагнiтний порядок, а низькоенергетичними збуджен-

нями є магнони, то низькотемпературна поведiнка теплоємностi набуває вигляду

c = AT α, α =

{
D/2 : для феромагнетика;

D : для антиферомагнетика,
(3.34)

де D — це вимiрнiсть простору. Однак, коли магнiтний порядок вiдсутнiй, тодi

степенева поведiнка попередньо невiдома. Тому, надалi ми розглядатимемо ви-

падок c = AT α. Щоб знайти поведiнку ентропiї знову скористаємось рiвнянням
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(3.30), будемо мати

s′′(e)s′(e)−2−α = − 1

A
. (3.35)

Розв’язком цього рiвняння буде

s(e) =
A

1
1+α

α
(1 + α)

α
1+α (e− e0)

α
1+α . (3.36)

Отже, бачимо, що степенева залежнiсть теплоємностi c(T ) ∝ T α приводить до

наступної асимптотики ентропiї

s(e)
∣∣
e→e0 ∝ (e− e0)

α
1+α . (3.37)

Повернемось до випадку спектру iз щiлиною c ∝ T−αe−∆/T . Тут також по-

трiбно знайти низькотемпературну поведiнку ентропiї. Для знову запишемо рiв-

няння для ентропiї,

s′′(e)s′(e)α−2e−∆s′(e) = − 1

A
. (3.38)

На жаль, це рiвняння у виглядi простих функцiй можна розв’язати лише для

випадку α = 2:

s(e)
∣∣
e→e0 ∝ −

e− e0

∆

(
ln[∆(e− e0)]− 1

)
. (3.39)

Досi нам вдалося з’ясувати асимптотики ентропiї s(e) при e → e0 для оби-

двох варiантiв спектру. Для того, що провести iнтерполяцiю мiж високими i низь-

кими температурами розглянемо так званi допомiжнi функцiї [163, 164]. Оскiльки

низькотемпературна поведiнка ентропiї вiдрiзняється для обох випадкiв спектру,

то i допомiжнi функцiї будемо вибирати рiзними.

Для безщiлинного спектру введемо функцiю [164]

G(e) =
[s(e)]

1+α
α

e− e0
(3.40)

i апроксимуватимемо її

Gapp = G(0)[u, d](e), G(0) =
[ln(2S + 1)]

1+α
α

−e0
. (3.41)



80

Тут [u, d](e) = Pu(e)/Qd(e) Паде апроксиманти, а коефiцiєнти полiномiв Pu i Qd

порядку u i d вiдповiдно (u+d ≤ n) визначаються iз умови, що розклад [u, d](e) збi-

гається iз розкладом G(e)/G(0) до порядку O(eu+d). Пiсля цього знайдемо апро-

ксимовану ентропiю

sapp(e) =
[
(e− e0)Gapp(e)

] α
1+α . (3.42)

Також можемо обчислити множник A у степеневiй поведiнцi теплоємностi c(T ) =

AT α

Aapp =
α1+α

(1 + α)α
[Gapp(e0)]

α. (3.43)

Для випадку спектру iз щiлиною введемо допомiжну функцiю [163]

G(e) = (e− e0)

(
s(e)

e− e0

)′
(3.44)

i будемо її апроксимувати

Gapp = G(0)[u, d](e), G(0) =
ln(2S + 1)

e0
, (3.45)

де [u, d](e) Паде апроксиманти iз тими ж умовами, що i для безщiлинного спектру.

Пiсля апроксимацiї знайдемо ентропiю

sapp
e− e0

=
ln(2S + 1)

−e0
−

0∫
e0≤e≤0

dξ
Gapp(ξ)

ξ − e0
. (3.46)

Щiлина для випадку низькотемпературної поведiнки теплоємностi c ∝ T−2e−∆/T

∆app = − 1

Gapp(e0)
. (3.47)

Досi ми розглядали тiльки випадок у нульовому полi. Iз включенням малого

магнiтного поля h всi термодинамiчнi величини також залежатимуть i вiд поля:

s(e, h) [29]. Тепер намагнiченiсть i однорiдна магнiтна сприйнятливiсть визнача-

ються так:

m =
1

[s(e, h)]′
∂s(e, h)

∂h
, χ =

m

h
. (3.48)

При включеннi магнiтного поля високотемпературнi розвинення теплоємностi

«зсунуться»

di → di +
(i− 1)i

2
ci−1h

2, i = 2, . . . , n, (3.49)
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де коефiцiєнти ci — це коефiцiєнти високотемпературного розвинення магнiтної

сприйнятливостi χ(T ) =
∑n

i=1 ciT
−i. Пiсля цього повторимо всю процедуру, як i

у випадку нульового поля. Для безщiлинного випадку всi вищезгаданi мiркува-

ння зберiгаються, тiльки тепер енергiя основного стану e0(h) = e0 − χ0h
2/2, де

χ0 ≡ χ(T = 0) значення магнiтної сприйнятливостi в основному станi, яке вважа-

ється заздалегiдь вiдомим. Для випадку спектру iз щiлиною шлях обчислень не

змiнюється, оскiльки енергiя основного стану при включеннi магнiтного поля не

змiнюється (χ0 = 0) e0(h) = e0.

У цьому пiдроздiлi ми показали як, знаючи високотемпературнi розвинення

теплоємностi c(T ) i однорiдної магнiтної сприйнятливостi χ(T ), можна обчислити

цi термодинамiчнi величини на всьому iнтервалi температур. Для цього також по-

трiбно знати енергiю основного стану e0, значення показника α i сприйнятливостi

в основному станi χ0 у випадку безщiлинного спектру i тiльки енергiю основного

стану e0 у випадку безщiлинного спектру. Цей метод вже успiшно використовував-

ся для аналiзу термодинамiки квантової моделi Гайзенберга на кiлькох гратках

[29, 162–165]. Ми ж застосуємо метод до S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга

на гратцi пiрохлору.

3.4. Застосування методу ентропiї до квантового
антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi
пiрохлору

Термодинамiчну поведiнку S = 1/2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга

будемо розглядати методом ентропiї, який описано у попередньому пiдроздiлi.

Гамiльтонiан моделi має вигляд

H =
∑
〈mα,nβ〉

Smα · Snβ, (3.50)

див. рис. 3.1. Тут ми зафiксували антиферомагнiтне значення обмiнної взаємодiї

J = 1, порiвняймо з (3.1).

Для того, щоб провести iнтерполяцiю мiж високими i низькими температу-
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Табл. 3.2. Енергiя основного стану e0 = E/N для S = 1/2 антиферомагнiтної
моделi Гайзенберга на гратцi пiрохлору

метод e0

лiнiйна теорiя спiнових хвиль [168] −0.572
пертурбативний розклад матрицi густини [122] −0.56

метод ентропiї [31] −0.52
NLCEextr [15] −0.495(15)

DMRG (N = 128) [15] −0.490(6)

середнє поле [117, 169] −0.49
−0.4876

точна дiагоналiзацiя [170] −0.482081 (N = 28)
−0.466971 (N = 36)

mvMC (N = 256) [28] −0.477(3)
NLCE [15] −0.471

варiацiйне Монте Карло [124] −0.459
теорiя операторiв на зв’язку [120] −0.45780

RGM [79] −0.45093
фермiонна теорiя середнього поля [125] −0.4473

рами в методi ентропiї, нам потрiбно знати високотемпературну поведiнку тепло-

ємностi c i магнiтної сприйнятливостi χ, значення енергiї основного стану e0, а

також низькотемпературну поведiнку теплоємностi (див. попереднiй пiдроздiл).

Для високих температур ми використаємо високотемпературнi розвинення до 13-

ого порядку для теплоємностi та сприйнятливостi [151, 166, 167]. Вiдомi в лiтера-

турi значення енергiї основного стану e0 зазвичай суттєво рiзняться. В залежностi

вiд методу, значення e0 знаходяться в дiапазонi e0 = −0.572 · · · − 0.4473 (для по-

рiвняння див. Табл. 3.2). Нещодавнi симуляцiї методом DMRG [15] i mvMC [28]

передбачають значення енергiї основного стану в дiапазонi e0 = −0.49 · · · − 0.477.

Водночас, природа низькотемпературних збуджень i вiдповiдно низькотемпера-

турна асимптотика теплоємностi (степенева чи експоненцiйна) також невiдома.

Для того, що обiйти цю складнiсть, скористаємося пiдходом, запропонова-

ним у [162]. Надалi будемо розглядати значення енергiї основного стану e0 як

невiдомий параметр. З попереднiх дослiджень методом ентропiї [29, 162–165] вi-

домо, що коли e0 вiдрiзняється вiд точного значення (яке, взагалi кажучи, може
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бути i невiдомим) рiзнi Паде апроксиманти не дають однакових результатiв для

спостережуваних i зростатає кiлькiсть нефiзичних Паде апроксимант (апрокси-

мант з полюсами). Тiльки для близького до справжнього значення e0 бiльшiсть

Паде будуть давати близькi результати для спостережуваних. Кiлькiсть близьких

Паде апроксимант nP для кожного значення e0 вважатимемо критерiєм наближе-

ностi вибраного значення енергiї основного стану до справжнього. Надалi будемо

дiяти наступним чином: для кожного значення e0 обчислимо набiр iз десяти Паде

апроксимант вiд десятого до тринадцятого порядку високотемпературних розви-

нень (наприклад, див. пiдпис на риc. 3.7). Вiдкинемо тi значення e0, для яких

кiлькiсть близьких Паде мала, i вiдтак будемо дослiджувати область знайдених

значень енергiї основного стану iз великим числом nP. «Представником» кожної

кривої c(T ) в методi ентропiї є значення множника Aapp (3.43) для випадку без-

щiлинного спектру c = AT α i значення щiлини ∆app (3.47) для випадку спектру

iз щiлиною c ∝ e−∆/T . Дуже близьким значенням Aapp i ∆app вiдповiдатимуть

близькi кривi c(T ). Надалi ми детально розглянемо обива випадки: щiлинного i

безщiлинного спектру.

Розпочнемо розгляд iз припущення про спектр iз щiлиною. В цьому випад-

ку низькотемпературна поведiнка теплоємностi має вигляд c ∝ T−2e−∆/T . Метод

ентропiї дозволяє обчислити значення щiлини ∆app (3.47). На рис. 3.7 зображе-

но значення щiлини ∆app в залежностi вiд значення енергiї основного стану e0.

Починаючи вiд значення e0 ≈ −0.515, щiлина набуває нефiзичних вiд’ємних зна-

чень. Тобто, можемо вiдразу вiдкинути область e0 & −0.515 для випадку спектру

iз щiлиною. Для вузького промiжку e0 = −0.519 · · · − 0.517 значення всiх Паде

апроксимант iз вибраного набору є достаньо близькими ∆app = 0.16 . . . 0.18 (див.

права панель рис. 3.7). Для значень e0 < −0.521 знайдена щiлина ∆app вiдрi-

зняється для рiзних значень енергiї основного стану, що приводить до суттєвого

зменшення кiлькостi близьких Паде апроксимант.

На рис. 3.8 зображено теплоємнiсть c(T ) i магнiтну сприйнятливiсть χ(T ).

Для теплоємностi бачимо велику кiлькiсть близьких Паде для енергiї основного

стану e0 = −0.519,−0.518, а при вiдхиленнi вiд цих значень кiлькiсть близьких



84

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

−0.56 −0.54 −0.52 −0.5 −0.48 −0.46

c ∝ T−2e−∆/T

∆
a
p
p

e0

[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]

[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

−0.53 −0.525 −0.52 −0.515 −0.51 −0.505 −0.5

c ∝ T−2e−∆/T

∆
a
p
p

e0

[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

Рис. 3.7. Значення щiлини вiд ∆app (3.47) в залежностi вiд взятого значення
енергiї основного стану e0. Лiворуч зображено щiлину в дiапазонi e0 =
−0.57 · · · − 0.45, а праворуч у вужчому дiапазонi e0 = −0.53 · · · − 0.5.
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Рис. 3.8. Теплоємнiсть c (лiворуч) i магнiтна сприйнятливiсть χ (праворуч) для
S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору за при-
пущення, що спектр iз щiлиною c ∝ T−2e−∆/T . Взяте значення енергiї
основного стану змiнюється в дiапазонi e0 = −0.521 · · · − 0.516 для те-
плоємностi i e0 = −0.520 · · · − 0.517 для сприйнятливостi. Приведене
значення nP вiдповiдає кiлькостi близьких Паде апроксимант для вiдпо-
вiдного e0.

Паде починає швидко спадати. Кiлькiсть близьких Паде для магнiтної сприйня-

тливостi є значно меншою (це пов’язано iз вiдсутнiстю правил сум для сприйня-

тливостi, див. попереднiй пiдроздiл). До того ж, отриманi результати не узго-

джуються iз симуляцiями методом дiаграматичного квантового Монте Карло для

температур T < 0.7 [82].

Тепер розглянемо випадок безщiлинного спектру. У цьому випадку низь-
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котемпературна поведiнка теплоємностi має степеневу залежнiсть c = AT α.

Оскiльки значення α наразi невiдоме, будемо використовувати значення α =

1, 3/2, 2, 5/2, 3. Як i у випадку спектру iз щiлиною спочатку подивимось на

залежнiсть множника Aapp (3.43) вiд взятого значення e0. Для кожного значення

α є видiлений вузький дiапазон, де кривi методу ентропiї є близькими, див. рис.

3.9. Для α = 1: e0 = −0.515 · · · − 0.513, для α = 3/2: e0 = −0.518 · · · − 0.516,

для α = 2: e0 = −0.521 · · · − 0.518, для α = 5/2: e0 = −0.522 · · · − 0.520, для

α = 3: e0 = −0.521 · · · − 0.518. Аналiз множника Aapp вiдповiдає низькотемпе-

ратурнiй областi кривої c(T ). Тепер подивимось на залежнiсть вiд значення e0

максимального значення теплоємностi cmax(Tmax), див. рис. 3.10. Знову для пев-

них значень e0 для всiх Паде апроксимант отримуємо дуже близькi результати.

Зазначимо, що дiапазон значень e0, для яких спостерiгаються близькi результати

для Tmax i c(Tmax) узгоджується iз отриманим дiапазоном значень e0, для яких

спостерiгаються близькi результати для множника Aapp.

На рис. 3.11 наведено теплоємнiсть i сприйнятливiсть у припущеннi безщi-

линного спектру c ∝ T α для α = 3/2, 2, 5/2 (результати iз α = 1, 3, для яких є

гiрша збiжнiсть Паде апроксимант наведена у додатку Б). У випадку безщiлинно-

го спектру нам необхiдно також знати χ0 — значення магнiтної сприйнятливостi

при T = 0. Метод двочасових функцiй Грiна в наближеннi Кондо-Ямаджi [79] пе-

редбачає ненульове значення χ0. Такого ж варто очiкувати i з симуляцiй методом

дiаграматичного Монте Карло [82]. Ми розглянемо значення χ0 = 0, 0.08, 0.1.

Для випадку χ0 ≈ 0.1 бачимо добре узгодження iз результатами дiаграматичного

Монте Карло [82].

На рис. 3.12 забражено результати iз найбiльшою кiлькiстю близьких Паде

апроксимант nP для безщiлинного спектру iз значенням α = 3/2, 2, 5/2. Теплоєм-

нiсть c(T ) i магнiтна сприйнятливiсть χ(T ) порiвнюються обчисленнями методом

двочасових функцiй Грiна [79] i симуляцiями методом дiаграматичного Монте

Карло (для сприйнятливостi) [82]. На нижнiй панелi 3.12 наведено порiвняння

ентропiї антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на гратцi пiрохлору iз ентропi-

єю простої кубiчної гратки (данi квантового Монте Карло взятi з [150]). Бачимо
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Рис. 3.9. Множник Aapp (3.43) у випадку безщiлинного спектру c = AT α, α =
1, 3/2, 2, 5/2, 3 в залежностi вiд значення енергiї основного стану e0.
Лiворуч зображено щiлину в дiапазонi e0 = −0.57 · · · − 0.45, а праворуч
у вужчому дiапазонi e0 = −0.523 · · ·−0.515 для значень α = 3/2, 2, 5/2.
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Рис. 3.10. Положення температури максимуму теплоємностi Tmax (верхня панель)
i вiдповiдного значення теплоємностi c(Tmax) (нижня панель) у випадку
безщiлинного спектру c ∝ T α. На лiвих панелях зображено вiдповiднi
значення для α = 1, 3/2, 2, 5/2, 3 у дiапазонi e0 = −0.53 · · · − 0.5, а
чорнi лiнiї вiдповiдають значенням Tmax ≈ 0.637 i c(Tmax) ≈ 0.182 Паде
апроксиманти [6, 7] вiд високотемпературного розвинення теплоємностi
c. На правих панелях зображено Tmax i c(Tmax) у вужчому iнтервалi
e0 = −0.522 · · · − 0.515 для значень α = 3/2, 2, 5/2.



87

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.001 0.01 0.1 1 10

c ∝ T 3/2

e0 = −0.516 (nP = 10)
e0 = −0.517 (nP = 10)
e0 = −0.518 (nP = 9)

c

T

[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.01 0.1 1 10

c ∝ T 3/2

e0 = −0.516 (nP = 5, 5, 8)
e0 = −0.517 (nP = 6, 6, 9)
e0 = −0.518 (nP = 8, 8, 8)

χ

T

DiagMC
[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.001 0.01 0.1 1 10

c ∝ T 2

e0 = −0.519 (nP = 10)
e0 = −0.520 (nP = 9)
e0 = −0.521 (nP = 9)

e0 = −0.518 (nP = 10)

c

T

[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.01 0.1 1 10

c ∝ T 2

e0 = −0.519 (nP = 5, 5, 6)
e0 = −0.520 (nP = 5, 5, 8)
e0 = −0.521 (nP = 8, 8, 8)

e0 = −0.518 (nP = 5, 5, 6)

χ

T

DiagMC
[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.001 0.01 0.1 1 10

c ∝ T 5/2

e0 = −0.520 (nP = 10)
e0 = −0.521 (nP = 9)
e0 = −0.522 (nP = 9)

c

T

[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.01 0.1 1 10

c ∝ T 5/2

e0 = −0.520 (nP = 5, 6, 5)
e0 = −0.521 (nP = 5, 5, 5)
e0 = −0.522 (nP = 5, 5, 7)

χ

T

DiagMC
[6, 4]
[4, 6]
[5, 5]
[6, 5]
[5, 6]
[7, 5]
[5, 7]
[6, 6]
[6, 7]
[7, 6]

Рис. 3.11. Теплоємнiсть c (лiва колонка) i магнiтна сприйнятливicть χ (права ко-
лонка) S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору
у випадку безщiлинного спектру c ∝ T α. Зверху вiдповiднi величини
наведено для випадку α = 3/2 (для значень енергiї основного стану
e0 = −0.518 · · · − 0.516); посерединi для α = 2 (e0 = −0.521 · · · − 0.518);
знизу для α = 5/2 (e0 = −0.522 · · · − 5.20. Значення nP вiдповiдає кiль-
костi близьких Паде апроксимант для вiдповiдного e0. При обчисленнi
сприйнятливостi використовувалися три значення χ0 = 0, 0.08, 0.1.



88

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

α = 5/2, e0 = −0.522 (nP = 9)
α = 2 , e0 = −0.520 (nP = 9)
α = 3/2, e0 = −0.517 (nP = 10)

c ∝ T α

c

T

RGM

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

α = 5/2, e0 = −0.522 (nP = 5, 5)
α = 2 , e0 = −0.520 (nP = 5, 5)
α = 3/2, e0 = −0.517 (nP = 6, 6)

c ∝ T αχ

T

DiagMC
RGM

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

α = 5/2, e0 = −0.522 (nP = 9)
α = 2 , e0 = −0.520 (nP = 9)
α = 3/2, e0 = −0.517 (nP = 10) c ∝ T α

s/
ln
2

T

SC

Рис. 3.12. Теплоємнiсть c (зверху лiворуч), магнiтна сприйнятливiсть χ (звер-
ху праворуч) i ентропiя s для S = 1/2 антиферомагнетика Гайзен-
берга на гратцi пiрохлору у випадку безщiлинного спектру c ∝ T α

(α = 3/2, 2, 5/2). Результати методу ентропiї для c i χ порiвнюю-
ться iз результатами методу двочасових функцiй Грiна в наближеннi
Кондо-Ямаджi [79] i методу дiаграматичного квантового Монте Карло
(для сприйнятливостi) [82]. Ентропiя порiвнюється iз симуляцiями ме-
тодом квантового Монте Карло для простої кубiчної гратки [150]. Чорнi
кривi вiдповiдають набору Паде апроксимант.

сильний вплив геометричної фрустрацiї на термодинамiчну поведiнку системи:

для фрустрованої гратки пiрохлору ентропiя вивiльнується значно швидше з ро-

стом температури нiж для простої кубiчної.

У цьому пiдроздiлi ми дослiдили теплоємнiсть c, ентропiю s i однорiдну ма-

гнiтну сприйнятливiсть χ квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на

гратцi пiрохлору методом ентропiї. На основi високотемпературних розвинень до

тринадцятого порядку за оберненою температурою для c(T ) i χ(T ), ми провели
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iнтерполяцiю мiж низькими i високими температурами ентропiї s як функцiї вну-

трiшньої енергiї e. В рамках даного методу ми не знайшли низькотемпературних

особливостей типу плеча чи додаткового максимуму у температурнiй залежно-

стi теплоємностi c(T ) для гратки пiрохлору (на вiдмiну вiд двовимiрної гратки

кагоме [11], див. також нещодавнiй препринт [171]). Щоправда, при цьому спосте-

рiгається значний зсув положення головного максимуму теплоємностi в область

низьких температур T/J ≈ 0.25, що значно нижче нiж значення Tmax/J = 0.67

для гратки кагоме [11, 162]. Цей висновок справедливий як у випадку безщiлин-

ного спектру, так i для спектру iз щiлиною. Отриманi результати дають пiдстави

вважати, що сценарiй безщiлинного спектру вiрогiднiший. Найбiльша кiлькiсть

збiжних Паде апроксимант була знайдена для випадку c ∝ T 2. Також ми перед-

бачаємо значення енергiї основного стану e0 ≈ −0.52. У порiвняннi iз нещодавнiми

симуляцiями методом DMRG [15] i методом варiацiйного Монте Карло (mvMC)

[28], метод ентропiї дає на декiлька вiдсоткiв занижене значення e0 (для порiв-

няння з iншими методами див. табл. 3.2 i рис. 3.13). Отриманi результати для

магнiтної сприйнятливостi добре узгоджуються iз симуляцiями методом дiагра-

матичного Монте Карло [82] у припущеннi ненульового значення χ при T = 0:

χ0 ≈ 0.08. Результати, представленi у цьому пiдроздiлi, опублiкованi у статтi [31].

Наостанок слiд зауважити, що властивостi при T = 0 i T > 0 спiн S = 1/2

антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору привертають велику увагу в

останнi мiсяцi. Пiсля публiкацiї нашої статтi з’явилося кiлька робiт присвяченим

таким же питанням, однак, iз застосуванням цiлком iнших пiдходiв [15, 16, 28,

172]. При цьому отримане нами значення енергiї основного стану e0 ≈ −0.52 на

декiлька вiдсоткiв перевищує значення DMRG [15] i mvMC [28], якi передбачують

дещо вище значення e0 = −0.490(6) i e0 = −0.477(3) вiдповiдно. Потребують

детального обговорення результати для теплоємностi i магнiтної сприйнятливостi

у порiвняннi iз даними чисельних розкладiв за з’єднаними тетраедрами [172], якi

збудованi iз високотемпературної границi.
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Рис. 3.13. Iлюстрацiя, що доповнює таблицю 3.2, див. пiдпис до табл. 3.2. Рисунок
взято iз [15].

3.5. Висновки

У цьому роздiлi ми дослiдили термодинамiчну поведiнку S = 1/2 ферома-

гнетика [30] i антиферомагнетика [31] Гайзенберга на гратцi пiрохлору. В обох

випадках спостерiгається значний вплив геометричної фрустрацiї на поведiнку

системи при скiнченних температурах. Наприклад, у випадку феромагнетика гео-

метрична фрустрацiя приводить до пониження критичної температури Tc у порiв-

няннi iз простою кубiчною граткою на приблизно 15%. Для антиферомагнетика

сильна геометрична фрустрацiя запобiгає будь-якому магнiтному впорядкуван-

ню при довiльних температурах. Пологий максимум теплоємностi розташований

при T ' 0.25, що не є типовим для дослiджених досi квантових фрустрованих

антиферомагнетикiв. Результати цього роздiлу опублiкованi у статтях [30, 31].
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РОЗДIЛ 4

ОСНОВНI ПОЛОЖЕННЯ ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнi роботi розглядались декорованi фрустрованi класичнi i

класично–квантовi одновимiрнi системи. Iз аналiзу точних результатiв, отрима-

них методом матрицi переносу, встановлено причину аномальної поведiнки ен-

тропiї, теплоємностi i магнiтної сприйнятливостi при скiнченнiй температурi Tp.

Iнша група задач стосується термодинамiчна поведiнки квантового S = 1/2 фе-

ромагнетика i антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору. Для аналiзу

термодинамiки цих систем використувувались метод двочасових функцiй Грiна

в наближеннi хаотичних фаз i метод ентропiї для iнтерполяцiї мiж високотемпе-

ратурними розвиненнями i низькими температурами. Обчислено термодинамiчнi

характеристики обох фрустрованих квантових спiнових систем.

На основi виконаних дослiджень сформулюємо ключовi висновки:

• Для двоногої драбинки Iзинга iз тримерними щаблями збудовано ефектив-

ний гамiльтонiан iз залежними вiд температури параметрами. При певних

значеннях обмiнних взаємодiй модель виявляє аномальну для одновимiрних

систем поведiнку термодинамiчних величин: гострий пiк у температурнiй за-

лежностi кореляцiйної довжини, теплоємностi i магнiтної сприйнятливостi,

а також стрибкоподiбна поведiнка ентропiї i внутрiшньої енергiї при скiн-

ченнiй температурi Tp. Аналiз ефективної моделi показує, що цi особливостi

пов’язанi iз «розщепленням» драбинки на два невзаємодiючих ланцюжки

Iзинга, а гострi пiки у спостережуваних величинах пов’язанi iз критичною

поведiнкою простого ланцюжка Iзинга у нульовому полi коли, T → 0. По-

яснено квазiкритичну поведiнку цiєї моделi.
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• Схожа незвична низькотемпературна поведiнка спостерiгалася i для низки

декорованих одновимiрних ланцюжкiв Iзинга. На прикладi спiн–1/2 Iзинг–

XY Z ромбiчного ланцюжка, спiн–1/2 Iзинг–Гайзенбергового ланцюжка по-

двiйних тетраедрiв i подвiйного ланцюжка iз локалiзованими спiнами Iзинга

i електронами показано, що при розглядi ефективної моделi для кожної з цих

систем виникають залежнi вiд температури обмiннi взаємодiї i поля. Iз ана-

лiзу температурної поведiнки цих величин встановлено, що незвична низь-

котемпературна поведiнка виникає пiд час змiни знаку ефективного поля i

пов’язана iз критичною поведiнкою простого ланцюжка Iзинга. Дослiджено

квазiкритичну поведiнку цiєї моделi. Квазiкритичнi показники збiгаються iз

отриманими для двоногої драбинки Iзинга.

• Методом двочасових функцiй Грiна обчислено термодинамiчнi i динамiчнi

функцiї квантової S = 1/2 феромагнiтної моделi Гайзенберга на гратцi пi-

рохлору. Знайдено значення критичної температури Tc переходу вiд впо-

рядкованої (феромагнiтної) фази до невпорядкованої (парамагнiтної) фази.

Отриманi результати для намагнiченостi i теплоємностi нижче критичної

температури, а також однорiдної магнiтної сприйнятливостi вище критичної

температури Tc дають добрий опис термодинамiки цiєї моделi. Обчислений

динамiчний структурний фактор узгоджується iз вимiряним у експеримен-

тах з непружнього розсiяння нейтронiв для сполуки Li4V2O7.

• Термодинамiку квантової S = 1/2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга

на гратцi пiрохлору дослiджено методом ентропiї. Виявлено, що пологий

максимум теплоємностi c(T ) цiєї системи розташований при досить низь-

ких температурах T/J ' 0.25. Магнiтна сприйнятливiсть χ(T ) має типо-

вий для антиферомагнетикiв широкий максимум iз ненульовим значенням в

основному станi. Дослiдження методом ентропiї дають пiдстави вважати, що

спектр системи безщiлинний, а низькотемпературна поведiнка теплоємностi

пропорцiйна квадрату температури c ∝ T 2. Передбачене значення енергiї

основного стану e0/J = −0.52.
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kagomé lattices // Phys. Rev. B . 2005. Vol. 72. P. 224405.

https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.1.033038
https://doi.org/10.1038/ncomms3287
https://doi.org/10.1038/ncomms3287
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-020911-125018
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-020911-125018
https://doi.org/10.1143/PTP.47.807
https://doi.org/10.1143/JPSJ.60.2394
https://doi.org/10.1143/JPSJ.60.2394
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.56.5535
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.64.104406
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.104424
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.70.104419
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.72.224405


101

74. Thermodynamics of low-dimensional spin-1
2 Heisenberg ferromagnets in an ex-

ternal magnetic field within a Green function formalism / T. N. Antsygina,

M. I. Poltavskaya, I. I. Poltavsky, K. A. Chishko // Phys. Rev. B . 2008.

Vol. 77. P. 024407.

75. Square lattice hard-core bosons within the random phase approximation /

T. N. Antsygina, M. I. Poltavskaya, I. I. Poltavsky, K. A. Chishko // Phys.

Rev. B . 2009. Vol. 80. P. 174511.

76. Thermodynamics of the one-dimensional frustrated Heisenberg ferromagnet
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Vol. 112, no. 3. P. 37002.
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M. L. Lyra // Phys. Rev. E . 2021. Vol. 103. P. 042123.

110. Panov Y., Rojas O. Unconventional low-temperature features in the one-

dimensional frustrated q-state Potts model // Phys. Rev. E . 2021. Vol. 103.

P. 062107.

111. Pimenta R. A., Rojas O., de Souza S. M. Anomalous thermodynamics in a

mixed spin-1/2 and spin-1 hexagonal nanowire system. 2021. 2108.01729.

112. Haldane F. D. M. Nonlinear Field Theory of Large-Spin Heisenberg Antiferro-

magnets: Semiclassically Quantized Solitons of the One-Dimensional Easy-Axis
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ДОДАТОК А

ДЕТАЛI ДЕЯКИХ ОБЧИСЛЕНЬ У
НАБЛИЖЕННI ТЯБЛIКОВА

А.1. Наближення середнього поля

В наближеннi середнього поля оператори спiну записуємо так: S → 〈S〉 +

(S− 〈S〉). Тому iз врахуванням лише лiнiйних членiв за флуктуацiями (S− 〈S〉),
гамiльтонiан (3.1) набуває вигляду

HMF = −3NJ〈Sz〉2 + 6J〈Sz〉
∑
m

(Szm;1 + Szm;2 + Szm;3 + Szm;4). (А.1)

Для гамiльтонiану (А.1) вдається одразу ж на першому кроцi отримати замкнену

систему рiвнянь для функцiй Грiна (3.13)

Gαβ(ω) = 2〈Sz〉δαβ − 6J〈Sz〉Gαβ. (А.2)

Розв’язком системи (А.2) буде

Gαβ(ω) =
2J〈Sz〉δαβ
ω + 6J〈Sz〉 . (А.3)

Пiсля застосування спектральної теореми, отримаємо корелятор 〈S−q;αS
+
q;α〉 (для

порiвняння див. вирази (3.16) i (3.17))

〈S−q;αS
+
q;α〉 =

2J〈Sz〉δαβ
e6|J |〈Sz〉/T − 1

. (А.4)

Iз тотожностi Sz = 1/2− S−S+ отримаємо самоузгоджене рiвняння для намагнi-

ченостi 〈Sz〉 в наближеннi середнього поля (для порiвняння див. (3.19))

1 = 2〈Sz〉 coth
3|J |〈Sz〉

T
. (А.5)
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Запишемо праву частину рiвняння (А.5) як 2〈Sz〉/ th(3|J |〈Sz〉)/T i розкладемо за

степенями 〈Sz〉. Звiдcи значення критичної температури Tc = 3|J |/2.
З тих ж мiркувань, як i при виведеннi сприйнятливостi у парамагнiтнiй фазi

в основному текстi (див. обговорення для формули (3.22)), отримаємо χMF

χ−1
MF = 4(Tc − T ). (А.6)

Внутрiшня енергiя

eMF =
〈H〉MF

N
= −3|J |〈Sz〉2 (А.7)

дає теплоємнiсть cMF = ∂eMF/∂T .

Кiлькiсть найближчих сусiдiв для простої кубiчної гратки i гратки пiрохло-

ру однакова. Тому в наближеннi середнього поля всi спостережуванi величини

для них також однаковi. Порiвняння намагнiченостi на вузол m = 〈Sz〉 (А.5)

i магнiтної сприйнятливостi в парамагнiтнiй фазi (А.6), а також теплоємностi

cMF = ∂eMF/∂T iз вiдповiдними величинами в наближеннi Тяблiкова зображено

на рис. 3.4 i рис. 3.5 в основному текстi.

А.2. Рiвняння руху для двочасових функцiй в
наближеннi Тяблiкова

Для того, щоб знайти рiвняння руху для функцiй Грiна нам потрiбно обчи-

слити комутатори [S+
m;α,H]. Для випадку α = 1 маємо:

[S+
m;1,H]

J
=
∑
n

[
S+
m;1,

S−n;1

2
(S+

n;2 + S+
n;3 + S+

n;4) + Szn;1(S
z
n;2 + Szn;3 + Szn;4)

+
S−n;1

2
(S+

n1−1;2 + S+
n2−1;3 + S+

n3−1;4) + Szn;1(S
z
n1−1;2 + Szn2−1;3 + Szn3−1;4)

]
= Szm;1(S

+
m;2 + S+

m;3 + S+
m;4)− S+

m;1(S
z
m;2 + Szm;3 + Szm;4)

+ Szm;1(S
+
m1−1;2 + S+

m2−1;3 + S+
m3−1;4)− S+

m;1(S
z
m1−1;2 + Szm2−1;3 + Szm3−1;4).

(А.8)

В наближеннi Тяблiкова [144] SzAS
+
B → 〈Sz〉S+

B (тутA iB вузловi iндекси, а середнє

〈Sz〉 не залежить вiд положення вузла). Пiсля Фур’є перетворення виразу (А.8)
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маємо

1

N
∑
m

e−iq·Rm[S+
m;1,H]→ −2J〈Sz〉(3S+

q;1 − φ1S
+
q;2 − φ2S

+
q;3 − φ3S

+
q;3); (А.9)

для означення функцiй φa див. рiвняння (3.6). Тепер згiдно (3.13) перший рядок

матрицi функцiй Грiна G виглядатиме так:

ωG1;β(ω) = 2〈Sz〉δ1,β−2J〈Sz〉[3G1;β(ω)−φ1G2;β(ω)−φ2G3;β(ω)−φ3G4;β(ω)]. (А.10)

Тепер нам потрiбно зробити такi ж обчислення i для значень α = 2, 3, 4. Наведемо

вiдповiднi вирази без детальних коментарiв. Для випадку α = 2 маємо:

[S+
m;2,H]

J
=
∑
n

[
S+
m;2,

S−n;2

2
(S+

n;1 + S+
n;3 + S+

n;4) + Szn;2(S
z
n;1 + Szn;3 + Szn;4)

+
S−n1−1;2

2
(S+

n;1 + S+
n2−1;3 + S+

n3−1;4) + Szn1−1;2(S
z
n;1 + Szn2−1;3 + Szn3−1;4)

]
= Szm;2(S

+
m;1 + S+

m;3 + S+
m;4)− S+

m;2(S
z
n;1 + Szn;3 + Szn;4) + Szm;2(S

+
m1+1;1

+ S+
m1+1,m2−1;3 + S+

m1+1,m3−1;4)− S+
m;2(S

z
m1+1;1 + Szm1+1,m2−1;3 + Szm1+1,m3−1;4).

(А.11)

Пiсля Фур’є перетворення вираз (А.11) набуває вигляду:

1

N
∑
m

e−iq·Rm[S+
m;2,H]→ −2J〈Sz〉(−φ∗1S+

q;1 + 3S+
q;2 − φ∗12S

+
q;3 − φ∗13S

+
q;4); (А.12)

тодi другий рядок матрицi функцiй Грiна G виглядатиме так:

ωG2;β(ω) = 2〈Sz〉δ2,β − 2J〈Sz〉[−φ∗1G1;β(ω) + 3G2;β(ω)− φ∗12G3;β(ω)− φ∗13G4;β(ω)].

(А.13)

Для випадку α = 3 маємо:

[S+
m;3,H]

J
=
∑
n

[
S+
m;3,

S−n;3

2
(S+

n;1 + S+
n;2 + S+

n;4) + Szn;3(S
z
n;1 + Szn;2 + Szn;4)

+
S−n2−1;3

2
(S+

n;1 + S+
n1−1;2 + S+

n3−1;4) + Szn2−1;3(S
z
n;1 + Szn1−1;2 + Szn3−1;4)

]
= Szm;3(S

+
m;1 + S+

m;2 + S+
m;4)− S+

m;3(S
z
m;1 + Szm;2 + Szm;4) + Szm;3(S

+
m2+1;1

+ S+
m1−1,m2+1;2 + S+

m2+1,m3−1;4)− S+
m;3(S

z
m2+1;1 + Szm1−1,m2+1;2 + Szm2+1,m3−1;4).

(А.14)
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Пiсля Фур’є перетворення вираз (А.14) набуває вигляду:
1

N
∑
m

e−iq·Rm[S+
m;3,H]→ −2J〈Sz〉(−φ∗2S+

q;1 − φ12S
+
q;2 + 3S+

q;3 − φ∗23S
+
q;4); (А.15)

тодi третiй рядок матрицi функцiй Грiна G виглядатиме так:

ωG3;β(ω) = 2〈Sz〉δ3,β − 2J〈Sz〉[−φ∗2G1;β(ω)− φ12G2;β(ω) + 3G3;β(ω)− φ∗23G4;β(ω)].

(А.16)

Для випадку α = 4 маємо:
[S+

m;4,H]

J
=
∑
n

[
S+
m;4,

S−n;4

2
(S+

n;1 + S+
n;2 + S+

n;3) + Szn;4(S
z
n;1 + Szn;2 + Szn;3)

+
S−n3−1;4

2
(S+

n;1 + S+
n1−1;2 + S+

n2−1;3) + Szn3−1;4(S
z
n;1 + Szn1−1;2 + Szn2−1;3)

]
= Szm;4(S

+
n;1 + S+

n;2 + S+
n;3)− S+

m;4(S
z
n;1 + Szn;2 + Szn;3) + Szm;4(S

+
m3+1;1

+ S+
m1−1,m3+1;2 + S+

m2−1,m3+1;3)− S+
m;4(S

z
m3+1;1 + Szm1−1,m3+1;2 + Szm2−1,m3+1;3

)
.

(А.17)

Пiсля Фур’є перетворення вираз (А.17) набуває вигляду:
1

N
∑
m

e−iq·Rm[S+
m;4,H]→ −2J〈Sz〉(−φ∗3S+

q;1 − φ13S
+
q;2 − φ23S

+
q;3 + 3S+

q;4); (А.18)

тодi четвертий рядок матрицi функцiй Грiна G виглядатиме так:

ωG3;β(ω) = 2〈Sz〉δ3,β − 2J〈Sz〉[−φ∗3G1;β(ω)−φ13G2;β(ω)−φ13G3;β(ω)−φ23G4;β(ω)].

(А.19)

Iз врахуванням (А.10), (А.13), (А.16) i (А.19) можемо записати рiвняння для фун-

кцiй Грiна у матричнiй формi

(ωI + 2J〈Sz〉F)G(ω) = 2〈Sz〉I, (А.20)

де матриця F спiвпадає iз (3.6).

А.3. Обчислення внутрiшньої енергiї в наближеннi
Тяблiкова

При обчисленнi середньої енергiї в наближеннi Тяблiкова нам необхiдно

однаково врахувати вклад вiд поперечних i поздовжних спiнових кореляцiй
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у гамiльтонiанi (3.1) в наближеннi Тяблiкова. Для цього розглянемо середнє∑4
α=1

∑
q〈S−q;α[S+

q;α,H]〉. Комутатори [S+
q;α,H] ми розглянули в додатку А.2. Отже,

матимемо

4∑
α=1

∑
q

〈S−q;α[S+
q;α,H]〉 = −12NJ〈Sz〉+ 2〈H〉

+ J
∑
m

[
〈Szm;2S

−
m;1(S

+
m;2 + S+

m;3 + S+
m;4 + S+

m1−1;2 + S+
m2−1;3 + S+

m3−1;4)〉

+ Szm;2S
−
m;2(S

+
m;1 + S+

m;3 + S+
m;4 + S+

m1+1;1 + S+
m1+1,m2−1;3 + S+

m1+1,m3−1;4)〉
+ Szm;3S

−
m;3(S

+
m;1 + S+

m;2 + S+
m;4 + S+

m2+1;1 + S+
m1−1,m2+1;2 + S+

m2+1,m3−1;4)〉

+ Szm;4S
−
m;4(S

+
m;1 + S+

m;2 + S+
m;3 + S+

m3+1;1 + S+
m1−1,m3+1;2 + S+

m2−1,m3+1;3)〉
]
,

(А.21)

а Фур’є перетворення (3.11)

4∑
α=1

∑
q

〈S−q;α[S+
q;α,H]〉 = −12NJ〈Sz〉+ 2〈H〉

+ J
∑
q

[
〈(SzS−)q;1S

+
q;2〉(1 + e−iq1) + 〈(SzS−)q;1S

+
q;3〉(1 + e−iq2)

+ 〈(SzS−)q;1S
+
q;2〉(1 + e−iq3) + 〈(SzS−)q;2S

+
q;1〉(1 + eiq1)

+ 〈(SzS−)q;2S
+
q;3〉(1 + ei(q1−q2)) + 〈(SzS−)q;2S

+
q;4〉(1 + ei(q1−q3))

+ 〈(SzS−)q;3S
+
q;1〉(1 + eiq2) + 〈(SzS−)q;3S

+
q;2〉(1 + ei(q2−q1))

+ 〈(SzS−)q;3S
+
q;4〉(1 + ei(q2−q3)) + 〈(SzS−)q;4S

+
q;1〉(1 + eiq3)

+ 〈(SzS−)q;4S
+
q;2〉(1 + ei(q3−q1)) + 〈(SzS−)q;4S

+
q;3〉(1 + ei(q3−q2))

]
= −12NJ〈Sz〉+ 2〈H〉

+ 2J
∑
q

[
〈(SzS−)q;1S

+
q;2〉φ1 + 〈(SzS−)q;1S

+
q;3〉φ2 + 〈(SzS−)q;1S

+
q;4〉φ3

+ 〈(SzS−)q;2S
+
q;1〉φ∗1 + 〈(SzS−)q;2S

+
q;3〉φ∗12 + 〈(SzS−)q;2S

+
q;4〉φ∗13

+ 〈(SzS−)q;3S
+
q;1〉φ∗2 + 〈(SzS−)q;3S

+
q;2〉φ12 + 〈(SzS−)q;3S

+
q;4〉φ∗23

+ 〈(SzS−)q;4S
+
q;1〉φ∗3 + 〈(SzS−)q;4S

+
q;2〉φ13 + 〈(SzS−)q;4S

+
q;3〉φ23

]
.

(А.22)
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Для лiвої частини рiвняння (А.22) можемо записати

〈S−q;α[S+
q;α,H]〉 = i

[
d

dt
〈S−q;αS

+
q;α(t)〉

]

= i
[
d

dt

1

2π

+∞∫
−∞

dωe−iωtJαα(ω)

]
=

1

2π

+∞∫
−∞

dωωe−iωtJαα(ω),

(А.23)

де

Jαα = i
Gαα(ω + i0)−Gαα(ω − i0)

eω/T − 1
= 2π

4∑
γ=1

2〈Sz〉 〈α|γq〉 〈γq|α〉
eω/T − 1

δ(ω + 2J〈Sz〉ωγ;q).

(А.24)

Тобто, отримаємо вираз

4∑
α=1

∑
q

〈S−q;α[S+
q;α,H]〉 = 4|J |〈Sz〉2

4∑
γ=1

∑
q

ωγ;q

e
2|J|〈Sz〉ωγ;q

T − 1
. (А.25)

В правiй частинi рiвняння (А.22) кореляцiйна функцiя 〈(SzS−)q;βS
+
q;α〉 може бути

знайдена iз функцiї Грiна Hαβ(t) ≡ 〈〈S+
q;α|(SzS−)q;β〉〉 = −iΘ(t)〈[S+

q;α, (S
zS−)q;β]〉,

Hαβ(ω) =
∫ +∞
−∞ eiωtHαβ(t)dt. Використавши спектральну теорему

〈(SzS−)q;βSq;α〉 =
i

2π

+∞∫
−∞

dω
Hαβ(ω + i0)−Gαβ(ω − i0)

eω/T − 1
, (А.26)

i записавши рiвняння руху в наближеннi Тяблiкова для функцiй Грiна H(ω), при-

йдемо до виразу

4∑
γ=1

(ωδαβ + 2J〈Sz〉Fαγ)Hγβ(ω) = −〈Sz〉δαβ. (А.27)

Отже функцiї Грiна

Hαβ(ω) = −〈Sz〉
4∑

γ=1

〈α|γq〉 〈γq|α〉
ω + 2J〈Sz〉ωγ;q

, (А.28)

а корелятор

〈(SzS−)q;βS
+
q;α〉 = −〈Sz〉

4∑
γ=1

〈α|γq〉 〈γq|α〉
e

2|J|〈Sz〉ωγ;q
T − 1

. (А.29)
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Тому приходимо до рiвняння, з якого можемо знайти середню енергiю 〈H〉 в на-

ближеннi Тяблiкова:

4|J |〈Sz〉2
4∑

γ=1

∑
q

ωγ;q

e−
2J〈Sz〉ωγ;q

T − 1
= 3NJ〈Sz〉+ 2〈H〉

+ 2|J |〈Sz〉
4∑

γ=1

4∑
α,β=1
(α 6=β)

∑
q

ϕαβ
〈α|γq〉 〈γq|β〉
e−

2J〈Sz〉ωγ;q
T − 1

,

ϕ12 = ϕ∗21 = φ1, ϕ13 = ϕ∗31 = φ2, ϕ14 = ϕ∗41 = φ3,

ϕ23 = ϕ∗32 = φ12, ϕ24 = ϕ∗42 = φ13, ϕ34 = ϕ∗43 = φ23,
(А.30)

див. рiвняння (3.23) у основному текстi.
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ДОДАТОК Б

ДЕЯКI ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ У МЕТОДI
ЕНТРОПIЇ НА ГРАТЦI ПIРОХЛОРУ

У цьому додатку наведемо деякi допомiжнi результати в методi ентропiї.

На рис. Б.1 зображено теплоємнiсть c(T ) i магнiтну сприйнятливiсть χ(T )

у випадку безщiлинного спектру для значень α = 1, 3. Цей рисунок доповнює

рис. 3.11 iз основного тексту.

На рис. Б.2 наведено кривi найвищих порядкiв Паде апроксимант для те-

плоємностi c(T ) для випадку безщiлинного спектру для значень енергiї e0 =

−0.521 · · · − 0.515.

На рис. Б.3 наведено кривi для теплоємностi c(T ), магнiтної сприйнятли-

востi χ(T ) i ентропiї s(T ) для значень енергiї iз найбiльшою кiлькiстю близьких

Паде апроксимант для випадку безщiлинного спектру i спектру iз щiлиною.

Як бачимо з приведених рисункiв, а також iз рисункiв в основному текстi, у

методi ентропiї виникає потреба працювати iз великими наборами кривих тепло-

ємностi c(T ) i магнiтної сприйнятливостi χ(T ). Навiть якщо користуватися лише

результатами високотемпературних розвинень починаючи з десятого порядку, та-

ких кривих може бути кiлька десяткiв (i ще бiльше, якщо вiдомi розвинення до,

скажiмо, двадцятого порядку, як для випадку S = 1/2 антиферомагнiтної моделi

на гратцi кагоме [162]). При цьому є потреба оцiнювати «близькiсть» великого

числа подiбних кривих.

У дисертацiї область значень енергiї основного стану e0, де б спостерiгалась

така «близька» поведiнка Паде апроксимант оцiнювалась iз поведiнки щiлини

∆app (для випадку термiчно активованої низькотемпературної поведiнки теплоєм-
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Рис. Б.1. Теплоємность c (лiва колонка) i магнiтна сприйнятливicть χ (права ко-
лонка) S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гратцi пiрохлору
у випадку безщiлинного спектру c ∝ T α. Зверху вiдповiднi величи-
ни наведено для випадку α = 1 (для значень енергiї основного стану
e0 = −0.515 · · · − 0.513); знизу для α = 3 (e0 = −0.524 · · · − 5.222.
Значення nP вiдповiдає кiлькостi близьких Паде апроксимант для вiд-
повiдного e0. При обчисленнi сприйнятливостi використовувалися три
значення χ0 = 0, 0.08, 0.1.

ностi c ∝ e−∆/T ) i множника Aapp (для степеневої низькотемпературної поведiнки

теплоємностi c ∝ T α), див. рис. 3.7, рис. 3.9, а також рис. 3.10.

Бiльш витончений пiдхiд запропонований у роботi [162]. Розглядаючи зна-

чення енергiї основного стану як невiдомий параметер, для певного набору тем-

ператур при певному порядку високотемпературних розвинень обчислюються всi

можливi Паде апроксиманти. Обчислюємо середнє значення набору (для всiх тем-

ператур окремо) i вiдкидуємо кривi, якi вiдрiзняються вiд середнього на заздале-

гiдь зафiксоване значення δ (скажiмо, δ = 0.01, 0.001). Пiсля цього повторюємо
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Рис. Б.2. Теплоємнiсть c у випадку безщiлинного спектру при рiзних значеннях
e0 = −0.521 · · · − 0.515 для α = 1, 3/2, 2, 5/2, 3.

цю процедуру до тих пiр, поки всi кривi будуть вiдрiзнятися мiж собою на значе-

ння δ. З допомогою такого алгоритму можна дуже точно оцiнити значення енергiї

основного стану. Щоправда для цього необхiдно використовувати високi порядки

високотемпературних розвинень.

Так у роботi [162] вивчали квантову S = 1/2 антиферомагнiтну модель Гай-

зенберга на гратцi кагоме. Розглядали високотемпературнi розвинення вiд сiмнад-

цятого до двадцятого порядку з початковим набором i бiльш нiж шiстдесят Паде

апроксимант. Застосувавши описану вище процедуру, за рiзних припущень про

низькотемпературну поведiнку теплоємностi, для кожного iз сценарiїв близько

тридцяти Паде апроксимант були дуже близькими (δ = 0.001). Отриманi значен-

ня енергiї основного стану e0 ≈ −0.4372(15) (в припущеннi про спектр iз щiлиною)

i e0 ≈ −0.4386(15), −0.4414(25) (в припущеннi про безщiлинний спектр iз пока-
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Рис. Б.3. Порiвняння результатiв методу ентропiї для значень енергiї iз найбiль-
шою кiлькiстю близьких Паде апроксимант у випадку безщiлинного спе-
ктру i спектру iз щiлиною.

зниками α = 1 i α = 2 вiдповiдно) є дуже близькими до результатiв, отриманих

методом симуляцiй DMRG e0 = −0.4386(5). Бачимо, що при достатньо високих

порядках високотемпературних розвинень, метод ентропiї дає змогу отримати ду-

же добру оцiнку енергiї основного стану.
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