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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню термодинамiки квантових

фрустрованих спiнових систем. Розумiння спостережуваних властивостей магнi-

тоактивних дiелектричних кристалiв потребує розумiння граткових спiнових мо-

делей. Якщо обмiннi взаємодiї мiж сусiднiми магнiтними йонами конкурують так,

що дуже багато спiнових конфiгурацiй мають однакову енергiю i не виникає жо-

дного магнiтного порядку, то маємо справу iз фрустрацiями. Фрустрацiї разом з

квантовими флуктуацiями, а також з тепловими флуктуацiями можуть бути при-

чиною появи несподiваних макроскопiчних властивостей. З другого боку, аналiз

таких властивостей становить труднощi через нестачу методiв обчислень (аналiти-

чних i числових), якi належно враховували б особливостi фрустрованих квантових

спiнових систем.

Деякi одновимiрнi декорованi (фрустрованi) моделi Iзинга при певних зна-

ченнях модельних параметрiв (обмiнних взаємодiй i магнiтних полiв) виявляють

незвичнi для одновимiрних систем низькотемпературнi властивостi [L. Gálisová

and J. Strečka, Phys. Rev. E 91, 022134 (2015)]. При певному скiнченному значен-

нi температури першi похiднi вiд вiльної енергiї, такi як внутрiшня енергiя чи

ентропiя, мають стрибкоподiбну залежнiсть. Водночас другi похiднi вiд вiльної

енергiї — теплоємнiсть чи магнiтна сприйнятливiсть, а також кореляцiйна довжи-

на сягають аномально великих значень. При цьому вiльна енергiя i вищезгаданi

термодинамiчнi величини залишаються аналiтичними функцiями температури.

Цi низькотемпературнi особливостi одновимiрних декорованих систем в лiтерату-

рi називають псевдопереходами, а температуру, при якiй вони спостерiгаються —

псевдокритичною температурою. Вiдомо, що у певному iнтервалi температур по-
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близу псевдокритичної температури (але не у псевдокритичнiй точцi) такi моделi

виявляють степеневу поведiнку кореляцiйної довжини, теплоємностi чи магнiтної

сприйнятливостi iз показниками, якi не погоджуються з добре вiдомими спiввiд-

ношеннями скейлiнгу. У дисертацiйнiй роботi пояснено природу псевдопереходiв.

Для того, щоб виявити причину цих низькотемпературних особливостей розгля-

нуто декiлька декорованих систем: двонога драбинка Iзинга iз тримерними ща-

блями у нульовому магнiтному полi, спiн–1/2 Iзинг–XY Z ромбiчний ланцюжок,

спiн–електронний ланцюжок подвiйних тетраедрiв i спiн–1/2 ланцюжок подвiйних

тетраедрiв Iзинга–Гайзенберга.

Застосувавши декорацiйно–iтерацiйне перетворення для двоногої драбинки

Iзинга iз тримерними щаблями, побудовано ефективний гамiльтонiан на звичай-

нiй двоногiй драбинцi Iзинга iз залежною вiд температури взаємодiєю на щаблях.

При певному значеннi температури (яке вiдповiдає псевдокритичнiй температу-

рi) обмiнна взаємодiя на щаблях дорiвнює нулевi, що приводить до ефективного

розщеплення драбинки на два невзаємодiючi ланцюжки Iзинга. Якщо псевдокри-

тична температура є достатньо малою (у одиницях обмiнної взаємодiї вздовж

ланцюжкiв), тодi спостерiгатимуться слiди критичної поведiнки простого лан-

цюжка Iзинга при нульовiй температурi та нульовому полi. Показано, що в око-

лi псевдокритичної температури (але не у псевдокритичнiй точцi) модель вияв-

ляє квазiкритичну поведiнку: кореляцiйна довжина має квазiкритичний показник

α = α′ = 1, а теплоємнiсть γ = γ′ = 3.

Декорацiйно–iтерацiйне перетворення для кiлькох декорованих класично–

квантових ланцюжкiв приводить до ефективного гамiльтонiану ланцюжка Iзинга

iз залежною вiд температури обмiнною взаємодiєю i магнiтним полем. У псевдо-

критичнiй точцi ефективне магнiтне поле дорiвнює нулевi i модель вiдповiдає про-

стому ланцюжку Iзинга у нульовому полi. I у цьому випадку низькотемпературнi

особливостi пов’язанi iз критичною поведiнкою простого ланцюжка Iзинга при

нульовiй температурi та нульовому полi. Квазiкритичнi показники декорованих

класично–квантових ланцюжкiв спiвпадають iз отриманими для двоногої дра-

бинки Iзинга. Таким чином, встановлено причину виникнення псевдокритичної



3

поведiнки для низки одновимiрних декорованих (фрустрованих) моделей Iзинга.

Дослiдження впливу геометричної фрустрацiї на термодинамiчну поведiнку

квантових тривимiрних спiнових систем проводилося на прикладi гратки пiро-

хлору, яка є найбiльш фрустрованою граткою у трьох вимiрах. Для цього розгля-

дається феромагнiтна i антиферомагнiтна квантова S = 1/2 модель Гайзенберга

на тривимiрнiй гратцi пiрохлору. Для обидвох випадкiв отриманi результати по-

рiвнювалися iз вiдповiдними результатами для нефрустрованої моделi на простiй

кубiчнiй гратцi. В наближеннi середнього поля обидвi гратки еквiвалентнi (мають

однакове число найближчих сусiдiв z = 6). Тому при порiвняннi термодинамiчних

величин вдається проiлюструвати вплив геометричної фрустрацiї при скiнченних

температурах.

Термодинамiчнi та динамiчнi властивостi квантового S = 1/2 феромагне-

тика Гайзенберга розглядалися методом двочасових функцiй Грiна в наближеннi

Тяблiкова (наближення хаотичних фаз). В цьому наближеннi ланцюжок рiвнянь

руху для двочасових функцiй Грiна обривається на першому кроцi i вiдразу ж

приходимо до опису, який виходить за межi теорiї середнього поля. В рамках

такого опису спектр спiнових хвиль моделi перенормовується параметром поряд-

ку (намагнiченiстю), для якого отримується самоузгоджене рiвняння. З аналiзу

самоузгодженого рiвняння для намагнiченостi знайдено значення критичної тем-

ператури Tc i температурну залежнiсть намагнiченостi у феромагнiтнiй фазi i

однорiдної магнiтної сприйнятливостi у парамагнiтнiй фазi. Обчисленi результати

для намагнiченостi та теплоємностi (для температур нижче критичної) i однорi-

дної магнiтної сприйнятливостi (для температур вище критичної) порiвнювалися

iз результатами симуляцiй методом квантового Монте Карло. Обчислений дина-

мiчний структурний фактор порiвнювався з експериментом iз непружнiм розсi-

янням нейтронiв для сполуки Lu2Mo2O5N2. Отриманий в наближеннi Тяблiкова

динамiчний структурний фактор якiсно правильно описує експериментальнi данi.

Термодинамiка квантового S = 1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на гра-

тцi пiрохлору розглядалась в рамках методу ентропiї [B. Bernu and C. Lhuillier,

Phys. Rev. Lett. 114, 057201 (2015)]. На основi високотемпературних розвинень
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до тринадцятого порядку за оберненою температурою для теплоємностi та магнi-

тної сприйнятливостi проводилась iнтерполяцiя за припущення про рiзнi сцена-

рiї низькотемпературної поведiнки. Низькотемпературна поведiнка теплоємностi

залежить вiд спектру низькоенергетичних збуджень системи. У випадку безщi-

линного спектру теплоємнiсть має степеневу асимптотику c ∝ T α, а у випадку

спектру iз щiлиною — термiчно активовану асимптотику c ∝ e−∆/T . У роботi

дослiджувалась iнтерполяцiя методом ентропiї для обидвох випадкiв. При до-

ступному тринадцятому порядку високотемпературних розвинень самоузгоджена

процедура в методi ентропiї, побудована на аналiзi найбiльшої кiлькостi близь-

ких Паде апроксимант, дає пiдстави вважати, що сценарiй безщiлинного спектру

бiльш достовiрний з можливими значеннями показникiв степеневої асимптоти-

ки теплоємностi α = 3/2, 2, 5/2. Температурний профiль теплоємностi c(T ) не

мiстить низькотемпературних особливостей типу додаткового максимуму чи пле-

ча. Однак, максимум теплоємностi значно зсунутий в область низьких темпера-

тур T ≈ 0.25 (в одиницях обмiнної взаємодiї J). Така поведiнка спостерiгається

безвiдносно до припущень про спектр низькоенергетичних збуджень. Магнiтна

сприйнятливiсть χ(T ) має широкий максимум. Для значень χ0 = 0.08, . . . , 0.1 (χ0

є значення магнiтної сприйнятливостi при T = 0) результати методу ентропiї до-

бре узгоджуюються iз даними симуляцiй методом дiаграматичного Монте Карло.

Ключовi слова: декорованi ланцюжки Iзинга, псевдокритична поведiнка,

гратка пiрохлору, метод двочасових функцiй Грiна, високотемпературнi розви-

нення, метод ентропiї.
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of Sciences of Ukraine, Lviv, 2021.

The thesis is devoted to the study of the thermodynamics of the frustrated

quantum spin systems. Understanding of the observable properties of Mott insula-

tors requires understanding of the lattice spin models. When the exchange interac-

tions between the neighboring magnetic ions compete in such a way that a lot of

spin configurations have the same energy and there is no magnetic order, one faces

frustration. Frustration together with the quantum and thermal fluctuations can

lead to appearance of new unexpected macroscopic properties. On the other hand,

analysis of such systems is a difficult task due to the absence of reliable analytical

and numerical methods for the frustrated quantum spin systems.

Some one-dimensional decorated (frustrated) Ising models show peculiar low-

temperature behavior for particular sets of model parameters (intersite exchange

interactions and magnetic fields), see e.g., L. Gálisová and J. Strečka, Phys. Rev. E

91, 022134 (2015). At some finite temperature, the values of the first derivatives of

the free energy, namely, the internal energy and the entropy, exhibit a very steep rise

and fall behavior. At the same time, the second derivatives of the free energy such

as the specific heat and the magnetic susceptibility as well as the correlation length

reach abnormally large values. However, the free energy and the above mentioned

thermodynamic functions remain continuous functions of the temperature. Such

an unexpected low-temperature behavior was coined the pseudo-transition and the

corresponding temperature was coined the pseudocritical temperature. Such sys-

tems show a power-law behavior in the vicinity of the pseudocritical temperature

(but not at the pseudocritical point) characterized by quasicritical exponents which

contradict well-known scaling relations. To reveal the reason for the emergence
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of pseudo-transitions, we consider a number of decorated one-dimensional systems.

Namely, the two-leg ladder Ising model with trimer rungs, the spin–1/2 Ising–XY Z

diamond chain, the double–tetrahedral chain of localized Ising spins and mobile

electrons, and the spin–1/2 Ising–Heisenberg double-tetrahedral chain.

After a decoration-iteration transformation, the effective Hamiltonian for the

two-leg ladder Ising model with trimer rungs becomes the simple two-leg rail-road

Ising ladder Hamiltonian with the temperature-dependent interactions J⊥(T ) for

the interleg coupling. At some finite temperature Tp (pseudocritical temperature)

J⊥(T ) vanishes: J⊥(Tp) = 0. Effectively, this corresponds to a splitting of the

two-leg ladder into two independent Ising chains. For sufficiently small values of

the pseudocritical temperature (in the units of exchange coupling of the chain),

the traces of the simple Ising chain criticality at zero temperature and zero field

are clearly seen. Around the pseudocritical temperature (but not in the immediate

vicinity of the pseudocritical temperature) the model shows pseudo-critical behavior.

The correlation length follows a power law with the quasicritical exponent α =

α′ = 1 and the specific heat follows a power law with the quasicritical exponent

γ = γ′ = 3.

The decoration-iteration transformation for a number of considered deco-

rated classical–quantum chains leads to the simple Ising chain Hamiltonian with

the temperature-dependent exchange interaction and magnetic field. The effective

magnetic field vanishes at the pseudocritical temperature and, consequently, the

model corresponds to the simple Ising chain at zero magnetic field. Therefore, the

low-temperature peculiarities of the decorated Ising chains show up from the simple

Ising chain criticality at the zero temperature and field. Quasicritical exponents

of the decorated classical–quantum chains coincide with the ones obtained for the

two-leg Ising ladder. As a result, the reason for the peculiar low-temperature behav-

ior of some spin–1/2 decorated (frustrated) one-dimensional Ising models has been

revealed.

To study the influence of geometrical frustration on thermodynamics of a

three-dimensional quantum spin systems we consider a pyrochlore lattice. The py-
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rochlore lattice is the most frustrated lattice in three dimensions. The results for

the ferromagnetic and antiferromagnetic quantum S = 1/2 Heisenberg model should

be compared to the corresponding results for the unfrustrated model on a simple

cubic lattice. Both lattices are indistinguishable at the mean-field level having the

same number of nearest neighbor sites z = 6. The comparison between thermody-

namic observables allows to illustrate the effect of geometrical frustration at finite

temperatures.

Thermodynamic and dynamic properties of quantum S = 1/2 ferromagnetic

Heisenberg model were studied by the double-time temperature-dependent Green

functions method within the random phase approximation. The equations of motion

were decoupled at the first step. Such approximation yields already a description

beyond the mean-field theory level. The spin-wave spectrum is renormalized by the

order parameter (magnetization) which in turn satisfies a self-consistent equation.

The value of the critical temperature Tc and the temperature dependence of the

magnetization in the ferromagnetic phase and the magnetic susceptibility in the

paramagnetic phase were found from the analysis of the self-consistent equation for

magnetization. We compare the magnetization and the specific heat (for the temper-

atures below the critical one) and the magnetic susceptibility (for the temperatures

above the critical one) with the results of quantum Monte Carlo simulations. The

dynamic structure factor was compared with inelastic neutron scattering data for

Lu2Mo2O5N2 material and a satisfactory agreement has been found.

To study the thermodynamics of the quantum S = 1/2 antiferromagnetic

Heisenberg model we used the entropy method [B. Bernu and C. Lhuillier, Phys.

Rev. Lett. 114, 057201 (2015)]. The interpolation between high temperatures

(based on the 13-th order high-temperature expansion for the specific heat and

the magnetic susceptibility) and low temperatures according to different scenarios

for the low-energy excitation spectrum has been made. The low-temperature de-

pendence of the specific heat is determined by the nature of low-energy excitation

spectrum of the system. In the case of gapless spectrum, the specific heat follows

a power-law behavior c ∝ T α, whereas for the gapped spectrum, the specific heat
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is thermally activated, i.e., c ∝ e−∆/T . The interpolation within the framework of

the entropy method was made for both cases. We apply a self-consistent procedure

within the entropy method based on the largest number of coinciding Pade approx-

imants to analyze the thermodynamic observables. For the available order of the

high-temperature expansion, the assumption of the gapless spectrum is more robust

with the best results for the exponent α = 3/2, 2, 5/2. The specific heat c(T )

does not have any extra low-temperature features like a peak or shoulder. However,

the location of the main maximum is significantly shifted to lower temperatures

T ≈ 0.25 (in the units of the exchange coupling J). This behavior is independent

of the assumed type of low-energy excitations. The magnetic susceptibility χ(T )

has a broad maximum. For the value χ0 = 0.08, . . . , 0.1 (χ0 is the susceptibility at

T = 0) the entropy method results agree well with the diagrammatic Monte Carlo

simulations data.

Keywords: decorated Ising chains, pseudo-critical transitions, pyrochlore lat-

tice, double-time Green function method, high-temperature expansion, entropy

method.
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