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АНОТАЦIЯ

Шпот М.А. Критична поведiнка просторово неоднорiдних систем.

— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 — Фiзика та астрономiя).

— Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена теоретичному опису критичної поведiнки

неiдеальних модельних систем. Їх неiдеальнiсть проявляється в невпорядковано-

стi, в наявностi одної або двох поверхонь, в присутностi просторової анiзотропiї.

Цi специфiчнi властивостi характеризуються загальним термiном “просторова не-

однорiднiсть”.

Дослiдження невпорядкованих систем з замороженим безладом проводиться

за допомогою методу “масивної” теорiї поля Парiзi у фiксованiй вимiрностi просто-

ру. При цьому ми вперше реалiзуємо iдею Парiзi у випадку нецiлих вимiрностей d

i у двопетльовому наближеннi отримуємо плавнi залежностi критичних показни-

кiв невпорядкованих iзiнгiвських систем вiд d. Вiдповiднi iнтеграли Фейнмана i

ренормгруповi функцiї розрахованi в явному виглядi. Проведене детальне порiв-

няння з результатами, опублiкованими в лiтературi з фiзики високих енергiй.

Виконано нетривiальне узагальнення масивної теорiї поля на випадок три-

вимiрних невпорядкованих iзiнгiвських систем, що перебувають у низькотемпера-

турнiй фазi з ненульовим параметром порядку. У три- i чотирипетльовому набли-

женнях розраховано ряд унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд. Зроблено

висновок про те, що вiдношення критичних амплiтуд питомої теплоємностiA+/A−

може бути додатнiм всупереч передбаченням ε-розкладу бiля d = 4.

Масивну теорiю поля при d = 3 сформульовано для напiвбезмежних си-

стем, обмежених плоскою поверхнею, на якiй можуть накладатися рiзнi граничнi

умови. Запропоновано умови нормування, необхiднi для опису звичайного та спе-

цiального переходiв. На основi двопетльового наближення зробленi чисельнi оцiн-
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ки поверхневих критичних показникiв для цих двох видiв переходiв. Дослiджено

також вплив невпорядкованостi поверхнi на особливостi спецiального переходу i

змiни показникiв звичайного переходу в присутностi об’ємного безладу.

Запропоновано новий пiдхiд до розрахунку критичних показникiв, що опи-

сують критичну поведiнку сильно анiзотропних систем з довiльною кiлькiстю

осей анiзотропiї m в околi точки Лiфшица (ТЛ). Вперше отримано правильнi

ε-розклади всiх показникiв m-вiсних ТЛ з точнiстю O(ε2) (у цьому випадку для

вiдхилення ε вiд верхньої граничної вимiрностi ми маємо ε = 4+m/2−d). Зробле-

но висновок про те, що iндекс анiзотропiї θ є некласичним для довiльних чисел

осей анiзотропiї m у повному промiжку m ∈ (0, d). Виявлено та проаналiзова-

но часто повторюванi помилки iнших авторiв в аналогiчних розрахунках: як у

теоретичних пiдходах, так i в результатах.

Поставлено задачу про вплив кристалiчної структури (а саме кубiчної анi-

зотропiї) m-вiсного модуляцiйного пiдпростору на критичну поведiнку m-вiсних

ТЛ. В рамках другого порядку ε-розкладу розраховано вiдповiдний кросоверний

показник i зроблено висновок про те, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може

бути причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

Сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних сильно анiзотропних

систем, обмежених поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей модуляцiї. В

першому порядку за ε розрахованi некласичнi поверхневi показники звичайного

переходу, що вiдбуваються в таких системах при проходженнi через ТЛ. Про-

ведено вiдповiднi чисельнi оцiнки та порiвняння з наявними даними чисельного

експерименту.

Для ТЛ з довiльним числом осей анiзотропiї m (з 0 ≤ m ≤ d) вперше

застосовано метод 1/n-розкладу. Цей метод полягає у знаходженнi поправок по-

рядку 1/n (i вищих) до класичного розв’язку в сферичнiй границi Стенлi n→∞.

Як звичайно, n — число компонент параметра порядку, яке вважається великим.

Метод 1/n-розкладу дозволяє працювати при всiх допустимих значеннях вимiр-

ностей d ≥ 0 i 0 ≤ m ≤ d, якi знаходяться мiж нижньою i верхньою граничними

вимiрностями, що визначаються лiнiями dℓ(m) = 2 + m/2 i d∗(m) = 4 + m/2.
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Вiдповiдно, явно продемонстровано узгодження отриманих нами загальних ре-

зультатiв з чотирма граничними випадками. Це — m = 0, де вiдтворюються кри-

тичнi показники звичайних iзотропних систем з точнiстю до поправок порядку

1/n; при m = d отримано аналогiчне узгодження з вiдомими результатами для т.

зв. iзотропної ТЛ. Крiм цього, при малих вiдхиленнях εℓ i ε вiд нижньої i верх-

ньої граничних вимiрностей dℓ(m) i d∗(m) є узгодження з результатами вимiрних

ε i εℓ-розкладiв бiля обидвох цих граничних вимiрностей. Розглянуто також iншi

частковi випадки, якi не є граничними, зокрема важливий випадок одновiсних

систем у тривимiрному просторi.

На основi отриманих даних запропоновано схематичнi графiки залежностей

кореляцiйних критичних показникiв ТЛ η2(m, d) i η4(m, d) вiд вимiрностi просто-

ру d. На вiдмiну вiд просто передбачуваного показника η2, величина η4 змiнює

свiй знак при змiнi просторової вимiрностi d. Ми порiвнюємо нашi результати з

даними роботи iнших авторiв, де передбачена нами якiсна поведiнка кореляцiйних

показникiв при змiнi d була пiдтверджена з використанням розв’язування точних

рiвнянь ренормалiзацiйної групи для ТЛ.

Виходячи за рамки розрахункiв критичних показникiв, ми провели деталь-

ну перевiрку т. зв. гiпотези локальної скейлiнгової iнварiантностi Генкеля, яка

представляє собою спробу формулювання аналога конформної iнварiантностi для

систем з сильною анiзотропiєю в ТЛ. Виявлено ряд неточностей в її оригiнальних

математичних формулюваннях i отримано нову iнформацiю стосовно математи-

чної структури i явного вигляду парних кореляцiйних функцiй систем з одновi-

сною анiзотропiєю в ТЛ. Нажаль, отримання вiдповiдних явних функцiональних

залежностей у випадку m = 1 виявилося неможливим.

Натомiсть, в рамках епсилон-розкладу бiля верхньої граничної вимiрностi

d∗(2) = 5 в явному виглядi розрахованi скейлiнговi функцiї парних кореляторiв

типу поле-поле та енергiя-енергiя для бiаксiальних систем. Розрахунки виконанi

з точнiстю до O(ε2), причому ε-розклади зроблено у двох рiзних напрямках в

(m, d)-площинi: (m = 2, d = 5 − ε) i (m = 2 − 2ε, d = 5 − 2ε). Показано, що

коефiцiєнти при ε2 є рiзними для цих двох варiантiв розрахунку. Таким чином
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вперше отримано явнi результати, що демонструють залежнiсть вiд напрямiв,

вздовж яких виконуються епсилон-розклади для m-вiсних ТЛ.

В загальному, зроблено висновок про незастосовнiсть гiпотези локальної

скейлiнгової iнварiантностi до реальних взаємодiючих систем у ТЛ та окресле-

но область застосовностi цiєї гiпотези.

Додатковим побiчним продуктом дослiджень критичних показникiв i скей-

лiнгових функцiй в ТЛ стала поява чотирьох публiкацiй за участю автора, присвя-

чених спецiальним функцiям, що виникають при розрахунку базового однопетльо-

вого двоточкового iнтеграла з ненульовим зовнiшнiм iмпульсом i двома рiзними

"масами".

Розширюючи коло дослiджень просторово неоднорiдних систем у критичнiй

областi, ми розглянули ефекти просторового обмеження двома паралельними по-

верхнями з рiзними граничними умовами. При такому обмеженнi мiж граничними

поверхнями виникають флуктуацiйно iндукованi сили, що вiдповiдає ефекту Ка-

зимира в статистичних системах, а їх величина визначається т. зв. амплiтудою

Казимира.

Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладу амплiтуд Казимира плiвкових систем

з перiодичними i спецiальними граничними умовами i в явному виглядi знайдено

поправки O(ε3/2) для цих амплiтуд. Пояснено причину виникнення цiєї неаналi-

тичностi та виконано вiдповiднi чисельнi оцiнки в тривимiрному просторi.

Показано, що флуктуацiйно iндукованi сили, якi виникають в сильно анi-

зотропних системах з плiвковою геометрiєю, залежать вiд просторової орiєнтацiї

граничних поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї. Розглянуто два варiанти

орiєнтацiї поверхонь: “паралельну”, при якiй поверхнi є паралельними до всiх осей

анiзотропiї, i “перпендикулярну”, коли одна з осей анiзотропiї є ортогональною до

поверхонь. Для цих систем з рiзними граничними умовами на поверхнях виконанi

явнi розрахунки амплiтуд Казимира в рамках першого порядку епсилон-розкладу

а також чисельнi оцiнки при d = 3.

Розглянуто базове гаусове наближення у випадку анiзотропних систем з

вiльними граничними умовами типу Дiрiхле на “перпендикулярно” орiєнтованих
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поверхнях. Для досягнення можливого прогресу в отриманнi результатiв у вищих

наближеннях дослiджено альтернативну схему розрахунку амплiтуди Казимира,

що базується на розглядi iнтегралiв вiд добуткiв дзета-функцiй Гурвiца. Iнтегра-

ли такого типу є добре вiдомими в математицi та дослiджувалися в рядi робiт.

Ми вперше успiшно i конкурентно застосовували стандартнi методи теоретичної

фiзики до розрахунку цих вiдомих iнтегралiв. Нами запропоновано також но-

вi математичнi формули для подвiйних сум вiд добуткiв дзета-функцiй Рiмана.

Отриманi результати дадуть змогу в перспективi проводити розрахунки вищих

наближень для складних модельних задач статистичної фiзики.

Ключовi слова: невпорядкованi системи, сильно анiзотропнi системи, про-

сторово обмеженi системи, граничнi умови, масивна теорiя поля, нецiлi вимiрно-

стi простору, ε-розклад, 1/n-розклад, iнтеграли Фейнмана, критичнi показники,

скейлiнговi функцiї, критичнi амплiтуди, амплiтуда Казимира, точка Лiфшица,

локальна скейлiнгова iнварiантнiсть
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ABSTRACT

Shpot M. A. Critical behavior of spatially inhomogeneous systems. — Qualifying

scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Sciences in Physics and Mathematics in speci-

alization 01.04.02 «Theoretical Physics» (104 — Physics and Astronomy). — Institute

for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv,

2021.

The subject of the dissertation is the theoretical description of the critical behavi-

or of non-ideal model systems. Their non-ideality manifests itself in disorder, in the

presence of one or two surfaces, in the spatial anisotropy. These specific properties are

generally termed as “spatial inhomogeneities”.

The study of quenched disordered systems is carried out using the method of

Parisi’s “massive” field theory in fixed space dimension. For the first time we implement

the Parisi’s idea in the case of non-integer dimensions d, and in the two-loop approxi-

mation obtain the smooth dependence of the critical exponents of disordered Ising

systems on d. The corresponding Feynman integrals and renormalization group functi-

ons are calculated explicitly. A detailed comparison with the results of the high energy

physics literature is given.

A non-trivial generalization of the massive field theory is performed for the case

of three-dimensional disordered Ising systems in the low-temperature phase with a

non-zero order parameter. A number of universal combinations of critical amplitudes

are calculated in the three- and four-loop approximations. It is concluded that the

specific-heat critical amplitude ratio A+/A− can be positive in spite of the prediction

of the ε-expansion near d = 4.

The massive field theory in d = 3 is formulated for semi-infinite systems,

constrained by a flat surface with different boundary conditions. The normalizati-

on conditions are proposed, necessary to describe the ordinary and special transitions.

In the two-loop approximation, numerical estimates of surface critical exponents are

given for these two types of transitions. The effect of the surface disorder on the special
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transition, as well as changes of the ordinary transition’s exponents in the presence of

the bulk disorder are also studied.

A new approach is suggested, to the calculation of critical exponents of strongly

anisotropic systems with an arbitrary number of anisotropy axes m, in the vicinity of

the Lifshitz point (LP). For the first time the correct ε-expansions up to O(ε2) are

obtained, for all exponents of m-axial LPs with arbitrary m (in this case the deviation

ε from the upper critical dimension is ε = 4 + m/2 − d). It is concluded that the

anisotropy index θ is non-classical for arbitrary number of anisotropy axes m, in the

whole interval m ∈ (0, d). Frequently appearing errors of other authors in similar

calculations are indicated, analyzed and commented.

We put forward the problem of the influence of crystalline structure (namely

cubic anisotropy) of the m-axial modulation subspace on the critical behavior of m-

axial LPs. We calculate the corresponding crossover exponent in the second order of

the ε-expansion and conclude that the anisotropy of the modulation subspace can

influence the character of the phase transition at the LP.

The renormalization-group description of semi-infinite strongly anisotropic

systems with a surface perpendicular to one of the modulation axes is formulated.

Non-classical surface critical exponents of the ordinary transition in such systems at

the LP are calculated to first order of the ε-expansion. Numerical estimates in d = 3

are obtained and compared with available data of numerical experiments.

For the first time, the method of the 1/n-expansion is applied for arbitrary m-

axial LPs with 0 ≤ m ≤ d. The method consists in finding corrections of order 1/n

(and higher) to the classical Stanley’s solution in the spherical limit n→∞. As usual,

n is the number of the order-parameter components, which is considered to be large.

The 1/n-expansion allows to work directly with all admissible values of dimensions

d ≥ 0 and 0 ≤ m ≤ d lying between the lower and upper critical dimensions given

by the lines dℓ(m) = 2 + m/2 and d∗(m) = 4 + m/2. Accordingly, we explicitly

demonstrate the agreement of our generic results with four marginal cases. These are:

m = 0, where we reproduce the critical exponents of usual isotropic systems to order

O(1/n); with m = d a similar agreement is obtained with the known results for the
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isotropic LP. Moreover, for small deviations εℓ and ε from the lower and upper critical

dimensions dℓ(m) and d∗(m) there is an agreement with the results of dimensional

ε- and εℓ-expansions near these critical dimensions. A number of other, non-limiting

special cases are considered, in particular the important case of uniaxial systems in

three-dimensional space.

With available information at hand, we propose schematic plots of the

dependence of LP’s correlation critical exponents η2(m, d) and η4(m, d) on the space

dimension d. Unlike the simple and predictable behavior of the exponent η2, the value

of η4 changes its sign as the dimension d runs. We compare our results with that of

other authors, where the predicted qualitative behavior of the correlation exponents

was confirmed by solving the exact renormalization-group equations for the LP.

Going beyond the calculations of critical exponents, we carried out a thorough

check of the so-called local scaling invariance hypothesis of Henkel, which represents an

attempt to formulate an analogue of the conformal invariance for systems with strong

anisotropy at the LP. We found a number of inaccuracies in its original mathemati-

cal formulation and obtained new information regarding the mathematical structure

and explicit form of two-point functions of systems with uniaxial anisotropy at the

LP. Unfortunately, it was impossible to obtain an explicit functional dependence of

correlation functions in the uniaxial case m = 1.

Instead of that, the explicit expressions for the field-field and energy-energy

correlators have been calculated in the case of biaxial systems using the ε-expansion

near the upper critical dimension d∗(2) = 5. Calculations to order O(ε2) are performed

along the two different directions in the (m, d)-plane: (m = 2, d = 5 − ε) and (m =

2 − 2ε, d = 5 − 2ε). It is shown that the coefficients at ε2 are different for these two

variants of calculation. Thus, for the first time the explicit results have been derived

for m-axial LPs, where a dependence on directions of ε-expansions shows up.

Generally, it is concluded that the local scaling invariance hypothesis does not

apply to real interacting systems at the LP, and the appropriate applicability region

of this hypothesis is specified.

An extra by-product of calculations of critical exponents and scaling functions
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at the LP is the appearance of four publications by the present author and coauthors,

where special functions are considered, which arise in the calculation of the basic

one-loop two-point integral with a non-zero external momentum and two different

"masses".

Extending the scope of studies of spatially inhomogeneous systems in the critical

domain, we consider the effects of a geometric restriction of a system by two parallel

surfaces with different boundary conditions. In this setup, fluctuation-induced forces

arise between the boundaries, which corresponds to the Casimir effect in statistical

systems, and the value of these forces is determined by the so-called Casimir amplitude.

A non-analyticity is found, of the ε-expansion of Casimir amplitudes of systems

with film geometry and periodic and special boundary conditions. Explicit correcti-

ons of order O(ε3/2) are derived for these amplitudes. The reason for this non-

analyticity is explained, and the corresponding numerical estimates are performed in

three-dimensional space.

It is shown that fluctuation-induced forces occurring in strongly anisotropic

systems with film geometry depend on the spatial orientation of boundaries with

respect to the directions of anisotropy axes. Two options are considered for the ori-

entation of surfaces: “parallel”, when they are parallel to all anisotropy axes, and

“perpendicular”, when one of the anisotropy axes is orthogonal to the surfaces. For

these systems, with different boundary conditions, explicit calculations of Casimir

amplitudes to first order of the epsilon-expansion and numerical estimates in d = 3

are performed.

In the case of systems with free boundary conditions of Dirichlet type and a

“perpendicular” orientation, we were limited to the basic Gaussian approximation.

In order to open a possibility to move towards higher approximations, we studied

an alternative calculational scheme of the Casimir amplitude, based on integrals of

products of Hurwitz zeta functions. Integrals of this type are well known in mathemati-

cs and have been studied in a number of papers. We successfully applied the standard

methods of theoretical physics to the calculation of these integrals. Moreover, we

proposed some new results for certain double sums of products of Riemann zeta functi-
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ons. In the future, our results will allow a derivation of new results for complex model

problems in statistical physics.

Keywords: disordered systems, strongly anisotropic systems, constrained

systems, boundary conditions, massive field theory, non-integer space dimensions, ε-

expansion, 1/n-expansion, Feynman integrals, critical exponents, scaling functions,

critical amplitudes, Casimir amplitude, Lifshitz point, local scale invariance
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У сучаснiй фiзицi конденсованих систем однiєю з

центральних проблем є дослiдження критичних властивостей багаточастинкових

систем, в яких при критичнiй температурi T = Tc вiдбуваються фазовi перехо-

ди другого роду. Критичнi явища спостерiгаються в багаточисленних фiзичних

системах, якi є дуже рiзними. Класичними прикладами є система рiдина-газ у

критичнiй точцi, а також феромагнетики в околi температури Кюрi, де вiдбу-

вається перехiд мiж невпорядкованою парамагнiтною фазою та феромагнiтною

фазою з однорiдним упорядкуванням. А для науки i для практичних застосувань

представляють iнтерес чимраз складнiшi системи. Тут можна згадати про багато-

компонентнi рiдини i сплави, полiмери, сегнетоелектрики, системи, в яких можуть

виникати явища надплинностi чи надпровiдностi.

В критичнiй областi з T ≈ Tc всi цi системи характеризуються сильними

далекосяжними флуктуацiями, якi є результатом взаємодiї безмежно великого

числа частинок на мiкроскопiчному рiвнi. При наближеннi до критичної точки

радiус кореляцiй (кореляцiйна довжина) стає набагато бiльшим за будь-якi лi-

нiйнi розмiри, пов’язанi з вiдстанями мiж сусiднiми мiкроскопiчними частинками

та їх взаємодiями. Стають несуттєвими такi мiкроскопiчнi деталi, як, наприклад,

тип просторового впорядкування найближчих частинок, анiзотропiя їх локальних

взаємодiй, чи iншi особливостi, якi не проявляють себе в областi сильних флукту-

ацiй.

Виявляється, що важливими величинами, якi характеризують систему в

критичнiй областi та визначають її асимптотичну поведiнку в околi критичної

точки, є тiльки небагаточисленнi параметри глобального типу. В першу чергу це

вимiрнiсть простору i такi його глобальнi характеристики як iзотропiя чи анi-
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зотропiя, загальна симетрiя системи, кiлькiсть компонент параметра порядку та

його симетрiя, локальнiсть чи нелокальнiсть мiжчастинкових взаємодiй. Тут ми

маємо справу з явищем унiверсальностi, яке, зокрема, полягає в тому, що велика

кiлькiсть фiзичних систем, якi можуть бути досить рiзними, в критичнiй областi

поводять себе однаково. При цьому тип їх поведiнки залежить тiльки вiд декiлькох

спiльних загальних характеристик, найважливiшi з яких ми назвали вище. Таким

чином цi системи потрапляють у вiдносно невелике число класiв унiверсальностi,

що вiдповiдають цим типам критичної поведiнки. Так, згаданi вище тривимiрнi

системи рiдина-газ i одновiснi феромагнетики належать до одного класу унiвер-

сальностi. Тут ми маємо справу з вимiрнiстю фiзичного простору d = 3, систе-

ма характеризується дискретною симетрiєю Z2, як граткова модель Iзiнга; число

компонент параметра порядку n = 1, взаємодiї мiж частинками є локальними i

короткосяжними.

В 60-70-х роках минулого столiття стало зрозумiлим, що в критичнiй областi

системи статистичної фiзики можуть описуватися за допомогою моделей i методiв,

запозичених з квантової теорiї поля. Фундаментальним став пiдхiд ренормалiза-

цiйної групи (РГ) Вiльсона [7–9]. Тут рiзнi фазовi переходи потрапляють в один

клас унiверсальностi, якщо для них iснує одна i та сама “нерухома точка” РГ.

Асимптотична поведiнка термодинамiчних i кореляцiйних функцiй таких систем

в околi критичної точки буде описуватися одним i тим самим набором критичних

показникiв.

З появою робiт Вiльсона та Вiльсона-Фiшера [10], в останнiй з яких був за-

пропонований знаменитий епсилон-розклад за вiдхиленням ε = d∗ − d вимiрностi

простору d вiд граничної вимiрностi d∗, при якiй критична поведiнка системи є

класичною, теорiя фазових переходiв i критичних явищ переживає бурхливий роз-

виток. На початку цього перiоду теорiя розвивалася, як правило, на основi опису

iдеальних безмежних систем з однаковими фiзичними властивостями вздовж усiх

напрямiв, тобто при наявностi глобальної просторової iзотропiї. Але всi ми чу-

дово знаємо, що реальнi фiзичнi системи такими не бувають. Усi вони обмеженi

поверхнями та обов’язково мають скiнченнi розмiри. Крiм того, реальнi об’єкти
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характеризуються рiзного роду структурними неоднорiдностями та неоднаковими

фiзичними властивостями у рiзних просторових напрямах, що необхiдно прийма-

ти до уваги. В таких ускладнених умовах вiдбуваються також специфiчнi фiзичнi

явища, яких немає в iдеальних модельних системах. Саме з такими фiзичними

об’єктами працюють експериментатори, а комп’ютернi симуляцiї виконуються ви-

ключно для скiнченних систем.

Все це необхiдно було брати до уваги також i фiзикам-теоретикам. Анiзо-

тропiя, скiнченнiсть розмiрiв та наявнiсть поверхонь, а також присутнiсть випад-

кових домiшок i дефектiв — це загальнi властивостi, наявнiсть яких може змiню-

вати i визначати певнi класи унiверсальностi. Оскiльки цi риси притаманнi всiм

реальним фiзичним об’єктам, дослiдження неiдеальних, просторово неоднорiдних

систем стало, i на даний час залишається важливою галуззю сучасної теоретичної

фiзики. До цiєї галузi належить також i пропонована робота, в якiй представлено

математичний опис критичних явищ в рядi невпорядкованих, просторово обме-

жених, i анiзотропних систем.

Очевидно, що розвиток теорiй, якi описують критичну поведiнку просторово

неоднорiдних систем, представляє безсумнiвний iнтерес для теоретичної фiзики

взагалi. Тут коло нерозв’язаних задач i проблем є значно ширшим, як у випадку

iдеальних безмежних об’єктiв. Водночас, використовуванi математичнi пiдходи є

набагато складнiшими, i їх розвиток представляє iнтерес також для математики.

Так, у зв’язку з виконанням необхiдних технiчних розрахункiв, автор даної роботи

опублiкував декiлька математичних статей, бiльшiсть iз них у спiвавторствi з

вiдомими сучасними математиками [3–6, 11–14]. У свою чергу, теоретичний опис

систем, максимально наближених до реальних, представляє значний iнтерес для

експериментаторiв i спецiалiстiв з комп’ютерного моделювання.

Нарештi, в наш час неможливо оминути увагою “революцiю” конформно-

го бутстрапу — нове явище в теоретичнiй фiзицi, яке ми спостерiгаємо протягом

останнього десятирiччя. Все почалося з роботи [15], де новi iдеї та сучаснi чисельнi

методи були застосованi до старих самоузгоджених рiвнянь конформного бутстра-

пу, вiдомих в конформнiй теорiї поля ще з початку 70-х рокiв минулого сторiччя.
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У цьому пiдходi обмеження, що диктуються “бутстрапними” рiвняннями, генерую-

ться на основi базових умов самоузгодженостi та конформної симетрiї, присутньої

в критичнiй точцi, безвiдносно до будь-яких мiкроскопiчних деталей i без звер-

тань до мiкроскопiчних гамiльтонiанiв. Таким чином, фактично, з найзагальнiших

умов визначається цiлий клас унiверсальностi систем, i цей клас дослiджується

безпосередньо в нетривiальнiй нерухомiй точцi Вiльсона-Фiшера.

За допомогою чисельного дослiдження таких умов стало можливим дуже

точне знаходження конформних даних, тобто, величин коефцiєнтiв операторних

розкладiв Вiльсона-Каданова на малих вiдстанях, а також скейлiнгових вимiр-

ностей базових локальних флуктуюючих величин (т. зв. операторiв). Останнi —

безпосередньо пов’язанi з критичними показниками, звичними в теорiї критичних

явищ.

Кульмiнацiєю “нового” методу конформного бутстрапу є найбiльш точний

на сьогоднiшнiй день розрахунок критичних показникiв моделi Iзiнга у вимiрно-

стi простору d = 3 [16], а саме η = 0.0362978(20) i ν = 0.629971(4). Як визнали

самi автори роботи [16], їх результати для O(n)-симетричної моделi з n = 2 i

n = 3 були менш точними порiвняно з найкращими оцiнками, отриманими ме-

тодом Монте-Карло. Проте, зовсiм недавно [17] з’явилися новi точнi значення

скейлiнгових вимiрностей тривимiрної XY -моделi, якi за точнiстю не поступа-

ються розрахункам типу Монте-Карло, а, можливо, i їх покращують. Критичнi

показники η = 0.038176 i ν = 0.67175 визначаються з даних з [17, Табл. 1] за спiв-

вiдношеннями η = 2∆φ−d+2 i ν = 1/(d−∆ǫ) при d = 3, де ∆φ i ∆ǫ) — скейлiнговi

вимiрностi поля параметра порядку i енергiї, вiдповiдно. Для ознайомлення з ви-

черпним порiвнянням згаданих результатiв з iншими чисельними оцiнками, зокре-

ма, шестипетльовими результатами ε-розкладу, див. [18]. Цi результати свiдчать

на користь даних, отриманих за допомогою чисельного моделювання XY -моделi

у порiвняннi з вiдомими експериментальними даними, отриманими для рiдкого

гелiю-4 поблизу λ-точки в умовах невагомостi, якi приводять, зокрема, до резуль-

татiв α = −0.0127± 0.0003, ν = 0.6709.

Знову ж таки, цi успiхи в застосуваннi сучасного методу конформно-
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го бутстрапу стимулювали численнi дослiдження в статистичнiй фiзицi, а та-

кож у рiзних сумiжних наукових галузях. Достатньо зробити пошуковий запит

“bootstrapping” в Google Scholar, i ви побачите тисячi найрiзноманiтнiших цiкавих

робiт. Значну кiлькiсть цитувань можна знайти в оглядових статтях [19, 20]. На-

уковцi, що володiють новими методами конформного бутстрапу, шукають цiкавi

задачi фiзики багаточастинкових систем, особливо тi, в розв’язаннi яких у мину-

лому виникали труднощi та неузгодження — подiбно, як у випадку XY -моделi.

Так, з нової перспективи починають дослiджуватися, i, вiдповiдно, знов на-

бувають актуальностi зокрема задачi, близькi до розглянутих нижче в данiй ро-

ботi. Дослiджуються невпорядкованi системи з замороженим безладом [21–24],

системи з нецiлими вимiрностями простору [21, 25, 26], з анiзотропною скейлiн-

говою iнварiантнiстю [27], зi структурними фазовими переходами [28–30] (статтi

на цю тему цитують роботи, що увiйшли ще в кандидатську дисертацiю автора

[31, 32]), та iншi.

Серед дослiджень складних систем статистичної фiзики, що набули особли-

вої актуальностi у зв’язку з розвитком останнiх подiй, для нас особливий iнте-

рес представляє вивчення критичної поведiнки обмежених поверхнями систем з

застосуванням методiв конформної теорiї поля. В англомовнiй лiтературi ця га-

лузь вiдома пiд назвою BCFT: “boundary conformal field theory” (деякi аспекти

конформної теорiї поля обмежених систем i систем з протяжними дефектами зга-

дуються в оглядi [20, Роздiл V.B.6]).

Перша робота [33], в якiй критична поведiнка напiвбезмежних систем дослi-

джувалася з точки зору конформного бутстрапу, з’явилася вiдносно недавно, у

2013 р. В [33] було сформульовано самоузгодженi рiвняння бутстрапу, специфiчнi

для задач такої категорiї. Порiвнюючи два рiзнi розклади на малих вiдстанях для

однiєї i тiєї ж самої парної кореляцiйної функцiї, автори вiдтворили її вiдому фун-

кцiональну залежнiсть вiд координат у прямому просторi з точнiстю до O(ε). Цей

аналiтичний результат було виведено без використання будь-якого гамiльтонiана.

Крiм того, за допомогою методiв лiнiйного програмування, обмеження конформ-

ного бутстрапу дослiджувалися у випадках спецiального та екстраординарного



27

переходiв при d = 3. Таким чином були отриманi чисельнi оцiнки для деяких

базових скейлiнгових вимiрностей, пов’язаних з поверхневими критичними по-

казниками. Аналiз отримуваних результатiв вiдбувався з використанням даних

нашої роботи [34].

Бiльш точнi оцiнки скейлiнгових вимiрностей та iнших конформних даних,

необхiдних для аналiзу поверхневої критичної поведiнки тривимiрних напiвбезме-

жних систем при звичайному та спецiальному переходах, були отриманi в насту-

пних роботах [35] i [36]. Результати порiвнювались як з теоретичними розрахунка-

ми нашої роботи [34], так i з низкою даних, отриманих методом Монте-Карло (див.

[36, Табл. 1]). У випадку екстраординарного переходу конформний бутстрап дав

певну iнформацiю про спектр об’ємних операторiв (як часто називають локальнi

флуктуюючi величини) [35], що представляє iнтерес поза межами теорiї систем

обмежених поверхнею. Аналогiчна задача розглядалася також у нашiй недавнiй

роботi [37].

Зовсiм недавно значного прогресу було також досягнуто в аналiтичному

розв’язаннi рiвнянь бутстрапу конформної теорiї поля обмежених систем. В робо-

тi [38] були вiдтворенi вiдомi скейлiнговi вимiрностi головних поверхневих опера-

торiв, що вiдповiдають спецiальному та звичайному переходам, у порядку O(ε2).

Це — найвищий порядок ε-розкладу, вiдомий на сьогоднi для критичних пока-

зникiв цих переходiв. Бiльше того, використовуючи тiльки iнформацiю про ана-

лiтичну структуру парної кореляцiйної функцiї та загальнi симетрiї конформної

теорiї поля обмежених систем, в [38] (див. також виправлення в [39]) вперше бу-

ло знайдено внесок порядку O(ε2) в скейлiнговi функцiї двоточкових кореляторiв

напiвбезмежних систем при звичайному та спецiальному переходах. Пiдкреслимо,

що аналогiчнi явнi результати порядку O(ε2) для парних кореляцiйних функцiй

не були вiдомими в статистичнiй фiзицi, окрiм надто складних неявних представ-

лень, запропонованих в [40] i [41].

В наших недавнiх роботах [42] i [37] вперше було розраховано явнi вира-

зи для шарової сприйнятливостi напiвбезмежних моделей з однокомпонентним

та O(n)-симетричним параметром порядку при екстраординарному переходi. Ви-
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користовуючи новiтнi методи конформної теорiї поля ми вперше виконали яв-

ний розрахунок двоточкової кореляцiйної функцiї O(n) моделi в координатному

представленнi для цього класу унiверсальностi [37]. Нашi розрахунки зробленi

в наближеннi O(ε), тодi як дотепер розглянутi функцiї були вiдомими тiльки в

класичному наближеннi Ландау. Ми також виявили новi загальнi спiввiдношення

мiж операторними розкладами парної кореляцiйної функцiї та шарової сприйня-

тливостi.

Нашi роботи [42] i [37] одразу ж отримали визнання серед науковцiв, що

займаються конформним бутстрапом. В статi [43] говориться, що в [37, 42] було

розвинуто нову технiку для вивчення конформної теорiї поля обмежених систем.

Незабаром пiсля появи [37] вийшла робота [44], де розглядається надзвичайно цi-

кавий варiант екстраординарного переходу, при якому на двовимiрнiй поверхнi

напiвбезмежної системи присутнє впорядкування типу Костерлiца-Таулеса. По-

дiбний фазовий перехiд спостерiгався також в чисельних експериментах типу

Монте Карло при дослiдженнi тривимiрної напiвбезмежної моделi Гайзенберга

(d = n = 3) [45].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН Укра-

їни, з науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень.

Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт в рамках

держбюджетних тем НАН України: “Дослiдження фазових переходiв першого та

другого роду з використанням функцiональних методiв” (1988–1993 рр., номер

державної реєстрацiї 01 88 0086790), “Дослiдження критичної поведiнки простих

та багатокомпонентних флюїдiв та спiнових систем” (1994–1998 рр., номер дер-

жавної реєстрацiї 01 94 022987), “Дослiдження фазових переходiв в об’ємних i

просторово-обмежених системах та опис на мiкроскопiчному рiвнi їх термодина-

мiчних та структурних характеристик” (1999–2001 рр., номер державної реєстра-

цiї 0199U000668), “Розвиток кiлькiсної теорiї фазових переходiв у конденсованих

системах” (2002–2004 рр., номер державної реєстрацiї 0102U000218), “Особливо-
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стi критичної поведiнки конденсованих систем пiд впливом зовнiшнього поля,

структурного безладу, фрустрацiй та анiзотропiї” (2005–2007 рр., номер держав-

ної реєстрацiї 0105U002081), “Розвиток i застосування методiв аналiтичної теорiї

та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електронних си-

стемах” (2007–2011 рр., номер державної реєстрацiї 0107U002081), “Аналiтичнi та

чисельнi дослiдження скейлiнгових властивостей та фазових переходiв у багато-

частинкових системах” (2008–2012 рр., номер державної реєстрацiї 0108U001152),

“Розвиток теорiї складних плинiв та мiжфазних областей: фазова поведiнка, стру-

ктурнi, термодинамiчнi та динамiчнi властивостi” (2009–2013 рр., номер державної

реєстрацiї 0109U001058), “Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть конденсо-

ваної речовини: теорiя i застосування” (2013–2016 рр., номер державної реєстрацiї

0112U003119), “Розвиток теоретичних методiв опису флюїдних, граткових та скла-

дних систем поблизу точок фазового переходу” (2013–2017 рр., номер державної

реєстрацiї 0112U007763), “Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування

у теорiї багаточастинкових систем” (2017–2019 рр., номер державної реєстрацiї

0117U002093), “Методи i моделi статистичної фiзики для опису виникнення стру-

ктур та пояснення скейлiнгу у складних системах” (2018–2022 рр., номер держав-

ної реєстрацiї 0118U003012). Робота з iноземними спiвавторами проводилася за

пiдтримки Комiсiї з атомної енергiї (CEA), Францiя (1991–1992 рр.), гранту фонду

Александра фон Гумбольдта, ФРН (1993–1995 рр.), грантiв Sonderforschungsberei-

ch 237 i Програми Лейбнiца Di 378/2-1, Di 378/3, Di 378/5 Нiмецького фiзичного

товариства (DFG) (1996–2014 рр.).

Мета i задачi дослiдження дисертацiї. Метою дисертацiйної роботи

є опис критичної поведiнки складних систем статистичної фiзики, характерною

рисою яких є неiдеальнiсть їх властивостей в реальному просторi. До такого опису

в першу чергу належить дослiдження параметрiв, якi харктеризують термодина-

мiчнi величини i кореляцiйнi функцiї в околi критичної температури Tc. Такими

параметрами є критичнi показники i критичнi амплiтуди. Вони визначають за-

гальну форму, а також характернi особливостi дослiджуваних величин у крити-
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чнiй областi, i є доступними для експериментальних вимiрювань.

Однiєю з наших цiлей є якомога точнiше визначення чисельних значень

критичних показникiв i унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд сингуляр-

ностей термодинамiчних величин бiля Tc, а також явних функцiональних форм

кореляцiйних функцiй при T = Tc. Для таких розрахункiв потрiбне просування до

чимраз вищих наближень теорiї збурень в поєднаннi зi специфiчною подальшою

математичною обробкою отримуваних даних. При роботi зi складними системами

це вимагає використання передових математичних пiдходiв.

Для досягнення даної мети у роботi необхiдно було розв’язати наступнi зав-

дання, серед яких:

• Розрахунок критичних показникiв i унiверсальних комбiнацiй критичних

амплiтуд невпорядкованих систем у фiксованих вимiрностях простору,

зокрема при d = 3

• Знаходження поверхневих критичних показникiв тривимiрних напiвбезме-

жних систем при звичайному i спецiальному переходах

• Вивiд критичних показникiв сильно анiзотропних

• Розрахунок явних виразiв для кореляцiйних функцiй в точцi Лiфшица та

при екстраординарному переходi в напiвбезмежних системах

• Знаходження критичних амплiтуд Казимира iзотропних та анiзотропних

просторово обмежених систем з двома поверхнями

• Дослiдження деяких математичних властивостей вищих трансцендентних

функцiй (таких як функцiї Аппеля, узагальненi гiпергеометричнi функцiї

3F2) та iнтегралiв вiд добуткiв дзета-функцiй Гурвiца

При розв’язаннi перелiчених задач кожен раз нашою метою був їх розгляд

у найвищих доступних наближеннях. З часу наших публiкацiй жодна з цих задач

не була розв’язана iншими авторами у вищих наближеннях (за винятком робiт

[46, 47] для невпорядкованої моделi Iзiнга), чи бiльш досконалими методами.

Об’єктом дослiдження є просторово неоднорiднi системи з рiзними видами
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неоднорiдностi, що перебувають у точцi фазового переходу другого роду та її

околi.

Предметом дослiдження є критичнi показники, критичнi амплiтуди та ко-

реляцiйнi функцiї, що описують статичну критичну поведiнку просторово неодно-

рiдних систем.

Методи дослiдження. Ключовим методом дослiдження, що використо-

вується в роботi, є теоретико-польовий пiдхiд до критичних явищ в контекстi

ренормалiзацiйної групи Вiльсона. В загальних рамках цього пiдходу використо-

вуються рiзнi варiанти ε-розкладу Вiльсона-Фiшера, “масивна” теорiя поля Парiзi

у фiксованих вимiрностях простору, 1/n-розклад за великим числом компонент

параметра порядку n Абе-Ма, розклади в ряди теорiї збурень в термiнах дiаграм

Фейнмана.Застосування цих методiв у данiй роботi є оригiнальними i нетривi-

альними. Вони приводять до нових результатiв у нетривiальних наближеннях,

бiльшiсть з яких залишається найвищими до теперiшнього часу.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

вступу, огляду лiтератури, шести роздiлiв з викладом результатiв оригiнальних

дослiджень, висновкiв i списку цитованих джерел. Роботу викладено на 265 сто-

рiнках (разом iз перелiком лiтературних джерел – на 299 сторiнках). Бiблiогра-

фiчний список мiстить 398 покликiв.

У Вступi висвiтлено актуальнiсть теми, сформульовано мету i завдання

дисертацiї, окреслено наукову новизну i практичне значення отриманих результа-

тiв. Також визначено особистий внесок здобувача та наведено iнформацiю щодо

апробацiї роботи.

Перший роздiл представляє огляд лiтератури за темами, безпосередньо

розглянутими в дисертацiйнiй роботi. Оскiльки за кожною з цих тем iснує вели-

чезна кiлькiсть лiтератури, тут розглядаються i згадуються тiльки тi лiтературнi

джерела, якi мають найближчий стосунок до проблем, що вивчаються в насту-

пних, основних, роздiлах. Вiдповiдно, у кожнiй з цих тем її огляд не може пре-

тендувати на повноту. Головною метою автора було визначення мiсця i ролi його
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власних дослiджень за даними тематиками.

Огляд лiтератури розпочинається окреслення кола фiзичних систем, кри-

тичнi властивостi яких будуть вивчатися у подальшому. Це — три види систем,

для охоплення яких ми використовуємо загальний термiн “просторово неоднорi-

днi”. Це системи, в яких немає однорiдностi чи впорядкування на мiкроскопiчному

рiвнi найближчих сусiдiв; системи, де вiдсутня глобальна обертова симетрiя i їх

неоднорiднiсть проявляється у вiдмiнностях фiзичних властивостей у рiзних про-

сторових напрямах; системи, неоднорiднiсть яких проявляється у наявностi одної,

або i двох поверхонь, i вiдсутностi трансляцiйної iнварiантностi в напрямi, пер-

пендикулярному до цих поверхонь.

У пiдроздiлi 1.1 обговорюються прояви впливу замороженого безладу на

критичну поведiнку спiнових систем. Тут ми записуємо класичний спiновий га-

мiльтонiан для систем з “вакансiями”, обговорюємо конфiгурацiйне усереднен-

ня за невпорядкованiстю, зупиняємося на феноменологiчному критерiї Гаррiса

[48], див.також [49, розд. 8.1]. Саме цей класичний гамiльтонiан є основою для

формулювання задачi про критичну поведiнку таких спiнових систем в термiнах

теоретико-польового ефективного гамiльтонiана (ЕГ) Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона

(див. пiдроздiл 2.1). Ми даємо коротку iсторичну довiдку про роботи, що вперше

виконувалися на основi ЕГ (2.1), а далi — слiдкуємо за розвитком подiй в те-

орiї критичної поведiнки iзiнгiвських систем з замороженою невпорядкованiстю

до наших днiв. Особливий наголос при цьому робиться на порiвняннi досягнень,

викладених у Роздiлi 2 даної дисертацiї, i подiбних робiт iнших авторiв.

Подiбним чином побудований i пiдроздiл 1.2. Тут для напiвбезмежних си-

стем також записується вiдповiдний спiновий гамiльтонiан i обговорюються його

особливостi, а далi робиться огляд лiтератури, присвяченої поверхневiй критичнiй

поведiнцi таких систем з наголосом на ролi робiт автора результатах, викладених

у Роздiлi 3.

Аналогiчно i в пiдроздiлi 1.3, ми спершу формулюємо т. зв. модель ANNNI

(Axial Next-Nearest Neighbor Ising model) для сильно анiзотропних спiнових систем
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i характеризуємо її основнi риси. Критичнi властивостi таких систем ми дослiджу-

ватимемо в роздiлах 4, 5 i 6. Нажаль, у цьому контекстi доводиться зупинятися

на рядi помилок i неточностей, якi нам довелося виявити в деяких роботах iнших

авторiв.

Пiдроздiл 1.4 дає загальне уявлення про характер задач, якi будуть розгля-

датися в Роздiлi 7. Це — флуктуацiйно iндукованi сили, що виникають в системах

з плiвковою геометрiєю при об’ємнiй критичнiй температурi, i пiддаються екс-

периментальним вимiрюванням. Огляд розпочинається з явних формул, вперше

отриманих у цьому контекстi Казимиром. Його робота за 1948 рiк була присвя-

чена ролi нульових вакуумних флуктуацiй електромагнiтного поля в промiжку

мiж двома паралельними провiдними пластинами. В статистичну фiзику ефект

Казимира “прийшов” у 1978 р. завдяки визначнiй роботi Фiшера i де Жена, а

в квантову теорiю поля — через роботу Симанзiка (1981 р.). В роботах автора

ефект Казимира в просторово однорiдних, а також сильно анiзотропних систе-

мах, дослiджувався за допомогою теоретико-польових методiв, i це привело до

нових цiкавих результатiв у цiй галузi.

Другий роздiл присвячений проявам впливу замороженої невпорядкова-

ностi на критичну поведiнку моделi Iзiнга в тривимiрному просторi а також в

нецiлих вимiрностях простору d мiж d = 2 i d = 4.

Взагалi, на наше переконання, дослiдження критичної поведiнки моделей

статистичної фiзики в нецiлих вимiрностях простору є важливим. Зокрема, осо-

бливе значення має можливiсть прослiдкувати їх поведiнку дещо нижче верхньої

граничної вимiрностi d∗, де з’являється славнозвiсна нетривiальна нерухома то-

чка Вiльсона-Фiшера, i де доступнi данi розкладiв за ε = d∗ − d. Узгодження з

ε-розкладом при подальшому просуваннi до нижчих вимiрностей простору забез-

печує апробацiю використовуваних нами методiв у фiзичнiй вимiрностi простору

d = 3.

У цiй частинi дисертацiї для дослiдження критичної поведiнки невпоряд-

кованих iзiнгiвських систем в нецiлих вимiрностях простору а також при d = 3
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використовується т. зв. масивна теорiя поля. Саме цей варiант теорiї поля вперше

був використаним Парiзi [50] для роботи у фiксованих вимiрностях простору d,

зокрема при d = 3 i d = 2. Характерною рисою цього пiдходу була вiдмова вiд за-

стосування ε-розкладiв бiля верхньої чи нижньої граничної вимiрностi. Проте, як

ми вiдзначили вище, встановлення контакту масивної теорiї поля з ε-розкладами

є можливим i важливим для перевiрки правильностi її функцiонування.

У цьому роздiлi описано як вперше iдея Парiзi була реалiзована при нецiлих

вимiрностях простору. Масивна теорiя поля вперше була застосована до дослi-

дження невпорядкованої моделi Iзiнга з замороженим безладом. При цьому були

отриманi плавнi залежностi критичних показникiв цiєї моделi при 2 ≤ d < 3.4. З

iншого боку, в промiжку 3.4 ≤ d ≤ 4 цi показники були обчисленi за допомогою

пересумування типу Паде-Бореля рядiв другого порядку за
√
ε з ε = 4− d.

Необхiднi iнтеграли Фейнмана i вирази для двопетльових функцiй РГ в ма-

сивнiй теорiї поля були розрахованi в явному виглядi для довiльних вимiрностей

простору d.

Масивна теорiя поля була також вперше застосована до розрахункiв унi-

версальних комбiнацiй критичних амплiтуд невпорядкованих iзiнгiвських систем

при d = 3. Критичнi амплiтуди розрахованi як при T > Tc, так i при T < Tc, у 4-

i 3-петльовому наближеннях, вiдповiдно. На пiдставi чисельних оцiнок зроблено,

зокрема, висновок про те, що теоретичне значення вiдношення A+/A− критичних

амплiтуд питомої теплоємностi може бути додатнiм на противагу передбаченням

ε-розкладу.

У третьому роздiлi вперше масивна теорiя поля при фiксованих вимiр-

ностях простору d сформульована для напiвбезмежних систем з плоскою (d− 1)-

вимiрною поверхнею.

Тут запропоновано умови нормування, необхiднi для формулювання тео-

рiї в рамках даного пiдходу. Вони рiзнi у випадках звичайного та спецiального

переходiв, що розглядалися в цьому роздiлi.1 Розрахованi двопетльовi ренормгру-

1Екстраординарний перехiд i розрахунок кореляцiйних функцiй при цьому переходi розглядалися в недавнiх
роботах автора [42] i [37].
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повi функцiї i поверхневi критичнi показники цих переходiв. За можливостями,

необхiднi iнтеграли Фейнмана розрахованi в явному виглядi.

Оцiнки поверхневих критичних показникiв при d = 3 отриманi за допомо-

гою екстенсивного аналiзу апроксимант Паде i пересумувань Паде-Бореля рядiв

теорiї збурень. На основi чисельних даних зроблено висновок про те, що невпо-

рядкованiсть поверхнi не впливає на критичнi особливостi спецiального переходу.

З iншого боку, розпорядкування об’єму змiнює поверхневi критичнi пока-

зники звичайного переходу. Для цих показникiв отриманi оригiнальнi чисельнi

данi як з масивної теорiї поля при d = 3, так i з
√
ε -розкладу.

Подiбної роботи з розрахунку поверхневих критичних показникiв у вищо-

му наближеннi теорiї збурень дотепер не виконано. Отриманi автором чисельнi

оцiнки добре вiдомi в наукових колах i цитуються практично у всiх роботах, при-

свячених дослiдженням критичної поведiнки напiвбезмежних систем.

У четвертому роздiлi розпочинається дослiдження критичної поведiнки

сильно анiзотропних систем, для яких характерною є присутнiсть особливої муль-

тикритичної точки, точки Лiфшица. Оскiльки в попереднiх дослiдженнях ТЛ (якi

в основному проводилися в ”традицiйному” iмпульсному представленнi) було ба-

гато помилок i неточностей, на початку цього оригiнального роздiлу значна увага

придiляється формулюванню теорiї та опису її базових функцiй безпосередньо в

прямому, координатному просторi.

Далi виконано ренормгруповий аналiз теорiї, розрахунок функцiй РГ в дру-

гому порядку епсилон-розкладу, i вперше отриманi коректнi вирази, в рамках

цього пiдходу, для критичних показникiв ТЛ.

Тут також поставлена задача про вплив кристалiчної структури на кри-

тичну поведiнку m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї

може бути причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

На завершення роздiлу сформульовано ренормгруповий опис напiвбезме-

жних анiзотропних систем з поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзо-

тропiї, i отриманi поверхневi показники звичайного переходу в таких системах.
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П’ятий роздiл присвячений критичному перегляду т. зв. гiпотези локаль-

ної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI), запропонованої М. Генкелем2, яка пред-

ставляє собою спробу формулювання аналога конформної iнварiантностi для си-

стем з сильною анiзотропiєю, i порiвнянню її передбачень з розрахованими нами

епсилон-розкладами для парних кореляцiйних функцiйm-вiсних анiзотропних си-

стем у ТЛ.

Виявлено ряд неточностей в математичних формулюваннях ГЛСI. Отрима-

но нову iнформацiю стосовно математичної структури i явного вигляду парних

кореляцiйних функцiй систем з одновiсною анiзотропiєю в ТЛ, якi ми розраху-

вали в рамках теорiї φ4 з точнiстю до O(ε2). При цьому в наших ε-розкладах

кореляцiйних функцiй вперше спостерiгалася залежнiсть вiд напрямiв у (m, d)-

площинi, вздовж яких цi розклади виконувалися. Ми прийшли до висновку про

те, що ГЛСI є справедливою тiльки для певного типу ефективних гаусових теорiй

поля i не дає якiсно правильних передбачень для взаємодiючих систем.

Додатково ми отримали новий компактний вираз в термiнах однiєї, явно си-

метричної функцiї Аппеля F1, для стандартного D-вимiрного двоточкового одно-

петльового iнтеграла Фейнмана з двома рiзними масами m2
1 i m2

2 i ненульовим

зовнiшнiм iмпульсом p.

У шостому роздiлi ми повертаємося до розрахунку критичних показникiв

ТЛ, але вже без залучення ε-розкладу. На вiдмiну вiд роздiлу 4, тут ми застосо-

вуємо розклад за оберненими степенями великого числа компонент параметра

порядку n. Цей альтернативний пiдхiд не потребує епсилон-розкладiв за вiдхи-

леннями вiд граничних вимiрностей; в цьому його велика перевага i схожiсть з

масивною теорiєю поля. Вiн придатний для роботи в будь-яких вимiрностях про-

стору мiж верхньою i нижньою граничними. У застосуваннi до ТЛ, це дає змогу

прослiдковувати залежностi критичних показникiв вiд вимiрностi d в цiлiй смузi

мiж лiнiями граничних вимiрностей d∗ = 4 + m/2 i dℓ = 2 + m/2 з врахуванням

очевидного фiзичного обмеження на кiлькiсть осей анiзотропiї, 0 ≤ m ≤ d — див.

2Головною роботою Генкеля на цю тему є M. Henkel, Nucl. Phys. B 641, 405 (2002).
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Рисунок 6.1 на стор. 194.

З використанням рiвнянь самоузгодження типу Швiнгера-Дайсона ми зна-

йшли в загальному виглядi першi нетривiальнi поправки порядку 1/n для двох

незалежних кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4, i пов’язаного з ними iн-

декса анiзотропiї θ, а також критичних показникiв кореляцiйних довжин, ν2 i ν4,

i основних термодинамiчних функцiй, αL, βL, i γL.

Встановлено узгодження з чотирма рiзними граничними випадками: при

m = 0 i m = d вiдтворюються результати 1/n-розкладiв для критичної точки

та iзотропної ТЛ; при малих вiдхиленнях ε i ǫℓ вiд верхньої i нижньої граничних

вимiрностей d∗(m) i dℓ(m) отримуються епсилон-розклади для m-вiсних ТЛ. Ви-

конанi явнi розрахунки для деяких iнших часткових випадкiв, зокрема, три- i

чотиривимiрних одновiсних систем.

На основi якiсного аналiзу зроблений висновок про те, що кореляцiйний

критичний показник η4(m, d) змiнює свiй знак при змiнi вимiрностi простору d.

Заключний сьомий роздiл представляє дослiдження флуктуацiйно-iнду-

кованих сил, що з’являються в просторово обмежених багаточастинкових систе-

мах завдяки появi далекосяжних флуктуацiй при критичнiй температурi, i роз-

рахунок т. зв. амплiтуд Казимира, що визначають величини цих сил.

Виявленi неконтрольованi iнфрачервонi розбiжностi в певних класах дiа-

грам Фейнмана для амплiтуд Казимира у випадках перiодичних i спецiальних

ГУ i поясненi причини їх виникнення. Проблема розв’язана шляхом реорганiзацiї

теорiї збурень. Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладiв вiдповiдних амплiтуд Ка-

зимира i в явному виглядi знайденi поправки прядку O(ε3/2) для цих амплiтуд.

Запропонованi оновленi чисельнi оцiнки при d = 3.

При розглядi просторово обмежених сильно анiзотропних систем виявлено,

що флуктуацiйно-iндукованi сили залежать вiд просторової орiєнтацiї граничних

поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї. Розрахованi амплiтуди Казимира

анiзотропних систем, по-рiзному орiєнтованих мiж двома паралельними поверх-

нями з рiзними ГУ.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Вперше масивна теорiя по-

ля застосована при нецiлих фiксованих вимiрностях простору 2 < d < 4. Виведе-

но явнi вирази двопетльових функцiй ренормалiзацiйної групи для довiльних d.

Побудовано плавнi залежностi вiд d критичних показникiв iзiнгiвських систем з

замороженим безладом.

Вперше масивна теорiя поля при d = 3 застосована до дослiдження крити-

чних амплiтуд невпорядкованих iзiнгiвських систем при температурах, вищих i

нижчих за критичну. На основi цього методу вперше здiйснено розрахунок унi-

версальних комбiнацiй критичних амплiтуд, зокрема вiдношень їх величин при

T > Tc i T < Tc. Зроблено висновок про те, що теоретичне значення вiдношення

критичних амплiтуд питомої теплоємностi A+/A− може бути додатнiм на проти-

вагу передбаченням
√
ε−розкладу.

Вперше масивна теорiя поля при довiльних вимiрностях простору d сфор-

мульована для напiвбезмежних систем. Запропоновано умови нормування для

опису звичайного та спецiального переходiв. Проведенi двопетльовi розрахунки

поверхневих критичних показникiв цих переходiв при d = 3. Зроблено висновок

про те, що невпорядкованiсть поверхнi не впливає на особливостi спецiального

переходу, а об’ємний безлад змiнює показники звичайного переходу.

У дисертацiї запропоновано новий пiдхiд до розрахунку критичних пока-

зникiв точки Лiфшица (ТЛ) з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї m. Вперше

отриманi правильнi ε-розклади показникiв ТЛ з точнiстю до O(ε2) i зроблено ви-

сновок про те, що в нетривiальнiй взаємодiючiй теорiї показник анiзотропiї θ є

некласичним для будь-якої кiлькостi напрямiв модуляцiї m. Виявлено та проана-

лiзовано помилки iнших авторiв в аналогiчних розрахунках.

Вперше поставлена задача про вплив кристалiчної структури на критичну

поведiнку m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може

бути причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

Сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних анiзотропних систем

з поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзотропiї. Виведенi некласичнi

поверхневi показники звичайного переходу у таких системах.
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Вперше для ТЛ з 0 ≤ m ≤ d застосований 1/n−розклад за великою кiль-

кiстю компонент параметра порядку. Знайдено поправки порядку 1/n для коре-

ляцiйних i термодинамiчних показникiв. Встановлено узгодження з вiдомими ре-

зультатами у чотирьох рiзних граничних режимах. Якiсний аналiз залежностей

критичних показникiв вiд вимiрностi простору d дозволив зробити висновок про

те, що кореляцiйний критичний показник η4(m, d) мiняє знак при змiнi d.

Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладу амплiтуд Казимира плiвкових систем

з перiодичними i спецiальними граничними умовами, в явному виглядi знайдено

поправки O(ε3/2) для цих амплiтуд.

Вперше розглянуто флуктуацiйно iндукованi сили в сильно анiзотропних

системах, по рiзному орiєнтованих мiж двома паралельними поверхнями.

Практичне значення одержаних результатiв. Узагальнення

теоретико-польових пiдходiв у дослiдженнях критичних явищ, розробленi в

дисертацiї, можуть використовуватися для уточнення отриманих даних шляхом

розгляду вищих наближень теорiї збурень. Так, в рамках цiкавої i актуальної

задачi про змiну поведiнки критичних систем iз змiною вимiрностi простору d,

а також при розрахунку величини R+
ξ в DIM, розрахунки у вищих наближен-

нях були виконанi в роботах рiзних авторiв [46, 47, 51]. Пiдходи наших робiт

[52] i [53] можуть бути поширеними також на iншi моделi та задачi в теорiї

багаточастинкових систем.

Отриманi нами в [34] чисельнi оцiнки поверхневих критичних показникiв

цитуються практично всiма роботами, присвяченими критичним явищам в напiв-

безмежних системах, зокрема вони використовуються в найновiших дослiдженнях

методами конформного бутстрапу [35, 36].

Нашi формулювання теорiй сильно анiзотропних систем в точцi Лiфшица

i технологiчнi засоби, якi при цьому використовуються, з певнiстю є корисними

для квантових теорiй поля з порушенням Лоренцiвської iнварiантностi [54, 55]див.

також огляди в [56] i [57]. Деякi математичнi аспекти таких теорiй грунтовно до-

слiджувалися в нашiй роботi [6]. Пропонованi нами способи розрахункiв є суттєво
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ефективнiшими за всi попереднi i дозволяють проводити аналогiї до iнших скла-

дних систем.

Запропонований в роботi [58] пiдхiд до реорганiзацiї теорiї збурень, де вона

не працює традицiйним чином, дає загальний алгоритм, який теж може бути

використаний для знаходження спостережуваних величин в iнших теорiях, таких

як тиск в температурнiй теорiї поля [59].

Нарештi, нашi статтi [3, 11] використовуються i цитуються в математичних

роботах, присвячених дослiдженням спецiальних функцiй.

Особистий внесок здобувача. В роботах [52, 60] здобувачем виконанi

аналiтичнi розрахунки, пов’язанi з iнтегралами Фейнмана i функцiями РГ, аналiз

отриманих результатiв i написання тексту статтi. В [53] поставлена задача, вико-

нанi всi аналiтичнi розрахунки i аналiз чисельних результатiв. В [34, 61] виконанi

всi розрахунки за винятком дослiдження неаналiтичностi в перенормуваннi по-

верхневих взаємодiй, обробка i аналiз отриманих даних. В [62, 63] здобувачевi

належить оригiнальна iдея розрахунку полюсних частин дiаграм Фейнмана i iн-

тегральних представлень їх лишкiв, аналiтичнi (за винятком аналiзу рiвнянь РГ)

та чисельнi розрахунки, аналiз результатiв i їх порiвняння з даними iнших робiт.

Коментарi [64, 65] i присвячена iзотропнiй ТЛ стаття [66] написанi спiвавтором

здобувача у значнiй мiрi на основi його попереднiх дослiджень; в задачi про кри-

тичну поведiнку напiвбезмежних систем в ТЛ [67] здобувач виконав аналiтичнi

розрахунки функцiй РГ, отримав остаточнi чисельнi результати. В роботi [68] здо-

бувачу належить постановка задачi, розрахунки в порядку O(
√
ε
2
) поверхневих

критичних показникiв, написання остаточної версiї опублiкованої статтi. Здобу-

вачу належить також постановка задачi роботи [69] про вплив кристалiчної стру-

ктури пiдпростору модуляцiї на критичну поведiнку m-вiсних ТЛ i аналiтичний

розрахунок вiдповiдного кросоверного показника. В [57, 70, 71] здобувач виконав

всю аналiтичну i чисельну роботу за винятком найперших загальних iнтегральних

представлень кореляцiйних показникiв, написав текст статтi [57]. В [58] здобувач

iдентифiкував проблеми вищих порядкiв теорiї збурень для амплiтуд Казимира в
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плiвкових системах з перiодичними граничними умовами i вперше отримав неа-

налiтичний внесок O(ε3/2) шляхом сумування безмежного ряду дiаграм. В [72, 73]

здобувач брав активну участь на всiх етапах роботи, в першу чергу — розрахун-

кiв дiаграмних розкладiв; виявив i виправив помилки в оригiнальних статтях та

iнiцiював публiкацiю коректних результатiв. В [3, 4, 6, 13, 14] здобувач задiяв вi-

домих математикiв до розв’язання математичних задач, що виникали в процесi

його фiзичних дослiджень. В одноосiбних статтях [11, 12, 74] вся робота виконана

здобувачем.

Апробацiя роботи. Основнi результати роботи доповiдалися i обговорю-

валися на: The 18th IUPAP International Conference on Statistical Physics (Berlin,

FRG, 2–8 August 1992); The 19th IUPAP International Conference on Statistical

Physics (Xiamen, PRC 31 July – 4 August 1995); Verhandlungen der Deutschen Physi-

kalischen Gesellschaft 7/1995 (Berlin, FRG, 1995); Науковий семiнар з статистичної

терорiї конденсованих систем (Львiв, Україна, 14–15 березня 1997); Iзингiвськi

читання (Львiв, Україна, 29 квiтня 1998); International Congress on Mathematical

Physics “ICMP 2000” (London, UK, July 17–22 2000); Workshop on Modern Problems

of Soft Matter Theory (Lviv, Ukraine, August 27–31 2000); Meeting of the American

Physical Society (Seattle, USA, March 12–16 2001); 20–th European Conference on

Surface Science (Krakow, Poland, September 04–07 2001); The 21th IUPAP Internati-

onal Conference on Statistical Physics (Cancun, July 15–21 2001); Рiздвянi дискусiї

(Львiв, Україна, 4–5 сiчня 2002); VI Ukrainian–Polish and II East–European Meeti-

ng on Ferroelectrics Physics (Uzhgorod–Synjak, Ukraine, September 6–10, 2002); The

Spring–Meeting of the German Physical Society (Berlin, FRG, March 04–09 2005);

The 6th International Conference ”Renormalization Group 2005” (Helsinki, Finland,

30 August – 03 September 2005); The 23th IUPAP International Conference on Stati-

stical Physics (Genova, Italy, July 09–13 2007); The 3rd Conference ”Statistical Physi-

cs: Modern Trends and Applications” (Lviv, Ukraine, June 23–25 2009); Meeting of

the American Physical Society (Portland, Oregon, USA, March 15–19 2010); Meeting

of the American Physical Society (Dallas, Texas, USA, March 21–25 2011); The 36th
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Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics MECO 36 (Lviv,

Ukraine, April 5–7 2011); The 4th Conference on Statistical Physics: Modern Trends

and Applications (Lviv, Ukraine, July 3–6 2012); 13–та Всеукраїнська школа–семiнар

та Конкурс молодих вчених (Львiв, Україна, 5–7 червня 2013); Йорданськi читан-

ня (Львiв, Україна, 2018), а також на семiнарах Iнституту фiзики конденсованих

систем НАН України, факультету фiзики Унiверситету Дуйсбурґ–Ессен (Ессен,

Дуйсбурґ ФРН), кафедри теоретичної фiзики Унiверситету Аахен (Аахен, ФРН)

вiддiлу теоретичної фiзики Центру ядерних дослiджень Сакле (Сакле, Францiя),

факультету фiзики Унiверситету Нансi (Нансi, Францiя), факультету математики

Пiвденно-китайського унiверситету технологiї (Ґуанґджоу, КНР).

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 27 статей у фахових

наукових виданнях [1-27], (з них 3 статтi [4,16,18] є одноосiбними) i 21 тези конфе-

ренцiй [28–48] згiдно iз Списком публiкацiй здобувача за темою дисертацiї. Двi

статтi автора за темою, близькою до дисертацiйної [37, 42], препринт [75] i стат-

тя з математики [5], що фiгурують у ”Списку використаних джерел”, у матерiал

дисертацiї не входять.

Подяки. Автор вдячний науковому консультанту, Iгорю Рафаїловичу

Юхновському за постановку задачi з пропозицiєю способу її розв’язання — за

допомогою Ренормалiзацiйної Групи — ще в далекi 1980-тi роки, i за постiйний

iнтерес до його роботи. Вдячний усiм спiвавторам, без яких виконання цiєї роботи

було б неможливим, а особливо Юрiю Васильовичу Головачу — за його пiдтрим-

ку на початку наукової дiяльностi автора та в завершальнiй фазi пiдготовки цiєї

дисертацiї. Дякую всiм працiвникам Iнституту, якi брали участь в обговореннi

роботи. Особлива подяка Андрiю Михайловичу Швайцi за допомогу, яку важко

переоцiнити, при пiдготовцi цiєї роботи до захисту.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

За останнi пiв-столiття методи теорiї поля набули особливої важливостi в

сучаснiй теорiї фазових переходiв i критичних явищ [9, 76, 77]. Їх використання

привело до величезного прогресу в описi критичних явищ, що вiдбуваються в без-

межно великих iдеальних модельних системах. Термiн “iдеальнi” передбачає вiд-

сутнiсть у цих системах будь-якого роду невпорядкованостi, а також незмiннiсть

їх фiзичних властивостей у всiх просторових напрямках. “Безмежнiсть” таких си-

стем передбачає те, що вони не мають скiнченних розмiрiв у жодному з напрямiв,

а також не мають поверхонь, якi б обмежували їх у просторi.

Пропонована робота присвячена теоретико-польовому дослiдженню систем

з рiзного роду просторовими неоднорiдностями. Так, у першу чергу ми розгля-

даємо невпорядкованi системи з замороженим безладом, якi описуються т. зв.

розведеною моделлю Iзiнга. В таких системах просторовi неоднорiдностi прояв-

ляються на мiкроскопiчному рiвнi: частинки, якi складають систему, можуть мати

рiзних “найближчих сусiдiв” у своєму оточеннi. Така система нагадує лiс, або на-

товп людей, якi заповнили площу. У великих масштабах, при розглядi здалека,

такi системи виглядають однорiдними та iзотропними, тобто однаковими у рiзних

напрямах. Тим не менше, у фiзичних системах наявнiсть неоднорiдностей такого

характеру приводить до того, що в “критичнiй областi” їх поведiнка може вiдрiзня-

тися вiд критичної поведiнки аналогiчних систем з iдеальним упорядкуванням.

Наступна рiзновиднiсть просторової неоднорiдностi, якiй ми присвятимо

увагу, це наявнiсть важливих вiдмiнностей фiзичних властивостей системи в рi-

зних напрямах. Таку систему можна порiвняти iз стосом аркушiв паперу. Очеви-

дно, що такий фiзичний об’єкт має рiзнi властивостi вздовж осi, перпендикуляр-
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ної до площин аркушiв, i в напрямах, паралельних до цих площин. Тут ми маємо

справу з сильною анiзотропiєю. У контекстi статистичної фiзики така анiзотро-

пiя приводить до змiн фазової дiаграми системи i появи на нiй нових особливих

(мульти)критичних точок.

Нарештi, ми присвятимо увагу просторово обмеженим системам. У цьому

випадку їх неоднорiднiсть проявляється в присутностi однiєї або двох паралельних

граничних поверхонь. У критичнiй областi на поверхнi напiвбезмежних систем ви-

никають сингулярностi термодинамiчних величин, якi вiдрiзняються вiд об’ємних

сингулярностей, характерних для безмежних систем. Коли поверхонь є двi, при

наближеннi температури системи до критичної точки фазового переходу можливе

виникнення флуктуацiйно-iндукованих сил мiж цими поверхнями.

1.1. Вплив немагнiтних домiшок на фазовий перехiд в

iзiнгiвських системах

Прототипом невпорядкованих систем, критична поведiнка яких розгляда-

тиметься в Розд. 2, є класична спiнова система, що описується гамiльтонiаном

[78, 79]

H = −1

2

∑

<i,j>nn

Jij cicj sisj − h
∑

i

ci s
(1)
i . (1.1)

Тут si та sj є m-компонентними спiновими змiнними {s(α)i,j }, α = 1, . . . , m, роз-

мiщеними в регулярно розподiлених точках xi та xj d-вимiрного простору Rd,

причому вимiрнiсть простору d ми вважатимемо неперервною змiнною, яку мо-

жна розглядати в промiжку вiд 1 до 4. Iндекси сумування i та j вважаються

цiлими числами. Для асимптотичного опису системи в околi критичної точки вид

структури гратки, на якiй розмiщенi спiни, не має принципового значення. За-

раз для нас важливо те, що в гамiльтонiанi (1.1) присутнi “числа заповнення”

ci та cj, якi випадковим чином можуть набувати значень 1 (з ймовiрнiстю c) i

0 (з ймовiрнiстю 1 − c). Таким чином ми маємо справу з варiантом розведеної

m-векторної моделi. Вважається, що заповненi i незаповненi вузли утворюють

певну фiксовану конфiгурацiю, тобто невпорядкованiсть є “замороженою” [78]. У
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слабоневпорядкованiй системi число немагнiтних домiшок є набагато меншим за

кiлькiсть магнiтних частинок, i концентрацiя останнiх c є близькою до одиницi.

Потенцiал короткосяжної обмiнної взаємодiї Jij > 0 є феромагнiтним. Функцiя

Jij = J(|xi − xj|) є трансляцiйно iнварiантною та iзотропною, причому вважає-

ться, що Jii ≡ 0. Насправдi для наших застосувань можна вважати її вiдмiнною

вiд нуля тiльки у випадку, коли вузли xi та xj є найближчими сусiдами; пiд зна-

ком суми в (1.1) значок < i, j >nn вказує на обмеження саме парами найближчих

сусiдiв у сумуваннi за i та j. При цьому взаємодiї мiж магнiтною i немагнiтною

пiдсистемами немає. Нарештi, другий доданок в гамiльтонiанi (1.1) враховує дiю

на систему зовнiшнього (магнiтного) поля h > 0. Це поле спрямоване вздовж однi-

єї (першої) компоненти векторної змiнної s на кожному вузлi (iнша можливiсть

орiєнтацiї зовнiшнього поля буде розглядатися в Розд. 2.6.1).

Для опису термодинамiчних властивостей такої системи необхiдно розраху-

вати конфiгурацiйне середнє вiльної енергiї (ВЕ) [78] F = −T < lnZconf >conf , де

Zconf = Sp[exp(−βH)] — статистична сума певної просторової конфiгурацiї (тут

T—абсолютна температура, β = 1/T , i прийнято, що константа Больцмана k рiв-

на одиницi), а Sp означає операцiю сумування за всiма станами спiнових змiнних

{si}.
У данiй задачi часто використовується т. зв. метод реплiк [49, 80, 81], який

дозволяє змiнити порядок термодинамiчного i конфiгурацiйного усереднень. Цей

спосiб полягає в тому, що логарифм конфiгурацiйно-залежної статистичної суми

lnZ (для компактностi опускаємо iндекс conf ) представляється у виглядi “реплi-

чної” границi limn→0(Z
n− 1)/n, i за конфiгурацiями усереднюється величина Zn.

Таким чином виникає трансляцiйно-iнварiантний ЕГ з кубiчною анiзотропiєю в

(n-вимiрному) просторi параметра порядку [82], критична поведiнка якого фор-

мально iдентична критичнiй поведiнцi невпорядкованої моделi (1.1) в реплiчнiй

границi n→ 0. В Розд. 2.1 ми будемо працювати з таким теоретико-польовим ЕГ

типу φ4 — див. (2.1).

Декiлька рокiв пiсля появи основоположних робiт Вiльсона i Фiшера [7, 8,
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10], що революцiйним чином впровадили теоретико-польовий метод у статисти-

чну фiзику, розпочалася нова хвиля дослiдження критичної поведiнки невпоряд-

кованих систем. З’явився феноменологiчний критерiй Гаррiса [48]. Згiдно з цим

критерiєм, якщо критичний показник питомої теплоємностi α чистої системи до-

датнiй, то критична поведiнка такої системи змiниться при її розпорядкуваннi.

Коли йдеться про m-векторну модель (1.1) з цiлими значеннями числа m, то кри-

терiю Гаррiса задовольняє тiльки модель Iзiнга з m = 1. Тому модель саме такого

типу ми i дослiджуємо в наступному роздiлi.

Якiсна картина, що вiдповiдає критерiю Гаррiса, пiдтвердилася i в перших

ренормгрупових дослiдженнях критичної поведiнки невпорядкованих систем [82–

85], див.також [49, розд. 8]. У цих роботах було використано епсилон-розклад

Вiльсона-Фiшера [10], тобто, критичнi показники розраховувалися як розклади

за степенями ε = 4− d вiдхилення просторової вимiрностi системи d вiд верхньої

граничної вимiрностi простору d∗ = 4 (при d ≥ d∗ система описується класи-

чними критичними показниками теорiї Ландау). Тут проявилася ще одна особли-

вiсть, притаманна випадку m = 1: параметром розкладу виявилася величина
√
ε

[82, 85, 86], а не ε, як зазвичай. Головнi внески
√
ε -розкладу в критичнi показники

(магнiтної) сприйнятливостi, кореляцiйної довжини, критичних кореляцiй, пито-

мої теплоємностi, намагнiченостi мають вигляд γ = 1 + λ, ν = γ/2, η = −λ2/3,

α = −2λ, β = 1/2 + λ/2, ω = 2ε, де для компактностi запису введений ефектив-

ний параметр розкладу λ = 1
2

√

6ε/53 ≃ 0.168
√
ε i опущенi доданки порядку O(ε),

O(ε3/2), . . . .

В наступних роботах [86, 87] були розрахованi наступнi порядки
√
ε -

розкладiв, i стало зрозумiло, що з таких результатiв непросто отримати чисельнi

оцiнки у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3. (Це було пiдтверджено згодом: у

вищих порядках
√
ε -розкладу коефiцiєнти мають дуже нерегулярнi знаки i вели-

чини [88, 89], що практично не дає шансiв для знаходження надiйних екстрапо-

ляцiй до ε = 1. Автори найновiшої статтi [90], де
√
ε -розклад дослiджувався на

рiвнi шестипетльового наближення, також визнають, що “resumming of
√
ε series

themselves turned out to be disappointing”.)
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Така ситуацiя стимулювала розвиток iнших пiдходiв до дослiдження кри-

тичної поведiнки невпорядкованих систем. З’явилися роботи [32, 91–96], в яких

розрахунки на основi модельного ЕГ (2.1) проводилися в рамках т. зв. масив-

ної теорiї поля безпосередньо в тривимiрному просторi (а також частково при

d = 2) — за методом запропонованим Парiзi [50].1 До цiєї серiї належать також

нашi роботи [52, 60, 98], де теоретико-польовий пiдхiд Парiзi був застосований до

аналогiчної моделi в нецiлих вимiрностях простору мiж d = 2 i d = 4. У цьому

контекстi на особливу увагу заслуговує грунтовна робота [99], де критична пове-

дiнка невпорядкованих iзiнгiвських систем в нецiлих вимiрностях дослiджувала-

ся за допомогою методу масштабних полiв, заснованого на розв’язуваннi точного

рiвняння РГ Вiльсона [9]. Нажаль, ця лiнiя дослiджень бiльше не продовжувала-

ся, що було пов’язано з суттєвими розрахунковими труднощами такого пiдходу.

Лише в 2002р. з’явилося iнше дослiдження критичної поведiнки невпорядкованої

моделi Iзiнга непертурбативного типу [100], в якому використовувався альтерна-

тивний варiант точного рiвняння РГ для т. зв. ефективної усередненої дiї [101].

Цей варiант розрахунку теж не отримав подальшого розвитку.

Як i в [99], але за допомогою масивної теорiї поля, ми теж отримали гра-

фiки плавних залежностей критичних показникiв невпорядкованих iзiнгiвських

систем вiд вимiрностi простору. Отримана нами в [52] залежнiсть критичного по-

казника кореляцiйної довжини ν вiд d показана на Рисунку 2.1 (стор. 83). Тут, в

рамках нашого огляду, для зручностi порiвняння ми вiдтворюємо отриманий зго-

дом аналогiчний рисунок з роботи [46]. Зображена на Рисунку 1.1 cуцiльна крива

отримана в [46] в наступному, трипетльовому наближеннi (наш двопетльовий ре-

зультат з [52] показаний пунктиром).

Добрi оцiнки критичних показникiв тривимiрної невпорядкованої моделi

Iзiнга були отриманi за допомогою методу мiнiмальних вiднiмань без ε-розкладу

[102] в роботi [97], а також iз застосування т. зв. псевдо-епсилон розкладу — див.

1Трипетльовi функцiї РГ, опублiкованi в [91] i використанi в [93] були неправильними. Правильнi ренормгру-
повi функцiї i вiдповiднi коректнi результати для критичних показникiв невпорядкованої моделi Iзiнга, а саме
{ν, γ} = {0.671, 1.328} вперше були розрахованi в [94, (3.31)], [32, (8)] (порiвн. з [97, стор. 15116]). Цi поправки
були врахованi при виводi наступного наближення в [51, 95].
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Рис. 1.1. Рисунок з роботи [46]: залежнiсть критичного показника ν вiд вимiрностi
простору d. Суцiльна лiнiя — [46] (трипетльове наближення); пунктирна
лiнiя — [52] (двопетльове наближення); квадрат — [96] (чотирипетльове
наближення); зiрочки — [99]; ромбики — пересумований

√
ε -розклад

[103–105] i цитованi там роботи. Нарештi, наведемо чисельнi оцiнки цих показни-

кiв, отриманi в найвищому, шестипетльовому наближеннi тривимiрної масивної

теорiї поля [106]:

γ = 1.330(17), ν = 0.678(10), η = 0.030(3),

α = −0.034(30), β = 0.349(5), ω = 0.25(10).

Цi результати, ймовiрно, вважаються найкращими, але вони явно не є оптималь-

ними з точки зору спiввiдношення зусилля/якiсть: практично такi самi чисельнi

данi були отриманi набагато ранiше [92] з нескладного двопетльового наближення

з використанням найпростiшого пересумування типу Паде-Бореля.2 Наводимо їх

у всiй красi з точнiстю до п’яти позицiй пiсля коми — як у таблицi III роботи [92]:

γ = 1.33551, ν = 0.67813, η = 0.03061, α = −0.03440, β = 0.34944, ω = 0.45033.

2Цей факт, як i наявнiсть хороших чисельних оцiнок критичних показникiв у трипетльовому наближеннi
[32, 94] були проiгнорованими авторами роботи [106].
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Винятком тут є тiльки показник поправки до скейлiнгу ω. Зауважимо при цьому,

що наступне, трипетльове наближення дає для цього показника значення ω ≃
0.359 i 0.376 в залежностi вiд способу пересумування бета-функцiй [94, Табл. 1

i 2]. Цi значення практично лежать в межах точностi визначення ω = 0.37(6) в,

напевне, найбiльш досконалих симуляцiях типу Монте Карло [107]. При такому

порiвняннi величина ω = 0.25(10) з [106, Табл. XI], отримана в шестипетльовому

наближеннi, виглядає не дуже привабливо. Щодо величин ω, отриманих рiзними

способами i в рiзних наближеннях, див. також [89] i [108].

У значно меншiй мiрi просунуте дослiдження критичних амплiтуд i їх унi-

версальних комбiнацiй — важливих величин, якi разом iз критичними показника-

ми визначають форму сингулярностей термодинамiчних функцiй в околi фазового

переходу другого роду (див. огляд [109]). Така ситуацiя пов’язана в першу чергу

з тим, що тут, як правило, необхiдно працювати також i в низькотемпературнiй,

упорядкованiй фазi, розраховувати рiвняння стану. У випадку невпорядкованої

моделi Iзiнга рiвняння стану i кореляцiйнi функцiї вперше вивчалися в [110], i ре-

зультати цiєї роботи, якi стосуються статичної парної кореляцiйної функцiї, були

переглянутi i доповненi в [111] (див. також [47, стор. 6-7]). В роботi [112] на основi

розгляду однопетльового наближення для рiвняння стану були отриманi головнi

члени
√
ε -розкладу для унiверсальних вiдношень критичних амплiтуд, а саме,

C+/C− = 2 + (ln 4 − 3)λ + O(ε), A+/A− = −1
2 + O(

√
ε), f+/f− =

√
2
[

1− (98 − ln
√

2)λ
]

+ O(ε). Тут C+ i C− — критичнi амплiтуди сингулярної

поведiнки сприйнятливостi при температурах вищих i нижчих за критичну, A+

i A− їх аналоги для питомої теплоємностi, а f+ i f− — амплiтуди сингулярної

температурної залежностi парної кореляцiйної функцiї.

Дещо неочiкуваним виявився вiд’ємний знак вiдношення амплiтуд A+/A−

сингулярної частини температурної залежностi питомої теплоємностi. Постало

питання про те, чи цей знак може змiнитися при врахуваннi вищих наближень
√
ε -розкладу. Це послужило однiєю з головних мотивацiй автора для розрахун-

ку рiвняння стану i унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд невпорядкова-
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ної моделi Iзiнга в наступному порядку за
√
ε. Вiдповiднi результати i чисельнi

оцiнки при d = 3, що з них випливають, були опублiкованi в роботi [113]. Ви-

щi наближення
√
ε -розкладу нiким не розглядалися до теперiшнього часу. Хоча

слiд визнати, що з огляду на труднощi чисельних оцiнок високих порядкiв
√
ε -

розкладу [88, 89], розгляд таких наближень навряд чи мiг би мати суттєве пра-

ктичне значення окрiм чисто академiчного iнтересу.

Наступними роботами автора, присвяченими розрахунку унiверсальних

комбiнацiй критичних амплiтуд невпорядкованої моделi Iзiнга — на цей раз —

безпосередньо у тривимiрному просторi були стаття [53] i препринт [114]. Пiсля їх

появи аналогiчнi розрахунки у вищих наближеннях проводилися, напевне, тiльки

у двох роботах. Першою з них є робота [51], де розглядалася виключно високотем-

пературна фаза i були отриманi результати п’ятипетльового наближення тiльки

для унiверсальної комбiнацiї R+
ξ (див. Розд. 2.5). Другою є робота [47]. Тут не-

прямим чином розраховувалося рiвняння стану, а також унiверсальнi комбiнацiї

критичних амплiтуд невпорядкованої моделi Iзiнга, якi вимагають розгляду (як i

в [53, 113]) температур вищих i нижчих за Tc. Автори роботи [47] традицiйно не

роблять порiвнянь з наявними результатами попереднiх теоретичних робiт (виня-

тком є тiльки два останнi рядки цiєї статтi), двiчi повторюючи те, що, на їхню

думку, вони не є достатньо точними.

Зауважимо також, що в роботi [108] за допомогою теоретико-польового пiд-

ходу в тривимiрному просторi були розрахованi унiверсальнi комбiнацiї крити-

чних амплiтуд поправок до скейлiнгу а також кросовернi функцiї невпорядкова-

ної моделi Iзiнга (див. також цитованi в [108] роботи щодо ефективних критичних

показникiв).

Результати нашої дiяльностi, зокрема i питання знаку вiдношення A+/A−,

будуть детально обговорюватися в Розд. 2.



51

1.2. Напiвбезмежнi системи i поверхнева критична

поведiнка

Оскiльки всi реальнi фiзичнi об’єкти є скiнченними i мають граничнi по-

верхнi, дослiдження просторово обмежених модельних систем є важливими зав-

данням теорiї. У Розд. 3 ми будемо розглядати поверхневi критичнi ефекти, що

виникають у напiвбезмежних системах, обмежених плоскою поверхнею. Тут ми

матимемо вже справу з просторовою неоднорiднiстю, яка приводить до втрати

трансляцiйної iнварiантностi в напрямi, перпендикулярному до поверхнi, i до вiд-

повiдних математичних ускладнень при описi таких систем.

Припустимо, що площина поверхнi розмiщена при z = 0, а сама система

займає пiвпростiр з z ≥ 0. В напрямах r ∈ R
d−1 перпендикулярних до осi z, а

отже паралельних до поверхнi, система вважається безмежною та iзотропною.

Для такої системи можна записати спiновий гамiльтонiан у виглядi (порiвн.

з [115, стор. 83-84])

H = −1

2

∑

<i,j>′
nn

Jij sisj −
1

2

∑

<i,j>nn|z=0

Jsij sisj − h
∑

i

s
(1)
i − h1

∑

i|z=0

s
(1)
i . (1.2)

Як i в (1.1), si та sj — класичнi m-компонентнi спiновi змiннi, розташованi в то-

чках xi, xj ∈ R
d
+ частини d-вимiрного простору R

d з z ≥ 0. У першiй сумi в

(1.2) сумування вiдбувається за всiма парами найближчих сусiдiв, обидва з яких

одночасно не належать поверхнi з z = 0. Такi пари включає в себе сумуван-

ня в другому доданку. Виключення цих поверхневих пар з сумування в першому

доданку позначене там штрихом. Оскiльки фiзично на поверхнi взаємодiя мiж па-

рами найближчих сусiдiв є, взагалi кажучи, вiдмiнною вiд взаємодiї пар в об’ємi,

поверхнева константа взаємодiї Jsij в загальному випадку вiдрiзняється вiд свого

об’ємного аналога Jij. Два останнi доданки в (1.2) враховують можливу прису-

тнiсть зовнiшнiх (магнiтних) полiв. Об’ємне поле h дiє на всi спiни системи, а

поверхневе h1 — тiльки на спiни, розмiщенi на поверхнi.

У залежностi вiд спiввiдношення мiж силами об’ємних i поверхневих вза-

ємодiй в напiвбезмежнiй системi, що описується гамiльтонiаном (1.2), можуть



52

✲

✻

−c0

T

Tc ❞❝❜❜

ÍÅÂÏÎ�ßÄÊÎÂÀÍÀ

ÂÏÎ�ßÄÊÎÂÀÍÀ

SO/BDÏîâåðõíåâèé

Çâè÷àéíèé Ñïåöiàëüíèé Åêñòðàîðäèíàðíèé

Рис. 1.2. Схематична фазова дiаграма напiвбезмежної системи. В секторi SO/BD
ми маємо впорядковану фазу на поверхнi системи, але невпорядковану
в її об’ємi. Параметр c0 вiдповiдає спiввiдношенню мiж поверхневими i
об’ємними взаємодiями (див. розд. 3.1).

вiдбуватися фазовi переходи, що характеризуються рiзними типами поверхневої

критичної поведiнки. У вiдсутностi зовнiшнiх полiв на фазовiй дiаграмi напiвбе-

змежної системи ми маємо (див. Рисунок 1.2 а також [116, стор. 19-23], [115, стор.

85-87]) лiнiї поверхневих, звичайних i екстраординарних переходiв, а також муль-

тикритичну точку, де вiдбувається т. зв. спецiальний перехiд. Бiльш детально ми

розповiмо про цi рiзнi види переходiв у роздiлi 3.1. У цьому ж роздiлi ми запише-

мо ефективний польовий гамiльтонiан Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона (3.1) типу φ4d,

що вiдповiдає спiновiй моделi (1.2), i уточнимо те, як цi рiзнi переходи реалiзу-

ються в теоретико-польовiй моделi (3.1). Там ця iнформацiя буде потрiбною нам

для подальшого викладу.

Першi роботи, присвяченi розрахунку нетривiальних поправок до класи-

чних величин поверхневих критичних показникiв [117, 118] використовували ори-

гiнальнi ренормгруповi методи Вiльсона i Фiшера [7, 8, 10] i запропонований цими

авторами ε-розклад [9, 10], тобто розклад за малими вiдхиленнями ε = 4− d≪ 1

вимiрностi простору d вiд верхньої граничної вимiрностi d∗ = 4. Результати були

отриманi у виглядi коротких рядiв першого порядку за степенями ε.

Нова хвиля дослiдження поверхневих критичних явищ розпочалася на поча-



53

тку 80-х рокiв минулого столiття з роботи [119], коли в цiй галузi почали застосо-

вуватися методи квантової теорiї поля, бiльш зручнi для практичних розрахункiв

у вищих порядках теорiї збурень (ТЗ). З їх допомогою були отриманi внески дру-

гого порядку за ε в поверхневi критичнi показники [40, 120–124] та отримано дуже

багато iншої важливої iнформацiї (див. вичерпний огляд [115] а також [125]).

Однак, для отримання з вiдносно коротких рядiв за степенями ε чисель-

них оцiнок у тривимiрному просторi необхiдна була їх екстраполяцiя до ε = 1.

Ця процедура не завжди є простою i її застосування не кожен раз приводить до

надiйних результатiв. Наприклад, отриманi таким чином [124] значення кросовер-

ного поверхневого показника Φ на 20-30% вiдрiзнялися вiд результатiв чисельних

розрахункiв методом Монте Карло (див. [34, 61, 115]).

Тому в наших роботах [34, 61, 74], на описi яких ми зупинимося в Розд. 3, ми

узагальнили т. зв. масивну теорiю поля на випадок напiвбезмежних систем. Таке

узагальнення дало нам можливiсть дослiджувати поверхневу критичну поведiнку

безпосередньо у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3, i бiльш загально — у нецiлих

вимiрностях простору d в промiжку 2 ≤ d < 4.

Розроблений нами пiдхiд дозволяє також узагальнення на випадки бiльш

складних напiвбезмежних систем. Зокрема, в роботi [68] нами було виконане дослi-

дження критичної поведiнки напiвбезмежних систем з об’ємною “замороженою”

невпорядкованiстю (див. попереднiй пункт 1.1) при звичайному переходi. Тут ми

узагальнили i розширили на наступний порядок
√
ε -розкладу розрахунки, пред-

ставленi в бiльш раннiй роботi [126]. Ця задача буде розглядатися в розд. 3.5.

Згодом питання про влив невпорядкованостi на поверхневу критичну поведiнку

при спецiальному переходi розглядалося в роботi [127], а в [128] дослiджувався

кросовер мiж звичайним i спецiальним переходами в системах такого типу. В

роботi [129] запропонований нами пiдхiд був узагальнений для дослiдження кри-

тичної адсорбцiї полiмерiв у середовищi з замороженими протяжними дефектами

з далекосяжними кореляцiями, а в [130] — для випадку напiвбезмежних систем з

кубiчною анiзотропiєю в полi параметра порядку.

Зазначимо, що нашi результати для поверхневих показникiв, i зокрема ро-
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бота [63], стали дуже добре вiдомими в середовищi науковцiв, що займаються

фiзикою поверхневих явищ. Зокрема, наша робота [63] особливо часто цитується

в статтях з фiзики полiмерiв. Наприклад, ось тiльки поклики на такi роботи, якi

з’явилися в 2018 роцi: [131–133].

Ймовiрно, що якiсть чисельних оцiнок поверхневих критичних показникiв,

досягнута в наших роботах [34, 61, 74], в основному задовольняє запити спецi-

алiстiв з фiзики поверхнi. Ми не маємо жодних даних про роботи, якi мали б

за мету покращити отриманi тут результати: нам не вiдомi нi роботи у вищих

наближеннях масивної теорiї поля у тривимiрному просторi, нi спроби розраху-

вати поправки вищих порядкiв до ε-розкладiв, описаних в оглядовiй роботi [115].

Можливо, дiйсно в таких розрахунках вищого порядку i нема особливого змiсту:

можемо згадати тут ситуацiю з шестипетльовими розрахунками критичних по-

казникiв розведеної моделi Iзiнга, якi практично не дали жодного покращення

чисельних оцiнок, досягнутих вже в найпростiшому двопетльовому наближеннi

(див. пiдроздiл 1.1).

Оптимальними з точки зору спiввiдношення зусилля(складнiсть розрахун-

кiв)/якiсть результатiв автор вважає екстраполяцiї епсилон-розкладiв бiля верх-

ньої граничної вимiрностi простору d∗ = 4 до d = 3 з врахуванням iнформацiї,

наявної при нижчих значеннях d, таких як d = 2, чи можливо d = 1, а також в

найближчих околах цих просторових вимiрностей. Такi апроксиманти типу Паде

для ε-розкладiв поверхневих критичних показникiв β1 i γ1 звичайного переходу

можна знайти в [115, (3.157),(3.161)]. При d = 2 вони вiдтворюють, вiдповiдно,

вiдомi точнi результати β1 = 1/2 при n = 1 i γ1 = 61/64 при n = 0 (див.[115, стор.

187-188]). За допомогою цих iнтерполяцiйних формул були отриманi чисельнi оцiн-

ки при d = 3, якi покращують аналогiчнi результати, отриманi на основi самого

тiльки ε-розкладу.

Ще бiльш точними є результати, що отримуються на основi двоточкових

iнтерполяцiйних апроксимант Паде (див. напр. [134, стор. 393]), якi враховують

по декiлька порядкiв вимiрних розкладiв бiля верхньої i нижньої граничних ви-

мiрностей. Такий пiдхiд був використаний в роботi [135] для розрахунку чисель-
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них величин поверхневих критичних показникiв η‖ i β1 звичайного переходу при

n = 3. Тут для показника η‖ будувалися апроксиманти, якi точно вiдтворюва-

ли для нього вимiрнi розклади бiля d = 2 i d = 4 до другого порядку включно

кожен i давали можливiсть отримати добрi наближенi значення при d = 3.3 Ми

порiвнюємо цi результати з нашими в кiнцi п. 3.4.1. У цiй частинi нашої роботи

ми проводимо порiвняння наших результатiв з даними багатьох iнших робiт, де

рiзними способами розраховувалися поверхневi критичнi показники, i якi були

опублiкованi як до, так i пiсля виходу в свiт наших робiт [34, 61, 74]. Аналогiчнi

порiвняння для спецiального переходу проведенi в п. 3.3.4.

1.3. Анiзотропнi системи i точка Лiфшица

В останнi п’ятнадцять-двадцять рокiв значного прогресу було досягнуто у

вивченнi сильно анiзотропних систем, тобто таких, що мають рiзнi фiзичнi вла-

стивостi в рiзних напрямах у просторi. Наявнiсть сильної просторової анiзотропiї

приводить до серйозних наслiдкiв. Суттєво ускладнюється фазова дiаграма, на

нiй з’являється особлива мультикритична точка фазового переходу — точка Лi-

фшица (ТЛ), вперше “вiдкрита” в 1975 р. Горнрайхом, Любаном i Штрiкманом у

теоретичнiй роботi [137].

У ТЛ “зустрiчаються” три рiзнi фази: високотемпературна невпорядкова-

на, низькотемпературна просторово-однорiдна (аналогiчна до впорядкованої фа-

зи, що розглядалася в розд. 2.6) i низькотемпературна перiодично модульована.

Перiодичнiсть просторово-неоднорiдної модульованої фази характеризується не-

нульовим модуляцiйним хвильовим вектором q 6= 0, тодi як в однорiдних фазах

q = 0. Мiж невпорядкованою фазою i кожною з упорядкованих фаз вiдбуваються

фазовi переходи другого роду. В свою чергу, однорiдна i модульована низько-

температурнi фази роздiленi на фазовiй дiаграмi лiнiєю переходiв першого роду.

Остання тангенцiально пiдходить до лiнiї переходiв другого роду в її точцi пере-

гину, i з’єднується з нею в точцi Лiфшица. Вiдповiдна фазова дiаграма зображена

3Аналогiчний спосiб покращення чисельної оцiнки критичного показника поправки до скейлiнгу ω був вико-
ристаний в [136].
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Рис. 1.3. Точка Лiфшица на фазовiй дiаграмi сильно анiзотропної системи.

на Рисунку 1.3, див. також [138, розд. 2.1].

На лiнiї T = Tc(g), що вiддiляє невпорядковану фазу вiд упорядкованих,

критична температура залежить вiд певного (зовнiшнього) чинника, невпорядко-

вуючого термодинамiчного поля g. Таким чинником може бути зовнiшнiй тиск,

композицiйний склад системи, вiдношення сил феро- i антиферомагнiтних обмiн-

них взаємодiй (див. (1.3)). Точка Лiфшица вiдповiдає одному певному значенню

параметра g, g = gL, i температурою переходу є T = TL ≡ Tc(gL). В околi ТЛ

форма лiнiї описується спiввiдношенням |g−gL| ∼ |Tc−TL|ϕ, де ϕ — кросоверний

показник.

На гелiкоїдальнiй частинi лiнiї Tc(g), де проходить роздiл мiж невпоряд-

кованою i модульованою фазами, хвильовий вектор просторової модуляцiї qc =

q (Tc(g)) змiнюється в залежностi вiд величини поля g. При безпосередньому на-

ближеннi до ТЛ вздовж цiєї частини критичної лiнiї, величина вектора модуляцiї

qc(g) неперервно зменшується до нуля за степеневим законом qc ≈ |g − gL|βq , де

βq — показник вектора модуляцiї 4. Цей критичний показник не має аналога у

критичнiй точцi (КТ) звичайних iзотропних систем. Взагалi, в околi ТЛ система

4У вiдповiднiй формулi (77) нашої статтi [62] опечатка: тут змiнна τ повинна бути замiненою на величину ρ,
пропорцiйну |g − gL|. Аналогiчна поправка стосується i зноски 6 в [63].
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характеризується критичними показниками, що вiдрiзняються вiд їх аналогiв в

iдеально однорiдних системах.

ТЛ називається m-вiсною, якщо просторова модуляцiя в d-вимiрнiй системi

вiдбувається вздовж m напрямiв з 0 < m ≤ d. Граничний випадок m = 0 вiд-

повiдає звичайнiй критичнiй точцi. З другого боку, якщо m = d, маємо справу

з d-вiсною ТЛ. В лiтературi цей випадок звичайно називається iзотропною ТЛ.

В однiй з наших робiт [69] ми аргументували, що припущення про iзотропнiсть

простору не є необхiдним при дослiдженнi m-вiсних ТЛ. Причому, присутнiсть

просторової анiзотропiї в системi може вiдiгравати суттєву роль для перебiгу фа-

зового переходу в ТЛ. Це питання ми розглянемо нижче, у розд. 4.6.

Важливим прикладом спiнової системи, в якiй реалiзується ТЛ, є модель

Iзiнга з конкуренцiєю феромагнiтних i антиферомагнiтних обмiнних взаємодiй

вздовж певної видiленої осi, т. зв. модель ANNNI (Axial Next-Nearest Neighbor

Ising) (див. оглядовi роботи [139, 140] i цитованi в них оригiнальнi статтi). У цьому

випадку спiновий гамiльтонiан можна записати у виглядi

H = −1

2

∑

<i,j>nn

Jij sisj −
1

2

∑

<i,j>nnn,z

Ĵij sisj . (1.3)

Феромагнiтними є взаємодiї мiж iзiнгiвськими спiнами si та sj , розмiщеними на

сусiднiх вузлах (nn) простої кубiчної гратки. Для них ми маємо Jij > 0. Разом з

цим, в напрямi однiєї з кристалографiчних осей (ми позначаємо її z) вiдбуваються

конкуруючi антиферомагнiтнi взаємодiї мiж спiнами, наступними за найближчи-

ми сусiдами (nnn). За цi взаємодiї вiдповiдає друга сума в (1.3), де Ĵij < 0; ми не

розглядаємо зовнiшнього магнiтного поля. Наявнiсть цих двох типiв взаємодiй,

що сприяють впорядкуванням рiзних типiв, робить можливим виникнення моду-

льованих низькотемпературних станiв вздовж вибраної осi анiзотропiї. Завдяки

цьому на фазовiй дiаграмi моделi ANNNI з’являється також одновiсна (m = 1)

точка Лiфшица. Параметру g, якого ми ввели дещо вище, вiдповiдає вiдношення

Jij/|Ĵij|. Таким чином, в рамках простої граткової моделi (1.3) реалiзується мо-

жливiсть дослiдження властивостей ТЛ за допомогою чисельного експерименту

— методом Монте Карло [141–144], а також традицiйними методами високотем-
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пературних розкладiв [145, 146].

У лiтературi дослiджуються також бiльш загальнi варiанти моделi (1.3), де

спiновi змiннi можуть бути векторними (s = {s(1), . . . , s(n)} як в гамiльтонiанах

(1.1) i (1.2)). Це — моделi ANNNXY [142, 146, 147] з n = 2 i ANNNH [147] з n = 3

(див. також [140]). Також бiльшою може бути i кiлькiсть осей анiзотропiї. Якщо

йдеться про тривимiрний простiр, то конкуренцiя мiж феро- i антиферомагнiтни-

ми взаємодiями може вiдбуватися не тiльки вздовж однiєї осi z, як в (1.3). Таких

осей анiзотропiї може бути двi (m = 2, див. напр. [144]) або й три (m = d = 3). В

останньому випадку з m = d вiдновлюється iзотропiя простору i ми маємо справу

з iзотропною ТЛ. Цей варiант ТЛ розглядався вперше в [148], i згодом, аж до

останнього часу в [66, 148–153].

В теоретичних дослiдженнях критичної поведiнки сильно анiзотропних си-

стем в ТЛ зазвичай використовується ЕГ Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона (4.1), впер-

ше ведений в роботi [137]. На вiдмiну вiд польових гамiльтонiанiв (2.1) i (3.1),

про якi ми згадували вище, у формулi (4.1) ми маємо справу з подiлом простору,

зайнятого системою, на два нееквiвалентнi пiдпростори, а також з появою в одно-

му з них градiєнтного члена з просторовими похiдними четвертого порядку. При

цьому вимiрностi обидвох пiдпросторiв вважаються неперервними параметрами,

сума яких рiвна повнiй вимiрностi простору d. Застосовуючи теоретико-польовий

пiдхiд до дослiдження критичної поведiнки такого ЕГ ми маємо можливiсть до-

вiльним чином вибирати цiкавi нам величини вимiрностей m i d. Зокрема, ми

можемо спрямовувати кожен з цих параметрiв до нуля для додаткової перевiрки

правильностi наших розрахункiв i результатiв.

Сплеск теоретичних дослiджень критичної поведiнки в ТЛ на основi ЕГ

(4.1) вiдбувся вiдразу ж пiсля виходу основоположної статтi [137]: див. [148, 154–

160]. Огляд раннiх робiт був зроблений в [161]. Виявилося, що поза простим одно-

петльовим наближенням розрахунки суттєво ускладнюються. Технiчнi труднощi

призвели до того, що виникли розбiжностi в результатах робiт рiзних груп авто-

рiв. Так, результати ε-розкладу бiля верхньої граничної вимiрностi простору [137]

d∗(m) = 4+m/2 вiдрiзнялися в порядку O(ε2) в одної групи авторiв [156, 158, 161]
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i в iншої [159]. Обидвi групи визнавали [159, 161], що вони не розумiють причин

очевидних неузгоджень. Така ситуацiя привела практично до припинення теоре-

тичних робiт у цiй галузi приблизно на двадцять рокiв.

При цьому було очевидно, що ТЛ представляє собою надзвичайно цiкавий

об’єкт з точки зору фiзики. Було усвiдомлено, що ТЛ, або подiбнi до неї мульти-

критичнi точки можуть бути присутнiми на фазових дiаграмах великої кiлькостi

рiзноманiтних фiзичних систем включаючи магнетики [162, 163], системи зi стру-

ктурними фазовими переходами [164], рiдкi кристали [165–167], сегнетоелектрики

[168–170].

У бiльш загальному розумiннi, теорiя критичної поведiнки в ТЛ є типовою

для широкого класу т. зв. систем з анiзотропною скейлiнговою iнварiантнiстю

[171–173]. Теорiї такого типу є характерними для багатьох статичних i динамi-

чних фiзичних систем, для яких “анiзотропiя”, в широкому сенсi слова, є суттєвою

для критичної поведiнки. Тут можна видiлити принаймнi чотири основнi катего-

рiї: (i) статична критична поведiнка рiвноважних анiзотропних систем, таких як

феромагнетики з диполь-дипольною обмiнною взаємодiєю [174] чи з протяжними

дефектами [175, 176], а також системи з ТЛ, (ii) анiзотропна критична поведiнка

нерiвноважних систем, що перебувають у стацiонарних станах [177], чи така, що

спостерiгається при стохастичному ростi поверхонь [178], (iii) динамiчнi критичнi

явища в системах поблизу стану термiчної рiвноваги [179], (iv) динамiчнi критичнi

явища в нерiвноважних системах [177].

У зв’язку iз згаданими теоретичними аспектами, розвитком експерименталь-

них дослiджень ТЛ (див. огляд [180]), а також з метою розв’язання труднощiв i

неузгодженостей, що виникли в раннiх розрахунках критичних показникiв, у кiн-

цi 1990-х рокiв вiдновився iнтерес теоретикiв до ТЛ [143, 181–185]. До цiєї групи

робiт належать також i нашi статтi [62–66, 69]. При цьому, в [62] i [63] нами вперше

в повному обсязi була сформульована теорiя критичної поведiнки у ТЛ, включно з

вичерпним розрахунком усiх критичних показникiв з точнiстю до ε2 для найбiльш

загального випадку m-вiсних ТЛ.

Нашi результати, записанi в загальному виглядi для довiльних m i d, в оби-
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двох граничних випадках m = 0 i m = d вiдтворювали вiдомi данi для критичних

показникiв вiдповiдних iзотропних систем. Нарештi ми внесли яснiсть у питання

про те, якi з результатiв робiт 1970-х рокiв були правильними.

Нажаль, вiдносно недавно була започаткована також i серiя явно непра-

вильних з математичної точки зору робiт присвячених критичнiй поведiнцi у ТЛ

[185–187]. Незаконнi математичнi спрощення, що пропагувалися в цих статтях,

приводили, зокрема, i до хибних фiзичних висновкiв. У свiй час це вимагало вiд

нас вiдповiдних роз’яснень [64–66] i додаткових пiдтверджень правильностi наших

теоретичних розробок [71]. Математична строгiсть i фiзична адекватнiсть опису

критичних властивостей систем в ТЛ набула особливої важливостi та актуально-

стi.

Цiкаво зазначити, що останнiм часом рiзнi версiї теорiй “типу Лiфшица”

користуються особливою популярнiстю у квантовiй теорiї поля, фiзицi елемен-

тарних частинок, теорiї гравiтацiї та космологiї (див. [54, 55, 188–192] i статтi, де

цитуються цi роботи). Справжнiй бум вiдбувається в теорiї квантової гравiтацiї,

поштовхом до якого послужила стаття Гожави [190]. Новим оглядом робiт такого

типу є [56]. Крiм цього, в статтi [57] ми зробили короткий огляд таких робiт з

точки зору фiзики конденсованих систем.

За аналогiєю з задачами статистичної фiзики, в цих теорiях вводиться анi-

зотропiя мiж часовою i просторовими координатами, а iнколи також i мiж самими

просторовими напрямами [54, 55]. Це порушує симетрiю Лоренца в таких теорiях

поля, i тому їх часто називають теорiями iз зламаною Лоренцiвською iнварiантнi-

стю — “Lorentz violating (LV) theories” [54, 193, 194]. У цьому контекстi робота [55]

дає явнi розрахунки i результати, якi у випадку скалярних полiв є повнiстю ана-

логiчними до представлених у наших роботах [70] i [57] для часткового випадку

m = 1, d = 4 i великого числа компонент параметра порядку n. У статтi [57] ми

даємо розгорнутий аналiз застосованих в обидвох випадках розрахункових технiк

i остаточних результатiв, а також вказуємо на помилковiсть одного з основних

результатiв роботи [55].
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Запропонований нами в [62, 63] пiдхiд до дослiдження критичної поведiнки

в ТЛ i побудови ε-розкладiв для вiдповiдних критичних показникiв був успiшно

узагальнений на випадок анiзотропних систем, обмежених плоскою поверхнею.

Такi напiвбезмежнi системи поєднують в собi два рiзнi види просторової неодно-

рiдностi, якi ми розглядали вище кожен зокрема. Таке поєднання приводить до

появи як якiсних так i кiлькiсних вiдмiнностей вiд попередньо розглянутих систем.

Зокрема, суттєве значення для поверхневої критичної поведiнки напiвбезмежної

анiзотропної системи має просторова орiєнтацiя поверхнi вiдносно наявних осей

анiзотропiї.

Так, в серiї робiт [195–197] були запропонованi eфeктивнi гaмiльтoнiани ти-

пу Гiнзбургa-Лaндaу-Вiльсона, придатнi для опису поверхневих критичних явищ

напiвбезмежних систем з плоскою поверхнею, паралельною до можливих осей мо-

дуляцiї, в ТЛ, а також розрахованi вiдповiднi поверхневi показники. При побудовi

ε-розкладiв поверхневих критичних показникiв автори цих робiт суттєво викори-

стовували розрахунковi методи впровадженi нами в [62] i [63] а також iнформацiю

щодо скейлiнгових функцiй, опублiковану в цих статтях.

Натомiсть в [67] ми рoзглянули клac унiвeрcaльнocтi нaпiвoбмeжeних cи-

cтeм з m-вicнoю анiзотропiєю, пoвeрхня яких oрiєнтoвaнa пeрпeндикулярнo дo

oднoгo з m нaпрямiв мoдуляцiї. Тeoрeтичнe дocлiджeння тaких cиcтeм мeтoдaми

рeнoрмaлiзaцiйнoї групи тa ε-рoзклaду викoнувaлocя нами в роботi [67] впeр-

шe. Дo цьoгo чacу такi системи розглядалися тiльки в рамках класичної теорiї

Ландау в [198–200], або за допомогою чиceльнoго моделювання методами Монте

Карло в [201]. В останнiй роботi було отримано нeклacичнi критичнi показники

нaпiвoбмeжeної oднoвicнoї ANNNI-мoдeлi для випадкiв спецiального i звичайного

поверхневих переходiв. Для тaкoгo клacу cиcтeм зовсiм мoжливим мiг би бути

тaкoж i eкспeримeнт нa рeaльних мaгнeтикaх MnP , особливо, коли йдеться про

звичайний перехiд.

1/n-розклад для критичних показникiв. Як вiдомо ще з початку 1970-х ро-

кiв (див. напр. [202]), поряд з класичним ε-розкладом, для отримання нетривiаль-
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них значень критичних показникiв можна застосовувати також 1/n-розклад. Цей

альтернативний пiдхiд грунтується на можливостi використання т. зв. сферично-

го наближення [203], в якому число компонент параметра порядку n-векторної

моделi n приймається безмежно великим, i розрахунку поправок до цього базо-

вого наближення у виглядi рядiв за степенями малої величини 1/n при n → ∞
[204–207].

Розгляд безмежно великих n i застосування 1/n-розкладу призводить до

необхiдностi розв’язування рiвнянь самоузгодження [76, 205, 208]. Мати з ними

справу значно складнiше, нiж iз звичайними рядами теорiї збурень. Тому досту-

пнi розклади за степенями 1/n обмеженi низькими порядками, навiть у вiдносно

простому випадку звичайної критичної точки в iзотропних системах. Крiм того,

зазвичай повiльна збiжнiсть 1/n-розкладiв ускладнює їх використання для чи-

сельних оцiнок критичних показникiв.

Але з iншого боку, ця технiка має ряд дуже привабливих властивостей. Зав-

дяки цим властивостям 1/n-розклад залишається важливим iнструментом в ана-

лiзi рiзних нетривiальних теорiй поля i статистичної фiзики. Спектр задач, при

розв’язаннi яких цей метод застосовувався i зробив значний внесок, вражаюче

багатий. Вiн простягається вiд вивчення класичних спiнових моделей i проблем

квантової теорiї поля [77, 208–212], критичної поведiнки в напiвбезмежних систе-

мах [213], фiзики невпорядкованих пружних середовищ [214, 215] та моделi сто-

хастичного росту поверхнi [216] до проблем квантових фазових переходiв [217],

фiзики високих енергiй, теорiї струн i гравiтацiї [218, 219].

Однiєю з таких переваг 1/n-розкладу є його здатнiсть враховувати флу-

ктуацiйнi ефекти в критичнiй областi систематичним, непертурбативним чином.

Iншою особливiстю є те, що 1/n-розклади можуть застосовуватися для будь-якого

фiксованого значення вимiрностi простору d мiж нижньою dℓ i верхньою d∗ гра-

ничною вимiрностями, тобто всюди, де в системi вiдбувається фазовий перехiд

другого роду при скiнченнiй температурi та iснує критична точка. При цьому

розклади за вiдхиленнями вимiрностi простору d вiд dℓ чи d∗ не є обов’язковими.

Але їх можна виконати i провести порiвняння з вимiрними розкладами за малими
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параметрами ǫ = d − dℓ i ε = d∗ − d. Таке спiвставлення результатiв отриманих

рiзними способами дає можливiсть перевiрки всiх трьох згаданих методiв. Цю

важливу можливiсть ми будемо успiшно використовувати при дослiдженнi кри-

тичних показникiв ТЛ — в параграфах 6.3 i 6.5.2.

Що стосується саме m-вiсної ТЛ в анiзотропних системах, то нажаль, до

появи наших робiт [57, 70, 71] для критичної поведiнки у цiй точцi майже не було

результатiв, отриманих за допомогою 1/n-розкладу. Роботи [157, 220–222], в яких

бралися до уваги загальнi значення m ∈ [0, d], обмежувалися тiльки сферичним

наближенням n → ∞, в них не робилося спроб розрахунку поправок порядку

O(1/n). Натомiсть, такi поправки розглядалися ранiше тiльки в частковому ви-

падку m = d-вiсної iзотропної ТЛ [148, 223, 224].

Такий брак результатiв 1/n-розкладу для загальних m пов’язаний з трудно-

щами, обумовленими поєднанням двох особливостей сильно анiзотропних систем

в ТЛ. Це — незвично складна форма двоточкових скейлiнгових функцiй, що про-

являється в координатному представленнi вже на рiвнi теорiї Ландау (цей аспект

теорiї ми детально розглядаємо в п. 4.2), а також анiзотропна природа масшта-

бної iнварiантностi в критичнiй областi. Фактично, з цих самих причин виникали

i суттєвi труднощi в побудовi ε-розкладiв, про що ми вже згадували вище.

Нарештi, згадаймо ще про один ренормгруповий пiдхiд, який полягає у

розв’язуваннi точних рiвнянь РГ Вiльсона [9] (знайомство з ним доречно роз-

почати з огляду [225]). З його допомогою, переважно чисельними методами, теж

можливо дослiджувати критичну поведiнку багаточастинкових систем у всiх фi-

зично допустимих вимiрностях простору d.5 До дослiдження анiзотропних систем

в ТЛ цей пiдхiд застосовувався в роботах [226] i [2]. В останнiй з цих робiт ви-

вчалися, зокрема, залежностi кореляцiйних критичних показникiв ТЛ η2(m, d) i

η4(m, d) вiд вимiрностi простору d, i були отриманi графiчнi зображення, якi ми

вiдтворюємо на Рисунку 1.4 для зручностi порiвняння з нашим рисунком 6.2 на

стор. 222. Тут пiдтверджується передбачена нами в [70] якiсна поведiнка цих

5У цьому контекстi ми вже згадували роботу [99], де дослiджувалася критична поведiнка невпорядкованих
iзiнгiвських систем.
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Рис. 1.4. Залежностi критичних показникiв η2(1, d) i η4(1, d) при n = 3 вiд ви-
мiрностi простору d. Рисунок отриманий в роботi [2] з використанням
розв’язування точних рiвнянь ренормалiзацiйної групи для одновiсної
ТЛ.

критичних показникiв при змiнi d (див. Рисунок 6.2 на стор. 222), хоча цiкаве

питання про їх кiлькiснi значення, зокрема при d = 3, на нашу думку, все-ще

залишається не до кiнця з’ясованим.

Анiзотропна скейлiнгова iнварiантнiсть i гiпотеза Генкеля. Ранiше ми вже

говорили про те, що анiзотропна скейлiнгова iнварiантнiсть, з якою ми маємо

справу при розглядi ТЛ, є характерною для рiзноманiтних фiзичних систем, що

перебувають у критичнiй областi. Наявнiсть анiзотропної скейлiнгової iнварiан-

тностi означає, що рiзницi координат dz(α) вздовж деяких напрямiв змiнюють свiй

масштаб як нетривiальнi степенi їх аналогiв dr(β) вздовж решти ортогональних

напрямiв6, тобто dz(α) ∼ (dr(β))θ, де θ, так званий iндекс анiзотропiї, — це нетри-

вiальний показник, що вiдрiзняється вiд 1 (а також i вiд 1/2). Значення θ = 1/2 є

класичним для систем з сильною анiзотропiєю, а при θ = 1 ми втрачаємо вiдмiн-

ностi рiзних просторових напрямiв i приходимо до стандартного випадку об’ємних

iзотропних систем.

Як вiдомо, безмежнi iзотропнi системи з короткосяжними взаємодiями при

критичнiй температурi є конформно iнварiантними (див. напр. [227–229]). В та-

6На початку п. 4.1 координати з iндексом α означенi як “паралельнi”, а координати з iндексом β — як
“перпендикулярнi”.
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ких системах конформна iнварiантнiсть зумовлюється спiльною присутнiстю мас-

штабної iнварiантностi разом з трансляцiйною iнварiантнiстю та обертовою симе-

трiєю, — перетворень, якi залишають “критичну” систему незмiнною. Конформ-

на iнварiантнiсть може розглядатися як узагальнення цього набору глобальних

симетрiй на бiльш широку групу локальних перетворень. Вони вiдповiдають ло-

кальним комбiнацiям змiщень, поворотiв i масштабних перетворень з масштабним

фактором ℓ(x), що залежить вiд просторової координати x. Як i в випадку гло-

бальних перетворень, цi локальнi перетворення також залишають незмiнними вла-

стивостi системи, яка перебуває у критичному станi.

Iдеї конформної теорiї поля до теорiї критичних явищ впровадив у своєму

короткому повiдомленнi [230] Поляков. Це вiдбулося в 1970 р., ще за рiк до появи

основоположної статтi Вiльсона [7], яка започаткувала широкомасштабне засто-

сування ренормалiзацiйної групи в цьому роздiлi статистичної фiзики. Незабаром

з’явилися бiльш детальнi дослiдження конформної iнварiантностi [231, 232] в те-

орiї критичних явищ, що проходили вже у взаємодiї з ренормгруповим пiдходом

Вiльсона. Однак ця проблематика не притягала до себе особливої уваги до появи

робiт Бєлавiна iз спiвавторами [233, 234], присвячених двовимiрним конформним

теорiям поля. Цi роботи проявили величезний потенцiал конформно iнварiантних

теорiй, що стимулювало суттєве збiльшення дослiдницької активностi в цiй галу-

зi (див. напр. згаданi вище книжки [227–229] i цитовану там лiтературу). Було

досягнуто також важливих успiхiв у сумiжних галузях, таких як скейлiнг си-

стем iз скiнченними розмiрами (finite-size scaling) i поверхнева критична поведiнка

[213, 227, 235–237], а також фiзика полiмерiв [238], проблеми квантових домiшок

[239], теорiя струн [228, 240].

Подiбне узагальнення конформної теорiї поля на випадок сильно анiзотро-

пних систем стало завданням робiт Генкеля [143, 173, 181, 229]. З цiєю метою ним

була сформульована т. зв. гiпотеза локальної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI).

Суть цiєї гiпотези полягає у спробi формулювання локальних перетворень, якi бу-

ли б наслiдком наявностi в таких системах глобальної анiзотропної скейлiнгової

iнварiантностi разом з трансляцiйною та обертовою iнварiантностями в координа-
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тах dz(α) i dr(β), i залишали б цi системи незмiнними при критичнiй температурi. В

термiнологiї Генкеля, при розглядi систем “типу I” ця гiпотеза стосується, зокрема,

m-вiсних анiзотропних систем у (мульти)критичнiй точцi Лiфшица.

Критичнi властивостi саме таких систем ми дослiджуємо в роздiлах 4, 5 i

6. Зокрема, роздiл 5 присвячений докладному розгляду математичного форму-

лювання гiпотези локальної скейлiнгової iнварiантностi Генкеля. Тут ми також

порiвнюємо передбачення ГЛСI з явними розрахунками епсилон-розкладiв пар-

них кореляцiйних функцiй в m-вiсних точках Лiфшица. Суть наших висновкiв

полягає в тому, що теорiя Генкеля не є вiльною вiд математичних неточностей, i

що передбачення ГЛСI фактично є справедливими тiльки для вiльних вiд взає-

модiї теорiй. А добрi кiлькiснi результати описанi в роботах Генкеля пояснюються

тим, що врахування флуктуацiй в розглянутих випадках приводить тiльки до

незначних чисельних поправок.

1.4. Обмеженi системи з плiвковою геометрiєю та

ефект Казимира

В останньому роздiлi дисертацiї розглядаються системи з плiвковою гео-

метрiєю. Вони обмеженi двома паралельними поверхнями, на яких можуть бути

встановленi рiзнi граничнi умови (ГУ), i є прикладом систем, один з розмiрiв

яких є скiнченним. Ця властивiсть наближає їх до реальних фiзичних об’єктiв якi

є скiнченними i мають граничнi поверхнi, що їх обмежують.

З одного боку, могло б здаватися, що такi системи є досить простим уза-

гальненням напiвбезмежних систем, кiлькiсть поверхонь в яких зросла вiд одної

до двох. Але ситуацiя є бiльш складною. Насправдi в таких системах проявля-

ються ефекти, якi є вiдсутнiми в iдеальних системах без просторових обмежень.

Одним з прикладiв може бути т. зв. ефект Казимира в критичних системах. Вiн

проявляє себе у виглядi виникнення флуктуацiйно iндукованих далекосяжних сил

притягання чи вiдштовхування (що залежить вiд ГУ) мiж поверхнями, що обме-

жують фiзичну систему. Це вiдбувається тодi, коли температура наближається до
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критичної точки фазового переходу в безмежному об’ємi. Величина цiєї взаємодiї

може вимiрюватися експериментально i визначається значенням т. зв. амплiтуди

Казимира.

Назва ефекту походить вiд iменi датського фiзика Казимира, який у 1948р.

показав [241], що паралельнi провiднi пластини, розмiщенi у вакуумi, повиннi при-

тягатися завдяки iснуванню нульових вакуумних флуктуацiй електромагнiтного

поля. Казимир розрахував енергiю взаємодiї δE(L) мiж цими поверхнями на оди-

ницю площi i отримав результат

δE(L)/A = ~c
(

− π2

720

)

L−3, (1.4)

де A — площа пластин, а L — вiдстань мiж ними. Коефiцiєнт −π2/720 згодом

почали називати амплiтудою Казимира. Диференцiюючи останнiй вираз за L,

Казимир записав вираз для сили притягання мiж пластинами

|F | = ~c
π2

240
L−4 = 0.013

1

L4
µ

dyne/cm2, (1.5)

де Lµ — вiдстань мiж пластинами вимiряна в мiкронах, i зауважив, що що цю

силу можливо вимiряти експериментально. Зрозумiло, що така iнформацiя згодом

викликала велике зацiкавлення як у фiзикiв-теоретикiв, так i в експериментаторiв.

Це зацiкавлення не спадає i до наших днiв.

Аналогiчне притягання мiж паралельними поверхнями, зануреними в рiди-

ну, що перебуває в критичнiй точцi, передбачили у своєму короткому повiдомлен-

нi за 1978 р. [242] Фiшер i де Жен. На основi скейлiнгового аналiзу сингулярної

частини вiльної енергiї такої системи цi автори отримали для енергiї взаємодiї

поверхонь оцiнку

δE(L)/A ∼ −kBT L−2, (1.6)

яка є аналогом формули Казимира (1.4) в статистичнiй фiзицi. У тривимiрному

просторi вiдповiдна сила притягання спадає за степеневим законом L−3.

Завдяки роботi Симанзiка [119] стало зрозумiло, що аналог ефекту Казими-

ра iснує i в безмасовiй (супер)перенормовнiй квантовiй теорiї поля з взаємодiєю
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типу gφ4 у просторi з вимiрнiстю d = 4 − ε. Симанзiк довiв скiнченнiсть енергiї

Казимира δE(L) для пари паралельних поверхонь з ГУ Дiрiхле у всiх порядках

теорiї збурень за константою зв’язку g. Вiн також отримав явний вираз для цiєї

енергiї в першому порядку ТЗ за g.7

Виявилося, що в d-вимiрному просторi δE(L) ∼ Ld−1. Ця залежнiсть уза-

гальнює степенi L, що фiгурували у формулах (1.4) i (1.6) на промiжок 4 ≤ d < 2.

В граничному випадку d = 2 виникають додатковi логарифмiчнi залежностi. Згi-

дно з передбаченням Фiшера i де Жена [242], у двовимiрному просторi δE(L) ∼
(lnL)/L. Вiдповiдним чином, в цiкавому для нас промiжку 4 ≤ d < 2 для сили

Казимира ми маємо F ∼ L−d.

Формально така сама теорiя описує в теоретико-польовому пiдходi крити-

чнi явища в класичних статистичних системах. Саме в цьому контекстi були ви-

конанi розрахунки роботи Креха i Дiтрiха [243, 244]. Тут амплiтуди Казимира

вперше визначалися для систем статистичної фiзики з n-компонентним параме-

тром порядку i рядом рiзних ГУ з використанням ε-розкладу Вiльсона-Фiшера.

Ця робота дала поштовх до появи великої кiлькостi теоретичних [245–249], екс-

периментальних [250–252] i чисельних [253–257] дослiджень ефекту Казимира в

просторово обмежених статистичних системах. Далекосяжнi сили подiбного ха-

рактеру є надзвичайно важливими для нанофiзики та для практичних потреб у

створеннi максимально компактних приладiв. Проблематика такого типу докла-

дно розглядається в оглядi [258].

Наша робота, представлена в останньому роздiлi дисертацiї, стала новим

кроком, який необхiдно було зробити з часiв пiонерських робiт 1981 та 1991 рокiв,

де амплiтуди Казимира визначалися тiльки в лiнiйному за ε наближеннi. Вперше

в лiтературi нам вдалося просунутися в наступний порядок теорiї збурень при

розглядi плiвкових систем з перiодичними та спецiальними граничними умовами.

Ми показали [58], що внаслiдок особливостей iнфрачервоної поведiнки певного

типу дiаграм Фейнмана, у цих випадках ε-розклад амплiтуд Казимира втрачає

7В роботi [119] цей результат наведено без жодних розрахункових деталей. Його вивiд з використанням
iнтегралiв вiд добуткiв дзета-функцiй Гурвiца виконано в [13] — див. п. 7.2.3.
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аналiтичнiсть за межами першого порядку за ε. Всупереч наївним очiкуванням

доданка порядку ε2, ми виявили поправку порядку ε3/2 i знайшли коефiцiєнт цi-

єї нової поправки в явному виглядi. Було також показано, що ε-розклади таких

амплiтуд, крiм цiлих степенiв ε, включають нецiлi степенi εk/2 з k ≥ 3, а також

степенi ln ε. Ключовою iдеєю, яка забезпечила систематичний пiдхiд до проблеми,

було видiлення небезпечної нульової моди i утворення пов’язаного з нею ефектив-

ного гамiльтонiана H(d−1)
eff шляхом вiдiнтегровування ненульових мод.

Крiм цього, в роботi [72] ми вперше розглянули ефект обмеження двома

паралельними поверхнями сильно анiзотропних критичних систем. Тут було ви-

значено, що в присутностi анiзотропiї статистичний ефект Казимира залежить

вiд орiєнтацiї цих поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї. Цю тезу ми пiд-

твердили явними розрахунками.
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РОЗДIЛ 2

КРИТИЧНА ПОВЕДIНКА
НЕВПОРЯДКОВАНИХ IЗIНГIВСЬКИХ

СИСТЕМ

Критична поведiнка невпорядкованих систем дослiджувалася автором в ро-

ботах [52, 53, 60, 98, 114, 259]. Першi три з них присвяченi розгляду невпорядкова-

ної моделi Iзiнга в нецiлих вимiрностях простору d. На нашу думку, знання якiсної

поведiнки цiкавих для нас моделей в нецiлих вимiрностях є важливим. Зокрема,

особливе значення має можливiсть прослiдкувати їх коректну поведiнку бiля верх-

ньої граничної вимiрностi d∗ = 4, де для нас доступнi данi ε=4−d-розкладiв. Таке

узгодження дає нам апробацiю використовуваних методiв у фiзичнiй вимiрностi

простору d = 3. Також особливий iнтерес представляє собою можливiсть прослiд-

кувати процес наближення до таких особливих вимiрностей як d = 2 i d = 1.

Роботи [53, 114, 259] присвяченi теоретико-польовому розрахунку рiвняння стану

та унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд невпорядкованих iзiнгiвських

систем. Тут розрахунки виконувалися безпосередньо у тривимiрному просторi.

2.1. Ефективний гамiльтонiан та вiльна енергiя

Критична поведiнка слабо розведених невпорядкованих iзiнгiвських систем

з замороженим безладом є формально iдентичною критичнiй поведiнцi ЕГ типу

Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона з кубiчною анiзотропiєю

H
[

φ
]

=

∫

ddx

{

1

2

[

(∇φ)2 +m2
0 |φ |2

]

+
u0
4!

(

|φ |2
)2

+
v0
4!

n
∑

α=1

φ4α

}

(2.1)

в реплiчнiй границi n→ 0. Тут n — число компонент векторного поля φ = φ(x) =

{φα(x), α = 1, . . . , n}, причому параметру n дозволяється бути неперервним i
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приймати граничне значення n = 0 в остаточних результатах. Модель з ЕГ (2.1)

визначена в безмежному, iзотропному i трансляцiйно iнварiантному d-вимiрному

Евкiдовому координатному просторi Rd. Кубiчна анiзотропiя стосується простору

параметра порядку i проявляється в наявностi останнього доданка з константою

зв’язку v0 > 0 поряд iз звичайним O(n) членом типу φ4 з константою зв’язку u0.

При описi невпорядкованих систем константа зв’язку u0 є вiд’ємною, u0 < 0, i

повинна зберiгати свiй знак в нерухомiй точцi, що контролює критичну поведiн-

ку характерну для системи з невпорядкованiстю. Це обмеження не накладається

при розглядi кубiчної моделi з n > 11. Тут навпаки, величина u0 повинна бути

додатньою. Величина m2
0 в (2.1), “неперенормована маса” мовою теорiї поля, є лi-

нiйною функцiєю температури T : m2
0 ∼ T −T (0)

c , де T (0)
c — критична температура

наближення середнього поля.

Члени типу φ4 з ЕГ (2.1) можуть бути записанi у тензорному виглядi

1

4!
(u0 Sα1...α4

+ v0 Fα1...α4
)φα1 . . . φα4, (2.2)

де тензори Sα1...α4
(обертово симетричний) i Fα1...α4

(кубiчний) визначенi як

Sα1...α4
=

1

3
(δα1α2

δα3α4
+ δα1α3

δα2α4
+ δα1α4

δα2α3
) i Fα1...α4

= δα1α2
δα1α3

δα1α4
, (2.3)

а δαβ — δ-символи Кронекера.

Реплiчна границя, яку потрiбно виконати при розглядi невпорядкованої мо-

делi Iзiнга, передбачає, що вiльна енергiя в цьому випадку визначається як

F = − lim
n→0

1

n
(< Zn

c >c −1) = − lim
n→0

1

n
ln < Zn

c >c, (2.4)

де < Zn
c >c означає конфiгурацiйне усереднення n-ного степеня залежної вiд

конфiгурацiй статистичної суми Zc системи. Величина < Zn
c >c визначається

функцiональним iнтегралом
∫

Dφ e−H[φ] з гамiльтонiаном (2.1) в експонентi пi-

дiнтегральної функцiї. Саме внаслiдок усереднення за конфiгурацiями безладу в

методi реплiк i виникає рiзниця в знаках констант зв’язку u0 < 0 i v0 > 0 в ЕГ

(2.1).

1В граничному випадку n = 1 обидва члени φ4 стають однаковими i модельний гамiльтонiан (2.1) втрачає
свою анiзотропiю.
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Розрахунки критичних показникiв розведеної моделi Iзiнга з (2.1) вiдбуває-

ться згiдно iз стандартними схемами, при чому використовується нерухома точка

(u∗ < 0, v∗ > 0) i в остаточних результатах береться n = 0.

2.2. Масивна теорiя поля при фiксованих вимiрностях

простору

При розрахунках критичних показникiв, вiльної енергiї та унiверсальних

комбiнацiй критичних амплiтуд розведених iзiнгiвських систем ми використову-

вали у своїх роботах [52, 53] i [12] загальну схему масивної теорiї поля [260–263] при

фiксованих вимiрностях простору d [50]. Таким чином, при перенормуваннi тео-

рiї тут використовувалися стандартнi умови нормування для вершинних функцiй

Грiна при нульових зовнiшнiх iмпульсах i ненульовiй масi (тобто при температурi,

вiдмiннiй вiд критичної)

Γ
(2)
R (k;m, u, v)|k=0 = m2, (2.5)
∂

∂k2
Γ
(2)
R (k;m, u, v)|k=0 = 1, (2.6)

Γ
(2,1)
R (k, k1;m, u, v)|k=k1=0 = 1, (2.7)

Γ
(4)
α1...α4,R

({ki};m, u, v)|k1=k2=k3=k4=0 = mε (uSα1...α4
+ v Fα1...α4

) . (2.8)

Умови нормування (2.5)–(2.8) записанi для перенормованих одночастинково-

незвiдних кореляцiйних функцiй ΓR. Останнi пов’язанi з вiдповiдними непере-

нормованими функцiями спiввiдношеннями

Γ
(N)
R ({k};m, u, v) = Z

N/2
φ (u, v)Γ(N)({k};m0, u0, v0), (2.9)

Γ
(2,1)
R (k,k1;m, u, v) = Zφ(u, v)Zφ2(u, v)Γ(2,1)(k,k1;m0, u0, v0), (2.10)

де Γ(2,1) означає двоточкову вершинну функцiю Γ(2) iз вставкою 1
2φ

2.

Початковi параметри ЕГ (2.1) m2
0, u0, v0 виражаються через аналогiчнi ве-

личини m2, u, v перенормованої теорiї, яка правильно описує критичну поведiнку,

що нас цiкавить. Ми маємо

φ = Z
1/2
φ (u, v)φR, φ2 = Z−1φ2 (u, v)[φ2]R, (2.11)
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а також

u0 = mεZu(u, v) u i v0 = mεZv(u, v) v. (2.12)

Ренормалiзацiйнi фактори Zi = Zi(u, v) визначаються спiввiдношеннями (2.5)–

(2.10), i їх можна записати у виглядi

Z−1φ (u, v) ≡ Z−13 =
∂

∂k2
Γ(2) (k;m0, u0, v0)|k2=0 , (2.13)

[Zφ2(u, v)Zφ(u, v)]−1 ≡ Z−12 = Γ(2,1)({0};m0, u0, v0)=
∂

∂m2
0

Γ(2)(0;m0, u0, v0),(2.14)

[

Zu(u, v)Z2
φ(u, v)

]−1 ≡ Z−11u = u−10 Γ(4)
u ({0};m0, u0, v0), (2.15)

[

Zv(u, v)Z2
φ(u, v)

]−1 ≡ Z−11v = v−10 Γ(4)
v ({0};m0, u0, v0). (2.16)

Тут мається на увазi, що в рядах для кореляцiйних функцiй Γ(m0, u0, v0) мають

бути виконанi перенормування усiх їх аргументiв. У двох останнiх формулах Γ
(4)
u i

Γ
(4)
v означають обертово симетричну та кубiчну частини чотириточкової вершин-

ної функцiї Γ(4) (порiвн. з (2.8)). В (2.13)–(2.16) ми навели два види позначень

ренормалiзацiйних факторiв, якi найчастiше використовуються в лiтературi а та-

кож далi у данiй роботi.

За означенням, кореляцiйна функцiя2 Γ2(0;m2
0, u0, v0) є оберненою сприйня-

тливiстю системи χ−1. Ця фiзична величина обертається в нуль у критичнiй точцi,

i тому часто розглядяється як “критичний” параметр теорiї. Її часто позначають

m2
1, називаючи “частково перенормована маса”, а умову нормування для Γ2 запи-

сують у виглядi

Γ2(0;m2
0, u0, v0) = m2

1. (2.17)

Домноження цiєї рiвностi з обидвох сторiн на Zφ разом з перенормуванням аргу-

ментiв функцiї Γ2 повертає нас до умови (2.5). Очевидно, маємо спiввiдношення

m2 = Zφm
2
1. Як i у випадку чистої O(n)-симетричної моделi φ4, перенормована ма-

са m спiвпадає з оберненою кореляцiйною довжиною ξ−1, визначеною як другий

момент двоточкової кореляцiйної функцiї.

2Для спрощення запису ми використовуватимемо також позначення ΓN для неперенормованих N -точкових
вершинних функцiй Γ(N).
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У критичнiй границim→ 0 перенормованi константи зв’язку u i v прямують

до їх значень в нерухомiй точцi (u∗, v∗). Остання визначається спiльними нулями

β-функцiй βu(u, v) i βv(u, v), якi є розв’язками системи рiвнянь

βu(u, v)
∂ ln(m−εu0)

∂u
+ βv(u, v)

∂ ln(m−εu0)

∂v
= d− 4 (2.18)

βu(u, v)
∂ ln(m−εv0)

∂u
+ βv(u, v)

∂ ln(m−εv0)

∂v
= d− 4. (2.19)

Ренормгруповi γ-функцiї визначаються як

γφ(u, v) = βu(u, v)
∂ lnZφ(u, v)

∂u
+ βv(u, v)

∂ lnZφ(u, v)

∂v
, (2.20)

γ2(u, v) = −βu(u, v)
∂ lnZ2(u, v)

∂u
− βv(u, v)

∂ lnZ2(u, v)

∂v
. (2.21)

У стiйкiй нерухомiй точцi (u = u∗, v = v∗) функцiя γφ дає величину кореляцiйного

показника Фiшера η, тодi як γ2 дає комбiнацiю показникiв 2− ν−1 − η:

γ2(u
∗, v∗) = 2− ν−1 − η, звiдки ν−1 = 2− γ∗2 − η, (2.22)

де ν є критичним показником кореляцiйної довжини. Для розведеної моделi Iзiнга

в цих остаточних результатах виконується реплiчна границя n → 0. Зауважимо,

що в деяких роботах, зокрема i в [52], результати якої будуть розглядатися в на-

ступних пунктах, використовуються позначення Z̄φ2 ≡ Z2 i γ̄φ2 ≡ γ2 для введених

вище ренормгрупових функцiй.

2.3. Ренормгруповi функцiї у двопетльовому

наближеннi

Двопетльове наближення вiдповiдає другому порядку розкладу ренормгру-

пових функцiй γφ, γ2, βu/u i βv/v за степенями перенормованих констант зв’язку

u i v. У цьому наближеннi ренормгруповi β- та γ-функцiї, що вiдповiдають ЕГ

(2.1) в просторi вимiрностi d, можуть бути записанi у виглядi [52, 60, 92, 98, 263]

βu(u, v)=−(4− d)u
{

1− u− 2v

3
+

8u2

(n+ 8)2
[(5n+ 22)f(d) + (n+ 2)j(d)]
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+
32uv

n+ 8

[

f(d) +
1

6
j(d)

]

+
8v2

9

[

f(d) +
1

3
j(d)

]}

+ · · · , (2.23)

βv(u, v)=−(4− d)v
{

1− v − 12u

n + 8
+

24u2

(n+ 8)2

[

(n+ 14)f(d) +
n+ 2

3
j(d)

]

+
16uv

n+ 8
[12f(d) + j(d)] +

8v2

27
[9f(d) + j(d)]

}

+ · · · , (2.24)

γφ(u, v)=−4(4− d)
[ n+ 2

(n+ 8)2
u2 +

2uv

3(n+ 8)
+
v2

27

]

j(d) + · · · , (2.25)

γ2(u, v)=(4− d)
{n+ 2

n+ 8
u +

v

3
−
[

12
n+ 2

(n+ 8)2
u2 +

8uv

n + 8
+

4v2

9

]

f(d)
}

+ · · · .(2.26)

Функцiї f(d) ≡ i(d) − 1/2 i j(d), що залежать вiд вимiрностi простору d, є

комбiнацiями iнтегралiв Фейнмана, взятих при нульових зовнiшнiх iмпульсах,

i(d) =
/

2 i j(d) =
∂

∂k2

∣

∣

∣

k2=0

/

2 . (2.27)

Масивнi двопетльовi iнтеграли, що входять в означення функцiй i(d) та j(d), ма-

ють вигляд

I(m2; d) =

∫ ∫

ddk1 d
dk2

(2π)2d
1

(k21 +m2)2 (k22 +m2)[(k1 + k2)2 +m2]
, (2.28)

J(m2, k2; d) =

∫ ∫

ddk1 d
dk2

(2π)2d
1

(k21 +m2)(k22 +m2)[(k1 + k2 + k)2 +m2]
.(2.29)

Iнтеграл J(m2, k2; d) i його похiдна за зовнiшнiм iмпульсом в нулi входять у ва-

жливу формулу перенормування маси в двопетльовому наближеннi. Записана в

термiнах дiаграм Фейнмана вершинної функцiї Γ2 з “ампутованими” зовнiшнiми

лiнiями ця формула має вигляд

m2
0 = m2 + + −m2 ∂

∂k2

∣

∣

∣

k2=0
+O(3L). (2.30)

Однопетльова дiаграма включає в себе iнтеграл Фейнмана

I1(m
2; d) =

∫

ddk

(2π)d
1

k2 +m2
. (2.31)

Символ O(3L) означає, що дiаграми Фейнмана з трьома (i бiльшою кiлькiстю)

петель тут вiдкидаються. Трипетльовi внески в перенормування маси бралися до
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уваги в [53] при розрахунку унiверсальної комбiнацiї критичних амплiтуд R+
ξ (див.

п. 2.5).

Iнтеграли в (2.27), так само як i перенормованi константи зв’зку, пронормо-

ванi в наших роботах [52, 60, 98], вслiд за [92, 264–266], на однопетльовий iнтеграл

D(m2; d) =

∫

ddk

(2π)d
1

(k2 +m2)2
= md−4(4π)−d/2Γ(2− d/2), (2.32)

де Γ(z) — гамма-функцiя Ейлера (див., напр. [267]). Фактично кожнiй “петлi”

дiаграми Фейнмана, тобто кожному d-вимiрному iнтегруванню за внутрiшнiм iм-

пульсом вiдповiдає дiлення на величину D(m2; d) з (2.32). Оскiльки кожна дiагра-

ма Фейнмана мiстить добутки степенiв констант зв’язку i петльових iнтегралiв,

то, вiдповiдним чином, iнтеграл D(m2; d) включається в нормування безрозмiр-

них перенормованих констант зв’язку u i v. Бiльше того, в нормування констант

зв’язку включають також i симетрiйнi фактори чотириточкових фейнманiвських

дiаграм, (n+8)/6 i 3/2. Таке нормування передбачає (див. [92, 264, 266], [34, (5.8)-

(5.9)]), що в тривимiрнiй теорiї вiдповiднi ренормгруповi β-функцiї починаються

з −u+ u2 +O(uv) i −v + v2 + O(uv).

З iншого боку, оскiльки iнтеграл D(d) має полюс ∼ 1/ε коли d наближає-

ться до 4, при такому нормуваннi константи зв’зку u звичайної O(n)-симетричної

моделi φ4, епсилон-розклад для нерухомої точки u∗ буде починатися з 1 + O(ε)

(див. [34, стор. 612–613]). А у випадку розведеної моделi Iзiнга внаслiдок такого

нормування величини нерухомих точок u∗ i v∗ матимуть вигляд ∼ ε−1/2 + O(ε0)

при ε → 0. Такi незвичнi форми розкладiв величин нерухомих точок при малих

ε дещо ускладнюють порiвняння даних наших робiт iз стандартними формулами

ε- та
√
ε -розкладiв. Щоб уникнути такої незручностi, перенормованi константи

зв’зку краще було б нормувати не точно на iнтеграл D(m2; d) з (2.32), а на вели-

чину εD(m2; d), яка є скiнченною при d = 4. При цьому, оскiльки ε = 1 при d = 3,

були б збереженi тi нормування, якi традицiйно використовувалися в тривимiрних

теорiях.

Зауважимо, що при d = 3 iнтеграли I1 i J є розбiжними. Натомiсть D, I i

∂J/∂k2|k=0 збiгаються. Ми маємо D(m2; 3) = 1/(8πm), i(3) = 2/3, j(3) = −2/27
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(див. наступний пункт).

Ренормгруповi функцiї (2.23)–(2.26), нерухомi точки при n = 0 та критичнi

показники невпорядкованих iзiнгiвських систем, що з них слiдують, аналiзували-

ся в роботах [92] i [93] при фiксованих вимiрностях простору d = 3 i d = 2, подiбно

як i в основоположнiй роботi Парiзi [50]. Новим в наших роботах [52, 60, 98] стало

те, що iдея Парiзi [50] про можливiсть дослiдження методами масивної теорiї по-

ля критичної поведiнки статистичних систем у фiксованих вимiрностях простору

(зокрема d = 3 чи d = 2) була реалiзована нами при нецiлих вимiрностях d у

всьому iнтервалi 2 ≤ d < 4.

2.4. Двопетльовi iнтеграли Фейнмана

Для конкретних розрахункiв нам необхiдно вмiти обчислювати комбiнацiї

iнтегралiв i(d) та j(d) при довiльних нецiлих значеннях параметра d.

На час виконання робiт [52, 60, 98] була вiдома наступна iнформацiя про

потрiбнi iнтеграли Фейнмана. Комбiнацiї i(d) та j(d) можна було легко розра-

хувати при d = 3. Їх значення i(3) = 2/3 i j(3) = −2/27 неявно викори-

стовувалися в роботi [91], а їх чисельнi величини приводилися в [92, 265]. При

d = 2 було вiдомо [92, 265] тiльки чисельнi значення i(2) = 0.78130241 . . . i

j(2) = −0.11463575 . . .. Коли d → 4, обидва iнтеграли I(d) та J(d) мають по-

люси за ε, а саме, I(4 − ε) ∼ 1/ε2 та J(4 − ε) ∼ 1/ε. У функцiях i(4 − ε) та

j(4 − ε) цi полюси компенсуються дiленням на D2(4 − ε), так що їх ε-розклади

починаються з3 [263]

i(d) =
1

2
+
ε

4
+O(ε2) i j(d) = −ε

8
− ε2

8

(3

4
+ I
)

+ O(ε3), (2.33)

де

I =

∫ 1

0

dx

{

1

1− x(1− x)
+

ln[x(1− x)]

[1− x(1− x)]2

}

. (2.34)

Автори роботи [263] не розраховували останнiй iнтеграл, оскiльки вiн є “залежним

вiд схеми перенормування” i не входить в результати для критичних показникiв

3Подiбна формула, наведена на стор. 873 статтi [52] — неправильна.
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[263]. Чисельне значення цього iнтеграла є I = −1.5626048 . . .. Нижче, в (2.51) ми

наводимо отриманий нами аналiтичний вираз для iнтеграла I з (2.34).

В наших роботах [52, 98] за допомогою параметризацiї Фейнмана (див.,

напр., [14, 268]) функцiї i(d) та j(d) були зведенi до подвiйних iнтегралiв за пара-

метрами Фейнмана i записанi як

i(d) =
Γ(ε)

Γ2(ε/2)

∫ 1

0

x dx

[x(1− x)]1−ε/2

∫ 1

0

yε/2 dy

[x(1− x)(1− y) + y]ε
, (2.35)

j(d) = − Γ(ε)

Γ2(ε/2)

∫ 1

0

dx

[x(1− x)]−ε/2

∫ 1

0

yε/2(1− y) dy

[x(1− x)(1− y) + y]ε
. (2.36)

Всi деталi розрахункiв викладенi в [98]. Тут, а також у бiльшостi випадкiв у

подальшому ми параметризуємо залежностi вiд вимiрностей простору стандар-

тним вiдхиленням ε вiд верхньої граничної вимiрностi d∗. При цьому зовсiм не

обов’язково, щоб це вiдхилення вважалося малим. Зараз ми маємо ε = 4− d.
Виходячи з формул (2.35) i (2.36), в роботах [52, 98] ми протабулювали фун-

кцiї f(d) i j(d) для нецiлих d в iнтервалi 2 ≤ d ≤ 4 та отримали поточковi графiчнi

зображення цих залежностей.

З iншого боку, в нашiй вiдносно недавнiй роботi [12] нам вдалося знайти явнi

вирази для функцiй f(d) i j(d) в термiнах гiпергеометричної функцiї Гауса 2F1,

яка визначається степеневим рядом (див., напр., [269, 270])4

2F1(a, b; c; z) =
∑

n≥0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn з (a)n := a(a+ 1) · . . . · (a+ n− 1), (2.37)

що збiгається для всiх a, b ∈ C i c ∈ C \ Z−0 всерединi одиничного кола |z| < 1 (i

при |z| = 1, якщо ℜ(c− a− b) > 0). Ми отримали для нормованого iнтеграла i(d)

вираз

i(d) =
1

2− ε

[

2 + 2F1

(

ε, 1;
1

2
+
ε

2
;
1

4

)

− 2 2F1

(ε

2
, 1;

1

2
;
1

4

)

]

, (2.38)

а також просте спiввiдношення, що пов’язує i(d) з j(d):

j(d) =
1

3d

[

4− (4 + d)i(d)
]

. (2.39)

4Аналогiчна узагальнена гiпергеометрична функцiя 3F2, що з’являється в наступному пунктi, має на один
параметр чисельника i знаменника бiльше.
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З його допомогою можна аналогiчний вираз для j(d). Легко переконатися, що

остання формула справедлива для i(d) i j(d) з (2.33) з точнiстю до O(ε2).

2.4.1. Результати при d = 2

Хоч iнтеграли i(d) та j(d) є гладкими функцiями d, їх розрахунок при d = 2

не є тривiальним. Щоб отримати i(2) з (2.38), необхiдно ввести малий параметр

α, що контролює вiдхилення вiд d = 2, i працювати з границями α → 0 обидвох

доданкiв у (2.38).

Такий розрахунок приводить [12] до виразiв для i(d) та j(d) при d = 2 в

термiнах узагальнених гiпергеометричних функцiй 3F2:

i(2) =
4

3
√

3
3F2

(1

2
,
1

2
,
1

2
;
3

2
,
3

2
;
1

4

)

, j(2) = − 4

3
√

3
3F2

(1

2
,
1

2
,
1

2
;
3

2
,
3

2
;
1

4

)

+
2

3
. (2.40)

У пошуку за iншими представленнями для i(2) (див. [12, додаток A]) ми

знайшли спiввiдношення

3F2

(1

2
,
1

2
,
1

2
;
3

2
,
3

2
;
1

4

)

= Cl2(π/3) . (2.41)

Тут Cl2(π/3) = 1.0149417 . . . — величина максимуму функцiї Клаузена (детальна

iнформацiя про цю функцiю може бути знайдена в книжцi [271]),

Cl2(θ) = −
∫ θ

0

dθ ln
∣

∣

∣
2 sin

θ

2

∣

∣

∣
=
∑

n≥1

sinnθ

n2
. (2.42)

Очевидно, тотожнiсть (2.41) не представлена в математичнiй лiтературi. Вона

доповнює дуже подiбну формулу

3F2

(1

2
,
1

2
,
1

2
;
3

2
,
3

2
;−1

4

)

=
π2

10
(2.43)

з математичних таблиць [272] (ф-ла 7.4.6.1).

2.4.2. Контакт з “високоенергетичною” лiтературою

Порiвняння наших формул з аналогiчними даними робiт з високоенергети-

чної фiзики привело до ряду цiкавих спостережень.
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Результат, аналогiчний до (2.38) мiститься в рiвняннi (33) роботи [273] (з

замiною ε→ ε/2):

i(d) =
1

2− ε
2

3

[

3
1
2− ε

2
πΓ(ε)

Γ2(ε/2)
+

3

2
(1− ε) 2F1

(ε

2
, 1;

3

2
;
1

4

)

]

. (2.44)

Еквiвалентнi вирази можна знайти також в [274], ф-ла (4.38), а також [275], ф-

ла (A.11). Безпосереднє порiвняння мiж (2.44) i (2.38) може бути зроблене пiсля

застосування гаусових спiввiдношень для сумiжних функцiй 2F1 з параметром

чисельника ε/2. Це приводить до цiкавого i нетривiального спiввiдношення мiж

гаусовими функцiями, рiзниця мiж якими є O(ε) при ε→ 0:

2F1

(

ε, 1;
1

2
+
ε

2
;
1

4

)

+ 2F1

(ε

2
, 1;

1

2
;
1

4

)

− 2 = 3−
1
2− ε

2
2πΓ(ε)

Γ2(ε/2)
. (2.45)

За допомогою ф-ли (4.16) з [274] можна записати повнi ε-розклади функцiй

i(d) i j(d). Зокрема,

i(d) =
1

2− ε

{

1 + 3−
1
2− ε

2
2πΓ(ε)

Γ2(ε/2)
− ε

2
3

1
2− ε

2

∑

j≥0

εj

j!

[

Lsj+1

(2π

3

)

− Lsj+1(π)
]

}

,

(2.46)

де

Lsj(θ) = −
∫ θ

0

dθ lnj−1
∣

∣

∣
2 sin

θ

2

∣

∣

∣
(2.47)

— “log-sine”-функцiї [271, 274]. За означенням, Ls1(θ) = −θ i Ls2(θ) = Cl2(θ), де

Cl2(θ) — функцiя Клаузена, яка вже зустрiчалася в роздiлi 2.4.1 при розрахунку

iнтегралiв i(d) та j(d) у двох вимiрах. З двох перших членiв суми, враховуючи

спiввiдношення (2.39), а також Cl2(2π/3)=2/3·Cl2(π/3), Cl2(π)=0, ми дiстаємо ε-

розклади

i(d) =
1

2
+
ε

4
+
ε2

8
− ε2

2
√

3
Cl2
(π

3

)

+ O(ε3) (2.48)

i

j(d) = −ε
8
− 3ε2

32
+

ε2

3
√

3
Cl2
(π

3

)

+O(ε3) . (2.49)

Нетривiальний член порядку O(ε2), присутнiй у фiгурних дужках в (2.46) чи в

(2.48), узгоджується з аналогiчним доданком ф-ли (33) з [273].
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Ми бачимо, що трансцендентна константа Cl2(π/3), яка представляє собою

максимальну величину iнтеграла Клаузена Cl2(θ), виникає i в епсилон-розкладi

i(d) бiля d = 4 i в явному виразi для i(d) при d = 2. Це є природньо, тому що iн-

теграли Фейнмана, такi як тут розглядаються, задовольняють певним загальним

спiввiдношенням, що пов’язуюуть їх величини при рiзних вимiрностях простору d

[276–279]. В роботi [12] (р-ня (31), (32), (39)) ми наводимо приклади найпростiших

спiввiдношень такого типу, що стосуються iнтегралiв i(d) та j(d). Зокрема, для

i(d) ми маємо

i(4− ε) =
1

2− ε
[

1− 3ε2

4(1 + ε)
i(2− ε)

]

. (2.50)

Легко перевiрити, що функцiя i(d) з (2.44) дiйсно задовольняє цьому спiввiдно-

шенню.

А зараз, не вдаючись у подробицi, повернемося до епсилон-розкладiв цих

функцiй, записаних з лiтературних даних в (2.33)–(2.34). Порiвнюючи формули

(2.33)–(2.34) з (2.48)–(2.49), ми бачимо, що (2.48) мiстить член порядку O(ε2) з

i(d), якого не було в (2.33). А порiвняння внескiв порядку O(ε2) в j(d) дозволяє

записати iнтеграл I з (2.34) у явному виглядi:

I =

∫ 1

0

dx

1− x(1− x)

{

1 +
ln[x(1− x)]

[1− x(1− x)]

}

= − 8

3
√

3
Cl2
(π

3

)

. (2.51)

З iншого боку, спроба розрахувати цей iнтеграл за допомогою пакету

Mathematica [280] приводить до виразу для I в термiнах похiдної вiд псi-

функцiї ψ(x), яка є логарифмiчною похiдною гамма-функцiї Ейлера (див., напр.,

[267, 281]). Таким чином ми приходимо до ланцюжка рiвностей

3F2

(1

2
,
1

2
,
1

2
;
3

2
,
3

2
;
1

4

)

= Cl2
(π

3

)

=
1

2
√

3
ψ′
(1

3

)

− π2

3
√

3
. (2.52)

Друга рiвнiсть в (2.52) є присутньою в рiвняннi (A.13) роботи [106].
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2.4.3. Критичнi показники невпорядкованих iзiнгiвських систем

при нецiлих вимiрностях простору

Знання явних залежностей РГ-функцiй (2.23)–(2.26) вiд вимiрностi простору

дозволяє проводити безпосереднiй розрахунок критичних показникiв невпоряд-

кованих систем при довiльних нецiлих значеннях d. Такий розрахунок можливий

при використаннi вiдповiдного узагальнення масивної теорiї поля, сформульованої

Парiзi [50] для 3- i 2-вимiрних систем, i був виконаний нами в роботах [52, 60, 98].

В даних роботах використовувалося чисельне табулювання функцiй i(d) та j(d) за

їх iнтегральними представленнями (2.35) i (2.36), оскiльки явнi вирази для них,

представленi вище, вiдомими ще не були. Зараз, знаючи, що всi ренормгруповi

функцiї (2.23)–(2.26) записуються в термiнах лише однiєї комбiнацiї iнтегралiв

Фейнмана, скажiмо, i(d) (див. (2.38)–(2.39)), ми могли б проробити аналогiчнi

розрахунки значно простiше.

Табл. 2.1. Чисельнi результати для невпорядкованої моделi Iзiнга при нецiлих ви-
мiрностях простору

d ν η α u∗ v∗ b1 b2
2.0 1.012 0.198 −0.024 2.562 −0.130 0.933 0.096
2.2 0.914 0.141 −0.011 2.459 −0.210 0.892 0.155
2.4 0.837 0.100 −0.009 2.391 −0.294 0.827 0.216
2.6 0.774 0.069 −0.012 2.357 −0.384 0.733 0.284
2.8 0.722 0.047 −0.022 2.356 −0.486 0.584 0.386
3.0 0.678 0.031 −0.034 2.396 −0.605 0.450 0.450
3.2 0.640 0.019 −0.048 2.492 −0.756 0.405 0.405
3.4 0.606 0.010 −0.060 2.683 −0.968 0.344 0.344

У таблицi 2.1 ми наводимо нашi чисельнi результати [52] для координат

нетривiальних змiшаних НТ (u∗, v∗), власних значень матрицi стiйкостi b1 i b2 i

критичних показникiв ν, η i α домiшкової моделi Iзiнга при нецiлих значеннях

вимiрностi простору d. Для зручностi огляду ми видiлили результати у двох най-

важливiших з практичної точки зору вимiрностях, d = 3 i d = 2. У статтi [52]

наведено бiльше чисельних даних — там вони представленi з кроком 0.1 для d.
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Гладкi залежностi величин критичних показникiв ν(d) i η(d) представленi на ри-

сунках 5 i 6 в [52]. Один iз них ми наведемо нижче.

Ми бачимо, що при зростаннi d таблиця обривається при d = 3.4. Це

пов’язане з тим, що при вищих значеннях d в паде-апроксимантах, якi вико-

ристовувалися для визначення пересумованих функцiй, з’являються полюси, що

перешкоджають чисельному iнтегруванню. Тут видно також, що власнi значення

матрицi стiйкостi b1 i b2 є однаковими при d > 2.8. Насправдi вони стають компле-

ксними, а показанi тiльки їх дiйснi частини, додатнiсть яких забезпечує стiйкiсть

змiшаних НТ, з якими ми маємо справу. При d = 3 i d = 2 вiдтворенi результати

роботи [92], а решта даних — оригiнальнi.

Графiки для критичного показника кореляцiйної довжини показанi на Ри-

сунку 2.1.5 Нашi результати представленi суцiльною кривою, що починається з

точки (d, ν) = (2, 1.012). Крива з “виколеними” точками, що стартує з (d, ν) =

(4, 1/2), показує результати виконаного нами пересумування [52] другого поряд-

ку
√
ε -розкладу для ν з робiт [86, 87]. Як бачимо, такий спосiб розрахунку дає

акуратнi оцiнки лише досить близько до d = 4. Добру екстраполяцiю мiж двома

суцiльними кривими дає точкова лiнiя, яка представляє данi роботи [99]. Остан-

нi отриманi з точного рiвняння РГ Вiльсона за допомогою методу скейлiнгових

полiв Гольнера-Рiделя.

Для двовимiрних систем величина ν(d = 2) = 1.012 є дуже близькою до то-

чки (d, ν) = (2, 1). Ця точка на Рисунку 2.1 позначена зiрочкою. Вона вiдповiдає

точному результату Онзагера ν(d = 2) = 1 для критичного показника кореля-

цiйної довжини двовимiрної моделi Iзiнга, що зберiгається i у випадку наявностi

невпорядкованостi (див. [282, 283]).

Ще одна зiрочка — в точцi (3, 0.6701) показує значення ν у чотирипетльо-

вому наближеннi [95], найвищому на 1992 р. Ця величина дуже мало вiдрiзняє-

ться вiд двопетльового результату ν = 0.678. Тут цiкаво зауважити, що згодом

у 2000р. були опублiкованi данi шестипетльових розрахункiв [106]. Їх результат

5Аналогiчний рисунок (рис. 1.1) роботи [46] з кривою наступного, трипетльового наближення, вiдтворений
на стор. 48.
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Рис. 2.1. Критичний показник ν розведеної моделi Iзiнга як функцiя вимiрностi
простору d.

для ν, ν(d = 3) = 0.678(10), з точнiстю до трьох знакiв спiвпадає з двопетльо-

вим, отриманим ще в [92] i [52]. Автори роботи [106] на таке спiвпадiння уваги не

звернули. З докладною таблицею, що охоплює результати для критичних пока-

зникiв розведеної моделi Iзiнга, отриманi в 1981—2000 роках, можна ознайомитися

в оглядовiй роботi [103]. Найновiшi данi зiбранi в таблицях I i V роботи [90].

Взагалi, згiдно з аналiзом, проведеним у роботi [52], точнiсть отриманих

тут результатiв знаходиться в межах вiд 0.1 до 2%. Звернемо увагу також на

те, що в розд. 3.1 нашої роботи [52] запропонований нами пiдхiд до визначення

критичних показникiв у нецiлих вимiрностях простору був успiшно протестований

на випадку чистої моделi Iзiнга, де розрахунки ν(d) i η(d) не стикалися з жодними

проблемами у всьому промiжку 2 ≤ d ≤ 4.

За декiлька рокiв пiсля появи роботи [52], трипетльовi iнтеграли Фейнмана

в нецiлих вимiрностях простору були протабульованi в [284], а вiдповiднi критичнi

показники чистих систем i невпорядкованої моделi Iзiнга розрахованi в [285] i [46].

А задача про дослiдження критичної поведiнки статистичних систем при

неперервнiй змiнi вимiрностi простору не втрачає своєї актуальностi i до наших

днiв — див. [18], а також [286], де показники iзiнгiвських систем при нецiлих 2 ≤
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d ≤ 4 розраховувалися за допомогою сучасних методiв конформного бутстрапу.

Першi подiбнi спроби дослiдження невпорядкованої моделi Iзiнга iз залученням

конформної ТЗ були зробленi в [21].

2.5. Унiверсальна комбiнацiя критичних амплiтуд R+
ξ у

тривимiрному просторi

Розгляд унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд розпочинаємо з ве-

личини R+
ξ , яка визначається у високотемпературнiй фазi T > Tc. Завдяки невпо-

рядкованостi цiєї фази необхiднi розрахунки можна провести у вiдносно високому

порядку ТЗ. Фiзичний змiст цiєї комбiнацiї полягає в тому, що вона пов’язана з

величиною вiльної енергiї в кореляцiйному об’ємi, тобто, з добутком fsingξ
d. Як

звичайно, fsing це сингулярна частина густини ВЕ, а ξ — кореляцiйна довжина.

При T → Tc величина fsingξd ∝ t2−αt−dν є незалежною вiд температури, оскiльки

2 − α = dν. Унiверсальнiсть цiєї комбiнацiї була передбачена i доведена ще на

початку 1970-х рокiв (див. огляд [109] i цитованi там роботи).

В термiнах критичних амплiтуд величина R+
ξ визначається як

R+
ξ = A

1/d
+ ξ+0 , (2.53)

де ξ+0 — множник бiля асимптотичної залежностi кореляцiйної довжини ξ(t) ≃
ξ+0 t

−ν + o(t−ν) при t → 0, а A+ — амплiтуда сингулярної частини питомої тепло-

ємностi

C(t) = −T ∂
2f

∂T 2
≃ A+

α
t−α + C0. (2.54)

В останнiй вираз для C(t) поряд з сингулярною частиною Csing(t) ∝ t−α входить

також незалежний вiд температури “фоновий” член C0.

В термiнах залежних вiд температури фiзичних величин в асимптотичному

режимi t→ 0 цiкава нам комбiнацiя амплiтуд може бути записана як

R+
ξ =

[

αt2Csing(t)
]

1
d ξ(t) = t [−C ′(t)]

1
d ξ(t). (2.55)
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Перевагою другого запису є те, що тут похiдна за t лiквiдує внесок вiд постiй-

ної C0 в питому теплоємнiсть. Оскiльки в масивнiй теорiї температурною змiн-

ною, яка контролює наближення до критичної точки, є “маса” m = ξ−1 ∝ tν

(або m2
1 = χ−1 ∝ tγ), для розрахунку R+

ξ потрiбно визначити зведену тем-

пературу t. Ми робимо це як у роботi [287]. Диференцiювання спiввiдношення

m2
1 = const · tγ за t дає нам dm2

1/dt = γm2
1/t. Аналогiчним чином з умови нор-

мування Γ2(0;m2
0, u0, v0) = m2

1 (див. (2.17)) отримуємо dm2
1/dt = dΓ2(0)/dt =

dΓ2(0)/dm2
0 · dm2

0/dt, а за означенням (2.14), dΓ2(0)/dm2
0 = Z−12 , де ми викори-

стовуємо скорочене позначення Z2 для добутку Z-факторiв Zφ2Zφ з (2.14). Похi-

дна dm2
0/dt є константою, тому що m2

0 i t є лiнiйними функцiями температури.

Оскiльки наявнiсть таких (неунiверсальних) констант не впливає на значення унi-

версальної величини R+
ξ , в [53] ми прийняли її рiвною одиницi. Таким чином був

отриманий взаємозв’язок

t = γZ2m
2
1, (2.56)

де γ = γ(u∗, v∗) — критичний показник сприйнятливостi. Разом з Z2 = Z2(u, v), у

виразi для t можна використати вiдомий ряд для гамма-функцiї γ(u, v), а перехiд

до НТ (u∗, v∗) здiйснити в кiнцевому виразi для R+
ξ .

Рис. 2.2. Дiаграмне представлення ВЕ невпорядкованої фази в чотирипетльовому
наближеннi, яке використовувалося в нашiй роботi.

Що стосується питомої теплоємностi, то за означенням з (2.54) вона визна-

чається другою похiдною ВЕ Γ(0,0) за m2
0. У роботi [53] ми працювали в чотири-

петльовому наближеннi, в якому ВЕ задається дiаграмним рядом, представленим

на Рисунку 2.2 Кожне диференцiювання дiаграм з рис. 2.2 за m2
0 приводить до

появи додаткової крапки на однiй з лiнiй. Приклади дiаграм Фейнмана з двома

крапками наведенi на Рисунку 2.3 Перенормування маси з переходом вiд m2
0 до
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Рис. 2.3. Графiчне зображення iнтегралiв Фейнмана, що входять у вираз для пи-
томої теплоємностi (2.57).

m2
1 супроводжується знищенням всiх дiаграмних внескiв з простим однопетльовим

власноенергетичним включенням . Одончасно виникають ефективнi параметри

розкладу u1 = u0D(m2
1) i v1 = v0D(m2

1), де D(m2
1) — iнтеграл Фейнмана, що вiд-

повiдає дiаграмi , записаний в (2.32). При d = 3 маємо D(m2
1) = 1/(8πm1).

Таким чином ми отримуємо розклад

C =
n

2
D2(m

2
1)C(u1, v1) (2.57)

з

C(u1, v1) = 1− p1
2

+
p21
4

+
p2
3

(

jS7 +
2

3
j10

)

− p31
8

−p1p2
3

(

jS7 +
2

3
j10

)

− p3
4

(

2jS19 + 4j29 + j32
)

, (2.58)

де p1, p2 i p3 — тензорнi множники, що вiдповiдають дiаграмам 1, 2 i 3 з рис. 2.4:

p1 =
n+ 2

3
u1 + v1

p2 =
n+ 2

3
u21 + 2u1v1 + v21

p3 =
n+ 2

3

n+ 8

9
u31 +

n+ 8

3
u21v1 + 3u1v

2
1 + v31. (2.59)

У формулi (2.58) ji — iнтеграли Фейнмана, нормованi таким самим чином,

як i в таблицях [265]: для L-петльового iнтеграла J
(L)
i з пропагаторами типу

(k2 + 1)−1 величина ji визначається як ji = J
(L)
i /DL(1) = (8π)LJ

(L)
i . Iндекси i

є тими самими, що позначають чотириточковi дiаграми в [265]. Ми розрахували

потрiбнi iнтеграли Фейнмана в явному виглядi. Принаймнi в лiтературi, присвя-
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ченiй дослiдженню фазових переходiв у тривимiрних системах ця робота була

виконана вперше6.

Рис. 2.4. Дiаграми вершинної функцiї Γ2(k) з тензорними множниками p1, p2 i p3.

Нашi результати для iнтегралiв ji (див. рис. 2.3) є наступними:

jS7 =
1

4
− ln

4

3
, j10 =

1

2
, jS19 = j19 − d3i5, j29 =

1

4
, j32 =

π2

12
− 1

2
.

Iндекс S в j7 i j19 означає, що в цих iнтегралах робляться вiднiмання власно-

енергетичних частин, як це показано на Рисунку 2.3 В комбiнацiї jS19 значення

чотирипетльового iнтеграла j19 = π2/8 − 1/4, петлi з трьома точками вiдповiдає

d3 = 1/4, а трипетльовий iнтеграл i5, (“5-S3” в [265]) записується як

i5 = 32
(

a+ 1
3 ln 4

3

)

де a =
1

π

∫ ∞

0

(

arctg x
2

)2

(x2 + 1)2
dx. (2.60)

Для величини a ми отримали явний вираз

a =
π2

48
− 1

8
ln2 4

3
− 1

3
ln

4

3
− 1

4
Li2

1

4
, (2.61)

де Li2(z) — дилогарифм, частковий випадок полiлогарифмiчних функцiй [269,

271], що визначаються аналiтичним продовженням ряду Тейлора

Lik(z) =
∞
∑

j=1

zj

jk
з |z| < 1 i k = 2, 3, . . . . (2.62)

Нашi результати узгоджуються з чисельними даними роботи [265]. Їх порiвняння

може дати уяву про точнiсть останнiх.

Щоб отримати величину R+
ξ за другим означенням з (2.55), потрiбно про-

диференцiювати питому теплоємнiсть (2.57) за t. Це приводить нас до формули

R+
ξ =

γ√
Z3

{

nZ2
2

32π

[

1 + u1
∂

∂u1
+ v1

∂

∂v1

]

C(u1, v1)

}
1
3

. (2.63)

6Згодом аналогiчнi результати були отриманi також в роботi [288]
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Пiсля перенормування вершин, остаточний розклад унiверсальної комбiнацiї R+
ξ

при d = 3 в чотирипетльовому наближеннi має вигляд

R+
ξ = 3

√

n

32π

[

1 +
n + 2

2(n+ 8)
u +

1

6
v +

1

n + 8

(

n+ 2

n+ 8
u2 +

2

3
uv

)(

27n+ 98

108
− 4 ln

4

3

)

+
v2

27

(

125

108
− 4 ln

4

3

)

+

12u2

(n+ 8)2

(

n + 2

n + 8
u+ v

)(

−1004− 4n− 9n2

864
− 4

23n+ 103

81
ln

4

3
+
n+ 8

9
w0

)

+

4

3(n+ 8)
uv2

(

−9554− 635n

7776
− 2

n+ 27

9
ln

4

3
+ w0

)

+

4

81
v3
(

−991

864
− 56

9
ln

4

3
+ w0

)]

, (2.64)

де для компактностi запису ми ввели позначення

w0 =
11π2

12
− 19

[

Li2
1

4
+

1

2
ln2 4

3

]

З довiльним n, результат (2.64) вiдповiдає n-компонентнiй моделi з кубi-

чною анiзотропiєю. Покладаючи тут v = 0, ми вiдтворюємо першi чотири члени

розкладу величини R+
ξ для випадку чистої iзотропної n-векторної моделi з [287].

Щоб отримати вiдповiдну величину для розведеної моделi Iзiнга, потрiбно в (2.64)

вилучити загальний множник 3
√
n i пiсля цього перейти до границi n→ 0.

Тут слiд пiдкреслити рiзницю мiж визначеннями вiльних енергiй n-

векторної кубiчної моделi з n > 1 i розведеної моделi Iзiнга з реплiчною границею

n → 0. В моделi з кубiчною анiзотропiєю в просторi параметра порядку прямий

розрахунок вiльної енергiї на основi ЕГ (2.1) приводить до суми дiаграм Фейнма-

на, зображеної на Рисунку 2.2. При цьому вираз для кожної з цих дiаграм має

множник n — число компонент поля φ. Цей загальний множник вiльної енергiї

з’являється, вiдповiдно, у виразi для питомої теплоємностi (2.57), i, в степенi 1/d

— в комбiнацiїR+
ξ . При розглядi невпорядкованої моделi Iзiнга з замороженим без-

ладом її ВЕ визначається реплiчною формулою (2.4). Вiдповiдно, сума дiаграм з

Рисунку 2.2 в цьому випадку вiдповiдає величинi − ln < Zn
c >c. Це означає, що

згiдно з (2.4), ВЕ розведеної моделi Iзiнга отримується з ВЕ n-векторної кубiчної
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Табл. 2.2. Чисельнi оцiнки R+
ξ при d = 3 для кубiчної моделi (n = 3) i розведеної

моделi Iзiнга (n = 0).

n 3 0 0 0 0
R+
ξ 0.42± 0.01 0.286± 0.004 0.2886± 0.0006a 0.290(10)b 0.2885(15)c

Без iндексiв — величини, отриманi з формули (2.64) в нашiй роботi [53].
a Результат 5-петльового наближення з [51].
b Результат 6-петльового наближення з [47].
c Данi чисельного розрахунку методом Монте Карло з [289].

моделi шляхом дiлення останньої на n i подальшого переходу до границi n → 0.

Вiдповiдне дiлення на n1/3 i наступний перехiд до n = 0 вiдбуваються у формулi

(2.64) для величини R+
ξ .

Для чисельних оцiнок величини R+
ξ в [53] ми використовували апроксиман-

ти типу Паде для подвiйних рядiв, видiв [(2, 2), (1, 1)] i [(1, 1), (2, 2)]. Такi апро-

ксиманти ранiше успiшно застосовувалися при розрахунках критичних показни-

кiв [32, 93, 94]. Чисельнi оцiнки виконувалися в НТ трипетльового наближен-

ня, координати яких вперше були правильно визначенi в [32, 94]: v∗ = 2.26212,

u∗ = −0.74537 для розведеної моделi Iзiнга i v∗ = 0.04055, u∗ = 1.35854 для

кубiчної моделi з n = 3.

Нашi чисельнi оцiнки зiбранi в таблицi 2.2. Як видно з наведених даних,

наш результат для унiверсальної комбiнацiї R+
ξ (n = 0) = 0.286± 0.004, що вiдпо-

вiдає випадку розведеної моделi Iзiнга, дуже добре узгоджується як з чисельними

оцiнками вищих наближень, так i з результатом високоточних комп’ютерних симу-

ляцiй. З огляду на таке узгодження, ми можемо бути певними, що й наша оцiнка

R+
ξ (n = 3) = 0.42 ± 0.01, отримана аналогiчним чином для моделi з кубiчною

анiзотропiєю, теж добре описує цю фiзичну величину.
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2.6. Критичнi амплiтуди в низькотемпературнiй фазi

(T < Tc) при d = 3

При температурах, нижчих за критичну (T < Tc), розрахунки необхiдно

проводити з врахуванням спонтанного порушення симетрiї в системi та наявно-

стi в нiй ненульового параметра порядку. Для дослiдження критичних амплiтуд

фiзичних величин низькотемпературної фази нам потрiбна iнформацiя, що визна-

чається рiвнянням стану.

2.6.1. Особливостi ефективного гамiльтонiана при T < Tc

При розглядi впорядкованої фази для виводу рiвняння стану ми повиннi

проводити розрахунки при наявностi ненульового зовнiшнього магнiтного поля

H0 - див. (1.1). Це приводить до появи в ЕГ (2.1) додаткового члена (див. [113,

(1)-(4)])

−
∫

ddxH0

n
∑

α=1

φα(x) . (2.65)

Така форма зв’язку мiж зовнiшнiм полем i реплiчними компонентами φα поля

параметра порядку передбачає, що кожна з цих компонент у впорядкованiй фазi

має одне i те ж саме середнє значення φα = M0. Це означає що “вектор намагнi-

ченостi” φ спрямований вздовж напряму (1, 1, · · · , 1). Впорядкована фаза такого

типу є можливою в моделi з кубiчною анiзотропiєю (2.1) (див. [290, 291]).

У такiй ситуацiї зручно звести розрахункову задачу до бiльш стандартного

вигляду. Це досягається таким поворотом осей координат в n-компонентному ре-

плiчному просторi, що зовнiшнє магнiтне поле стає спрямованим вздовж тiльки

однiєї з компонент поля φ. Вслiд за роботами [112, 113, 291] ми повертаємо базисну

систему координат {e(0)α } → {eα} таким чином, що один з ортiв старого базису,

наприклад e(0)1 = (1, 0, · · · , 0), переходить в одиничний вектор e1, напрям яко-

го спiвпадає з напрямом iндукованого зовнiшнiм полем вектора намагнiченостi:

(1, 1, · · · , 1) в початкових координатах. При цьому вiдбувається лiнiйне перетво-
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рення поля параметра порядку i польовi компоненти φα перетворюються в Φα. В

результатi ЕГ (2.1) набуває вигляду

H =

∫

ddx

{

1

2

[

(∇Φ)2 +m2
0|Φ|2

]

+
u0
4!
|Φ|4 +

v0
4!
bα1···α4

Φα1
· · ·Φα4

−H0

√
nΦ1

}

(2.66)

Тензор bα1···α4
у другому членi типу φ4 визначається матричними елементами по-

вороту eαβ = (eβ, e
(0)
α ), так, що bα1···αk

=
∑n

α=1 e
α
α1
· · · eααk

. Як звичайно, вiдбувається

сумування за iндексами, що повторюються.

Далi, пiсля стандартного змiщення поздовжньої компоненти Φ1 на величину

її середнього значення Φ1 =
√
nM0, де M0 — намагнiченiсть, ми приходимо до

дещо бiльш громiздкого ЕГ з вершинами типу φ3 i φ4, що мають рiзну симетрiю

(див.[113, 291]). У квадратичних за полями членах з’являються двi рiзнi “маси”,

що вiдповiдають поздовжнiй i поперечнiй сприйнятливостям:

r0L = m2
0 +

(v0
2

+
nu0
2

)

M2
0 ,

r0T = m2
0 +

(v0
2

+
nu0
6

)

M2
0 . (2.67)

Важливо те, що в границi n→ 0 обидвi вони зводяться до однiєї i тiєї ж стандар-

тної величини

r0 = m2
0 +M2

0v0/2. (2.68)

Це дозволяє без принципово нових труднощiв проводити розрахунки для розве-

деної моделi Iзiнга в низькотемпературнiй фазi. При цьому роль вiльного пропа-

гатора вiдiграє величина (k2 + r0)
−1, з тим, що члени, пропорцiйнi n в r0L i r0T ,

враховуються за теорiєю збурень з малим параметром n. Така процедура приво-

дить до необхiдностi брати до уваги вершини типу φ2 поряд з вершинами типу φ3

та φ4 при побудовi дiаграм Фейнмана, що призводить до суттєвого збiльшення їх

числа.

Таким чином, явнi розрахунки проводитимуться на основi ЕГ

H=

∫

ddx

{

1

2

[

(∇ϕ)2 + r0ϕ
2
]

+
nu0
4
M2

0ϕ
2
1 +

nu0
12

M2
0

n
∑

α=2

ϕ2
α+
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+
u0
4!
|ϕ|4 +

v0
4!
bα1···α4

ϕα1
· · ·ϕα4

+

+
u0
3!
M0

√
n ϕ1|ϕ|2 +

v0
3!
M0

√
n bα1···α3

ϕα1
· · ·ϕα3

}

, (2.69)

де φ1 ≡ Φ1 −
√
nM0, а φα з α = 2, . . . , n вiдповiдають поперечним компонентам

поля Φ.

2.6.2. Спiввiдношення мiж температурними змiнними

Для отримання фiзичних результатiв, позбавлених ультрафiолетових розбi-

жностей, в рядах ТЗ потрiбно виконувати перенормування початкових параметрiв

теорiї. Як звичайно, в упорядкованiй фазi доцiльно використати схему перенор-

мувань, аналогiчну до тiєї, що застосовується при T > Tc [76, 77]. При цьому

перенормованi константи зв’язку u i v, як i їх значення в НТ u∗ i v∗, повиннi зали-

шитися тими самими, що й при T > Tc. Для того, щоб температурний параметр

теорiї низькотемпературної фази, перенормована маса m2, теж зберiгав властиво-

стi аналогiчного параметра теорiї з T > Tc, застосовуються наступнi мiркування

[292].

У високотемпературнiй фазi при перенормуваннi маси вiдбувається пере-

хiд вiд лiнiйного за температурою параметра m2
0 до перенормованої маси, яка є

нелiнiйною функцiєю температури, m2 ∼ (T − Tc)ν, де ν 6= 1 — критичний пока-

зник кореляцiйної довжини. Натомiсть, при T < Tc через присутнiсть ненульового

параметра порядку неперенормована маса m2
0 перетворюється у вiльному пропа-

гаторi на величину m2
0 + v0M

2
0/2 (див. (2.68)). Остання мiстить у собi нелiнiйнiсть

за температурою, оскiльки M0 ∼ (Tc − T )β, де β 6= 1 — критичний показник

намагнiченостi. Щоб зберегти i в низькотемпературнiй фазi схему перенормуван-

ня маси, що перетворює лiнiйну функцiю температури в нелiнiйну, в роботi [292]

було запропоновано замiнити величину v0M
2
0 , що входить у вiльний пропагатор

упорядкованої фази, на добуток7 v0M
2
0Z2/Z1. Оскiльки ця комбiнацiя є лiнiйною

7Тут ми використовуємо для ренормалiзацiйних Z-факторiв позначення Z2 i Z1, прийнятi в статтi [53]. Взає-
мозв’язок мiж ними i Z-факторами Zφ2 i Zv, введеними в роздiлi 2.2 визначається спiввiдношеннями Z2 = Zφ2Zφ

i Z1 = ZvZ
2
φ. При цьому Z3 ≡ Zφ.
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функцiєю температури при T → Tc, то таким чином вiдновлюється лiнiйнiсть за

температурою вiльного пропагатора при нульовому iмпульсi.

Таким чином, при розглядi розведеної моделi Iзiнга в упорядкованiй фазi

перенормування маси слiд проводити згiдно з умовою нормування

m2
1 ≡ Z−1φ m2 = Γ

(2)
0

(

0;m2
0 +

1

2
v0M

2
0Z2Z

−1
1v , u0, v0

)∣

∣

∣

∣

n=0

, (2.70)

яка приходить зараз на змiну звичайнiй умовi (2.5). При цьому пара ефективних

параметрiв розкладу (u, v) залишається тiєю ж самою, що й визначена в (2.8).

Щоб отримати унiверсальнi комбiнацiї критичних амплiтуд термодинамi-

чних функцiй, ми повиннi порiвнювати певнi фiзичнi величини при температурах,

вищих i нижчих за критичну, при однiй i тiй самiй величинi вiдхилення t ∼ |T−Tc|
в обидвох фазах. При T > Tc в масивнiй теорiї поля вiдстань до критичної тем-

ператури контролюється змiнною m2
1, а взаємозв’язок мiж t i m2

1 визначається

рiвнянням (2.56). При наближеннi до критичної точки параметр m2
1 перетворює-

ться в нуль, а одночасно з цим перенормованi константи зв’язку u i v прямують

до нерухомої точки (u∗, v∗). Останнє залишається справедливим i при T < Tc,

але сам параметр m2
1 визначається тут з модифiкованої умови нормування (2.70).

Через її вiдмiннiсть вiд “високотемпературної” умови нормування (2.17), однiй

i тiй самiй масi m2
1 у двох рiзних фазах вiдповiдають два рiзнi вiдхилення вiд

критичної точки, t+ i t−.

Таким чином, якщо ми визначаємо якусь фiзичну величину, нехай Ψ(t), при

одному i тому ж самому наборi параметрiв {m2
1, u, v} при T > Tc i T < Tc, то це

означає, що ми розглядаємо її як

Ψ+(m2
1, u, v) = Ψ(t+) ≃ C+

Ψ t−xΨ+ i Ψ−(m2
1, u, v) = Ψ(t−) ≃ C−Ψ |t−|−xΨ

з t+ 6= |t−| у рiзних фазах. Формуючи вiдношення цих двох величин i переходя-

чи до критичної границi m2
1 → 0 ми отримуємо наступне правило для визначення

вiдношення критичних амплiтуд:

C+
Ψ

C−Ψ
=

Ψ+(u∗, v∗)

Ψ−(u∗, v∗)
·
∣

∣

∣

∣

t+
t−

∣

∣

∣

∣

xΨ

. (2.71)
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Тут xΨ — критичний показник фiзичної величини Ψ(t), а Ψ+(u∗, v∗) i Ψ−(u∗, v∗)

— звичайнi ряди ТЗ за степенями перенормованих констант зв’язку, розрахованi

в рiзних фазах i взятi у нерухомiй точцi.

Нам залишилося означити вiдношення |t+/t−|, що фiгурує у формулi (2.71).

Для цього зауважимо, що iз рiвнянь (2.14) i (2.17) випливає, що

dm2
0+

dm2
1

= Z2 при T > Tc, (2.72)

тодi як з (2.14) i (2.70) слiдує спiввiдношення

dm2
0−

dm2
1

= Z2

[

1− Z−12

d

dm2
1

(

X0
Z2

Z1v

)]

, де X0 ≡
v0M

2
0

2
, при T < Tc. (2.73)

Порiвнюючи два останнi рiвняння ми отримуємо

dm2
0−

dm2
0+

= 1− U , де U = U(u, v) = Z−12

d

dm2
1

[

X0
Z2

Z1v

]

. (2.74)

При розрахунку унiверсальних вiдношень критичних амплiтуд нас цiкавить тiль-

ки найближчий окiл Tc i ми нехтуємо поправками до скейлiнгу. Тому в формулах

типу (2.71) ми можемо використовувати щойно отримане спiввiдношення у вигля-

дi

t−
t+

= 1− U(u∗, v∗) (2.75)

Оскiльки вiдноснi вiдхилення температур t+ i t− мають протилежнi знаки,

права сторона рiвняння (2.75) повинна бути вiд’ємною. Це насправдi пiдтверджу-

ється явними розрахунками функцiї U(u, v).

Як проiлюстровано в (2.71), знання спiввiдношення (2.75) дозволяє нам роз-

раховувати рiзнi комбiнацiї критичних амплiтуд у виглядi подвiйних рядiв за сте-

пенями змiнних u i v.

2.6.3. Термодинамiчнi функцiї

Для виконання явних розрахункiв унiверсальних комбiнацiй термодинамi-

чних критичних амплiтуд ми повиннi повернутися до теорiї збурень, сформульо-

ваної в пунктi 2.6.1. На основi описаного там ЕГ (2.69) ми запишемо розклади
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ТЗ для термодинамiчного потенцiалу, рiвняння стану, намагнiченостi, розгляне-

мо термодинамiчнi функцiї, що представлятимуть для нас iнтерес.

У двопетльовому наближеннi термодинамiчний потенцiал Γ(M0), який є

функцiєю намагнiченостi i температури, в нашому випадку має вигляд

У цiй формулi задiяно 8 дiаграм Фейнмана, тодi як аналогiчний вираз для термо-

динамiчного потенцiалу впорядкованих iзiнгiвських систем включає в себе тiльки

три дiаграми, (a), (c), i (d). У випадку iдеальних систем перехiд до наступного на-

ближення ТЗ потребує додаткового залучення п’яти трипетльових дiаграм. Для

розрахунку ж функцiї Γ(M0) домiшкової моделi ми повиннi були розглянути ще

24 додатковi дiаграми. Вони зображенi на Рисунку 2.5 i протабульованi в Табл. II

нашої роботи [53]. Для бiльшостi з цих дiаграм нами були знайденi явнi вирази.

Рис. 2.5. Трипетльовi дiаграми вiльної енергiї Γ0(M0).

Для iлюстрацiї наведемо явний двопетльовий вираз для Γ(M0), де дiаграми

з Рисунку 2.5 до уваги не беруться:

Γ0(M0) =
1

2
m2

0M
2
0 +

v0
4!
M4

0 +
1

2

∫

d3k ln(k2 + r0) +
u0M

2
0

6
J1(r0) +



97

+
t1
8

(J1(r0))
2 − t1

12

u0M
2
0

8π
√
r0
J1(r0) +

v0
72

(

u0M
2
0

8π
√
r0

)2

−

− t2
12
M2

0J2(r0) +
v0
36

(3v0 + 4u0)u0M
4
0 I(r0)−

v20
36
u20M

6
0K(r0). (2.76)

Тут J1(r0) i J2(r0) — звичайнi iнтеграли Фейнмана масивної теорiї поля, що вiдпо-

вiдають дiаграмам (b), i (d). Тiльки цi два iнтеграли є розбiжними в тривимiрному

просторi, а стандартне перенормування маси приводить до вiднiмань пов’язаних з

ними розбiжностей. I(r0) i K(r0) вiдповiдають дiаграмам (g) i (h), вони пов’язанi

з похiдними вiд функцiї J2(r0) за її аргументом r0. Величини t1 i t2 — це тензорнi

множники дiаграм i , взятi в реплiчнiй границi n = 0 (порiвн. з (2.59)):

t1 = v0 +
2

3
u0,

t2 = v20 + 2u0v0 +
2

3
u20. (2.77)

Рiвняння стану отримується з вiльної енергiї диференцiюванням за намагнi-

ченiстю M0:

H0 =
dΓ0(M0)

dM0
. (2.78)

У нашiй роботi [53] ми отримали рiвняння стану для невпорядкованих iзiнгiвських

систем у трипетльовому наближеннi. Не вдаючись у подробицi доволi громiздких

розрахункiв вищих порядкiв, наведемо тут лише просту формулу однопетльового

наближення:

H0

M0
= m2

0 +
v0
3!

+
(v0

2
+
u0
3

)

J1(r0)−
u0v0

48π
√
r0
M2

0 + O(v20, u
2
0, v0u0). (2.79)

Декiлька перших членiв (однопетльове наближення) рiвняння стану, отри-

маного описаним способом, мають вигляд

H0

M0
= m2

1 −
2

3
X0 −X0(Z2Z

−1
1v − 1)− u1

3
X0, (2.80)

де, як i в (2.73) використовується скорочене позначення

X0 =
v0M

2
0

2
. (2.81)
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Розв’язок рiвняння стану на критичнiй iзохорi H0 = 0 визначає спонтанну

намагнiченiсть MS
0 через комбiнацiю XS

0 . З рiвняння (2.81) ми отримуємо

XS
0 = m2

1

[

2

3
+

9

4

(

v1 +
4

3
u1

)]

. (2.82)

У виразi для величини XS
0 зручно видiлити критичну сингулярнiсть, як це роби-

лося в [292]:

XS
0 =

3

2
m2

1Z1vY (u, v), (2.83)

де функцiя Y (u, v) є несингулярною в НТ (u∗, v∗).

У двопетльовому наближеннi отримується дуже простий результат для фун-

кцiї Y (u, v):

Y = 1 +
u

24
(3v + 4u) +O(u3, v3, ...). (2.84)

Повний же вираз для цiєї функцiї в наступному трипетльовому наближеннi досить

громiздкий, з ним можна ознайомитися в додатку D нашої роботи [53].

2.6.4. Унiверсальнi комбiнацiї критичних амплiтуд

Пiсля проведеної роботи ми вже маємо можливiсть безпосередньо перейти

до нашого головного завдання — обрахунку унiверсальних комбiнацiй критичних

амплiтуд невпорядкованої моделi Iзiнга безпосередньо у тривимiрному просторi.

Першим i найпростiшим об’єктом є вiдношення критичних амплiтуд магнi-

тної сприйнятливостi χ ≃ Γ±|t|−γ. У симетричнiй фазi (T > Tc), за означенням

частково перенормованої маси m2
1 в (2.17), ми маємо просто χ−1+ = m2

1. При T < Tc

обернена магнiтна сприйнятливiсть на критичнiй iзохорi визначається як друга

похiдна термодинамiчного потенцiалу за намагнiченiстю M0, що береться при не-

нульовiй спонтанний намагнiченостi MS
0 :

χ−1− =
∂2Γ0

∂M2
0

∣

∣

∣

∣

M0=MS
0

. (2.85)
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За своєю вимiрнiстю ця величина теж пропорцiйна m2
1, i тому повинна мати ви-

гляд χ−1− = m2
1S(u, v). Безрозмiрна функцiя S(u, v) отримується в ТЗ на основi

описаних у попередньому параграфi розкладiв для Γ0(M0) (див. (2.76)) i Y (u, v)

(див. (2.83)). Беручи до уваги сказане в п. 2.6.2, зокрема, використовуючи фор-

мули (2.71) i (2.75), ми отримуємо вiдношення амплiтуд

Γ+

Γ−
= S(u∗, v∗)|1− U(u∗, v∗)|−γ. (2.86)

Коефiцiєнти подвiйних рядiв ТЗ для функцiй S, U, Y i, нарештi, Γ+/Γ− прота-

бульованi в таблицi III нашої роботи [53]. Остаточнi чисельнi оцiнки для цього

вiдношення критичних амплiтуд ми наведемо нижче.

Як вiдомо (див. (2.54)), питома теплоємнiсть C(t) ≃ A±|t|−α/α+C0 включає

в себе постiйний аддитивний доданок C0, присутнiсть якого не дає можливостi

визначити вiдповiдне вiдношення амплiтуд A+/A− таким самим простим чином,

як у попередньому випадку. Для цього ми повиннi використати похiдну C ′(t) ≃
−A±|t|−1−α, i таким чином ми приходимо до формули

A+

A−
=

[

∂3Γ0+

(∂m2
0)

3

/

∂3Γ0−
(∂m2

0)
3

]

|1− U|−α−1 (2.87)

де позначення Γ0+ i Γ0− вiдповiдають вiльним енергiям високо- низькотемпера-

турної фаз. У правiй частинi (2.87) ми повиннi виконати перенормування всiх

параметрiв теорiї i оцiнити значення отриманих рядiв у НТ.

Перейдемо до унiверсальної комбiнацiї RC , яка охоплює критичнi амплiтуди

рiзних термодинамiчних функцiй при T > Tc i T < Tc: питомої теплоємностi,

магнiтної сприйнятливостi та спонтанної намагнiченостiMS
0 = B|t|β . Ця величина

походить з робiт [293, 294] i має вигляд

RC =
A+Γ+

B2
. (2.88)

Використовуючи означення вiдповiдних термодинамiчних функцiй i скей-

лiнгове спiввiдношення α + 2β + γ = 2, ми отримуємо

RC = −C
′
+χ+

(MS
0 )2

∣

∣

∣

∣

t−
t+

∣

∣

∣

∣

2β

t3+. (2.89)
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Подiбно як i в формулi (2.55) для унiверсальної комбiнацiї R+
ξ , тут виникає явна

залежнiсть вiд зведеної температури t+, для якої можна використати ф-лу (2.56).

Температурна залежнiсть повнiстю зникне, якщо роздiлити вираз (2.89) на третiй

степiнь величини R+
ξ i утворити нову унiверсальну комбiнацiю критичних амплi-

туд

r ≡ RC
(

R+
ξ

)3 = Γ+(ξ+0 )−3B−2 = −16v

9Y
|1− U|2β (2.90)

Чисельнi данi для коефiцiєнтiв розкладiв усiх розглянутих у цьому парагра-

фi комбiнацiй критичних амплiтуд за степенями перенормованих констант зв’язку

u i v наведенi в табл. III нашої роботи [53].

Не повторюючи тут цього не дуже iнформативного масиву чисел, в насту-

пному параграфi ми перелiчимо тi чисельнi оцiнки розглянутих вище фiзичних

величин, що з них випливають.

2.6.5. Чисельнi оцiнки унiверсальних комбiнацiй амплiтуд

У попередньому параграфi ми отримали ряди ТЗ для декiлькох унiверсаль-

них вiдношень i комбiнацiй критичних амплiтуд тривимiрної розведеної моделi

Iзiнга, для виводу яких був необхiдним розгляд теорiї в упорядкованiй низькотем-

пературнiй фазi. Цi подвiйнi ряди за степенями перенормованих констант зв’язку

u i v включають в себе всi степенi цих змiнних до третього степеня включно.

Чисельнi значення фiзичних величин, що їм вiдповiдають, отримуються в НТ

(u = u∗, v = v∗). Оскiльки розклади, з якими ми маємо справу, не є збiжними,

при переходi до чисельних оцiнок ми повиннi застосовувати до них певнi дода-

тковi засоби. Так, в роботi [53] остаточнi розрахунки ми провели з використанням

апроксимант типу Паде для подвiйних рядiв.

Ми розглянули декiлька видiв апроксимант, що залежать вiд двох змiнних,

i переконалися в тому, що найстiйкiшi результати отримуються при використаннi

апроксимант типу [2,2/1,1] i [1,1/2,2], таких, якi вже використовувалися ранiше в

роботах [93] i [32] при визначеннi критичних показникiв. В остаточних розрахун-
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Табл. 2.3. Чисельнi оцiнки унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд домi-
шкової моделi Iзiнга.

DIM
√
ε Експ CPPV МI

Γ+/Γ− 3.05± 0.32 > 2 2.8± 0.2a 5.5(1.0) 4.77± 0.30
A−/A+ 0.17± 0.16 < 0 0.625b 0.625 1.848
RC 0.070± 0.002 0.03 0.08(2) 0.0594± 0.0011
r 2.8± 0.9 3.57 2.998

DIM — величини, отриманi в нашiй роботi [53].√
ε — данi

√
ε -розкладу з [113]; тут A+/A− < −1/2.

Експ — експериментальнi данi (a — з [295], b — величина, обернена до 1.6(3) з
[296])
CPPV — результати роботи [47]; тут A+/A− = 1.6(3), як i в [296].
МI — комбiнацiї амплiтуд чистої моделi Iзiнга з [292].

ках ми використовували значення перенормованих констант зв’язку v∗ = 2.26212

i u∗ = −0.74537 в НТ, вперше правильно розрахованих у трипетльовому набли-

женнi в наших роботах [32, 94]8. Нашi результати, отриманi в [53], представленi в

табл. 2.3. Наведенi похибки вказують на чутливiсть чисельних оцiнок щодо вибору

рiзних видiв апроксимант.

У роботi [114] для розглянутих комбiнацiй амплiтуд ми виконали також пе-

ресумування типу Паде-Бореля. При цьому ми використовували апроксиманти

типу [1,1/2,2],подiбно, як ми робили це в [32, 94]. Цi апроксиманти є простими у

застосуваннi, вони добре зарекомендували себе при розрахунках критичних по-

казникiв у [32, 94], а також давали стiйкi оцiнки при виводi даних таблицi 2.3.

Результати пересумувань Паде-Бореля з [114] добре узгоджуються з цими дани-

ми, в основному потрапляючи в область, обмежену зазначеними похибками.

Так, наприклад, для унiверсального вiдношення амплiтуд магнiтної

сприйнятливостi (3.05 ± 0.32 у табл. 2.3) метод Паде-Бореля дає оцiнку

8Цi координати НТ, а також вiдповiднi критичнi показники розведеної моделi Iзiнга γ = 1.328 i ν = 0.671 були
отриманi в [32, 94] у результатi коректного врахування всiх трипетльових дiаграм. В аналогiчних розрахунках
попереднiх робiт [91, 93] були зробленi помилки, що вплинули на остаточнi результати. Нашi результати були
згодом вiдтворенi в [46], а також у ходi розрахункiв вищих порядкiв [95].
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Γ+/Γ− ≃ 3.38. Для порiвняння можна згадати
√
ε -розклад [113]

Γ+/Γ− = 2(1− 0.136
√
ε+ 1.083ε) + O(ε3/2) > 2, (2.91)

а також експериментальний результат Γ+/Γ− = 2.8 ± 0.2 [295]. Зауважимо, що

для чистої моделi Iзiнга теоретико-польовi розрахунки дають майже у два рази

бiльшу величину Γ+/Γ− = 4.77± 0.30 [292].

Величину RC = 0.070 ± 0.002 з табл. 2.3 ми теж можемо порiвняти з її
√
ε -розкладом [113]

RC = 0.056
√
ε− 0.072ε+O(ε3/2) ≃ 0.03 (2.92)

та її аналогом для чистих систем RC = 0.0594± 0.0011 [292]. Для неї ми не маємо

iнформацiї про експериментальнi данi.

Головною мотивацiєю роботи, описаної в роздiлi 2.6, було знаходження унi-

версального вiдношення амплiтуд питомої теплоємностi A+/A− невпорядкованих

систем i, зокрема, визначення знаку цiєї величини. Причиною для цього була

iснуюча розбiжнiсть мiж результатами теоретичних розрахункiв [112, 113] i екс-

периментальних вимiрювань [296, 297] для A+/A−. Теорiя та експеримент давали

рiзнi знаки цього вiдношення, що передбачало рiзнi форми залежностей питомої

теплоємностi вiд температури C(T ) в околi Tc.

Зокрема, однопетльовий розрахунок [112] дав вiд’ємне значення A+/A− =

−1/2 + O(
√
ε), а результат двопетльового наближення [113] не виявив тенденцiї

до змiни знаку цiєї величини:

A+/A− = −2α−1(1 +
3

2

√

6/53
√
ε) +O(ε) ≃ −1

2
− 0.136

√
ε < −1

2
, (2.93)

де критичний показник α = −
√

6/53
√
ε+O(ε). НерiвнiстьA+/A− < 0 разом з α <

0 передбачає, що критична температура вiдповiдає точцi перегину кривої C(T ),

тодi як максимум питомої теплоємностi досягається при якiйсь iншiй температурi,

вiдмiннiй вiд Tc [113, 298].

З iншого боку, експериментальнi данi роботи [296] екстраполювалися у при-

пущеннi, що максимум C(T ) вiдповiдає критичнiй температурi, а отже має вигляд
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пiку. Такий пiдхiд передбачає додатнiсть вiдношення A+/A− i a priori виключає

можливiсть A+/A− < 0. На нашу думку, щоб уникнути такої неоднозначностi

в iнтерпретацiї експериментальних даних, що стосуються питомої теплоємностi,

яка в домiшковiй моделi Iзiнга є скiнченною при T = Tc, слiд проводити пре-

цизiйне визначення положення критичної температури з розгляду якоїсь iншої

фiзичної величини (наприклад, магнiтної сприйнятливостi), яка має яскраво ви-

ражену степеневу розбiжнiсть в точцi переходу. Це мало б дати змогу вiд самого

початку визначити, яка частина кривої C(T ) вiдповiдає околу критичної точки:

її максимум, чи дiлянка її швидкого спадання.

Нажаль, через погану збiжнiсть ряду ТЗ, що визначає вiдношення амплiтуд

питомої теплоємностiA+/A−, i його невелику довжину, ми не змогли отримати на-

дiйну чисельну оцiнку цiєї важливої величини. Проблема фактично зводилася до

визначення знаку малої величини A−/A+, для якої ми отримали приблизну оцiнку

A−/A+ ≃ 0.17±0.16. Для звичайного вiдношення A+/A− це давало A+/A− ≃ 6 —

велике додатнє значення, але не виключало змiни знаку цiєї величини на вiд’ємний

при врахуваннi вищих порядкiв ТЗ.

2.7. Висновки

У цьому роздiлi ми виконали дослiдження невпорядкованих систем з замо-

роженим безладом за допомогою методу “масивної” теорiї поля Парiзi у фiксо-

ваних вимiрностях простору d. При цьому ми вперше реалiзували iдею Парiзi у

випадку нецiлих вимiрностей d, i у двопетльовому наближеннi отримали плавнi

залежностi критичних показникiв невпорядкованих iзiнгiвських систем вiд d. Хоч

i виведенi в досить низькому наближеннi ТЗ, нашi результати мають задовiльну

чисельну точнiсть. Вони добре узгоджуються з даними бiльш раннiх, а також i

пiзнiших робiт iнших авторiв.

Двопетльовi iнтеграли Фейнмана i ренормгруповi функцiї розрахованi в яв-

ному виглядi i вираженi в термiнах гiпергеометричних функцiй Гауса 2F1. Про-

ведене детальне порiвняння отриманих результатiв з даними, опублiкованими в
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лiтературi з фiзики високих енергiй.

Також виконано нетривiальне узагальнення масивної теорiї поля на випадок

тривимiрних невпорядкованих iзiнгiвських систем, що перебувають у низькотем-

пературнiй фазi з ненульовим параметром порядку. У три- i чотирипетльовому

наближеннях розраховано ряд унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд i

вiдношень їх величин при T > Tc i T < Tc. Зроблено висновок про те, що теорети-

чне значення вiдношення критичних амплiтуд питомої теплоємностi A+/A− при

d = 3 може бути додатнiм всупереч передбаченням ε-розкладу бiля d = 4.

Пiдходи наших робiт [52] i [53] використовувалися рiзними авторами при

розрахунках вищих наближень для величини R+
ξ [47, 51], а також для критичних

показникiв при нецiлих вимiрностях простору [46, 284, 285].
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РОЗДIЛ 3

ПОВЕРХНЕВА КРИТИЧНА ПОВЕДIНКА
НАПIВБЕЗМЕЖНИХ СИСТЕМ

Як вже згадувалося вище, на початку 80-рокiв минулого столiття методи

квантової теорiї поля почали успiшно застосовуватися в теорiї поверхневих кри-

тичних явищ (див. [115, 125]). Головним методом розрахункiв був ε-розклад [9, 10],

i результати отримувалися у виглядi коротких (до першого i другого порядкiв)

рядiв за степенями ε. Для отримання з таких рядiв чисельних даних у реальному

тривимiрному просторi була необхiдна екстраполяцiя до ε = 1. Ця процедура не

завжди приводила до надiйних чисельних оцiнок. Так було у випадку кросовер-

ного поверхневого показника Φ, який на 20-30% вiдрiзнявся вiд даних симуляцiй

Монте Карло — див. [34, 61, 115].

У наших роботах, описаних у цьому роздiлi, ми узагальнюємо масивну те-

орiю поля на випадок напiвбезмежних iзотропних систем з короткосяжними вза-

ємодiями, обмежених однiєю плоскою поверхнею. Таке узагальнення дає можли-

вiсть дослiджувати поверхневу критичну поведiнку безпосередньо у фiзичнiй ви-

мiрностi просторуd = 3. Насправдi, наш метод є бiльш загальним: сформульо-

вана нами масивна теорiя працює у довiльних вимiрностях простору d в межах

2 ≤ d < 4. Використовуючи розроблену нами схему розрахунку ми, зокрема,

отримуємо чисельнi значення поверхневих критичних показникiв для двох ти-

пiв поверхневих фазових переходiв: звичайного (“ordinary”) [34, 61] i спецiального

[34, 61, 74]. Нашi результати в рядi випадкiв поправляють попереднi оцiнки, отри-

манi з ε-розкладу, i добре узгоджуються як з даними експериментальних робiт1,

так i з найкращими результатами чисельних дослiджень методами Монте Карло.

1Короткий огляд експериментальної ситуацiї i порiвняння з теоретичними результатами можна знайти в
роботi [34].
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3.1. Модель

Критична поведiнка напiвбезмежних систем з n-компонентним параметром

порядку та iзотропними короткосяжними взаємодiями описується ЕГ Ландау-

Гiнзбурга-Вiльсона [115]

H[φ] =

∫

V

[

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2

0 |φ|2 +
1

4!
u0 (|φ|2)2

]

+

∫

∂V

(

1

2
c0|φ|2

)

. (3.1)

На вiдмiну вiд звичайних об’ємних систем, в даному випадку система “займає”

верхню половину d-вимiрного простору V = Rd
+ ≡ {x = (r, z) ∈ Rd | r ∈

Rd−1, z ≥ 0}, обмежену плоскою поверхнею ∂V при z = 0. Поле n-компонентного

параметра порядку описується змiнною φ = {φa(x), a = 1, ..., n}. Початковими,

неперенормованими параметрами теорiї є: “маса” m2
0 — лiнiйна функцiя темпера-

тури, константа зв’язку u0 > 0, що характеризує флуктуацiї полiв в об’ємi систе-

ми, i c0 — локальний поверхневий параметр, що описує вiдхилення сили поверх-

невих взаємодiй вiд об’ємних (“surface enhancement” в англомовнiй лiтературi).

Нас цiкавитимуть критичнi явища, що вiдбуваються у приповерхневому ша-

рi напiвбезмежної системи, коли в її об’ємi при температурi Кюрi Tc вiдбувається

фазовий перехiд другого роду. В залежностi вiд сили поверхневих взаємодiй c0

можливi рiзнi типи переходiв у таких системах:

1) якщо величина c0 бiльша за певну спецiальну величину csp0 , то поверхневi

взаємодiї не достатньо сильнi для того, щоб на поверхнi могло виникнути само-

стiйне впорядкування при T = Tc. Поверхня з такими властивостями називається

“вiльною” поверхнею. У цiй ситуацiї критичнi особливостi локальних поверхневих

фiзичних величин “iндукуються” флуктуацiями параметра порядку в об’ємi V си-

стеми, що наближається до впорядкованого стану при зниженнi температури до

величини Tc. В критичному режимi поле параметра порядку на поверхнi перетво-

рюється в нуль, тобто задовольняє граничним умовам Дiрiхле. Такий поверхневий

перехiд називається звичайним.

2) коли c0 = csp0 i T → Tc (тобто m2
0 → m2

0c), поверхня ∂V i об’єм V системи

впорядковуються одночасно. При цьому поверхневий фазовий перехiд називається
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спецiальним. “Спецiальна” точка фазової дiаграми (m2
0c, c0) є мультикритичною.

3) при c0 < csp0 поверхневi взаємодiї є достатньо сильними для виникнення

поверхневого впорядкування при температурах, вищих за критичну. Як наслiдок,

при подальшому зниженнi температури до T = Tc, фазовий перехiд в об’ємi си-

стеми вiдбувається вже в присутностi далекосяжного впорядкування на поверхнi.

Такий перехiд називається екстраординарним.

Зауважимо, що два останнi типи поверхневих фазових переходiв можливi

тiльки в тому випадку, коли вимiрнiсть поверхнi d−1 перевищує нижню граничну

вимiрнiсть dℓ(n) (залежну вiд числа компонент параметра порядку n), при якiй

поява фази з поверхневим упорядкуванням стає неможливою. Бiльше деталей

подано в роботах [34, 115, 125]. Вiдповiдна фазова дiаграма зображена на Рисунку

1.2 (стор. 52).

Звичайний i спецiальний переходи є “досяжними” з високотемпературної,

повнiстю невпорядкованої фази. Тому їх теоретичний опис є значно простiшим

за опис екстраординарного переходу. У цьому останньому випадку необхiдно ма-

ти справу з ненульовим, просторово змiнним профiлем параметра порядку 〈φ(z)〉
(як при T < Tc, так i при T ≥ Tc), що суттєво ускладнює розрахунки.2 А для

звичайного i спецiального переходiв парна кореляцiйна функцiя наближення мо-

лекулярного поля (вiльний пропагатор) має вiдносно простий вигляд

Ĝ(p; z, z′) =
1

2κ0

[

e−κ0|z−z
′| − c0 − κ0

c0 + κ0
e−κ0(z+z

′)

]

, (3.2)

де

κ0 =
√

p2 +m2
0 . (3.3)

Корелятор (3.2) записаний у т.зв. pz-представленнi, тобто це — Фур’є-образ ко-

ординатного представлення кореляцiйної функцiї G(r; z, z′) вiдносно координат

r, паралельних до поверхнi, тобто напрямiв, у яких зберiгається трансляцiйна

iнварiантнiсть:

G(x, x′) =

∫

p

Ĝ(p; z, z′) eip(r−r
′), де

∫

p

≡
∫

Rd−1

dd−1p

(2π)d−1
. (3.4)

2Дуже детальний розгляд екстраординарного переходу можна зайти в найновiших роботах автора [42] i [37].
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При цьому p — вiдповiдний (d − 1)-вимiрний “паралельний” хвильовий ве-

ктор. Перший доданок у правiй частинi рiвняння (3.2) представляє собою pz-

представлення вiльного об’ємного трансляцiйно-iнварiантного пропагатора. Роз-

клади за теорiєю збурень з пропагатором (3.2) можуть бути регуляризованi за

допомогою процедури “обрiзання” — покладаючи Ĝ(p; z, z′) = 0 для |p| > Λ,

або за допомогою приписiв вимiрної регуляризацiї, яких ми дотримуємося в цiй

роботi.

3.2. Перенормування

Головною метою перенормувань в теорiї критичних явищ є формування т.зв.

“перенормованої теорiї”, теорiя збурень для якої є вiльною вiд ультрафiолетових

чи iнфрачервоних розбiжностей i не залежною вiд довiльного iмпульса обрiзання

Λ. Нашою теперiшньою метою є дослiдження поверхневої критичної поведiнки

напiвбезмежних систем, що визначаються ЕГ (3.1), при температурах, близьких

до об’ємної критичної температури Tc. Це означає, що наша теорiя повинна вклю-

чати в себе стандартну поведiнку об’ємних кореляцiйних функцiй, що описують

поведiнку полiв, вiддалених вiд поверхнi.

3.2.1. Об’ємнi кореляцiйнi функцiї

Для об’ємних кореляцiйних функцiй N полiв φ i I вставок типу φ2 ми виби-

раємо стандартнi умови нормування масивної теорiї поля в безмежних системах

[77] (див. (2.5) — (2.8)):

Γ
(2)
R (k; u,m)

∣

∣

∣

k=0
= m2, (3.5)

∂
∂k2 Γ

(2)
R (k; u,m)

∣

∣

∣

k=0
= 1, (3.6)

Γ
(2,1)
R (k,Q; u,m)

∣

∣

∣

k=Q=0
= 1, (3.7)

Γ
(4)
R ({ki}; u,m)

∣

∣

∣

{ki=0}
= mε u. (3.8)
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Цi умови нормування, як звичайно, стосуються вершинних функцiй Γ(N,I) i ви-

значають об’ємнi ренормалiзацiйнi Z-фактори, якi входять у взаємозв’язки мiж

початковими i перенормованими параметрами теорiї,

φ = [Zφ(u)]1/2 φR , φ2 = [Zφ2(u)]−1
[

φ2
]

R
, u0 = Zu(u)mε u , (3.9)

а також перенормовану масу m2. У перенормованiй теорiї критична границя

T → Tc досягається при m2 → 0, що фiзично вiдповiдає розбiжностi об’ємної

кореляцiйної довжини при наближеннi до критичної точки. У цiй границi пере-

нормована константа зв’язку u переходить в iнфрачервоно-стiйку нерухому точку

u∗ > 0.

3.2.2. Поверхневi кореляцiйнi функцiї

Введемо зв’язнi кореляцiйнi функцiї (кумулянти), що включають в себе як

об’ємнi, так i поверхневi поля (N,M, I, I1 ≥ 0):

G(N,M ;I,I1)({xi},{rj},{Xl},{Rl};m2
0, u0, c0) = (3.10)

〈

N
∏

i=1

φ(xi)

M
∏

j=1

φs(rj)

I
∏

l=1

1

2
[φ(Xl)]

2
I1
∏

m=1

1

2
[φs(Rm)]2

〉

cum

Далi використовуватимемо також скороченi позначення

G(N,M) ≡ G(N,M ;I=0,I1=0) . (3.11)

Для перенормування кореляцiйних функцiй, що включають поверхневi поля, нам

необхiдно ввести новi ренормалiзацiйнi фактори Z1 i Zφ2s , що визначають взає-

мозв’язки мiж початковими i перенормованими поверхневими полями,

φs = [ZφZ1]
1/2 [φs]R , (φs)

2 =
[

Zφ2s
]−1 [

(φs)
2
]

R
. (3.12)

Також необхiдно визначити перенормовану поверхневу константу зв’язку c,

зв’язану з початковим параметром теорiї c0 через змiщення δc. Таким чином,

перенормованi кореляцiйнi функцiї визначатимуться спiввiдношеннями

G
(N,M ;I,I1)
R (;m, u, c) = Z

−(N+M)/2
φ Z

−M/2
1 [Zφ2]

I [Zφ2s
]I1 G(N,M ;I,I1)(;m0, u0, c0) .(3.13)
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Вони матимуть скiнченнi границi при Λ→∞ пiсля вiдповiдної репараметризацiї

величин m0, u0 i c0, що входять в початковий ЕГ (3.1).

Для визначення нових ренормгрупових функцiй Z1, Zφ2s i c ми записуємо

новi умови нормування для поверхневих кореляцiйних функцiй:

Ĝ
(0,2)
R (p;m, u, c)

∣

∣

∣

p=0
=

1

m+ c
, (3.14)

∂

∂p2
Ĝ

(0,2)
R (p;m, u, c)

∣

∣

∣

p=0
= − 1

2m(m+ c)2
, (3.15)

Ĝ
(0,2;0,1)
R (p, P ;m, u, c)

∣

∣

∣

p=P=0
= (m+ c)−2 . (3.16)

Рiвняння (3.14) разом з визначенням (3.13) визначає перенормовану поверхневу

константу зв’язку c i її взаємозв’язок з вихiдним параметром c0. Разом з (3.5) ця

умова нормування забезпечує те, що спецiальний поверхневий фазовий перехiд

вiдбувається при m = c = 0. Звичайний перехiд вiдповiдає границi m → 0 при

фiксованому c > 0. У цьому режимi перенормована локальна поверхнева сприйня-

тливiсть

χ11R ≡ Ĝ
(0,2)
R (p = 0)→ c−1 (3.17)

i залишається, як i повинно бути, скiнченною в точцi переходу.

Двi останнi умови нормування (3.15) i (3.16) визначають новi поверхневi

ренормалiзацiйнi фактори Z1 i Zφ2s :

Z1Zφ = −2m(m+ c)2
∂

∂p2
Ĝ(0,2) [p;m0(m, u), u0(m, u), c0(c,m, u)]

∣

∣

∣

p=0
, (3.18)

Z−1φ2s = −[Z1Zφ]
−1(m+ c)2

∂

∂c0
Ĝ(0,2) [0;m0(m, u), u0(m, u), c0]

∣

∣

∣

c0=c0(c,m,u)
. (3.19)

Пiдкреслимо, що наш вибiр “поверхневих” умов нормування (3.14) — (3.16) перед-

бачає, що поверхневi Z-фактори, взагалi кажучи, є функцiями як перенормованої

константи зв’язку, так i безрозмiрної змiнної c/m. Таке загальне формулюван-

ня дозволяє, в принципi, охопити як граничнi випадки спецiального i звичайного

фазових переходiв, так i кросоверну область мiж ними.
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3.2.3. Структура сингулярностей теорiї збурень

Сформульований нами пiдхiд до дослiдження поверхневої критичної пове-

дiнки в напiвбезмежних системах дозволяє уникнути суттєвих труднощiв, якi явно

проявляли б себе при спробi побудувати безмасову (критичну) теорiю поверхне-

вих переходiв при d = 3 чи, взагалi кажучи, для вимiрностей d, не близьких до

d = 4.

Як вiдомо [299], величина m2
0c неперенормованої маси при T = Tc, необхiдна

для побудови критичної суперперенормованої теорiї при d < 4, має загальний

вигляд

m2
0c = u

2/ε
0 M(ε) , (3.20)

де функцiя M має простi полюси при ε = εk ≡ 2/k, k ∈ N , тобто, при d ≥ 2.

Подiбно, для напiвбезмежних систем спецiальна величина поверхневої константи

зв’язку [61]

csp0 = u
1/ε
0 C(ε) , (3.21)

де функцiя C має полюси при ε = εk+1 а отже, при d ≥ 2.3 Через неаналiтичну

залежнiсть величин m2
0c i csp0 вiд константи зв’язку u0 функцiї M i C неможливо

визначити за допомогою теорiї збурень.

Дiйсно, розраховуючи явно [34, п. 2.3] однопетльовий внесок O(u0) в роз-

кладi χ−111 = [Ĝ(0,2)(p = 0)]−1, ми видiляємо полюс, що з’являється при ε = 1.

Мiнiмальне вiднiмання цього полюса шляхом змiщення поверхневого параметра

δc0 приводить до появи логарифма константи зв’язку u0, так що утворена в ре-

зультатi функцiя не є регулярною при u0 = 0.

Проблеми такого характеру не виникають у вибраному нами пiдходi, яким

ми користуємося i надалi.

3Специфiчнi залежностi вiд ε степеневих показникiв u0 в (3.20) i (3.21) базуються на пiдрахунку вимiрностей:
iмпульсна вимiрнiсть [u0] = ε, а константа зв’язку u0 залишається єдиним вимiрним параметром у вимiрно
регуляризованiй безмасовiй теорiї з безмежним iмпульсом обрiзання i ε > 0.
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3.3. Спецiальний перехiд

Для опису спецiального переходу ми працюємо в околi мультикритичної то-

чки, яка досягається при c = 0. Покладання c = 0 в нашiй теорiї не приводить

до будь-яких проблем, за умови, що попередньо було виконано перенормування

поверхневої константи зв’язку c0. При c = 0 ми отримуємо ренормалiзацiйнi фа-

ктори

Zsp
1 (u)Zφ(u) = −2m3 ∂

∂p2
Ĝ(0,2)

[

p;m0(m, u), u0(m, u), csp0 (m, u)
]

∣

∣

∣

p=0
, (3.22)

[

Zsp
φ2s

(u)
]−1

= −m2 [Zsp
1 (u)Zφ(u)]

−1 ∂

∂c0
Ĝ(0,2)

[

0;m0(m, u), u0(m, u), c0
]

∣

∣

∣

c0=c
sp
0

,(3.23)

за допомогою яких визначаються перенормованi кореляцiйнi функцiї G(N,M ;I,I1)
R,sp

при c = 0 (чи c0 = csp0 — див. р-ня (3.13)). Ренормалiзацiйнi фактори Zsp
1 (u) i Zsp

φ2s
(u)

забезпечують скiнченнiсть перенормованої теорiї при спецiальному переходi i в

його околi.

3.3.1. Рiвняння Каллана-Симанзiка

Критична поведiнка при спецiальному переходi отримується шляхом дослi-

дження асимптотичної поведiнки результуючої масивної теорiї з c = 0 в границi

m → 0. У цьому випадку перенормованi кореляцiйнi функцiї G(N,M)
R,sp задоволь-

няють диференцiйним рiвнянням з частковими похiдними, якi є узагальненням

вiдомих рiвнянь Каллана-Симанзiка (див. напр. [77]),
[

m
∂

∂m
+ β(u)

∂

∂u
+
N +M

2
ηφ(u) +

M

2
ηsp1 (u)

]

G
(N,M)
R,sp (;m, u) = ∆GR , (3.24)

де

∆GR ≡ − [2− ηφ(u)]m2

∫

V

ddX G
(N,M ;1,0)
R,sp (;m, u) . (3.25)

Коефiцiєнтнi ренормгруповi функцiї у цих рiвняннях є

β(u) = m
∂

∂m

∣

∣

∣

∣

0

u , (3.26)
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ηφ(u) = m
∂

∂m

∣

∣

∣

∣

0

lnZφ(u) = β(u)
d lnZφ(u)

du
(3.27)

i

ηsp1 (u) = m
∂

∂m

∣

∣

∣

∣

0

lnZsp
1 (u) = β(u)

d lnZsp
1 (u)

du
. (3.28)

Першi двi з них — стандартнi об’ємнi функцiї, а ηsp1 (u) — додаткова, специфi-

чна для проблеми, що розглядається. Символ |0 означає, що похiднi беруться при

фiксованих неперенормованих параметрах (i iмпульсi обрiзання Λ). Для дослi-

дження асимптотичної границi достатньо розглядати однорiднi рiвняння (3.24) з

∆GR = 0.

Для визначення кросоверного показника Φ потрiбно розглядати вiдхилен-

ня вiд мультикритичної точки, ∆c0 = c0 − csp0 , i виконати розклад кореляцiйних

функцiй до першого порядку за цим малим вiдхиленням. При цьому не виника-

ють iнфрачервонi розбiжностi оскiльки теорiя, що використовується, є масивною.

Аналогом величини ∆c0 у перенормованiй теорiї виступатиме

∆c ≡
[

Zsp
φ2s

(u)
]−1

∆c0 . (3.29)

Перенормованi кореляцiйнi функцiї залежатимуть вiд додаткової безрозмiрної

змiнної

c ≡ ∆c/m , (3.30)

а ренормгруповi рiвняння для них матимуть у лiвiй частинi додатковий диферен-

цiальний оператор

− [1 + ηsp
c

(u)] c
∂

∂c
, (3.31)

з новою коефiцiєнтною функцiєю

ηsp
c

(u) = m
∂

∂m

∣

∣

∣

∣

0

lnZsp
φ2s

(u) = β(u)
d

du
lnZsp

φ2s
(u) . (3.32)
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3.3.2. Скейлiнгова поведiнка в околi спецiального переходу

Розв’язки узагальнених рiвнянь Каллана-Симанзiка (3.24) визначають

асимптотичнi скейлiнговi форми кореляцiйних функцiй поблизу мультикритичної

точки. Ми використовуємо вiдомi спiввiдношення об’ємної масивної теорiї поля

m ∼ (m2
0 −m2

0c)
ν ∼ τ ν , (3.33)

Zφ ∼ (u− u∗)η/ω ∼ mη , (3.34)

де τ ≡ (T − Tc)/Tc — мале вiдносне вiдхилення вiд критичної температури, а ν

— критичний показник кореляцiйної довжини. Як звичайно, u− u∗ ∼ mω, де ω =

β ′(u∗) > 0 — критичний показник поправок до скейлiнгу, а η — малий критичний

iндекс.

Аналогiчним чином поводять себе i новi “поверхневi” Z-фактори:

Zsp
1 ∼ (u− u∗)ηsp1 (u∗)/ω ∼ mηsp1 (u∗) , (3.35)

Zsp
c
∼ (u− u∗)ηspc (u∗)/ω ∼ mηsp

c
(u∗) (3.36)

при u → u∗ разом з m→ 0. Використання цих асимптотичних залежностей при-

водить до спiввiдношень

∆c ∼ m−η
sp
c
(u∗) ∆c0 , c ∼ m−[1+η

sp
c
(u∗)] ∆c0 , (3.37)

з яких випливає iдентифiкацiя скейлiнгової змiнної τ−Φ∆c0 i кросоверного пока-

зника

Φ = ν[1 + ηsp
c

(u∗)] . (3.38)

З розв’язкiв рiвнянь Кaллана-Симанзiка i наведених вище результатiв ви-

пливають наступнi асимптотичнi скейлiнговi форми кореляiйних функцiй в околi

спецiального переходу:

G(N,M)(x, r;m0, u0, c0) ∼ m(Nβ+Mβsp
1 )/ν Ψ(N,M)

(

mx, mr, m−Φ/ν∆c0
)

. (3.39)
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Тут β i βsp
1 — стандартнi об’ємний i поверхневий показники вiдповiдних намагнi-

ченостей. Останнiй пов’язаний з поверхневим кореляцiйним показником η‖ скей-

лiнговим спiввiдношенням

β1 =
ν

2

(

d− 2 + η‖
)

, (3.40)

де у випадку спецiального переходу ηsp‖ визначається через ренормгрупову фун-

кцiю ηsp1 (u):

ηsp‖ = η(u∗) + ηsp1 (u∗) . (3.41)

3.3.3. Ренормгруповi функцiї — явнi вирази

Вiдповiдно до сформульованої вище загальної схеми перенормувань ми вико-

нали явнi розрахунки ренормгрупових функцiй, що визначають поверхневi крити-

чнi показники спецiального переходу. Було використано двопетльове наближення

масивної теорiї поля безпосередньо у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3. Громi-

здких деталей розрахункiв за теорiєю збурень та обчислень вiдповiдних iнтегралiв

Фейнмана ми не наводимо, вони докладно описанi в роботi [34]. Зупинимося на

наших результатах.

Двопетльовi ренормгруповi η-функцiї, що безпосередньо визначають крити-

чнi показники спецiального переходу, є

ηsp‖ (u)=− n + 2

2(n+8)
u+

12 (n+2)

(n+ 8)2

[

2A− n+2

6
(1− ln 2) ln 2 +

n−10

48

]

u2+O(u3)(3.42)

i

ηsp
c

(u) = −n + 2

n + 8

(

2 ln 2− 1

2

)

u− 24 (n+ 2)

(n+ 8)2

[

A− B − n+ 1

2
ln 2

+
n + 2

3
ln2 2 +

17n+ 22

96

]

u2 +O(u3), (3.43)

де A = 0.202428 i B = 0.678061 — чисельнi значення iнтегралiв Фейнмана,

пов’язаних з двопетльовою дiаграмою з трьома еквiвалентними внутрiшнiми лi-

нiями, якi не вдалося розрахувати аналiтично, на вiдмiну вiд усiх iнших внескiв.
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3.3.4. Поверхневi критичнi показники спецiального переходу

Виходячи з розкладiв (3.42) i (3.43) для ηsp‖ (u) i ηsp
c

(u), а також вiдомих

об’ємних функцiй η(u) i ν(u) (див. (2.22), (2.25)–(2.26)) ми генеруємо аналогiчнi

ряди теорiї збурень для iнших поверхневих показникiв, використовуючи вiдомi

скейлiнговi спiввiдношення [115]

∆1 =
ν

2

(

d− η‖
)

, (3.44)

η⊥ =
η + η‖

2
, (3.45)

β1 =
ν

2

(

d− 2 + η‖
)

, (3.46)

γ11 = ν
(

1− η‖
)

, (3.47)

γ1 = ν (2− η⊥) , (3.48)

δ1 =
∆

β1
=

d + 2− η
d− 2 + η‖

, (3.49)

δ11 =
∆1

β1
=

d− η‖
d− 2 + η‖

, (3.50)

αsp
1 = α + ν − 1 + Φ = 1− ν [d− 2− ηsp

c
(u∗)] , (3.51)

αsp
11 = α+ ν − 2 + 2Φ = −ν [d− 3− ηsp

c
(u∗)] . (3.52)

Зауважимо, що скейлiнговi спiввiдношення (3.44)–(3.50) виконуються не тiльки

для поверхневих критичних показникiв спецiального переходу. Вони справедливi

також i в випадку звичайного переходу, i будуть використовуватися для виводу

вiдповiдних показникiв у розд. 3.4 i 3.5.

Як вiдомо з бiльш дослiдженої об’ємної теорiї, розклади такого типу є асим-

птотичними. Для отримання надiйних чисельних оцiнок критичних показникiв з

таких рядiв, до них необхiдно застосовувати спецiальнi процедури пересумуван-

ня. Для кожного ряду теорiї збурень (3.44)–(3.52) i для оберненого йому ряду ми

будуємо вiдповiдну таблицю Паде, а також, де це можливо, виконуємо пересуму-

вання типу Паде-Бореля. Результати чисельних розрахункiв наведенi у виглядi

таблиць у роботах [34, 61, 74], поряд iз докладним описом способiв їх отримання.

Тут, у Таблицi 3.1 ми згадуємо тiльки деякi приклади наших чисельних оцiнок,
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порiвнюючи їх з результатами iнших робiт, отриманими переважно чисельними

методами типу Монте Карло, а додатковi данi — до 2004 р. — мiстяться в таблицi

3 огляду [300].

Табл. 3.1. Величини поверхневих критичних показникiв спецiального переходу у
тривимiрних полiмерних (n = 0) та iзiнгiвських (n = 1) системах ста-
ном на 1998 рiк.

η‖ η⊥ β1 γ11 γ1 Φ
n = 0

[34, 61, 74] −0.133 −0.053 0.255 0.666 1.207 0.518
[301] 1988 0.805(15) 1.304(6) 0.530(7)
[302] 1994 0.714(6) 1.230(2) 0.496(4)

n = 1
[34, 61, 74] −0.165 −0.067 0.263 0.734 1.302 0.539
[303] 1990 0.18(2) 0.96(9) 1.41(14) 0.59(4)
[304] 1992 0.22 0.74
[305] 1993 0.237(5) 0.461(15)
[306] 1995 0.2375(15) 0.788(1) 1.328(1)

Наша чисельна оцiнка критичного показника поверхневої теплоємностi

αsp
11(n = 1) = −0.182 означає виконання нерiвностi

αsp
11 < 0 (3.53)

для iзiнгiвських систем. Ця нерiвнiсть є, фактично, критерiєм несуттєвостi [307]

слабкої короткосяжно корельованої замороженої невпорядкованостi на поверхнi

для систем такого типу у тривимiрному просторi при спецiальному переходi. Цей

фiзичний висновок, зроблений у нашiй статтi [34], пiдтверджений симуляцiями

Монте Карло в [308].

Нашi результати, отриманi для кросоверного показника Φ(n) зi скейлiнгових

спiввiдношень, Φ(0) = 0.518 (клас унiверсальностi полiмерних систем), i Φ(1) =

0.539 (клас унiверсальностi моделi Iзiнга) добре узгоджувалися з найновiшими

результатами комп’ютерного моделювання на час виконання робiт [34, 61, 74]:

Φ(0) = 0.530 ± 0.007 [301], Φ(0) = 0.496 ± 0.005 [302], i Φ(1) = 0.461 ± 0.015



118

[305, 309]. Вони суттєво покращували попереднi, явно завищенi оцiнки [115, 124],

виведенi з ε-розкладу для Φ(n) прямою пiдстановкою величини ε = 1, Φ(0) ≈ 0.67

i Φ(1) ≈ 0.68.

Згодом однак виявилося, що насправдi найкращими теоретичними оцiнками

кросоверного показника Φ є не згаданi вище Φ(0) = 0.518 i Φ(1) = 0.539, а резуль-

тати пересумувань за Паде-Борелем безпосереднiх рядiв теорiї збурень масивної

теорiї при d = 3 для Φ(n), а саме

Φ(0) = 0.474 i Φ(1) = 0.463. (3.54)

Цi величини записанi у Таблицях 3 i 4 нашої роботи [34] у стовпчиках, названих

R i R−1i .

В [34] ми також показали, що подiбнi чисельнi данi отримуються i з ε-

розкладу для Φ(n), виведеного в [124], за допомогою аналогiчних пересумувань

Паде-Бореля (див. формули (6.7)–(6.9) i Таблицю 7 в [34]):

Φ(0) = 0.482, 0.483 i Φ(1) = 0.474, 0.475. (3.55)

Зауважимо, що в обидвох випадках (3.54) та (3.55) виконується нерiвнiсть

Φ(0) > Φ(1),

яка випливає з аналiзу високоточних даних сучасного комп’ютерного моделю-

вання (див. Таблицю 3.2), але не виконується для пари чисел Φ(0) = 0.518 i

Φ(1) = 0.539, яку ми вважали найкращою в 1998 роцi.

Насправдi, з часу опублiкування роботи [34] i до останнiх рокiв визначенню

величини кросоверного показника Φ придiлялася дуже велика увага [300, 310–316].

При цьому особливий iнтерес цей показник представляє у випадку полiмерних

систем [310–312, 314, 316]. У вiдповiднiй лiтературi точилася багатолiтня дискусiя

щодо його величини, зокрема, вiдносно класичного значення 0.5 (див. вiдповiдний

роздiл в оглядi [314]).

У Таблицi 3.2 ми даємо перелiк чисельних оцiнок кросоверного показника

Φ(n), отриманих протягом останнiх 10-15 рокiв i порiвнюємо їх з нашими резуль-
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Табл. 3.2. Кросоверний показник Φ(n) за даними роботи [34] i новiшi результати
комп’ютерного моделювання

n = 0 [34] d=3 [34] ε-розкл [310] 2004 [311] 2004 [312] 2005 [316] 2013
Φ(0) 0.474 0.482 0.59 0.5005(36) 0.484(2) 0.483(3)
n = 1 [34] d=3 [34] ε-розкл [313] 2005 [315] 2011
Φ(1) 0.463 0.474 0.451(1) 0.452(2)
n = 2 [34] d=3 [34] ε-розкл [313] 2005
Φ(2) — — 0.407

татами (3.54) та (3.55). На даний час для кросоверного показника Φ(0) найкращи-

ми вважаються результати робiт [312] i [316] в останнiх двох стовпчиках таблицi,

якi є суттєво меншими за бiльш раннi оцiнки, i, зокрема, меншими за 1/2. Во-

ни є дуже близькими до наших значень Φ(0), наведених у лiвiй частинi таблицi.

Те ж саме можна сказати i про кросоверний показник Φ(1). За даними Таблицi

3.2 ми бачимо, що iз зростанням числа компонент параметра порядку величина

Φ(n) зменшується. Ця тенденцiя спостерiгається як у результатах чисельних екс-

периментiв, так i в наших даних. При n = 2 кросоверний показник Φ нами не

розраховувався, оскiльки згiдно з теоремою Мермiна-Вагнера-Гоенберга, двови-

мiрна поверхня тривимiрної напiвбезмежної системи не може утворити фази iз

спонтанним порушенням неперервної симетрiї при T > 0, а отже при n = 2 i

d = 3 класичний спецiальний перехiд вiдсутнiй.

На завершення зауважимо, що в недавнiй роботi [44] розглядалися спе-

цифiчнi переходи в тривимiрних напiвбезмежних n-векторних моделях з O(n)-

симетричним парметром порядку, на поверхнi яких при n = 2 i певнiй температу-

рi вiдбувається впорядкування типу Березинського-Костерлiца-Таулеса. Подiбнi

явища спостерiгалися також в чисельних експериментах типу Монте Карло при

дослiдженнi випадку d = n = 3 [45].



120

3.3.5. Довiльнi вимiрностi простору: явний розрахунок

Оскiльки наша масивна теорiя є вiльною вiд iнфрачервоних розбiжностей,

вона може застосовуватися для всiх вимiрностей простору d, dℓ(n) < d < 4, що

представляють iнтерес. Загальнi вирази для ренормгрупових функцiй з довiль-

ним d можливо отримати явно в однопетльовому наближеннi [74]. Для випадку

спецiального переходу ми маємо:

ηsp1 (u∗) = −n+ 2

n+ 8

ε

1 + ε
(3.56)

i

ηsp
c

(u∗) =
n+ 2

n+ 8

ε

1 + ε

[

1− 2
1+ε
2 2F1

(

3− ε
2

,
1 + ε

2
;
3 + ε

2
;
1

2

)]

, (3.57)

де ε = 4−d > 0 не обов’язково безмежно мале, а 2F1(...) - звичайна гiпергеометри-

чна функцiя Гауса. З наших формул при ε→ 0 вiдтворюються вiдомi результати

ε-розкладу. А при d = 3 простою пiдстановкою ε = 1 можна отримати чисельнi

оцiнки

ηsp1 (n = 0) = ηsp‖ (n = 0) = −1

8
≃ −0.13, (3.58)

ηsp1 (n = 1) = ηsp‖ (n = 1) = −1

6
≃ −0.17 (3.59)

i

ηsp
c

(n = 0) =
1

8
(1− 4 ln 2) ≃ −0.22 , (3.60)

ηsp
c

(n = 1) =
1

6
(1− 4 ln 2) ≃ −0.30 . (3.61)

Величини, отриманi в цьому найпростiшому наближеннi для ηsp1 , дуже добре узго-

джуються з результатами наших складних двопетльових розрахункiв. Гiршим є

узгодження у випадку ηspc : як виявляється, ряд теорiї збурень для цiєї функцiї по-

водить себе набагато гiрше, i для надiйних чисельних оцiнок необхiдно переходити

до вищих наближень i застосовувати спецiальнi методи пересумувань.
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3.4. Звичайний перехiд. Особливостi теоретичного

опису

Як вже згадувалося в роздiлi 3.2.2, у випадку звичайного переходу необхiдно

розглядати граничний режим m → 0 при скiнченному фiксованому c > 0, тобто

при c/m → ∞. Це пов’язане з вiдомою труднiстю. Справа в тому, що завдяки

граничнiй умовi Дiрiхле,

φ(r, z)|z=0 ≡ φ(r) = 0, (3.62)

якiй задовольняють поверхневi поля при звичайному переходi, в границi c/m =∞
кореляцiйнi функцiї G(N,M) з M > 0, що включають хоч одне поле на поверхнi, то-

тожньо обертаються в нуль. Але, оскiльки при граничних умовах Дiрiхле ведучим

“оператором” поверхневого операторного розкладу (boundary-operator expansion

BOE) [115, 125]4 поля φ(r, z → 0) є нормальна похiдна цього поля на поверхнi

∂φ(r, z)

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

≡ ∂nφ(r), (3.63)

то необхiдна iнформацiя може бути отримана з розгляду нових кумулянтих сере-

днiх

G(N,M)(x1, . . . , rM) ≡
〈[

N
∏

j=1

φaj(xj)

][

M
∏

k=1

∂nφ
bk(rk)

]〉

c

. (3.64)

Кореляцiйнi функцiї GN,M не зникають при c0 =∞, i дають таким чином можли-

вiсть [61] визначити скейлiнгову вимiрнiсть поля ∂nφ(r), пов’язану з критичним

показником поверхневих кореляцiй при звичайному переходi, ηord‖ . При цьому як

в початковiй, так i в перенормованiй теорiях поверхневi поля задовольняють ГУ

Дiрiхле, справедливим в нерухомiй точцi, що описує звичайний перехiд.

Схема розрахунку наступна. Вводиться перенормоване поверхневе поле

(∂nφ)R = [Z1,∞Zφ]
−1/2 ∂nφ (3.65)

i перенормованi кореляцiйнi функцiї

Ĝ(N,M)
∞,R ({p}; {zj};m, u) = Z

−(N+M)/2
φ Z

−M/2
1,∞

[

Ĝ(N,M)
∞ ({p}; {zj})− δM,2

N,0 Ĝ(0,2)∞ (0)
]

.(3.66)

4В термiнах перенормованих величин цей розклад має вигляд φR(r, z) ≈
z→0

C∂nφ(z) (∂nφ)R(r)
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Новий ренормалiзацiйний фактор Z1,∞(u), що перенормовує величину ∂nφ, ми

визначаємо з умови нормування

∂

∂p2
Ĝ(0,2)∞,R (p;m, u)

∣

∣

∣

p=0
= − 1

2m
, (3.67)

права сторона якої вiдповiдає нульовому порядку теорiї збурень для кореляцiйної

функцiї Ĝ(0,2)∞,R (p;m, u). Звiдси випливає, що

Z1,∞Zφ = − lim
p→0

m

p

∂

∂p
G(0,2)(p;m, u) . (3.68)

У роботi [34], використовуючи асимптотичний аналiз при c/m→∞ наших

загальних умов нормування з роздiлу 3.2.2, ми показали, що Z-фактор Z1,∞(u)

i Z-фактор Z1(u, c/m), що вiдповiдає за перенормування поверхневих полiв φs,

пов’язанi мiж собою нетривiальним спiввiдношенням

Z1,∞(u) = Z−2φ (u) lim
c/m→∞

[Z1(u, c/m)]−1 , (3.69)

яке залишається справедливим в будь-якому порядку теорiї збурень. З викори-

станням цього спiввiдношення продемонстровано також, що в режимi c/m → ∞
кожне поверхневе поле φ(r) вносить свiй фактор m(d−2+ηord‖ )/2 в асимптотичну по-

ведiнку кореляцiйних функцiй G(N,M) з (3.11). Таким чином показано, що в околi

звичайного переходу кореляцiйнi функцiї G(N,M)
∞ з M нормальними похiдними ∂nφ

i G(N,M) з M поверхневими полями φ(r) мають однакову асимптотичну критичну

поведiнку, а запропонована нами нова “c-залежна” схема перенормувань успiшно

працює у всiх необхiдних граничних режимах.

3.4.1. Критичнi показники i їх значення в тривимiрному просторi

Для практичного розрахунку поверхневих критичних показникiв звичайно-

го переходу необхiдно розглянути парну кореляцiйну функцiю Ĝ(0,2)∞ (p;m0, u0) i її

перенормування. Дiаграмний розклад цiєї функцiї у двопетльовому наближеннi

має вигляд

G(0,2)∞ (p;m0, u0) = −κ0 + + + + . (3.70)
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Внутрiшнiм лiнiям вiдповiдають пропагатори Дiрiхле

ĜD(p; z, z′) =
1

2κ0

[

e−κ0|z−z
′| − e−κ0(z+z′)

]

з κ0 =
√

p2 +m2
0 , (3.71)

якi є границями вiльних пропагаторiв (3.2) при c0 →∞. Вiльнi кiнцi пунктирних

зовнiшнiх лiнiй “лежать” на поверхнi z = 0; коли цi лiнiї приєднанi до внутрiшньої

точки з координатою zi, то їм вiдповiдає множник e−κ0zi. Типовi об’ємнi сингу-

лярностi на близьких вiдстанях, якi є присутнiми в графiчному розкладi (3.70),

вiднiмаються пiсля перенормування маси m2
0 → m2 згiдно з (2.5) i (2.30). Пiсля

цих вiднiмань внески вiд останнiх двох дiаграм з (3.70) взаємно знищуються, що

явно продемонстровано в додатку “В” роботи [34].

Далi без особливих зусиль ми можемо скористатися правилом (3.68), щоб

знайти комбiнацiю Z-факторiв Z1,∞Zφ,

Z1,∞Zφ = 1 +
n+ 2

12
u0D(m2; 3)− 2m

∂

∂p2

∣

∣

∣

∣

p=0

{

D

D

D

− 1

2κ

n + 2

18
u20

[

J(m2, 0; 3)−m2 ∂

∂k2
J(m2, k2; 3)

∣

∣

k2=0

]

}

+ O
(

u30
)

.(3.72)

Як i в початковiй формулi (3.70), зображена тут дiаграма повинна розрахо-

вуватися в напiвбезмежному просторi з використанням пропагаторiв Дiрiхле,

κ =
√

p2 +m2, а позначення D i J вiдповiдають об’ємним iнтегралам Фейн-

мана з рiвнянь (2.32) i (2.29) пункту 2.3. З використанням останньої формули ми

визначаємо ренормгрупову функцiю

η1,∞(u) = m
∂

∂m

∣

∣

∣

∣

0

lnZ1,∞(u) = β(u)
∂ lnZ1,∞(u)

∂u
(3.73)

i вiдповiдний показник поверхневих критичних кореляцiй

ηord‖ = 2 + η1,∞(u∗) + ηφ(u
∗) . (3.74)

Таким чином, у двопетльовому наближеннi явний вираз для ренормгрупової

функцiї ηord‖ (u), яка визначає поверхневий критичний показник ηord‖ звичайного
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переходу, має вигляд

ηord‖ (u) = 2− n + 2

2(n+ 8)
u− 24 (n+ 2)

(n+ 8)2

(

C +
n + 14

96

)

u2 + O(u3) , (3.75)

де C = −0.105063 — чисельне значення комбiнацiї двопетльових iнтегралiв Фейн-

мана, яку нам не вдалося розрахувати в явному виглядi в роботi [34]. Ряди теорiї

збурень для iнших поверхневих показникiв звичайного переходу випливають iз

скейлiнгових спiввiдношень (3.44)–(3.50). Остаточнi чисельнi результати для кри-

тичних показникiв отримуються з цих розкладiв в нерухомiй точцi u∗ = u∗(n),

яка вiдома в даному наближеннi з робiт [92, 264].

Табл. 3.3. Величини поверхневих критичних показникiв звичайного переходу в
тривимiрних системах при n = 0 та n = 1. Данi до 1998 р.

η‖ η⊥ β1 γ11 γ1 δ1
n = 0

[34, 61] 1.660 0.843 0.782 −0.388 0.680 1.870
[301] Meirovitch Livne 1988 −0.38(2) 0.687(5)
[317] De’Bell... 1990 −0.353(17) 0.694(4)
[302] Hegger Grassberger ’94 −0.383(5) 0.679(2)

n = 1
[34, 61] 1.528 0.779 0.796 −0.333 0.769 1.966
[318] Kikuchi Okabe 1985 0.79(2) 2.00(8)
[303] Landau Binder 1990 0.78(2) 0.78(6)
[306] Ruge Wagner 1995 0.807(4) 0.760(4)
[308] Pleimling Selke 1998 0.80(1) -0.25(10) 0.78(5)

У своїй бiльшостi “показниковi” ряди за степенями перенормованої констан-

ти з’язку u виявилися знакопостiйними на вiдмiну вiд випадку спецiального пе-

реходу розглянутого вище i, отже, непридатними для пересумувань за методом

Паде-Бореля. Те ж саме стосувалося також i обернених рядiв. Тому чисельнi оцiн-

ки для поверхневих показникiв звичайного переходу були отриманi переважно з

аналiзу Паде-апроксимант [1/1]. Не вдаючись у розрахунковi подробицi, в Табли-

цi 3.3 ми наводимо (жирним шрифтом) найкращi результати наших чисельних

оцiнок, взятi з останнiх стовпчикiв таблиць 8 i 9 роботи [34]. Для порiвняння
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тут наведенi також результати iнших авторiв, отриманi за допомогою чисельних

методiв з указанням року їх публiкацiї.

Нашi оцiнки γord11 = −0.388 i γord1 = 0.680 для класу унiверсальностi по-

лiмерiв (n = 0) прекрасно узгоджуються з найновiшими в 1998р., i, очевидно,

найточнiшими на цей час даними розрахункiв типу Монте Карло [302] γord11 (0) =

−0.383(5) i γord1 (n = 0) = 0.679(2). Подiбно, для класу унiверсальностi iзiнгiв-

ських систем нашi величини βord
1 (1) = 0.796 i γord1 (1) = 0.769 є дуже близькими

до оцiнок методaми Монте Карло [306] 0.807(4) i 0.760(4). Чисельнi оцiнки роботи

[308] спiвпадають, в межах їх точностi, з нашими.

В роботi [34] (див. таблицi 10 i 11) ми запропонували також чисельнi оцiнки

аналогiчної якостi для поверхневих критичних показникiв систем з вищими ви-

мiрностями параметра порядку, n = 2 i n = 3. Наведенi тут оцiнки поверхневих

показникiв при n = 2 i n = 3 добре узгоджуються з давнiшими теоретичними ре-

зультатами ε-розкладу, зiбраними в таблицi VI (стор. 186) оглядової роботи [115].

Для прикладу беремо з цiєї таблицi величину ηord
‖ (n = 2) ≃ 1.38. Вона є дуже

близькою до нашої оцiнки ≃ 1.42, яку ми вважаємо найкращою. Для таких си-

стем є дуже мало альтернативних лiтературних даних, що пов’язано, очевидно, з

труднощами їх комп’ютерного моделювання. Так, на час появи роботи [34] нам бу-

ла вiдома тiльки одна стаття [319], в якiй методами Монте Карло дослiджувалася

поверхнева критична поведiнка XY -моделi (що вiдповiдає випадку n = 2). В нiй

були отриманi результати β1 = 0.84 i γ1 ≃ 2/3. Для цих показникiв ми отримали

β1 = 0.810 i γ1 = 0.851. Для порiвняння з результатами високотемпературних

розкладiв у випадках n = 2 i n = 3 можна звернутися до таблицi VII роботи [115]

та оригiнальної статтi [320].

У даному контекстi хочеться звернути увагу на роботу [135]. Тут для ви-

падку n = 3 оцiнки поверхневих критичних показникiв були отриманi на основi

вимiрних розкладiв як бiля нижньої (dℓ = 2), так i бiля верхньої (d∗ = 4) грани-

чних вимiрностей та їх спiльної екстраполяцiї до d = 3 за допомогою двоточко-

вих апроксимант Паде. Таким чином було знайдено ηord
‖ (n = 3) ≃ 1.39 ± 0.02 i
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βord
1 (n= 3) ≃ 0.84 ± 0.01. Нашi величини ηord

‖ (n= 3) ≃ 1.34 i βord
1 (n= 3) ≃ 0.82

гарно узгоджуються з даними роботи [135].

Нашi чисельнi оцiнки добре узгоджуються також з наявними експеримен-

тальними даними. Можливi порiвняння для систем з однокомпонентним пара-

метром порядку детально обговорювалися в нашiй роботi [34]. Тут ми наведемо

лише один приклад для n = 3. Наше значення βord
1 (3) = 0.824 практично спiв-

падає з класичною експериментальною величиною β1 = 0.825+0.025
−0.040, отриманою

у 1982р. на поверхнi (100) нiкелю методом дифракцiї низькоенергетичних спiн-

поляризованих електронiв [321].

Табл. 3.4. Величини деяких поверхневих критичних показникiв звичайного пере-
ходу при n = 1, n = 2, та n = 3. Теорiя i чисельний експеримент.

β1 yh1 = ∆1/ν
n = 1

[34, 61] 0.796 0.737
[313] Deng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo 0.796(1) 0.7374(15)
[322] Lin, Zheng 2008 Monte Carlo 0.795(6) —
[323] Hasenbusch 2011 Monte Carlo — 0.7249(6)
[35] Gliozzi, Liendo, Meineri, Rago 2015 Bootstrap — 0.724(2)
[36] Gliozzi 2016 Bootstrap — 0.72558(18)

n = 2
[34, 61] 0.810 0.788
[313] Deng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo — 0.781(2)

n = 3
[34, 61] 0.824 0.825
[313] Deng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo — 0.813(2)

Нарештi, в Таблицi 3.4 ми наводимо порiвняння результатiв нашої роботи

[34] з даними деяких статей, що вийшли пiзнiше. Останнi в бiльшостi отриманi

методом Монте Карло, за винятком робiт 2015-16 рокiв, де застосовувалися ме-

тоди сучасного конформного бутстрапу, i якi стосуються тiльки випадку n = 1

(деякi додатковi данi можна знайти також у таблицi 2 огляду [300]). Для порiвня-

ння з результатами iнших робiт, значення показника yh1 = ∆1/ν ми обчислювали

з наших даних для ∆1(n), взятих з Таблиць 9-11 статтi [34]. При цьому перера-
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хунку ми використовували величини ν(1) = 0.630, ν(2) = 0.670 i ν(3) = 0.710

для об’ємного показника ν (див. напр. огляд [324]). Як бачимо, узгодження мiж

даними рiзних пiдходiв є дуже добрим.

Нашi чисельнi оцiнки показують також хорошу стабiльнiсть по вiдношенню

до змiни способу остаточного пiдрахунку. Так, наприклад, величину yh1 = ∆1/ν

можна розрахувати безпосередньо з наших даних для кореляцiйного критичного

показника η‖ за формулою yh1 = (d− η‖)/2 [34, (6.1a)]. При n = 1, з η‖ = 1.528 з

[34, Табл. 9] це дає yh1 = 0.736, значення, дуже близьке до вказаного вище. Власне

значення РГ yh1 можна записати також як yh1 = d−1−∆̂, де ∆̂ = (d−2+η‖)/2 —

скейлiнгова вимiрнiсть головного поверхневого оператора операторного розкладу

на малих вiдстанях вiд поверхнi (в англомовнiй лiтературi — BOE — boundary

operator expansion, див. напр., огляд в [42]). В даному випадку звичайного пере-

ходу, таким оператором є ∂nφ, нормальна похiдна поля на поверхнi, i при d = 3

формула yh1 = d − 1 − ∆∂nφ якраз i фiгурує в верхнiй частинi таблицi 1 роботи

[36]. Незрозумiлим залишається тiльки те, яким чином автор цiєї роботи отримав,

користуючись за нашими даними, число 0.714 для yh1. Рухаючись у зворотньому

напрямку, з оцiнки yh1 = 0.72558 за допомогою спiввiдношення η‖ = d − 2yh1,

ми отримуємо η‖ = 1.5488 для порiвняння з нашим двопетльовим результатом

η‖ = 1.528.

3.5. Невпорпядкованiсть i поверхнева критична

поведiнка

У роботi [68] було проведене дослiдження критичної поведiнки напiвбезме-

жних систем з об’ємною “замороженою” невпорядкованiстю при звичайному пе-

реходi. Для цiєї мети був використаний метод масивної теорiї поля, розроблений

в [34, 61], а також розклад за малим вiдхиленням
√
ε вiд верхньої граничної ви-

мiрностi простору d∗ = 4. Останнiй варiант розрахунку узагальнив до порядку

O(
√
ε
2
) результати роботи [126], отриманi ранiше для вiдповiдних критичних по-

казникiв з точнiстю до O(
√
ε).
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Практичнi розрахунки проводились на основi ЕГ

H
[

φ
]

=

∫ ∞

0

dz

∫

dd−1r

{

1

2

[

(∇φ)2 +m2
0 |φ |2

]

+
u0
4!

(

|φ |2
)2

+
v0
4!

n
∑

α=1

φ4α

}

.(3.76)

Тут, на вiдмiну вiд ЕГ, записаного в (2.1), об’ємне iнтегрування проводиться у пiв-

просторi з координатами x = (r, z), де z ≥ 0,5 а величина (d−1)-вимiрних векторiв

r, паралельних до поверхнi z = 0, залишається необмеженою. Як i ранiше, роз-

глядається векторне поле φ = φ(r, z) з компонентами φα, α = 1, . . . , n в реплiчнiй

границi n = 0. Стандартна константа зв’язку теорiї v0φ4d є додатньою, v0 > 0. Кон-

станта зв’язку u0, пов’язана з конфiгурацiйним усередненням, є вiд’ємною: u0 < 0.

Цi самi знаки повиннi мати i вiдповiднi координати нерухомої точки (v∗, u∗).

Як i в стандартному описi звичайного переходу в напiвбезмежних системах

(див. розд. 3.4), на поверхнi з z = 0 поле φ(r, z) задовольняє граничним умовам

Дiрiхле, тобто φ(r, 0) = 0. Ця умова залишається незмiнною i в перенормованiй

теорiї, тому, як i зазвичай, при описi звичайного переходу немає потреби в явному

введеннi поверхневого члена в ЕГ, як це робилося в (3.1) i було необхiдним для

розгляду спецiального переходу.

В рамках масивної теорiї поля, вiдповiдно до розрахункової схеми запро-

понованої в наших роботах [34, 61], на основi ЕГ (3.76) було визначено базовий

ренормалiзацiйний фактор Z∂ϕ. Ця величина визначає спiввiдношення мiж нор-

мальними похiдними ∂nφ полiв на поверхнi в неперенормованiй i перенормованiй

теорiях згiдно з формулою (∂nφ)R = Z
−1/2
∂ϕ ∂nφ (у вiдповiднiй формулi (3.4) в [68]

є опчатка: опущений знак мiнус в показнику степеня Z∂ϕ). Порiвнюючи остан-

нє спiввiдношення з (3.65), бачимо, що ренормалiзацiйний фактор Z∂ϕ вiдповiдає

добутку Z1,∞Zφ, який фiгурує в цьому рiвняннi.

Подальша схема розрахунку є аналогiчною до представленої в розд. 3.4, всi

деталi можна знайти також в [68]. У двопетльовому наближеннi вона приводить до

рядiв другого порядку за перенормованими константами зв’язку u i v, якi дають

iнформацiю про поверхневi критичнi показники. Обробка цих рядiв за допомогою

5Ще суттєвiше обмеження iнтегрування за координатою z має мiсце в розд. 7, див. (7.4).
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апроксимант типу Паде привела в роботi [68] до наступних результатiв: Для по-

верхневих критичних показникiв звичайного переходу в напiвбезмежних системах

з однокомпонентним параметром порядку в присутностi замороженого безладу

η‖ = 1.36, ∆1 = 0.53, η⊥ = 0.74, β1 = 0.88, (3.77)

γ11 = −0.24, γ1 = 0.83, δ1 = 2.1, δ11 = 0.69 .

Отриманi показники кiлькiсно вiдрiзняються вiд їх аналогiв в iдеальних iзiнгiв-

ських системах (див. Табл. 3.3), що, очевидно, вiдповiдає змiнi класу унiверсаль-

ностi в таких системах при появi замороженої невпорядкованостi.

В роботi [68] для розглянутих критичних показникiв були виведенi також

розклади за малим параметром
√
ε у порядку O(

√
ε
2
). Вони покращують на один

порядок результати роботи [126], отриманi з точнiстю до O(
√
ε). Наприклад, для

показникiв поверхневих кореляцiй ми знайшли

η‖ = 2−
√

6ε

53
+

756ζ(3)− 5

2 · 532
ε +O

(

ε3/2
)

, (3.78)

η⊥ = 1− 1

2

√

6ε

53
+

378ζ(3)− 29

2 · 532
ε +O

(

ε3/2
)

, (3.79)

де ζ(a) — дзета-функцiя Рiмана (див. (7.75) нижче). Було перевiрено, що вони

задовольняють скейлiнговому спiввiдношенню η⊥ = (η+ η‖)/2 (див. (3.45)) з пра-

вильною величиною η = −ε/106 + O(ε3/2) об’ємного кореляцiйного показника

невпорядкованих iзiнгiвських систем [82].

В [68, (6.8)–(6.10)] наведенi також явнi вирази для
√
ε -розкладiв поверхне-

вих показникiв γ11, γ1 i β1, отриманi за допомогою скейлiнгових спiввiдношень

(3.46)–(3.48). Очевидно, всi вони вiдрiзняються вiд вiдомих аналогiчних показни-

кiв чистих напiвбезмежних систем ([40, 115]) i вiдповiдають новому класу унiвер-

сальностi невпорядкованих систем. Чисельнi оцiнки для них, отриманi за допомо-

гою апроксимант Паде [1/1], є наступними:

η‖ = 1.772, η⊥ = 0.884, β1 = 0.793, γ11 = −0.441, γ1 = 0.636. (3.80)

Вони дещо вiдрiзняються вiд величин, записаних в (3.77), але в загальному з

ними узгоджуються. З огляду на те, що
√
ε -розклади не вiдрiзняються доброю
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збiжнiстю, а ряди масивної теорiї при фiксованiй вимiрностi простору d = 3 заре-

комендували себе добре в багатьох вiдомих випадках, у виборi мiж (3.77) i (3.80)

слiд, очевидно, вiддавати перевагу результатам (3.77).

Зауважимо, однак, що мiж результатами для показника η‖ в (3.77) i (3.80)

є суттєва якiсна вiдмiннiсть: перший з них є меншим, а другий — бiльшим за

η‖ = 1.528 чистої системи. Насправдi, питання про те, чи критичний показник

паралельних кореляцiй η‖ невпорядкованої моделi є меншим чи бiльшим за ана-

логiчний показник чистої моделi є цiкавим. На нього було б корисно отримати

вiдповiдь, тим бiльше, що таке питання може виникати в рiзних цiкавих контекс-

тах — див., наприклад, [325], i зокрема поклики на нашi результати на стор. 7 цiєї

роботи.

3.6. Висновки

У третьому роздiлi за допомогою методiв теорiї поля проведене дослiдження

поверхневої критичної поведiнки в напiвбезмежних системах:

— дослiджена загальна структура “поверхневих” сингулярностей в рядах непе-

ренормованої теорiї збурень

— шляхом узагальнення стандартної масивної теорiї поля на випадок систем,

обмежених у пiвпросторi, розроблена загальна схема перенормувань поверхневих

кореляцiйних функцiй, яка дозволяє отримувати теорiю, скiнченну i застосовну

при довiльних вимiрностях простору dℓ(n) ≤ d < 4. При цьому

• запропонованi умови нормування для перенормованих поверхневих кореля-

цiйних функцiй

• визначенi ренормалiзацiйнi фактори, якi перенормовують теорiю спецiаль-

ного i звичайного поверхневих переходiв

• записанi ренормгруповi рiвняння типу Каллана-Симанзiка для обидвох ти-

пiв переходiв

• визначена скейлiнгова поведiнка кореляцiйних функцiй напiвбезмежних си-

стем в околi спецiального i звичайного переходiв, iдентифiкованi поверхневi
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критичнi показники

— функцiонування розробленого методу проiлюстровано явними розрахунками

в однопетльовому наближеннi у довiльних фiксованих вимiрностях d

— ренормгруповi функцiї розрахованi у двопетльовому наближеннi при d = 3

— за допомогою пересумувань методами Паде i Паде-Бореля визначенi чисельнi

значення поверхневих критичних показникiв, що характеризують спецiальний i

звичайний поверхневi переходи

— проведене порiвняння отриманих результатiв з даними чисельних розрахун-

кiв типу Монте Карло i експериментаьних робiт

Розроблений нами теоретико-польовий пiдхiд застосований до дослiдження

поверхневої критичної поведiнки напiвбезмежних систем з об’ємною невпорядко-

ванiстю при звичайному переходi. Отримано результати для поверхневих крити-

чних показникiв у двопетльовому наближеннi при d = 3. Крiм цього, для цих

показникiв виведенi
√
ε -розклади в порядку

√
ε
2.

Зроблено висновок про те, що невпорядкованiсть поверхнi не впливає на

особливостi спецiального переходу, а невпорядкованiсть об’єму змiнює показники

звичайного переходу.

Отриманi нами в [34] чисельнi оцiнки поверхневих критичних показникiв

цитуються практично всiма роботами, присвяченими критичним явищам в напiв-

безмежних системах, зокрема вони використовуються в найновiших дослiдженнях

методами конформного бутстрапу [33, 35, 36].
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РОЗДIЛ 4

СИЛЬНО АНIЗОТРОПНI СИСТЕМИ В ТОЧЦI
ЛIФШИЦА

В наших роботах [62–66, 69], виконаних в основному на початку 2000-х рокiв,

було досягнуто значного прогресу у вивченнi критичної поведiнки сильно анiзо-

тропних систем у точцi Лiфшица (див. п. 1.3). Зокрема, в роботах [62] i [63] ми

вперше в повному обсязi сформулювали вiдповiдну теорiю в околi верхньої гра-

ничної вимiрностi простору d∗(m) = 4+m/2. Це включало в себе розрахунок усiх

критичних показникiв з точнiстю до O(ε2) (де ε = d∗(m)− d) в найбiльш загаль-

ному випадку m-вiсних ТЛ з довiльним числом осей анiзотропiї 0 ≤ m ≤ d. Були

розв’язанi труднощi та неузгодженостi раннiх розрахункiв критичних показникiв

ТЛ. Нашi результати, записанi в загальному виглядi для довiльних m i d, вiдтво-

рювали вiдомi вирази для критичних показникiв вiдповiдних iзотропних систем

у граничних випадках m = 0 i m = d.

Ми звертаємо особливу увагу на математичну строгiсть i адекватнiсть опису

критичних властивостей анiзотропних систем в ТЛ. З одного боку, це важливо i

актуально з огляду на аналогiї з iншими фiзичними системами, якi пiдпорядко-

вуються загальним законам анiзотропного скейлiнгу. Адже певнi їх фiзичнi вла-

стивостi та характернi особливостi математичного опису є спiльними з тими, що

проявляються в ТЛ. З iншого боку, це необхiдно у зв’язку з появою у свiй час не-

правильних з математичної та фiзичної точок зору робiт [185–187]. Вiдповiдним

коментарям та роз’ясненням ми присвятили окремi статтi [64–66].
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4.1. Ефективний гамiльтонiан

Теоретичний опис критичної поведiнки в ТЛ базується на розглядi ЕГ типу

Гiнзбургa-Лaндaу-Вiльсона [137]

H[φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
|φ|2 +

1

2
(∇⊥φ)2 +

ρ0
2

(∇‖φ)2 +
σ0
2

(∆‖φ)2 +
u0
4!
|φ|4

]

, (4.1)

де φ = φ(x) класичне n-компонентне поле параметра порядку, а взаємодiя опи-

сується звичайним O(n)-симетричним членом типу φ4.

Важливим тут є те, що фiзичнi властивостi анiзотропних систем, якi опи-

суються ЕГ (4.1), суттєво вiдрiзняються вздовж рiзних просторових осей, i цi

вiдмiнностi не можуть бути усунутi простими змiнами величин параметрiв теорiї.

Вiдповiдно, d-вимiрний координатний простiр Rd роздiляється на Евклiдовi пiд-

простори Rd−m i Rm. У теорiї кiлькiсть осей анiзотропiї m змiнюється неперервно

у промiжку 0 ≤ m ≤ d. Кожен радiус-вектор x ∈ R
d−m×R

m має (d−m)-вимiрну

“перпендикулярну” компоненту x⊥ im-вимiрну “паралельну” компоненту, x‖. Гра-

дiєнтнi оператори∇⊥ i ∇‖ дiють у пiдпросторах Rd−m i Rm, вiдповiдно, а ∆‖ ≡ ∇2
‖

є лапласiаном, що дiє у паралельних напрямах. Член (∆‖φ)2 є обертово симетри-

чним в R
m. Але, взагалi кажучи, ЕГ (4.1) дозволяє включення також i додаткових

менш симетричних доданкiв четвертого порядку за похiдними, якi порушують iзо-

тропiю модуляцiйного пiдпорстору Rm при m > 1 [69]. Вплив таких доданкiв, i,

зокрема, додаткових членiв з кубiчною симетрiєю дослiджувався в нашiй роботi

[69]. Результати будуть представленi в розд. 4.6.

Зменшуючи число осей анiзотропiї m до нуля ми вiдтворюємо стандартну

iзотропну теорiю φ4d з верхньою граничною вимiрнiстю простору d∗ = 4 i маємо

справу iз звичайною поведiнкою у критичнiй точцi. В iншому граничному випад-

ку, m = d, всi d просторових осей є осями модуляцiї. Вiдповiдна теорiя φ4m=d з

d∗ = 8 дає опис iзотропної (d-вiсної)ТЛ [66, 137, 148]. У загальному випадку з

m ∈ [0, d], верхня гранична вимiрнiсть задається прямою лiнiєю

d∗ = d∗(m) = 4 +m/2. (4.2)
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Константа зв’язку u0 члена типу φ4, а також параметр анiзотропiї σ0, є до-

датнiми константами, тодi як величини τ0 i ρ0 можуть мiняти знак. Як зазвичай,

τ0 є лiнiйною функцiєю температури. Параметр ρ0 — пов’язаний з додатковим

неупорядковуючим полем g, специфiчним для конкретної системи, що розгляда-

ється, i контролює кросовернi явища поблизу ТЛ (див. фазову дiаграму на стор.

56 а також огляд [138]).

Точцi Лiфшица вiдповiдають значення τLP0 i ρLP0 затравочних параметрiв τ0

i ρ0. У наближеннi Ландау τLP0 = ρLP0 = 0. Подiбно, у перенормованiй теорiї ТЛ

реалiзується при τ = ρ = 0, де τ i ρ — пренормованi величини, що вiдповiдають

початковим параметрам τ0 i ρ0.

При розглядi критичної поведiнки ЕГ (4.1) в околi ТЛ вимагається, щоб

члени (∇⊥φ)2 i σ0(∆‖φ)2 поводили себе однаково в асимптотичному скейлiнговому

режимi. Таким чином, у теорiї, регуляризованiй ультрафiолетовим обрiзанням,

iнтегрування за перпендикулярними i паралельними iмпульсами k⊥ i k‖ мусять

обмежуватися асиметричним чином: |k⊥| ≤ Λ i |k‖| ≤ σ
−1/4
0 Λ1/2. При великих

значеннях параметра обрiзання Λ величини τLP0 i ρLP0 поводять себе, вiдповiдно,

як ∝ Λ2 i ∝ Λ. У теорiї з вимiрною регуляризацiєю (див. напр. [77, 326]), яку ми

використовуватимемо надалi, вони тотожньо обертаються в нуль.

Вiдповiдний модифiкований аналiз вимiрностей (порiвн. з [62, 182, 191]) пе-

редбачає наступнi спiввiдношення:

[τ0] = −2[x⊥], [x‖] =
1

2
[x⊥] +

1

4
[σ0], [φ] = −1

2
[ddx] + [x⊥] =

1

2

(

d−m
2
−2
)

[µ]−m
8

[σ0],

[ρ0] = 2[x‖/x⊥] = −[x⊥] +
1

2
[σ0], [u0] = [µε] +

m

4
[σ0], де [µ] = −[x⊥],

µ — довiльна величина iмпульсу, що задає масштаб. Як завжди, вимiрнiсть кон-

станти зв’язку u0 пов’язана з вiдхиленням ε вимiрностi простору d вiд верхньої

граничної вимiрностi d∗: ми маємо ε ≡ d∗(m) − d = 4 + m/2 − d. Розмiрний

параметр σ
1/4
0 задає масштаб “вимiрювання” вiдстаней у паралельному пiдпро-

сторi. Його класичною вимiрнiстю є [σ
1/4
0 ] = [x‖/x

1/2
⊥ ]. Безрозмiрна комбiнацiя

v ≡ σ
−1/4
0 x‖x

−1/2
⊥ проявляється як аргумент скейлiнгової функцiї вiльного пропа-
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гатора, записаного у скейлiнговому виглядi

G(x) = x−2+ε⊥ σ
−m/4
0 Φ(v), v = σ

−1/4
0

x‖√
x⊥
. (4.3)

Ефективний параметр розкладу ū0 ≡ u0σ
−m/4
0 має звичайну µ-вимiрнiсть [µε] i

стає граничним при d = d∗(m). Подiбним чином нормоване поле φ(x)σ
m/8
0 стає

безрозмiрним у нижнiй граничнiй вимiрностi [138, 160] dℓ(m) = 2 +m/2 моделей

з неперервною обертовою симетрiєю O(n) у випадку n > 1. Критична поведiнка

таких систем у ТЛ буде розглядатися в рамках 1/n-розкладу в роздiлi 6.

4.2. Вiльний пропагатор у координатному

представленнi

Як згадувалося вище, при роботi з ЕГ (4.1) потрiбно враховувати подiл d-

вимiрних радiус-векторiв x на перпендикулярну i паралельну складовi, x⊥ i x‖.

Надалi, при описi конкретних розрахункiв, ми будемо дотримуватись скороченого

запису x = (r, z), де r ≡ x⊥ ∈ Rd−m i z ≡ x‖ ∈ Rm. Перетворення Фур’є, визна-

ченi в кожному з пiдпросторiв R
d−m i Rm ставлять у вiдповiднiсть просторовим

компонентам r i z перпендикулярнi i паралельнi iмпульси p i q. Так, в оберненому

просторi ми маємо k = (p, q) за аналогiєю до запису x = (r, z).

В iмпульсному представленнi пропагатор, що вiдповiдає вiльнiй теорiї в око-

лi ТЛ, має, на перший погляд, вiдносно простий вигляд:

G(p, q) =
(

τ0 + p2 + ρ0q
2 + σ0q

4
)−1

. (4.4)

Проте, четвертий степiнь iмпульсної змiнної q ∈ R
m приводить до суттєвих тру-

днощiв у виконаннi необхiдних розрахункiв навiть у безмасовiй теорiї з τ0 = ρ0 =

0, тобто, безпосередньо в ТЛ.

Щоб створити певне уявлення про розрахунковi труднощi, з якими дово-

диться тут стикатися, згадаємо для порiвняння, що вiльний безмасовий пропа-

гатор теорiї iзотропної критичної точки в iмпульсному представленнi має вигляд

G(k) = 1/k2. Тут зручно працювати i в координатному представленнi, в якому

iзотропний пропагатор також має вигляд простого степеня: G(x) ∼ x2−d.
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Натомiсть, вiльний пропагатор координатного представлення безмасової те-

орiї ТЛ з τ0 = ρ0 = 0 визначається перетворенням Фур’є

G(x) ≡ G(r, z) =

∫ (d)

k

eipreiqz

p2 + σ0q4
, (4.5)

де ми вводимо наступнi позначення для iнтегралiв за iмпульсами k = (q,p) ∈
R
m × R

d−m:
∫ (d)

k

≡
∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

з
∫ (d−m)

p

≡
∫

Rd−m

dd−mp

(2π)d−m
i
∫ (m)

q

≡
∫

Rm

dmq

(2π)m
.(4.6)

Замiни змiнних iнтегрування pr → p в (4.5) i qσ1/4
0

√
r → q приводять до скейлiн-

гової форми вiльного пропагатора (порiвн. з [181, 222])

G(r, z) = r−2+ǫ σ−m/40 Φ(v), ε = 4 +m/2− d, (4.7)

зi скейлiнговою функцiєю

Φ(v) ≡ Φ(v;m, d) =

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

eip1eiqv

p2 + q4
, де v = σ

−1/4
0

z√
r

(4.8)

— безрозмiрна скейлiнгова змiнна, а 1 ≡ r/r — довiльний (d−m)-компонентний

вектор одиничної довжини.

Виконуючи в iнтегральному представленнi (4.8) iнтегрування за змiнною p

i за кутовими залежностями змiнної q ми отримуємо [62, (15)] для скейлiнгової

функцiї Φ(v) представлення у виглядi однократного iнтеграла

Φ(v) = iµν(v) = (2π)−d/2v−µ
∫ ∞

0

dq q2−ǫJµ(qv)Kν(q
2), (4.9)

де J i K — функцiї Бесселя у звичайних позначеннях (див. напр., [327, Розд. 10]).

Це — стандартний iнтеграл [328, 2.16.2.2], що при довiльних значеннях параметрiв

µ i ν виражається в термiнах узагальнених гiпергеометричних функцiй 2F3; в

роботi [329] (див. стор. 2276) вiн був записаний в термiнах функцiї Фокса-Райта

(Fox-Wright) (4.11). В нашому випадку µ = (m − 2)/2 i ν = (d −m)/2 − 1, i ми

отримуємо з (4.9) скейлiнгову функцiю Φ(v) у виглядi ряду Тейлора [63, (12)]

Φ(v) = CΦ

∑

n≥0

1

n!

Γ(1− ε
2

+ n
2
)

Γ(12 + m
4 + n

2 )

(

−v
2

4

)n

з CΦ(m, ε) = 2−2−m π−
d−1
2 . (4.10)
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Розклад в ряд Тейлора такого типу представляє собою частковий випадок

функцiї Фокса-Райта [330–332]

pΨq({ai, Ai}, {bj, Bj}; z) =
∑

n≥0

1

n!

∏p
i=1 Γ(ai + Ain)

∏q
j=1 Γ(bj + Bjn)

zn, (4.11)

де p i q — невiд’ємнi цiлi числа, ai i bj — довiльнi комплекснi числа, а параметри Ai

i Bj вважаються дiйсними i додатнiми. Загальнi властивостi цiєї функцiї, її спiв-

вiдношення з iншими спецiальними функцiями, частковi випадки та застосуван-

ня широко обговорюються в сучаснiй математичнiй лiтературi [270, 329, 333–338].

Функцiя Фокса-Райта (4.11) є подальшим узагальненням узагальнених гiпергео-

метричних функцiй pFq з p параметрами чисельника i q параметрами знаменника,

оскiльки останнi з точнiстю до множника отримуються з функцiї (4.11), коли в

нiй всi параметри Ai = Bj = 1.

Узагальнена гiпергеометрична функцiя pFq(z) визначаються степеневим ря-

дом (див. напр., [270, 327, 339, 340])

pFq

(

a1, · · · , ap
b1, · · · , bq

∣

∣

∣
z
)

=
∑

n≥0

p
∏

i=1

(ai)n

q
∏

j=1

(bj)n

zn

n!
. (4.12)

Параметри ai ∈ C з i = 1, . . . , p можуть бути довiльними комплексними числа-

ми, а bj ∈ C \ Z−0 з j = 1, . . . , q не можуть бути нулем i цiлими вiд’ємними

числами щоб знаменники в (4.12) не оберталися в нуль. Як звичайно, (a)n i

(b)n — символи Похгаммера, що представляють собою добутки n множникiв:

(a)n = a(a + 1) · · · (a + n − 1), причому вважається, що (0)0 = 1. В термiнах

гамма-функцiй Ейлера маємо (a)n = Γ(a + n)/Γ(a). Останнiй запис дає доступ

до узагальнення символа Похгаммера, в якому допускається, що iндекс n, взагалi

кажучи, не є цiлим числом (див. напр., [5]); так в математицi часто розглядається

означення символа Похгаммера у виглядi

(a)ν :=
Γ(a+ ν)

Γ(a)
=

{

1 ν = 0; a ∈ C

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) ν = n ∈ N; a ∈ C
. (4.13)
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У випадку p = q+1, який є найбiльш поширеним i буде часто зустрiчатися в

подальшому, степеневий ряд (4.12) збiгається при |z| < 1 i розбiгається, коли |z| >
1. На одиничному колi |z| = 1 достатньою умовою збiжностi (4.12) є додатнiсть

“параметричного надлишку” (parametric excess) ℜ
(
∑q

j=1 bj −
∑p

i=1 ai
)

> 0. Для

бiльших величин z використовується аналiтичне продовження. Якщо p > q + 1,

ряд (4.12) є розбiжним при всiх z окрiм точки z = 0. Нарештi, коли p ≤ q,

степеневий ряд (4.12) збiгається при всiх скiнченних значеннях z i визначає цiлу

функцiю; саме з такими функцiями ми маємо справу в цьому пунктi.

Коли йдеться про скейлiнгову функцiю Φ(v) з (4.10) ми маємо z = v2/4,

p = q = 1, a = 1 − ε/2, b = 1/2 + m/4, i A = B = 1/2, i таким чином (порiвн. з

[63, (10)-(13)] [329, (2.3a)]),

Φ(v) = CΦ 1Ψ1

[

(

1− ε

2
,
1

2

)

,
(1

2
+
m

4
,
1

2

)

;−v
2

4

]

. (4.14)

Роздiляючи суму за n в (4.10) на двi частини з парними i непарними iнде-

ксами сумування, ми отримуємо Φ(v) в термiнах узагальненої гiпергеометричної

функцiї 1F2:

Φ(v) = CΦ(m, ε)

[

Γ
(

1−ε
2

)

Γ
(

1
2+m

4

) 1F2

(

1−ε
2

;
1

2
,
1

2
+
m

4
;
v4

64

)

− v2

4

Γ
(

3
2
− ε

2

)

Γ
(

1+m
4

) 1F2

(

3

2
−ε

2
;
3

2
, 1+

m

4
;
v4

64

)

]

, CΦ(m, ε) = 2−2−m π−
6+m
4 + ε

2 .(4.15)

При m = 1 наша скейлiнгова функцiя Φ(v) узгоджується з аналогiчною

функцiєю Ψ(a, x) iз [222, (3.1)-(3.2)], як в загальному, так i в часткових випадках.

В цiй роботi критична поведiнка в ТЛ “порядку L− 1” дослiджувалася у сфери-

чнiй границi n → ∞; для порiвняння з нашою теорiєю у формулах з [222] слiд

брати значення L = 2. Крiм того, порiвняння можливе тiльки для одновiсного

випадку з m = 1. Це пов’язане з тим, що гамiльтонiан сферичної моделi, яка

розглядалася в [222], включав у себе (тiльки) градiєнтний член з гiперкубiчною

симетрiєю
∑m

i=1(∂
2
iφ)2. Ми ж розглядаємо зараз модель зi сферично симетричним

градiєнтним членом четвертого порядку (∆‖φ)2. Цi два варiанти спiвпадають мiж
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собою виключно при m = 1. Якраз порiвняння скейлiнгових функцiй з [63] i [222]

навело нас на думку про дослiдження моделi ТЛ з кубiчною анiзотропiєю в моду-

ляцiйному пiдпросторi [69]. Така модель включає в себе обидва згаданi градiєнтнi

доданки. Ми зупинимося на такому варiантi теорiї в пунктi 4.6.

На завершення цього параграфа запишемо ще одне альтернативне iнте-

гральне представлення [73, (A.29)] скейлiнгової функцiї Φ(v),

Φ(v) =
2CΦ

Γ(m4 − 1
2 + ε

2)

∫ 1

0

dt t1−ε(1− t2)(m−6+2ε)/4 e−tv
2/4. (4.16)

Це представлення було зручним для розкладу функцiї Φ(v) при ε → 0, який

необхiдно було виконати в роботi [73]. Розкладаючи експоненту в ряд i виконуючи

почленне iнтегрування, з цiєї формули ми отримуємо Φ(v) у виглядi степеневого

розкладу (4.10).

4.2.1. Асимптотична поведiнка скейлiнгової функцiї Φ(v)

Аналiз асимптотичної поведiнки функцiй Фокса-Райта традицiйно прово-

дився на основi теорем Райта [331, 332] (як у вищезгаданiй роботi [222]). Зовсiм

недавно цi теореми були переглянутi та доповненi в роботах [337, 338]. Ми ж ма-

ли в нашому розпорядженнi iнтегральнi представлення (4.8), (4.9) потрiбної нам

функцiї 1Ψ1 з (4.14). Простi мультиплiкативнi замiни змiнних в iнтегралi (4.8) до-

зволили нам одразу ж побачити головну степеневу поведiнку скейлiнгової функцiї

Φ(v) при v →∞: ми маємо

Φ(v) ≡ Φ(v;m, d) = v−4+2ε

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

eip1 v
−2

eiqev

p2 + q4
, (4.17)

де ev = v/v — одиничний вектор довiльного напряму в модуляцiйному пiдпросторi

R
m. Поява степеня v−4+2ε узгоджується з передбаченнями теорем Райта, а також

з даними асимптотичного аналiзу, проведеного в роботi [222]. В границi v → ∞
збiжний iнтеграл в (4.17) визначає константу пропорцiйностi знайденої степеневої

поведiнки, Φ∞(m, d) (див. [62, (B1)-(B4)]),

Φ∞(m, d) = 22d−2m−5π−
d−1
2

Γ(d− m
2 − 2)

Γ(m+3−d
2

)
. (4.18)
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Подальший розклад iнтеграла з (4.17) за вiд’ємними степенями змiнної v при-

водить нас до повного асимптотичного розкладу скейлiнгової функцiї Φ(v) при

v →∞:

Φ(v →∞) = CΦ

(v

2

)−4+2ε
∞
∑

k=0

(−1)k

k!

2 Γ(2− ε+ 2k)

Γ(m
4
−1

2
+ε

2
−k)

(v

2

)−4k
. (4.19)

Така форма асимптотичного розкладу Φ(v) справедлива для довiльних ви-

мiрностей m i d = 4 + m/2 − ε з областi визначення нашої теорiї, яка детально

розглядається в пунктi 6.5.3. Проте iснують такi спiввiдношення мiж m i d, при

яких вiдбувається виродження розкладу (4.19), а одночасно i ряду Тейлора (4.10).

Так, коли виконується спiввiдношення d = m + 3 (див. Рисунок 6.1), в коефiцi-

єнтах ряду (4.10) вiдбувається повне скорочення гамма-функцiй, а в (4.19) аргу-

менти гамма-функцiй в знаменниках коефiцiєнтiв розкладу зводяться до Γ(−k).

Це приводить до повного зникнення степеневого розкладу (4.19), а сама функцiя

Φ(v) при великих аргументах стає експотенцiально малою згiдно з результатом,

до якого приводить сумування ряду (4.10), див. (4.20).

Коли ми маємо d = m + 1, в асимптотичному розкладi (4.19) зникають всi

доданки крiм першого, який i визначає головну асимптотичну поведiнку в цьому

спецiальному випадку. Далi йде експотенцiально мала поправка, що визначається

сумою вiдповiдно спрощеного ряду в (4.10). Явнi вирази наведенi в (4.21), (4.22).

Пiдкреслимо, що спадна степенева асимптотична поведiнка функцiї Φ(v)

виникає в результатi вiднiмання двох безмежних рядiв, кожен з яких характе-

ризується експотенцiальним зростанням при великих значеннях змiнної v. Таке

вiднiмання вiдбувається в знакозмiнному рядi, визначеному формулами (4.10),

(4.14), воно показане явно у формулi (4.15), де ми маємо справу з рiзницею двох

узагальнених гiпергеометричних функцiй 1F2. Цi функцiї належать до класу уза-

гальнених гiпергеометричних функцiй pFq з (4.12) iз спiввiдношенням параметрiв

p ≤ q, в даному випадку p = q − 1. Асимптотична поведiнка функцiй 1F2(z
2) ви-

значається частковим випадком загальної формули [341, стор. 203, р-ня (5)]. Вони

експотенцiально зростають при великих значеннях їх (додатнього) аргумента.1

1Прикладом може бути частковий випадок 1F2(1; 1/2, 1;x/4) = ch
√
x. Степенева асимптотична поведiнка
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Така особливiсть функцiї Φ(v) приводить до труднощiв у її чисельному роз-

рахунку при великих аргументах. Вiдповiдно, чисельнi розрахунки iнтегралiв вiд

(степенiв) цiєї функцiї стають проблематичними при зростаннi верхньої межi iн-

тегрування. Тому при чисельних оцiнках таких величин як jφ(m), jσ(m), jρ(m),

ju(m) з (4.57)-(4.61) ми повиннi були використовувати iнформацiю з асимптоти-

чного розкладу (4.19) (див. [62, додатки B, E]). Без замiни пiдiнтегральної фун-

кцiї на її асимптотику при великих аргументах, отримання чисельних даних для

критичних показникiв ТЛ у випадках, де явнi вирази для Φ(v) невiдомi, було б

неможливими.

4.2.2. Спрощення функцiї Φ(v) в часткових випадках

Як ми вже згадували в попередньому пунктi, при деяких часткових значе-

ннях параметрiв d i m вiдбуваються суттєвi спрощення функцiї Φ(v). Деякi з них

були записанi та використовувалися в [54, 63, 70, 159, 183]. Так, коли виконується

спiввiдношення d = m+ 3, гамма-функцiї Ейлера в коефiцiєнтах розкладу (4.10)

скорочуються, i Φ(v) зводиться до простої експоненти:

Φ(v) = (4 π)−
m+2
2 e−v

2/4 , d = m+ 3. (4.20)

Подiбне скорочення гамма-функцiй з вiдмiнними на одиницю аргументами

приводить до спрощення Φ(v) при d = m+ 1:

Φ(v) =
v2−m

8 πm/2
γ

(

m− 2

2
,
v2

4

)

, d = m+ 1 , (4.21)

де γ(a, x) — неповна гамма-функцiя [267]. Коли d стає рiвним верхнiй граничнiй

вимiрностi d∗, див. (4.2), а саме d = 7 при m = 6, останнiй вираз зводиться до

елементарних функцiй:

Φ(v) =
1

(2π)3
1

v4

[

1−
(

1 +
v2

4

)

e−v
2/4

]

, m = 6 , d = d∗ = 7 . (4.22)

Ця формула, як i (4.20) з m = 2, активно використовувались нами в роботах [62]

i [63] для виводу результатiв ε-розкладу в явному аналiтичному виглядi.

функцiї 1F2(a; c, d;x), наведена в таблицi [342, стор. 146], не вiдповiдає дiйсностi.
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З iншого боку, ще деякi iншi частковi випадки Φ(v) можуть бути також

цiкавими у контекстi 1/n розкладу, який розглядається в Роздiлi 6. Наприклад,

при d = 5 i m = 4 формула (4.21) зводиться до

Φ(v;m = 4, d = 5) =
1

2(2π)2
1

v2

(

1− e−
1
4v

2
)

. (4.23)

Для iнших значень параметра m, що вiдрiзняються вiд 0, 2, 6 i d, при то-

му що d = d∗(m), жодних суттєвих спрощень скейлiнгової функцiї пропагатора

нам знайти не вдалося. Тому, для найцiкавiшого з практичної точки зору значе-

ння m = 1, а також при m = 3, 4, 5, 7 для отримання остаточних результатiв

ε-розкладiв бiля верхньої граничної вимiрностi простору потрiбнi iнтегрування

довелося виконувати чисельно.

Зауважимо, що в [63, (21)] ми також записали Φ(v) при d = d∗(m) в термiнах

модифiкованих функцiй Бесселя i Струве (див. напр. [267]) для довiльних значень

m.

4.2.3. Iншi скейлiнговi функцiї

Ще одна важлива скейлiнгова функцiя Y (v) пов’язана iз згорткою двох вiль-

них пропагаторiв у координатному просторi (порiвн. з [63, (D.4)] [57, (B.1)-(B.2)]):

H(x)=H(r, z)=(G ∗G)(x)≡
∫

ddyG(y)G(x−y)=

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

eipreiqz

(p2 + q4)2
= rεY (v).(4.24)

Ми маємо

Y (v) =

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

eip1eiqv

(p2 + q4)2
=
CΦ

4

∑

k≥0

1

k!

Γ(−ε
2 + k

2)

Γ(1
2

+ m
4

+ k
2
)

(

−v
2

4

)k

. (4.25)

Константа CΦ вже була означена в (4.10), а безмежний ряд справа дуже подiбний

до ряду з (4.10), що визначає скейлiнгову функцiю вiльного пропагатора Φ(v). Рi-

зниця полягає тiльки у вiдсутностi доданка 1 в аргументi Γ-функцiї в чисельнику.

Але ця вiдмiннiсть стає критичною, якщо ми цiкавимося поведiнкою функцiї Y (v)

при ε→ 0: коли ε = 0, то член суми з k = 0 в (4.25) стає сингулярним.
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У зв’язку з цiєю аномалiєю при розрахунку термодинамiчних критичних

показникiв ТЛ у двопетльовому наближеннi (див. п. 4.4, р-ня (4.61)) з’являється

ще одна функцiя, Θ(v,m). Вона визначається у виглядi ряду Тейлора наступним

чином [57, (B.5)] (тут ми виправляємо аналогiчну формулу з [63, (D.5)]):

Θ(v;m) = lim
ǫ→0

[

24+mπ
d−1
2 Y (v)− Γ

(

− ǫ
2

)

Γ
(

2+m
4

)

]

=
∞
∑

k=1

Γ
(

k
2

)

k! Γ
(

1
2+m

4 +k
2

)

(

−v
2

4

)k

. (4.26)

Фактично ми знов маємо справу з функцiєю Фокса-Райта 1Ψ1, але з такою її моди-

фiкацiєю, в означеннi якої вiдсутнiй доданок ряду з k = 0. Подiбно як i в (4.15),

цю функцiю можна представити у виглядi комбiнацiї узагальнених гiпергеоме-

тричних функцiй 1F2 i 2F3 [63, (29)]. Зауважимо також, що чисельний множник

24+mπ(d−1)/2 = 4/CΦ, де CΦ — коефiцiєнт з формули (4.10).

Диференцiюючи степеневий розклад (4.26) функцiї Θ(v,m) за змiнною v i

порiвнюючи отриманий результат з аналогiчним рядом (4.10) для Φ(v), ми при-

ходимо до наступного спiввiдношення мiж цими двома функцiями:

∂Θ(v;m)

∂v
=

1

v

4

C∗Φ
[Φ(v;m, d∗)− Φ(0;m, d∗)] , (4.27)

де C∗Φ — коефiцiєнт CΦ при ε = 0. Пiдставляючи сюди асимптотичний розклад

функцiї Φ(v;m, d∗) з (4.19) та виконуючи почленне iнтегрування ми отримуємо

повний асимптотичний розклад для функцiї Θ(v,m), який включає в себе лога-

рифмiчний член:

Θ(v;m) ≈
v→∞
−4 ln v + CΘ(m)

Γ
(

m+2
4

) +

∞
∑

k=1

(−1)k

k!

2 Γ(2k)

Γ
(

1
2

+ m
4
− k
)

(v

2

)−4 k
. (4.28)

Тут CΘ(m) — константа iнтегрування, яку неважко визначити розглядаючи гра-

ничну поведiнку iнтегрального представлення функцiї Y (v) з (4.25) при v → ∞
i виконуючи граничний перехiд ε → 0 з (4.26). Так ми приходимо до (див. [64,

додаток D])

CΘ(m) = ψ

(

m+ 2

4

)

− CE + 4 ln 2 , (4.29)

де CE = −ψ(1) ≃ 0.5772 . . . — константа Ейлера, а ψ(z) — псi-функцiя, логари-

фмiчна похiдна гамма-функцiї Ейлера (див., напр., [267, 281]). Декiлька перших

доданкiв асимптотичного розкладу (4.28) наведенi в явному виглядi в [63, (30)].
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Цiкаво навести приклади функцiї Θ(v,m). В часткових випадках m = 2 i

m = 6 вона зводиться до [63, (31), (32)]

Θ(v, 2) = −2

[

CE + ln
v2

4
+ E1

(

v2

4

)]

(4.30)

i

Θ(v, 6) = 1− 2CE − ln
v4

16
− 2E1

(

v2

4

)

+
8 e−v

2/4

v2
+ 32

e−v
2/4 − 1

v4
. (4.31)

Тут E1(x) — екпотенцiальний iнтеграл, див. [327, Розд. 6]. При великих аргумен-

тах ця функцiя поводить себе як e−x/x. Таким чином, у двох останнiх формулах

ми бачимо функцiї з цiкавими асимптотиками, в яких одночасно присутнi лога-

рифмiчнi, експотенцiальнi, i степеневi внески.

Ще одна функцiя, Ξ(v), була введена в [62] для розрахунку кросоверного i

модуляцiйного показникiв ϕ i βq. В координатному представленнi вона визначає-

ться згорткою −(∇‖G ∗ ∇‖G)(x). При переходi до iнтегралiв Фур’є ми маємо

−(∇‖G ∗ ∇‖G)(x) =

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

q2
eipreiqz

(p2 + q4)2
= r−1+εΞ(v). (4.32)

Iнтегральне представлення Ξ(v) через функцiї Бесселя можна знайти в [62, (30)],

а вираз в термiнах лiнiйної комбiнацiї узагальнених гiпергеометричних функцiй

1F2 — в [62, (A3)]. При d = d∗ ця комбiнацiя зводиться до рiзницi функцiї Бесселя

I i функцiї Струве L [63, (24)].

Скейлiнговi функцiї Φ(v) i Ξ(v), а також деякi iнтеграли вiд них, подiбнi до

(4.57)–(4.61), дослiджувалися в математичнiй роботi [329]. Зокрема, в [329, (2.3b)]

скейлiнгова функцiя Ξ(v) записана у виглядi функцiї Фокса-Райта 1Ψ1.

Взагалi, послiдовне використання вiльного пропагатора в координатному

представленнi при побудовi необхiдних розкладiв за теорiєю збурень дозволили

нам вперше отримати правильнi результати для критичних показникiв ТЛ з то-

чнiстю до O(ε2) [62, 63] i досягнути значного прогресу при побудовi 1/n розкладу.
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4.3. Перенормування теорiї

При побудовi ε-розкладiв на основi ЕГ (4.1) в наших роботах [62] i [63]

ми використовували вiдповiдно адаптованi методи вимiрної регуляризацiї i мi-

нiмальних вiднiмань вимiрних полюсiв в околi верхньої граничної вимiрностi

d∗(m) = 4 +m/2.

Нехай

G
(N)
i1,...,iN

(x1, . . . ,xN) = 〈φi1(x1) . . . φiN (xN)〉cum (4.33)

— зв’язнi N -точковi кореляцiйнi функцiї (кумулянти), а Γ
(N)
i1,...,iN

(x1, . . . , xN) — вiд-

повiднi вершиннi функцiї. Цi функцiї виявляють ультрафiолетовi сингулярностi

при наближеннi вимiрностi простору d до верхньої граничної d∗(m). Для забез-

печення їх скiнченностi при d < d∗(m) ми використовуємо схему перенормувань

безмасової теорiї, що базується на вимiрнiй регуляризацiї, мiнiмальних вiднiман-

нях полюсiв i використаннi ε-розкладу. Репараметризацiя теорiї

τ0 − τLP0 = µ2 Zτ
(

τ + ρ2Aτ

)

,
(

ρ0 − ρLP0
)

σ0
−1/2 = µZρ ρ, (4.34)

φ = Z
1/2
φ φR, σ0 = Zσ σ, u0 σ0

−m/4Fm,ε = µǫ Zu u (4.35)

лiквiдовує ультрафiолетовi розбiжностi у кореляцiйних функцiях iзолюючи ви-

мiрнi полюси ∝ ε−k, k ∈ N, ε = 4 + m/2 − d у ренормалiзацiйних факторах

Zι = Zι(u, ε), де ι = φ, u, τ, σ, ρ. Як звичайно, довiльний параметр µ задає мас-

штаб iмпульсiв у теорiї.

Для перенормованих кореляцiйних функцiй (4.33) ми маємо (порiвн. з (2.9))

G
(N)
R ({x}; τ, ρ, σ, u) = Z

−N/2
φ G(N)(x1, . . . ,xN ; τ0, ρ0, σ0, u0), (4.36)

де параметри τ0, . . . , u0 виражаються за допомогою спiввiдношень (4.34)–(4.35)

через аналогiчнi величини перенормованої теорiї. Ренормалiзацiйнi Z-фактори Zι

мають вигляд рядiв Лорана

Zι = 1 +
∞
∑

r=1

r
∑

p=1

a(r)ι,p (m, n)
ur

εp
, (4.37)
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коефiцiєнти яких залежать тiльки вiд кiлькостi осей анiзотропiї в системi m та

числа компонент параметра порядку n.

У нашiй розрахунковiй схемi, як ми вже згадували в попередньому пунктi,

величини змiщень τLP0 i ρLP0 , що визначають положення ТЛ у неперенормова-

нiй теорiї i фiгурують у спiввiдношеннях (4.34), тотожньо обертаються в нуль.

Зауважимо, що в теорiї, регуляризованiй шляхом обмеження великих iмпульсiв

параметром обрiзання Λ, величини τLP0 i ρLP0 розбiгалися б при Λ→∞ як ∼ Λ2 i

∼ Λ, вiдповiдно.

Перше рiвняння в (4.34) записане в найбiльш загальному випадку, коли до-

пускаються вiдхилення вiд ТЛ одночасно за двома змiнними, τ i ρ, якi при цьому

можуть бути не iнфiнiтезимально малими [69, 196]. Функцiя Aτ(u, ε) усуває неза-

лежнi вiд iмпульсiв полюси, пропорцiйнi до ρ2, з двоточкових кореляторiв. Явний

вираз для цiєї функцiї з точнiстю до O(u) можна знайти в [196, (17)]. Оскiльки ми

не цiкавитимемось такими вiдхиленнями вiд ТЛ, в подальшому доданок Aτρ
2 у

формулi перенормування маси братися до уваги не буде. Його наявнiсть, зокрема,

не впливає на розрахунки критичних показникiв у ТЛ, виконанi нами в [62] i [63].

У перенормуваннi вершини, записаному в останньому рiвняннi з (4.35), ви-

користовується нормування перенормованої константи зв’язку u, прийняте в [63].

Константа нормування Fm,ε пов’язана з безмасовим iнтегралом Фейнмана I(p, q)

(див. (5.35)), що вiдповiдає однопетльовiй чотириточковiй дiаграмi . Цей iн-

теграл пропорцiйний 1/ε, i Fm,ε є коефiцiєнтом пропорцiйностi для дiаграми з

зовнiшнiм iмпульсом одиничної довжини i довiльного напряму в перпендикуляр-

ному пiдпорсторi:

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

1

(p2 + q4)[(p+ 1)2 + q4]
= I(1, 0) =

Fm,ǫ
ǫ

=
c−1
ǫ

+O(1) . (4.38)

Лишок полюса ∼ 1/ε, константа c−1, зустрiчатиметься у подальшому (див. напр.

(6.20)). Iнтеграл I(p, q) з повними залежностями вiд iмпульсiв p i q вiдiграватиме

важливу роль при розрахунку скейлiнгової функцiї енергiя-енергiя в пп. 5.4 i 5.5,

а також критичних показникiв ТЛ методом 1/n-розкладу в розд. 6.
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Ми маємо Fm,ε = F0,εCm, де

F0,ε = 2
Γ (1 + ǫ/2) Γ2(1− ǫ/2)

(4π)2−ε/2Γ(2− ǫ) =
1

8π2
+ O(ε) i Cm =

(4π)−
m
4 Γ(m/4)

2Γ(m/2)
. (4.39)

Тут F0,ε є величиною Fm,ε при m = 0, тобто у границi iзотропної КТ, що спiвпадає

з аналогiчним коефiцiєнтом дiаграми у звичайнiй безмасовiй теорiї φ4, див.

напр. [343, (12.33)], чи [268, (A9-13)]. Константа Cm буде доволi часто зустрiчатися

в конкретних розрахунках, див. напр. (7.32)–(7.38).

Рiвняння ренормалiзацiйної групи отримуються з (4.34)–(4.35) i (4.36) при

змiнi параметра µ з використанням того факту, що неперенормованi кореля-

цiйнi функцiї в правiй частинi спiввiдношення (4.36) вiд цiєї величини не зале-

жать.Нехай

Dµ = µ∂µ +
∑

g=u,σ,ρ,τ

βg∂g (4.40)

— лiнiйний диференцiальний оператор, коефiцiєнтами якого є т. зв. бета-функцiї

βg ≡ µ∂µ|0g з g = u, σ, ρ, τ, (4.41)

а ∂µ|0 означає часткову похiдну за параметром µ при фiксованих константi вза-

ємодiї та iнших параметрах неперенормованої теорiї, u0, σ0, ρ0 i τ0. Бета-функцiї

βg можуть бути вираженими в термiнах “показникових” η-функцiй

ηg(u) = µ∂µ|0 lnZg з g = φ, u, σ, ρ, τ, (4.42)

а також функцiї

bτ (u) = Aτ [µ∂µ|0 lnAτ + ητ − 2ηρ] (4.43)

як

βg =



















−u[ǫ+ ηu(u)], g = u,

−σησ(u), g = σ,

−ρ[1 + ηρ(u)], g = ρ,

−τ [2 + ητ(u)]− bτ(u)ρ2, g = τ.

(4.44)

Двопетльовi результати для функцiй βu, ηφ, ησ, ηρ i ητ визначаються рiвняннями

(59), (58) i (40)–(50) роботи [63]. Функцiя bτ (u) (яка насправдi не буде використо-

вуватися в наступному) записана в першому порядку за u в [197, (40)].
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В результатi дiї диференцiального оператора (4.40) на рiвнiсть (4.36) ви-

никають рiвняння ренормалiзацiйної групи для функцiй G
(N)
R , якi можуть бути

представленi у виглядi
(

Dµ +
N

2
ηφ

)

G
(N)
i1,...,iN ;R(x1, . . . ,xN) = 0. (4.45)

Цi рiвняння в часткових похiдних можуть бути розв’язанi стандартним чином з

використанням методу характеристик, див. [62, 69, 183, 196, 197]. В результатi

отримуються наступнi скейлiнговi форми для перенормованих N -точкових коре-

ляцiйних функцiй в околi ТЛ:

G
(N)
R ({x}; gτ , ρ, σ, u, µ) = g−ν2N∆φ

τ YN

(

{µ r

gν2τ

}

,
{

√
µ z

σ1/4gν4τ

}

;
ρ

gϕτ

)

. (4.46)

Тут

∆φ =
1

2
(d−m+ θm− 2 + η2) (4.47)

— скейлiнгова вимiрнiсть поля параметра порядку в ТЛ, а gτ = τ + O(ρ2) —

(нелiнiйне) скейлiнгове поле, в якому головною для нас є його температурна за-

лежнiсть. Для простоти запису неунiверсальнi метричнi фактори опущенi. Ано-

мальна вимiрнiсть поля η2 є подiбною до звичайного малого критичного iндекса

Фiшера η, що описує поведiнку парної кореляцiйної функцiї у критичнiй точцi.

Запис (4.46) враховує вiдмiнностi анiзотропних систем у рiзних просторових

напрямах i подiл радiус-векторiв x на перпендикулярну i паралельну складовi r

i z (див. початок п. 4.2). Так, поява цих рiзних просторових компонент супрово-

джується тут рiзними степенями величини gτ з критичними показниками ν2 i ν4.

Останнi описують температурнi залежностi кореляцiйних довжин у перпендику-

лярному i паралельному пiдпросторах, вiдповiдно: ξ⊥ ∝ |τ |−ν2 i ξ‖ ∝ |τ |−ν4. Iндекс

анiзотропiї θ вiдповiдає за рiзну скейлiнгову поведiнку рiзних просторових напря-

мiв. Ми маємо спiввiдношення θ = ν4/ν2. Нарештi, ϕ — кросоверний показник,

який ми означили ще в п. 1.3.

Критичнi показники, що входять у рiвняння (4.46), виражаються в термiнах

величин η∗g ≡ ηg(u
∗) показникових η-функцiй ηg(u) в нерухомiй точцi u∗, яка є
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iнфрачервоно-стiйким нулем бета-функцiї βu. Епсилон-розклад величини u∗ має

вигляд

u∗ =
2ε

3

9

n+ 8
+ u∗2 ε

2 +O(ε3). (4.48)

Коефiцiєнт другого порядку u∗2 можна знайти в [63, (60)]. Для критичних пока-

зникiв ми маємо

η2 = η∗φ , ν2 =
1

2 + η∗τ
, ν4 =

2 + η∗σ
4(2 + η∗τ )

, θ = (2 + η∗σ)/4 , ϕ =
1 + η∗ρ
2 + η∗τ

. (4.49)

Нарештi, зауважимо, що безпосередньо в самiй точцi Лiфшица, тобто при

τ = ρ = 0, розв’язок ренормгрупового рiвняння для парної кореляцiйної функцiї

G
(2)
R має вигляд [73, (4.21)]

G
(2)
R (p, q) ≈ µ−2(E∗φ)

−2(p/µ)η2−2 Ψm,d

[

(E∗σσ)1/4µ−1/2q (p/µ)−θ
]

, (4.50)

де

Ψm,d(k) = G
(2)
R (1, k; τ = 0, ρ = 0, σ = 1, u∗, µ = 1). (4.51)

На вiдмiну вiд (4.46), тут ми використовуємо iмпульсне представлення парної ко-

реляцiйної функцiї, таке, яким ми будемо користуватися нижче, в роздiлi 5.2. В

рiвняннi (4.50) E∗σ = E∗σ(u) є неунiверсальною амплiтудою, метричним факто-

ром, пов’язаним з величиною параметра σ. Як i його аналоги, E∗φ(u) i E∗τ (u), вiн

виражається iнтегралом вздовж ренормгрупової траєкторiї. Ми маємо

E∗g(u) ≡ Eg(u
∗, u), Eg(ū, u) = exp

[
∫ ū

u

du′
η∗g − ηg(u′)
βu(u′)

]

, g = σ, τ, φ. (4.52)

Далi ми будемо використовувати два спрощенi варiанти представлення iм-

пульсних залежностей перенормованої парної кореляцiйної функцiї G(2)
R в ТЛ, а

саме

G2(p, q) = p−2+η2G2(1, qp
−θ) = q−4+η4G2(pq

−1/θ, 1) . (4.53)

Незалежнi мiж собою кореляцiйнi критичнi показники η2 i η4 пов’язанi з iндексом

анiзотропiї θ спiввiдношенням θ = (2− η2)/(4− η4). В рамках ε-розкладу, η2 i η4
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є величинами другого порядку за ε, i θ = 1/2 + O(ε2). В 1/n-розкладi, яким ми

будемо користуватися в роздiлi 6, цi величини мають порядок O(1/n).

Термодинамiчнi критичнi показники питомої теплоємностi α, параметра по-

рядку β i сприйнятливостi γ вводяться для ТЛ стандартним чином, аналогiчно

як i у випадку звичайної критичної точки.

У наступному пунктi ми перейдемо до конкретного розрахунку показникiв,

що характеризують m-вiснi точки Лiфшица.

4.4. Розрахунок критичних показникiв

Для розрахунку критичних показникiв точки Лiфшица з точнiстю до дру-

гого порядку за ε, як i в попереднiх роздiлах, необхiдно розглянути три базовi

кореляцiйнi функцiї Γ(2), Γ(2,1) i Γ(4) у двопетльовому наближеннi:

Γ(2)(p, q; σ0, u0) = p2 + σ0 q
4 − + O(u30) , (4.54)

Γ(4)(p, q; σ0, u0) = u0 − − − + O(u40), (4.55)

Γ(2,1)(p, q; σ0, u0) = 1− − − + O(u30) . (4.56)

Тут ми використовуємо iмпульсне представлення. Через зовнiшнi лiнiї двоточко-

вої функцiї Γ(2) пробiгає iмпульс k = (p, q). У функцiї Γ(4) ми приймаємо, що iм-

пульси проходять злiва направо через пари зовнiшнiх лiнiй, а зовнiшнiй iмпульс,

що може незалежно йти у вертикальному напрямi по останнiй двопетльовiй дiа-

грамi приймається рiвним нулю. Присутнiсть такого iмпульса не вплинула б на по-

люсну структуру цiєї дiаграми. Бiльше того, оскiльки зовнiшнi iмпульси потрiбнi

тiльки для iнфрачервоної регуляризацiї безмасових iнтегралiв, ми можемо вибра-

ти ненульовими тiльки їх компоненти у перпендикулярному пiдпросторi. Такий

вибiр суттєво спрощує подальшi розрахунки. Γ(2,1) представляє собою двоточко-

ву вершинну функцiю з вставкою “оператора” φ2. Тут, подiбно як i у випадку з

Γ(4), ми приймаємо, що ненульовий зовнiшнiй iмпульс p проходить тiльки вздовж

хвилястої лiнiї, що вiдповiдає цiй вставцi.
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У роботах [62] i [63] нам вдалося iзолювати потрiбнi вимiрнi полюси двопе-

тльових дiаграм Фейнмана i знайти їх лишки, як цього вимагають методи вимiрної

регуляризацiї та мiнiмальних вiднiмань. Робота iз скейлiнговою формою вiльного

пропагатора в ТЛ (4.7) дала нам можливiсть отримати всi необхiднi вирази для

ренормгрупових функцiй i критичних показникiв у виглядi однократних iнтегра-

лiв вiд степенiв скейлiнгової функцiї Φ(v), її аргумента v, та декiлькох iнших,

подiбних скейлiнгових функцiй (див. п. 4.2.3), що виникають у процесi розрахун-

кiв. Визначальним технiчним аспектом тут є те, що полюси дiаграм Фейнмана, якi

походять вiд сингулярностей на малих вiдстанях, можуть бути iзольованi тiльки

за рахунок степеня r з (4.7) (множник r−2+ε є аналогiчним до x−2+ε у звичних

iзотропних системах), а лишки цих полюсiв представляються iнтегралами, в якi

входить скейлiнгова функцiя Φ(v). Завдяки цьому ключовому спостереженню,

автору дисертацiї вперше вдалося отримати коректнi вирази для критичних

показникiв ТЛ з точнiстю до O(ε2).

Iнтеграли в загальних остаточних результатах мiстять в собi число осей

анiзотропiї m як параметр. Змiнюючи цей параметр в пiдiнтегральних функцiях

ми отримали — з єдиних формул — результати для критичних показникiв ТЛ у

всiй областi допустимих значень 0 ≤ m ≤ d, включно з правильними граничними

випадками в крайнiх точках цього iнтервалу, при m = 0 i m = d.

Ми наведемо для iлюстрацiї декiлька явних формул такого типу. Але для

початку означимо згаданi вище iнтеграли, якi входять в потрiбнi ренормгруповi

β- i η-функцiї, i введемо наступнi позначення:

jφ(m) ≡ Bm

∫ ∞

0

dv vm−1 Φ3(v;m, d∗) , (4.57)

jσ(m) ≡ Bm

∫ ∞

0

dv vm+3 Φ3(v;m, d∗) , (4.58)

jρ(m) ≡ Bm

∫ ∞

0

dv vm+1 Φ2(v;m, d∗)Ξ(v;m, d∗) , (4.59)

Ju(m) = 1− CE + ψ
(

2− m
4

)

2
+ ju(m) . (4.60)
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Як i ранiше, CE = −ψ(1) ≃ 0.5772 . . . — константа Ейлера, i ψ(z) — псi-функцiя

(див., напр., [267, 281]). Нарештi,2

ju(m) ≡ Bm

24+m π(6+m)/4

∫ ∞

0

dv vm−1 Φ2(v;m, d∗) Θ(v;m) . (4.61)

Множник Bm задається формулою

Bm ≡
S4−m

2
Sm

F 2
m,0

=
210+m π6+

3m
4 Γ(m2 )

Γ(2− m
4

) Γ2(m
4

)
, (4.62)

де SD = 2 πD/2/Γ(D/2) є площею поверхнi D-вимiрної сфери одиничного радiуса,

а константа Fm,0 була означена в (4.38)–(4.39).

Скейлiнгова функцiя Φ(v;m, d) детально описана в п. 4.2, а функцiї

Ξ(v;m, d∗) i Θ(v,m), остання з яких пов’язана iз згорткою двох вiльних пропага-

торiв у координатному просторi (4.24), означенi в п. 4.2.3.

Ренормгрупова β-функцiя двопетльового наближення має вигляд

βu(u) = −ε u+
3

2

n + 8

9
u2 −

{

3
5n+22

27
Ju(m)

+
1

24

n + 2

3

[

jσ(m)

8 (m+2)
− jφ(m)

]}

u3 +O(u4) . (4.63)

Вона визначає iнфрачервоно-стiйку нерухому точку u∗ з точнiстю до O(ε2):

u∗ =
6ε

n+8
+

8ε2

27

( 9

n+8

)3
{

3
5n+22

27
Ju(m)+

1

24

n+2

3

[

jσ(m)

8 (m+2)
− jφ(m)

]

}

+O(ε3) .

(4.64)

В цiй нерухомiй точцi ми визначаємо потрiбнi нам критичнi показники з вiдпо-

вiдних ренормгрупових η-функцiй. Так, кореляцiйнi показники записуються як

η2 =
n+ 2

(n+ 8)2
2jφ(m)

8−m ε2 + O(ε3) , (4.65)

η4 = − n+ 2

(n+ 8)2
jσ(m)

2m (m+ 2)
+ O(ε3) , (4.66)

а показник анiзотропiї θ —

θ =
2− η2
4− η4

=
1

2
− n + 2

2 (n+ 8)2

[

jσ(m)

8m (m+ 2)
+
jφ(m)

8−m

]

ε2 +O(ε3) . (4.67)

2В аналогiчнiй формулi [57, (6.3)] помилка друку: функцiя Φ(u;m, 0) повинна мати степiнь 2.
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Критичний показник кореляцiйної довжини в перпендикулярному пiдпро-

сторi ν2 визначається за формулою

ν2 =
1

2
+

1

4

n+ 2

n+ 8
ε+

1

8

n + 2

(n+ 8)2

{

n + 2 + 4
7n+ 20

n + 8
Ju(m) (4.68)

+
m(n + 2) + 4(4−n)

(n+ 8)(8−m)
jφ(m) +

n + 2

n + 8

jσ(m)

8(m+ 2)

}

ε2 +O(ε3) .

Для аналогiчного показника кореляцiйної довжини в модуляцiйному (паралель-

ному) пiдпросторi ν4 маємо

ν4 =
1

4
+

1

8

n + 2

n + 8
ε+

1

16

n + 2

(n+ 8)2

{

n + 2 + 4
7n+ 20

n+ 8
Ju(m) (4.69)

− n+ 2

n+ 8
jφ(m)−

[

1− m

4

n+ 2

n+ 8

]

jσ(m)

2m(m+ 2)

}

ε2 +O(ε3) .

За останньою формулою з (4.49), знаючи величину

η∗ρ =
n+ 2

(n+ 8)2

[

jσ(m)

8m (m+2)
− 3 jρ(m)

m
− jφ(m)

8−m

]

ε2 + O(ε3) , (4.70)

ми можемо з легкiстю визначити кросоверний показник ϕ.

Нарештi, для критичного показника поправок до скейлiнгу, який є важли-

вим для аналiзу експериментальних даних, ми отримали

ω2 ≡ β ′u(u
∗) = ε− 36 ε2

(n+ 8)2

{

3
5n+22

27
Ju(m)

+
1

24

n+ 2

3

[

jσ(m)

8 (m+2)
− jφ(m)

]}

+O(ε3) . (4.71)

Ми назвали цей аналог звичайного показника Вегнера ω2 тому, що цей показник

описує поправки до скейлiнгу, якi є слабшими за ведучi iнфрачервонi сингулярно-

стi завдяки множнику ξ−ω2

⊥ ∼ |τ |ν2 ω2.3 Оскiльки ж ξ−ω2

⊥ ∼ ξ
−ω2/θ
‖ , природньо також

ввести iнший показник поправок до скейлiнгу,

ω4 ≡
ω2

θ
. (4.72)

3Показник ω2 зводиться до показника Вегнера ω iзотропних систем в граничному випадку m = 0.
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У випадку iзотропної ТЛ (див. [66] i пункт 4.4.2), в якiй m = d, i з двох коре-

ляцiйних довжин залишається тiльки одна, а саме ξ‖, критичний показник ω4 не

втрачає свого змiсту, а стає єдиним аналогом показника Вегнера ω.

4.4.1. Частковi випадки m = 2 i m = 6

З унiверсальних загальних формул, наведених вище, можливо отримати яв-

нi вирази для критичних показникiв ТЛ у часткових випадках m = 2 i m = 6.

Зокрема,

η2(m=2) =
4

9

n+ 2

(n+ 8)2
ε2 +O(ε3) , η4(m=2) = − 8

27

n + 2

(n+ 8)2
ε2 + O(ε3); (4.73)

ν2(m=2) =
1

2
+

n + 2

4 (n+8)
ε+

2 (n+2)

(n+8)3

[

n2

16
+

131n

216
+

35

27
+

7n+20

4
ln

4

3

]

ε2 +O(ε3),

(4.74)

ν4(m=6) =
1

4
+
n+2

n+8

ε

8
+

n+2

4(n+8)3

[

n2

4
+

835n

108
+

1009

54
− (19n+56) ln

4

3

]

ε2 + O(ε3).

(4.75)

Нашi вирази для ν2 i ν4 виправляють аналогiчнi формули статтi [183], при виводi

яких були зробленi певнi алгебраїчнi помилки (див. розд. 4.2 нашої роботи [63]).

Зауважимо, що при порiвняннi результатiв [63] i [183] слiд враховувати рiзницю в

означеннях вiдхилення ε вiд лiнiї верхнiх граничних вимiрностей: ε ≡ ε[3] = ε[39]/2

(при записi аналогiчної формули в першому абзацi п. 4.2 роботи [63] була зроблена

технiчна помилка).

4.4.2. Iзотропнi граничнi випадки m→ 0 i m→ d

Однiєю з важливих властивостей загальних виразiв для критичних пока-

зникiв ТЛ, отриманих в [62] i [63], є те, що в границях m→ 0 i m→ d вони дають

правильнi вiдомi формули, що вiдповiдають iзотропним системам. Так, зокрема,

при m = 0 з формули (4.68) для ν2(m) отримуються два першi члени ε-розкладу

для критичного показника

ν ≡ ν2(m = 0) =
1

2
+

n + 2

4 (n+8)
ε+

n+ 2

8 (n+8)3
(n2 + 23n+ 60) ε2 + O(ε3) (4.76)



155

кореляцiйної довжини звичайних iзотропних систем в околi критичної точки. Тут,

як звичайно, ε = 4− d.
З другого боку, при m = d ми вiдтворюємо, наприклад, з аналогiчної фор-

мули для ν4(m) вiдомий ранiше результат [66, 137]

νILP4 ≡ ν4(m = d) =
1

4
+

n + 2

16(n+8)
εα +

(n+ 2)(15n2 + 89n+ 4)

960(n+8)3
ε2α +O(ε3α).(4.77)

νILP4 — це критичний показник кореляцiйної довжини т. зв. iзотропної ТЛ, що

вiдповiдає системам, в яких всi просторовi осi є осями модуляцiї. Тут ми зберегли

позначення роботи [137] εα для вiдповiдного вiдхилення вiд верхньої граничної

вимiрностi, εα ≡ ε8 = 8− d.
Вивiд правильних формул для iзотропних граничних випадкiв з загальних

iнтегральних виразiв (деталi цих нетривiальних граничних переходiв описанi в п.

4.4 i 4.5 статтi [63]) дає нам додаткову впевненiсть у достовiрностi результатiв

робiт [62] i [63]. Тепер ми можемо з певнiстю використати їх данi для отримання

чисельних оцiнок критичних показникiв анiзотропних систем у ТЛ.

4.5. Чисельнi оцiнки критичних показникiв при d = 3

Очевидно, найбiльшу практичну цiннiсть матимуть тi оцiнки, що стосуються

тривимiрних (d = 3) однокомпонентних (n = 1) систем з одновiсною (m = 1)

анiзотропiєю. Ми звертаємо першочергову увагу на них, оскiльки саме для таких

систем проводяться реальнi експериментальнi вимiрювання а також iнтенсивнi

чисельнi дослiдження. У випадку d = 3, m = 1, n = 1 iснує також можливiсть

порiвняння з результатами високотемпературних розкладiв.

Вiдтворюємо таблицю 5 з нашої роботи [63]. Отриманi тут чисельнi оцiнки

видiленi жирним шрифтом. Для порiвняння наведенi узагальненi данi експери-

ментальних робiт, взятi зi статтi [180]. Результати високотемпературних розкладiв

— з роботи [145]. Результати чисельних експериментiв позначенi буквами МС.

Таблиця 4.1 показує дуже добре узгодження наших оцiнок з результатами,

отриманими чисельними методами типу Монте Карло. Особливо це стосується
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Табл. 4.1. Величини критичних показникiв одновiсних (m = 1) ТЛ в тривимiрних
(d = 3) системах з одно- (n = 1) та двокомпонентним параметром
порядку (n = 2) за станом на 2001 рiк.

ν4 α β γ ϕ βq
n = 1

[63] 0.348 0.160 0.220 1.399 0.677 0.514
Exp[180] 0.4-0.5 0.60-0.64 0.44-0.49
HTE[145] 0.41±0.03 0.20±0.15 1.62±0.12 0.5
MC[141] 0.21±0.03 1.36±0.005
MC[344] 0.33±0.03 0.2 0.19±0.02 1.4±0.06
MC[143] 0.18±0.03 0.235±0.005 1.36±0.03

n = 2
[63] 0.372 −0.047 0.276 1.495 0.725 0.521
MC[142] 0.1±0.14 0.20±0.02 1.5±0.1

найновiшої та найточнiшої на той час роботи [143]. Узгодження з експеримен-

тальними даними — не таке переконливе. Особливо добре це видно у випадку

показника α. Очевидно, експериментальне визначення критичних показникiв по-

требує вищої точностi.

У таблицi 4.2, поряд з даними нашої роботи [63], ми показуємо результати,

отриманi пiсля появи цiєї статтi. В тому числi — жирним шрифтом видiленi нашi

новi чисельнi оцiнки, отриманi в [57] з 1/n-розкладiв (див. розд. 6) для критичних

показникiв з n = 3. Прийнято вважати, що низькi порядки 1/n-розкладiв не мо-

жуть давати добрих чисельних оцiнок. Тому й не дивно було отримати з них для

ν2 i ν4 числа, майже у два рази бiльшi за тi, що дає ε-розклад. Але наскiльки цiка-

во було довiдатися, що саме з цими числами найкраще узгоджуються найновiшi

результати ренормгрупових розрахункiв роботи [2]! Тут вже з’являється iнтрига:

якими все ж таки насправдi мають бути величини показникiв ν2 i ν4?

Порiвнюючи таблицi 4.1 i 4.2 ми бачимо, що до визначення критичних по-

казникiв ТЛ зберiгається iнтерес. Застосовуються новi розрахунковi методи, ви-

значаються показники, якi до нас нiхто чисельно не оцiнював. Зокрема, з’явилися

деякi результати для ТЛ з двовiсною анiзотропiєю — для m = 2 [144]. В роботi

[144] опублiкований результат для величини z = 1/θ = 2.3(3), звiдки слiдує ве-
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Табл. 4.2. Критичнi показники тривимiрних систем у ТЛ. Рiк 2013.

ν2 ν4 α β γ ϕ βq ω2

m = 1, n = 1
[63] 0.746 0.348 0.160 0.220 1.399 0.677 0.514 0.870
MC[345] 0.18(2) 0.238(5) 1.36(3)
RG[226] 0.6335 0.7322 0.8916
MC[346] 0.195 0.271 1.384
MC[347] 0.618(4) 0.229(2),

m = 1, n = 2
[63] 0.757 0.372 −0.047 0.276 1.495 0.725 0.521
HT[146] 0.805(15) 0.40(3) -0.02(2) 1.535(25) 1.00(4) 0.40(2)

m = 1, n = 3
[63] 0.798 0.392 −0.178 0.301 1.576 0.765 0.521
1/n[57] 1.575 0.755 0.48
RG[2] 1.655(5) 0.78(1)

m = 2, n = 1
[63] 1.230 0.482 0.226 0.131 2.02 0.688 1.161
HT[144] 1.104(27) 0.45(10) 0.7(2)

личина критичного iндекса анiзотропiї θ = 0.435 для випадку m = 2, n = 1. З

даних нашої роботи [62] для θ(m = 2, n = 1) отримується досить близька величи-

на 0.478. (Для iндекса θ в [62] нами була наведена лише оцiнка θ = ν4/ν2 = 0.488

у випадку одновiсної анiзотропiї, m = 1, n = 1.)

4.6. Роль кристалiчної структури в ТЛ

Як уже згадувалося вище, фазовi переходи, що вiдбуваються в критичних

точках Лiфшица, мають ряд нових рис у порiвняннi з переходами в класичних

критичних точках. Однiєю з таких особливостей виявився вплив просторової анi-

зотропiї на фiзичнi системи поблизу ТЛ. Зауважимо, що аналогiчне питання для

статистичних систем поблизу звичайної критичної точки по сутi не пiднiмається.

Це пов’язане з тим, що вже класичний пiдрахунок степенiв виявляє несуттєвiсть

тонких особливостей кристалiчної структури для перебiгу фазових переходiв в

iзотропних системах. На вiдмiну вiд цiєї стандартної ситуацiї, наш ренормгру-

повий аналiз [69] виявив, що для систем з m-вiсною ТЛ наявнiсть анiзотропiї у
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видiлених m просторових напрямах може вiдiгравати суттєву роль.

4.6.1. Узагальнення ефективного гамiльтонiана

У роботi [69] ми узагальнили стандартну теоретико-польову модель типу φ4

[137], яка є загальноприйнятою для опису m-вiсних точок Лiфшица. Ця модель з

ЕГ (4.1) передбачає, що в m-вимiрному “паралельному” пiдпросторi (в якому при

T < TL виникає модуляцiя параметра порядку), як i в (d−m)-вимiрному “перпен-

дикулярному” пiдпросторi d-вимiрного простору R
d присутня обертова симетрiя.

В цьому є певна аналогiя до опису фазового переходу в звичайнiй критичнiй точцi.

Але припущення про обертову симетрiю обидвох пiдпросторiв не є обов’язковим

для теорiї, що описує ТЛ. Бiльше того, воно є, взагалi кажучи, невиправданим для

реальних кристалiчних систем, в яких з необхiднiстю рiзнi просторовi напрями не

є еквiвалентними.

З огляду на це ми змоделювали порушення просторової обертової симетрiї

в твердих тiлах шляхом введення в ЕГ (4.1) додаткового члена

∆H
(cub)
LP [φ] =

w0

2

∫

ddx

m
∑

α=1

(

∂2αφ
)2

(4.78)

з кубiчною симетрiєю в m-вимiрному паралельному пiдпросторi, де, як звичайно,

φ = φ(x) — n-компонентне поле параметра порядку. Запишемо результат такої

модифiкацiї повнiстю:

H̃[φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
|φ|2 +

1

2
(∇⊥φ)2 +

ρ0
2

(∇‖φ)2+

σ0
2

(

m
∑

α=1

∂2αφ
)2

+
w0

2

m
∑

α=1

(

∂2αφ
)2

+
u0
4!
|φ|4

]

(4.79)

Для зручностi порiвняння ми покомпонентно розписали дiю оператора Лапласа

∆‖ в доданку (∆‖φ)2 початкового ЕГ (4.1).

По сутi, таке узагальнення теоретико-польової моделi (4.1) є аналогiчним до

узагальнення вiдомої граткової ANNNI моделi з m = n = 1 на випадок граткової
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системи з довiльним числом осей анiзотропiї m i n-компонентним спiном у вузлах

вiдповiдної (гiперкубiчної) гратки.

4.6.2. Аналiз стiйкостi

Завданням, яке ми ставили перед собою в роботi [69], було вияснити, чи

модифiкацiя звичайної моделi (4.1) шляхом введення в неї збурення (4.78) приведе

до змiн у критичнiй поведiнцi системи при переходi через ТЛ.

Звичним способом з’ясування таких питань є т. зв. лiнiйний аналiз стiйко-

стi системи до включення збурення. Його суть полягає в наступному. В систе-

му, що описується ЕГ H вводиться збурення g
∫

O(∇, φ) з константою зв’язку

g, яка вважається малою. “Оператор” O є функцiєю полiв φ(x) i їх просторових

похiдних. Спочатку пiдраховується гаусова скейлiнгова вимiрнiсть yGO збурення,

що визначає вiдповiдну скейлiнгову вимiрнiсть затравки g, yGO = [g]. Далi роз-

глядається ефект вiд включення збурення g
∫

O(∇, φ) в кореляцiйну функцiю

Γf =
∫

Dφ e−Hf(φ)/
∫

Dφ e−H, а саме — розраховується середнє

ΓfO =
1

∫

Dφ e−H

∫

Dφ e−Hf(φ) g

∫

O(∇, φ). (4.80)

Вводиться ренормалiзацiйний фактор Zg = 1 + ag/ε + . . ., пов’язаний з появою

нового 1/ε-полюса з лишком ag, i стандартним чином розраховується повна скей-

лiнгова вимiрнiсть yO введеного збурення

yO = yGO + µ
∂

∂µ

∣

∣

∣

∣

0

lnZg

∣

∣

∣

∣

u=u∗
= yGO +O(ε, ε2) (4.81)

в нетривiальнiй нерухомi точцi теорiї u∗ 6= 0.

Зауважимо тепер, що до включення в початкову теорiю збурення g
∫

O,

величина Γf в критичнiй областi мала вигляд, наприклад, Γf = t−yfF (. . .), де t >

0 — зведена температура, F (. . .) — скейлiнгова функцiя, а три крапки позначають

присутнiсть певних скейлiнгових змiнних незбуреної теорiї. Включення збурення

g
∫

O приводить до появи у скейлiнговiй функцiї ΓfO нової змiнної, пропорцiйної
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константi зв’язку g,

ΓfO = t−yfF (. . . ; g t−νyO) ∼ t−yf
[

1 + g t−νyO + · · ·
]

, (4.82)

де величина yO визначена в (4.81), а ν > 0 — звичайний показник кореляцiйної

довжини. Розклад скейлiнговiй функцiї F (. . . ; g t−νyO) в лiнiйному порядку за g

показує, що включення збурення ∼ g приводить до появи нового температурного

доданка зi степенем t−νyO. Тут важливого значення набуває знак повної скейлiн-

гової вимiрностi yO. Якщо yO < 0, то поправка g t−νyO = g tν|yO| з (4.82) зникає

при малих t, i її показник визначає показник поправки до скейлiнгу, пов’язаної

з несуттєвою змiнною g. Якщо ж yO > 0, то доданок g t−νyO з (4.82) безмежно

росте при t→ 0, i приводить до змiни характеру головної сингулярностi величи-

ни ΓfO. Таким чином ми маємо справу з явищем т. зв. кросоверу, а вiдповiдний

кросоверний показник φ визначається як φ = νyO > 0.

4.6.3. Кросоверний показник

Застосовуючи цю загальну схему, в роботi [69] ми розрахували кросоверний

показник φcub, пов’язаний з появою додаткового члена (4.78) з кубiчною симетрiєю

в ефективному гамiльтонiанi ТЛ (4.79),

φcub(m) = 27
n + 2

(n+ 8)2
Ccub(m)ε2 +O(ε3), (4.83)

де Ccub(m) — коефiцiєнт при ε2 кросоверного показника φcub(m) при n = 1, тобто

Ccub(m) =
1

27m(m+ 2)

[

48 iw(m)

(m+ 4)(m+ 6)
+
jσ(m)

8

]

. (4.84)

Тут jσ(m) — iнтеграл, визначений в (4.58), а новий iнтеграл iw(m) має вигляд

iw(m) = Bm

∫ ∞

0

dv vm+7 Φ2(v;m, d∗)Y iv(v;m, d∗) , (4.85)

де Y iv(v;m, d∗) — похiдна четвертого порядку за змiнною v вiд скейлiнгової фун-

кцiї Y (v2), визначеної в рiвняннi (4.25).
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Ми чисельно розрахували значення коефiцiєнта Ccub(m) для цiлих m вiд 2

до 6 i отримали Ccub(2) ≃ 0.00309, Ccub(3) ≃ 0.00380, Ccub(4) ≃ 0.00444, Ccub(5) ≃
0.00501, Ccub(6) ≃ 0.00552. В часткових випадках m = 2 i m = 6, як i в (4.73)–

(4.75), отримано аналiтичнi вирази

Ccub(2) =
1

324
, Ccub(6) =

1

81

(

4 ln
4

3
− 19

27

)

. (4.86)

Як бачимо, при всiх цих числах m значення Ccub(m) є додатнiми, так що

в порядку O(ε2) кросоверний показник φcub(m) є додатнiм для всiх вимiрностей

m “перпендикулярного” пiдпростору Rm, де потенцiйно мiг би проявлятися ефект

кубiчної анiзотропiї. Це означає, що принаймнi при незначних вiдхиленнях ε вiд

верхньої граничної вимiрностi, кубiчна анiзотропiя є суттєвим фiзичним факто-

ром, який може привести до значних змiн у критичнiй поведiнцi в ТЛ. Зокрема,

не виключено, що дестабiлiзацiя звичної нерухомої точки може привести навiть

до появи фазового переходу першого роду.

Задача про вплив просторової анiзотропiї на фазовий перехiд в ТЛ, як i

цей доволi несподiваний фiзичний висновок, було зроблено в роботi [69] вперше.

Методами чисельного моделювання типу Монте Карло його без особливих тру-

днощiв можна було б перевiрити на вiдповiднiй гратковiй моделi [69], яка б давала

вiдповiдне узагальнення вiдомої моделi ANNNI для одновiсної ТЛ.

4.7. Напiвбезмежнi системи в точцi Лiфшица

Нacтупним узaгaльнeнням нaших рoбiт [62, 63] cтaлo зacтocувaння розвине-

ної нaми тeoрiї дo дocлiджeння прocтoрoвo oбмeжeних aнiзoтрoпних систем в ТЛ.

Як ми вже згадували в п. 1.3, для поверхневої критичної поведiнки напiвбезме-

жної анiзотропної системи суттєве значення має орiєнтацiя поверхнi в просторi

вiдносно напрямiв осей анiзотропiї. В роботi [67] ми рoзглянули напiвбезмежнi cи-

cтeми з m-вicнoю анiзотропiєю, пoвeрхня яких зoрiєнтoвaнa пeрпeндикулярнo дo

oднoгo з m нaпрямiв мoдуляцiї. Дocлiджeння тaких cиcтeм мeтoдaми рeнoрмaлi-

зaцiйнoї групи тa ε-рoзклaду викoнувaлocя тут впeршe. Дo цьoгo чacу в роботах
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[195–197] в ТЛ дослiджувалися напiвбезмежнi системи з поверхнею, паралельною

до всiх осей модуляцiї. В них також використовувалися методи, запропонованi

нами в [62, 63], та математичнi данi про скейлiнговi функцiї, опублiкованi в цих

статтях.

4.7.1. Загальний розгляд

Для опису нaпiвoбмeжeних сильно анiзотропних cиcтeм з пoвeрхнею, oрiєн-

тованою пeрпeндикулярнo дo oднiєї з осей модуляцiї, в роботi [67] було запропоно-

вано ЕГ типу Гiнзбургa-Лaндaу-Вiльсона. Вiн складається з двох частин: об’ємної

та поверхневої. Об’ємна частина ЕГ — подiбна до записаної в формулi (4.1). Рi-

зниця полягає у видiленнi одного з модуляцiйних напрямiв, z (тут — це напрям

з номером m), поряд з обмеженням iнтегрування за ним розмiщенням поверхнi

z = 0:

H∞/2[φ] =

∫

dd−1r

∫ ∞

0

dz

[

1

2

d
∑

β=m+1

(∂βφ)2 +
ρ0
2

m
∑

α=1

(∂αφ)2 +
σ0
2

(

m
∑

α=1

∂2αφ
)2

+
τ0
2
|φ|2 +

u0
4!
|φ|4

]

.

З iншого боку, тут, як i в (3.1), усi координати, паралельнi до поверхнi, позначенi

як r. При цьому тi з них, що є паралельними до осей модуляцiї, традицiйно мають

iндекс α, а перпендикулярнi до них — iндекс β.

Поверхнева частина ЕГ має вигляд

HSurf [φ] =

∫

dd−1r

{

c⊥
2
|φ|2 + bφ∂nφ+

m−1
∑

α=1

[λ‖
2

(∂αφ)2 + f (∂αφ)∂n∂αφ
]

+
λ⊥
2

(∂nφ)2
}

, (4.87)

де iндекс n означає нoрмaльну до поверхнi пoхiдну припoвeрхнeвих пoлiв. Зараз,

на вiдмiну вiд попередньої формули, ми не пишемо додаткових iндексiв “0” бi-

ля затравочних поверхневих констант зв’язку, щоб уникнути перевантаженостi

у позначеннях. Присутнiй тут доданок з константою зв’язку f , який не можна
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виключити з розгляду, вiдрiзняє останню формулу вiд її аналога, запропоновано-

го в роботi [348]. Оскiльки наявнiсть поверхнi ламає симетрiю мiж α-напрямами,

паралельними до неї, i до напряму z, константи зв’язку λ‖ i λ⊥ повиннi бути рi-

зними. Натомiсть, внески, якi б порушували обертову симетрiю m− 1 компонент

α-напрямiв, паралельних до поверхнi, i розглядалися в попередньому пунктi, за-

раз до уваги не беруться.

З розгляду варiацiї δH eфeктивного гaмiльтoнiана H = H∞/2 + HSurf ми

вивели класичне польове рiвняння

[

σ(∂α∂α)2 − ρ ∂α∂α − ∂β∂β + τ +
u

6
φ2
]

φ = 0 (4.88)

i грaничнi умoви нa пoвeрхнi,

{

σ∂3n + (b− ρ)∂n + c⊥ − [λ‖ + (f − σ)∂n]

m−1
∑

α=1

∂2α

}

φ = 0 (4.89)

i
{

−σ ∂2n + λ⊥∂n + b− (f + σ)
m−1
∑

α=1

∂2α

}

φ = 0. (4.90)

Цi ГУ є справедливими в теорiї Ландау. У взаємодiючiй теорiї вони справджую-

ться пiд знаком усереднення. З розгляду ГУ (4.89) i (4.90) випливає, що трiйка

поверхневих операторiв O1 = φ∂2nφ, O2 = (∂nφ)∂2nφ, i O3 = φ∂3nφ, якi могли б

бути потенцiйними кандидатами на входження в поверхневий eфeктивний гaмiль-

тoнiан (4.87), насправдi є зайвою (redundant), i формула (4.87) є самодостатньою.

З умови (4.88) слiдує, що “pz-представлення” (порiвн. з (3.4)) Ĝ(p, q̂; z, z′)

вiльного пропагатора сформульованої теорiї задовольняє дифeрeнцiальному рiв-

нянню чeтвeртoгo пoрядку

[

σ (q̂2 − ∂2z)2 + p2 + ρ (q̂2 − ∂2z) + τ
]

Ĝ(p, q̂; z, z′) = δ(z − z′). (4.91)

Тут, як звичайно, мається на увазi, що ми працюємо в невпорядкованiй надкри-

тичнiй фазi з нульовим профiлем параметра порядку, 〈φ(x)〉 = 0. Як i в (3.4),

функцiя Ĝ(p, q̂; z, z′) є Фур’є-образом координатного представлення кореляцiйної
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функцiї G(rβ, r̂α; z, z′) вiдносно всiх координат r = (rβ, r̂α), паралельних до по-

верхнi, тобто напрямiв, у яких зберiгається трансляцiйна iнварiантнiсть. На вiд-

мiну вiд (3.4), зараз ситуацiя є такою, що до “паралельних” координат належать

як d−m β-векторiв rβ, так i m−1 векторiв r̂α модуляцiйного пiдпростору. Те, що

число таких напрямiв є саме m− 1, а не m, як це було при розглядi ТЛ в безме-

жному об’ємi, ми позначили “дашком” над вектором rα. Аналогiчне позначення

ми використовуємо i для спряженого хвильового вектора q̂, який має також m−1

α-компонент на вiдмiну вiд m-компонентного вектора q, що використовувався в

пунктi 4.2.

Розв’язок рiвняння (4.91) повинен задовольняти парi ГУ (порiвн. з (4.89)–

(4.90))
{

σ∂3z +
[

b + (f − σ)q̂2 − ρ
]

∂z + c⊥ + λ‖ q̂
2
}

Ĝ (p, q̂; z, z′)|z=0 = 0, (4.92)

[

−σ ∂2z + λ⊥∂z + b+ (f + σ)q̂2
]

Ĝ (p, q̂; z, z′)|z=0 = 0, (4.93)

за умови, що в границi z, z′ →∞ при фiксованiй рiзницi z − z′ мусить вiдтворю-

ватися аналогiчне змiшане представлення об’ємного пропагатора в ТЛ,

Ĝb(p, q̂; z) =

∫ ∞

−∞

dk

2π

eikz

(k2 + q̂2)2 + p2
(4.94)

=
e−κ+|z|

4κ+κ−(κ2+ + κ2−)
[κ− cos(κ−|z|) + κ+ sin(κ−|z|)] . (4.95)

Величини κ− i κ+ входять у вирази для коренiв знаменника iнтеграла Фур’є в

(4.95), ±κ− ± iκ+, i мають вигляд

κ± =
1√
2

√

√

q̂4 + p2 ± q̂2 . (4.96)

Крiм цього, для того щоб найвища похiдна ∂4z давала δ-функцiю в рiвняннi

(4.91), потрiбно, щоб обидвi функцiї Ĝ(p, q̂; z, z′) i Ĝb(p, q̂; z, z
′) задовольняли умо-

ву стрибка
[

σ∂3zĜ(p, q̂; z, z′)
]z=z′+0

z=z′−0 = 1. (4.97)

У роботi [67] ми виконали всi розрахунки, необхiднi для визначення загаль-

нoго вигляду вiльного прoпaгaтoра Ĝ(p, q̂; z, z′) бeзпoceрeдньo в тoчцi Лiфшица,
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тобто при ρ = τ = 0. Не дивлячись на це спрощення, результат виявився не дуже

придатним для практичних обчислень, i ми не записуємо явних виразiв через їх

громiздкiсть (всю необхiдну iнформацiю можна знайти в [67, Розд. 3]). У зв’язку

з цим в [67, Розд. 4-5] ми перейшли до розгляду звичайного переходу в ТЛ у ви-

падку, коли одна з осей анiзотропiї обмежується вiльною поверхнею з ГУ типу

Дiрiхле.

4.7.2. “Звичайний” перехiд в точцi Лiфшица

Вiльний прoпaгaтoр, що обговорювався в попередньому пунктi, можна ре-

ально викoриcтовувати для розрахунку кoрeляцiйних функцiй анiзотропних cи-

cтeм, oбмeжeних вiльнoю пoвeрхнeю, тoбтo, кoли пoвeрхнeвi пoля зaдoвoлняють

узaгaльнeним асимптотичним грaничним умoвaм типу Дiрiхле,

φ(r; z = 0) = ∂nφ(r; z)|z=0 = 0. (4.98)

Цi ГУ вiдповiдають “звичайному” переходу (порiвн. з Розд. 3.4 i 7.2.2) i узагаль-

нюють звичайну формулу (3.62) вiдповiдно до ускладнень в теорiї, яку ми зараз

розглядаємо. Згiдно з (4.98), вiдповiдний вiльний прoпaгaтoр Ĝ00(p, q̂; z, z
′) задо-

вольнятиме ГУ

Ĝ00(p, q̂; z, z
′)|z=0 = ∂zĜ00(p, q̂; z, z

′)|z=0 = 0. (4.99)

У явному виглядi ми отримуємо

Ĝ00(p, q̂; z, z
′) = Ĝb(p, q̂; |z − z′|)− Ĝb(p, q̂; z + z′)− sin(κ−z) sin(κ−z′)

2κ2− κ+
e−κ+(z+z

′),

(4.100)

де Ĝb(p, q̂; z) — pz-представлення об’ємного пропагатора вiльної теорiї в ТЛ, (4.95).

Рiзниця об’ємних пропагаторiв у перших двох доданках є аналогiчною до формули

(3.71) для пропагатора Дiрiхле в критичнiй точцi. Останнiй доданок в (4.100) є

специфiчним чисто поверхневим внеском. Наявнi в (4.100) математичнi спрощення

дозволять отримати деякi результати навiть в аналiтичному виглядi.
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В теперiшнiй ситуацiї операторний розклад на близьких вiдстанях вiд по-

верхнi має вигляд (порiвн. з Розд. 3.4)

φR(r, z) ≈
z→0

C∂2nφ(z) (∂2nφ)R(r), (4.101)

а скейлiнговою вимiрнiстю поверхневого оператора з двома нормальними похiдни-

ми є ∆[∂2nφ] = β⊥ordL1 /ν2, де ν2 — об’ємний критичний показник перпендикулярної

кореляцiйної довжини в ТЛ, а β⊥ordL1 — поверхневий показник параметра порядку.

Подiбно як i в п. 3.4, особливостi критичної поведiнки нашої моделi отримуються

з розгляду (N +M)-точкових кумулянтiв (порiвн. з (3.64))

G(N,M)
a1...bM

(x1, . . . , rM) =

〈[

N
∏

j=1

φaj(xj)

][

M
∏

k=1

∂2nφ
bk(rk)

]〉

c

. (4.102)

Для усунення ультрафiолетових розбiжностей, присутнiх в пертурбатив-

них розкладах кореляцiйних функцiй G(N,M), вводиться новий ренормалiзацiйний

фактор Ẑ2. Вiн входить у визначення перенормованого поверхневого оператора

(∂2nφ)R,

∂2nφ =
[

Z2Zφ
]1/2

(∂2nφ)R = Ẑ
1/2
2 ∂2nφR, (4.103)

а також перенормованих кореляцiйних функцiй:

G(N,M)
R = Z

−(N+M)/2
φ Ẑ

−M/2
2 G(N,M) . (4.104)

Зa дoпoмoгoю мeтoду вимiрнoї рeгуляризaцiї тa мiнiмaльних вiднiмaнь

ми рoзрaхувaли вiдповiдну aнoмaльну вимiрнicть η̂∗2 другoї нoрмaльнoї пoхiднoї

пoвeрхнeвих пoлiв у першому нетривiальному порядку ε-розкладу. Для цього в

однопетльовому наближеннi була розглянута кореляцiйна функцiя двох полiв —

об’ємного φ i ∂2nφ на поверхнi. Її сингулярнiсть при ε→ 0 визначила величину η̂∗2

як

η̂∗2 = g0(m)
n+ 2

n+ 8

ε

2
+ O(ε2), (4.105)

де коефiцiєнт g0(m) має вигляд

g0(m) = 2−m − 3

4−m
[

2−m+
24

m+ 2
−
√

2π

8
(2m− 5)(m− 1)

Γ(m/2)

Γ(m/2 + 1/2)
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+
1

m
2F1

(

2,
m− 1

2
;
m+ 2

2
;−1

)

]

(4.106)

для довiльного числа осей анiзотропiї m; у випадку ТЛ з одновiсною анiзотропiєю

маємо g0(1) = −9.

Цe дaлo нaм мoжливicть визнaчити критичний пoкaзник поверхневої

нaмaгнiчeнocтi звичaйнoгo пeрeхoду в ТЛ як

β⊥ordL1 = βL +
ν2
2

(

4θ + η̂∗2
)

=
ν2
2

[4− ε + η̂∗2] + O(ε2)

= 1 +
ε

4(n+ 8)

[

n− 4 +
n + 2

2
g0(m)

]

+O(ε2), (4.107)

де βL = 1
2
ν2[d − 2 + η2 + m(θ − 1)] — об’ємний показник намагнiченостi4,

θ = 1/2 + O(ε2) — iндекс анiзотропiї, а ν2 = 1/2 + O(ε) i η2 = O(ε2) — вiд-

повiдно показник кореляцiйної довжини i кореляцiйний критичний показник в

β-пiдпросторi об’ємної системи в ТЛ.

В роботi [67] ми також iдентифiкували поверхневий критичний показник

паралельних кореляцiй як

η⊥ordL‖ = 5θ − 1 + η2 + η̂∗2 =
3

2
+ η̂∗2 +O(ε2). (4.108)

Ця формула, у свою чергу, дає доступ до критичного показника поверхневої

сприйнятливостi в ТЛ γ⊥ordL11 через звичайне скейлiнгове спiввiдношення γ11 =

ν2(1− η‖), яке залишається справедливим у системi, що розглядається [199].

Для випaдку iзiнгiвcьких (n = 1) oднoвicних (m = 1) cиcтeм, що вiдповiд-

ають вiдомiй гратковiй моделi ANNNI, критичний показник (4.107) зводиться до

β⊥ordL1 = 1− (11/24)ε+O(ε2). Прocтa eкстрaпoляцiя ε-розкладу дo фiзичнoї вимiр-

нocтi d = 3 дaє чиceльнe значення 0.31 для цього показника, тoдi як aпрoкcимaнтa

Пaдe [0,1] β⊥ordL1 =
[

1 + (11/24)ε+ O(ε2)
]−1

дaє оцiнку βL1 = 0.59. Тaкий рoзкид

дaних є нoрмaльним для лiнiйнoгo за ε нaближeння, тим бiльшe при вeликому

значеннi ε=3/2. У кoжнoму рaзi, чиceльнe знaчeння 0.59 є дужe близьким дo

рeзультaту рoзрaхункiв мeтoдoм Мoнтe Кaрлo [201], 0.62(1). Тaким чинoм, нaшi

4У вiдповiднiй (стандартнiй) формулi з [67, стор. 7937] внаслiдок технiчної помилки опущений множник 1/2
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рeзультaти дaють фiзичнo прaвильну тeндeнцiю дo змeншeння вeличини β⊥ordL1 вiд

клacичнoгo знaчeння 1, зaдoвiльнo узгoджуютьcя з даними чиceльнoгo eкcпeри-

мeнту, i можуть бути доброю точкою вiдлiку для подальших теоретичних дослi-

джень, а також майбутнiх експериментiв з реальними системами.

4.8. Висновки

У четвертому роздiлi описаний новий пiдхiд, запропонований для розра-

хунку критичних показникiв, що описують критичну поведiнку сильно анiзотро-

пних систем в околi точки Лiфшица. Вперше отримано правильнi ε-розклади

всiх показникiв ТЛ з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї m в порядку O(ε2)

з ε = 4 + m/2 − d. При цьому виявлено та виправлено значну кiлькiсть поми-

лок в аналогiчних розрахунках iнших авторiв. Зроблено висновок про те, що у

взаємодiючiй теорiї iндекс анiзотропiї θ є некласичним ∀m ∈]0, d[.

Нашi загальнi iнтегральнi представлення для критичних показникiв ТЛ вiд-

творюють вiдомi ε = 4 − d-розклади показникiв iзотропних систем в критичнiй

точцi, коли анiзотропiя зникає в границi m→ 0. У частковому випадку iзотропної

ТЛ з m = d i ε = 8 − d також отримуються вiдомi формули. Iснує узгодження

з 1/n-розкладом, який буде розглянуто нижче, в спiльнiй областi застосовностi

{ε, 1/n} → 0. Коректнiсть граничних випадкiв дає впевненiсть у правильностi

аналiтичних виразiв у часткових випадках m = 2 i m = 6, а також чисельних

результатiв при m = 1. На основi останнiх — виконанi чисельнi оцiнки критичних

показникiв при d = 3, якi ми порiвнюємо з низкою даних iнших робiт.

Поставлено задачу про вплив кристалiчної структури (а саме кубiчної анiзо-

тропiї) модуляцiйного пiдпростору на критичну поведiнку m-вiсних ТЛ. В рамках

другого порядку ε-розкладу розраховано вiдповiдний кросоверний показник i зро-

блено висновок про те, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може бути причиною

змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

Сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних сильно анiзотропних

систем, обмежених поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей модуляцiї. В
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першому порядку за ε розрахованi некласичнi поверхневi показники звичайного

переходу, що вiдбуваються в таких системах у ТЛ. Проведено вiдповiднi чисельнi

оцiнки та порiвняння з наявними даними чисельного експерименту.

Нашi формулювання теорiї сильно анiзотропних систем в точцi Лiфшица

i технологiчнi засоби, якi при цьому використовуються, з певнiстю є корисними

для квантових теорiй поля з порушенням Лоренцiвської iнварiантностi [55, 56]

(деякi математичнi аспекти таких теорiй грунтовно дослiджувалися в нашiй ро-

ботi [6]). Запропонованi нами способи розрахунку критичних показникiв є суттєво

ефективнiшими за всi попереднi i можуть адаптовуватися для дослiдження iнших

складних систем.
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РОЗДIЛ 5

КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ В ТОЧЦI ЛIФШИЦА
I ГIПОТЕЗА ЛОКАЛЬНОЇ СКЕЙЛIНГОВОЇ

IНВАРIАНТНОСТI

Даний роздiл присвячений критичному перегляду т. зв. гiпотези локаль-

ної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI), запропонованої М. Генкелем в роботах

[173, 181, 229] i порiвнянню її передбачень з розрахованими нами епсилон-

розкладами для парних кореляцiйних функцiй m-вiсних анiзотропних систем у

мультикритичнiй точцi Лiфшица [73, 349]. З цiєю метою в роботi [73] ми виконали

перевiрку математичного пiдгрунтя ГЛСI, а також провели грунтовне дослiджен-

ня математичної структури парних кореляцiйних функцiй у ТЛ. Ми показали, що

передбачення ГЛСI Генкеля, строго кажучи, є справедливими тiльки у випадку

теорiй, вiльних вiд взаємодiй. При цьому вони дають добрi кiлькiснi результати

в тих випадках, коли врахування флуктуацiй приводить до невеликих чисельних

поправок.

5.1. Гiпотеза локальної скейлiнгової iнварiантностi М.

Генкеля

На сьогоднiшнiй день добре вiдомо, що крупномасштабнi фiзичнi властиво-

стi систем у КТ описуються масштабно-iнварiантними континуальними теорiями

поля [9, 350, 351]. У звичному випадку об’ємних iзотропних систем з короткося-

жними взаємодiями, скейлiнгова iнварiантнiсть, разом iз трансляцiйною iнварiан-

тнiстю i обертовою симетрiєю передбачають iнварiантнiсть вiдносно бiльш широ-

кої групи перетворень, яка називається конформною [227, 228]. Конформну iнва-

рiантнiсть можна розглядати як узагальнення цього набору глобальних симетрiй
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на бiльш широку групу локальних перетворень, якi теж залишають незмiнними

властивостi системи, яка перебуває у критичному станi. Цi перетворення вiдпо-

вiдають локальним комбiнацiям змiщень, поворотiв i масштабних перетворень з

масштабним фактором ℓ(x), що залежить вiд просторової координати x.

У своїх роботах [143, 173, 181, 229] Генкель поставив собi завдання зробити

подiбне узагальнення для асимптотичної анiзотропної скейлiнгової iнварiантностi,

присутньої в сильно анiзотропних системах, коли вони перебувають у критичному

станi. Таким чином виникла його гiпотеза локальної скейлiнгової iнварiантностi

— ГЛСI, яку ми коротко розглянемо в цьому роздiлi. При цьому ми будемо обме-

жуватися виключно розглядом т. зв. систем “типу I” в термiнологiї Генкеля, коли

ця гiпотеза стосується, зокрема, m-вiсних анiзотропних систем у точцi Лiфшица,

критичнi властивостi яких ми дослiджували в попереднiх роздiлах.

Нагадаємо, що глобальна анiзотропна масштабна iнварiантнiсть означає, що

локальнi скейлiнговi оператори Oj(x) ≡ Oj(r, z) зi скейлiнговими вимiрностями

∆j при масштабних перетвореннях координат r′ = ℓr, z′ = ℓθz задовольняють

правилу перетворення Oj(ℓr, ℓθz) = ℓ−∆jOj(r, z), де θ 6= 1 — знайомий нам з

роздiлу 4 iндекс анiзотропiї. Вiдповiдно до цього, парнi кумулянтнi кореляцiйнi

функцiї Gjk(x1,x2) ≡ 〈Oj(x1)Ok(x2)〉 поводять себе при таких змiнах масштабiв

координат як

Gjk(ℓr1, ℓ
θz1, ℓr2, ℓ

θz2) = ℓ−(∆j+∆k)Gjk(r1, z1, r2, z2). (5.1)

У свою чергу, для систем з трансляцiйною iнварiантнiстю в кожному пiдпросторi

з координатами r i z це означає, що парнi кореляцiйнi функцiї є узагальненими

однорiдними функцiями. Вони представляються в скейлiнговому виглядi

Gjk(r, z) = r−2∆ Ωjk(z r
−θ), де ∆ ≡ (∆j + ∆k)/2, (5.2)

а r = |r| = |r1 − r2| i z = |z| = |z1 − z2|. Тут характерною для систем з анiзотро-

пною скейлiнговою iнварiантнiстю є поява скейлiнгових функцiй Ωjk(v) залежних

вiд скейлiнгової змiнної v ≡ z/rθ.
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Постулюючи ряд “аксiом локальної скейлiнгової iнварiантностi”, Генкель

записав набiр локальних диференцiальних генераторiв перетворень координат,

якi певним чином узагальнюють вiдомi конформнi перетворення на випадок d-

вимiрного анiзотропного простору з одновiсною анiзотропiєю, Rd−1
β × R1

α. Аналi-

зуючи дiю цих генераторiв на кореляцiйнi функцiї (5.2) вiн прийшов до висновку,

що скейлiнговi функцiї Ω(v) з j = k повиннi задовольняти диференцiальному

рiвнянню

(

α ∂N−1v − v2∂v − vN∆
)

Ω(N)(v) = 0 з N ≡ 2/θ (5.3)

i ненульовим неунiверсальним масштабним параметром α, розглядаючи його на

iнтервалi v ∈ [0,∞) з граничними умовами

Ω(N)(0) = ω
(N)
0 i Ω(N)(v) ≈

v→∞
ω(N)
∞ v−N∆, де ω

(N)
0 6= 0 i ω(N)

∞ 6= 0. (5.4)

При цьому, якщо розглядаються натуральнi числа N , що забезпечує цiлочисель-

нiсть порядкiв похiдних ∂N−1v , то на iндекс анiзотропiї θ вводиться обмеження.

Тодi для нього дозволяються тiльки дробовi значення θN ≡ 2/N з N ∈ N, а вiд-

повiдна скейлiнгова функцiя Ω позначається iндексом N . Коли N = 4, величина

θ4 = 1/2 спiвпадає з iндексом анiзотропiї вiльної теорiї m-вiсних ТЛ. Надалi, як

i в роботi [73], ми розглядаємо виключно цiлi значення чисел N , не вникаючи в

проблематику узагальнення порядкiв похiдних на нецiлi величини.

Розв’язуючи диференцiальне рiвняння (5.3) з ГУ (5.4) безпосередньо в ко-

ординатному просторi, Генкель отримав його загальний розв’язок у виглядi

Ω(N)(v) =
N−3
∑

p=0

b(N)
p

[

vpFp(v)− a(N)
p

(

α/N2
)(p+2−N)/N

vN−2FN−2(v)
]

, (5.5)

який включає N − 2 вiльнi параметри b(N)
p з p = 0, . . . , N − 3 i стiльки ж вiдомих

у явному виглядi констант a(N)
p . Функцiї Fp(v) — це узагальненi гiпергеометричнi

функцiї, заданi формулами

Fp(v) ≡ 2FN−1

(

N∆ + p

N
, 1; 1 +

p

N
, 1 +

p− 1

N
, . . . ,

p+ 2

N
;

vN

NN−2 α

)

(5.6)
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В роботi [73] ми провели альтернативний аналiз диференцiального рiвняння

(5.3). Застосовуючи нове iнтегральне представлення його розв’язкiв i дослiджую-

чи їх асимптотичну поведiнку при великих аргументах ми показали, що розв’язки

(5.5) задовольняють ГУ на +∞ тiльки при N = 3, 4 i 5. У випадку N = 6, який

є особливим, скейлiнгова функцiя Ω(6), задана формулою (5.5) з довiльними кое-

фiцiєнтами b(6)p , p = 0, . . . , 3, не задовольняє заданiй ГУ при v →∞, а навпаки —

алгебраїчно розбiгається в цiй границi. Усунення цiєї розбiжностi зменшує кiль-

кiсть вiльних параметрiв в Ω(6) з 4 до 3. При цiлих N ≥ 7, в Ω(N)(v) залишаються

експонентно зростаючi члени при великих v. Для їх лiквiдацiї необхiдно наклада-

ти додатковi обмеження на коефiцiєнти b(N)
p , що знов приводить до зменшення їх

кiлькостi. Зокрема, приN = 7 загальний розв’язок рiвняння (5.3), що задовольняє

ГУ (5.4), повинен мати тiльки три, а не п’ять констант iнтегрування b(7)p .

Розглянемо бiльш детально найважливiший для нас випадок N = 4, оскiль-

ки саме вiн має безпосереднє вiдношення до наших розрахункiв у точцi Лiфшица.

Згiдно з формулою (5.5), розв’язок диференцiального рiвняння (5.3) повинен мати

вигляд лiнiйної комбiнацiї

Ω(4)(v) = b
(4)
0 Ω

(4)
0 (v) + b

(4)
1 Ω

(4)
1 (v), (5.7)

в якiй

Ω
(4)
0 (v) =

Γ(3/4)

Γ(ζ/4)

∞
∑

l=0

Γ(l/2 + ζ/4)

l! Γ(l/2 + 3/4)

( −v2
2α1/2

)l

, (5.8)

де для компактностi запису введене позначення ζ = N∆, i

Ω
(4)
1 (v) =

v
√

π/2

Γ[(ζ + 1)/4]

∞
∑

l=0

Γ[(l + 1 + ζ)/4] s(l)

Γ(l/4 + 1) Γ[(l + 3)/2]

[ −v
(4α)1/4

]l

, (5.9)

де s(l) = 2−1/2 [cos(lπ/4) + sin(lπ/4)] cos(lπ/4).

Функцiя Ω(4)(v) з (5.7)–(5.9) використовувалася в роботах [143, 173, 181, 229]

в якостi теоретичного передбачення ГЛСI для парної кореляцiйної функцiї пара-

метра порядку тривимiрних систем у ТЛ. Крiм того, в роботi [143] були пред-

ставленi результати чисельних симуляцiй методом Монте Карло для тривимiрної

моделi ANNNI, якi дуже добре узгоджувалися з цим передбаченням.
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У зв’язку з цим ми з особливою уважнiстю пiдiйшли до виводу функцiї

Ω(4)(v) в рамках ГЛСI. Ми пiшли вiд самого початку, звернувшись до постульо-

ваних Генкелем рiвнянь iнварiантностi (див. [173], р-ня (3.65), (3.85) i [73], р-ня

(2.3)-(2.8)). Вони були сформульованi в термiнах одновимiрної “часової” змiнної

t, яка є аналогом осi анiзотропiї z при m = 1, i “просторових” змiнних r. На-

жаль, в роботах [173, 181, 229] так i не було явно вказано, в яких межах повинна

розглядатися “часово-подiбна” змiнна t.

Проте, в контекстi розгляду анiзотропних систем з одновiсною анiзотропiєю

в ТЛ, очевидним є те, що запропонованi рiвняння повиннi працювати в повному

d-вимiрному просторi Rα × R
d−1
β з t ∈]−∞,∞[ , i при цьому немає пiдстав обме-

жувати змiнну t тiльки додатньою пiввiссю, як це було зроблено Генкелем при

розглядi рiвняння (5.3). Таким чином, початковi рiвняння, що виражають ГЛСI,

можна розв’язати за допомогою перетворення Фур’є, що приводить до результату

G(p, q) =
[

p2 + 4αN−2(iq)N
]−∆̃

з ∆̃ =
1

N
−∆ +

d− 1

2
(5.10)

i p ∈ Rd−1, q ∈ R, для Фур’є-образу G(p, q) кореляцiйної функцiї G(r, t) з (5.2).

За умови додатностi коефiцiєнта 4αiN/N2 при qN , яка виконується для кра-

тних 4 цiлих чисел N ≥ 4, виходячи iз отриманої функцiї G(p, q) ми можемо за

допомогою зворотнього Фур’є-переходу знайти координатне представлення скей-

лiнгової функцiї

Ω(N)(v) = CN(ζ, α)

∫ ∞

0

dκκ(ζ−1)/2 cos

[(

N2

4|α|

)1/n

v κ

]

K(ζ−1)/N(κN/2), (5.11)

де Kν(z) — звичайна функцiя Бесселя другого роду, i

CN(ζ, α) =
π−(d+1)/222−d+(ζ−1)/N

Γ [(d− 1)/2− (ζ − 1)/N ]

(

N2

4|α|

)1/n

. (5.12)

За побудовою, функцiя (5.11) з точнiстю до постiйних множникiв є єдиною

скейлiнговою функцiєю, що задовольняє постульованим рiвнянням ГЛСI у пов-

ному d-вимiрному просторi змiнних (t, r). Одночасно, щойно знайдена функцiя

Ω(N)(v) є частковим розв’язком рiвняння (5.3).



175

У випадку N = 4, останнє є звичайним диференцiальним рiвнянням третьо-

го порядку. Вiдповiдно, iснують три лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння

з α > 0, записанi в термiнах узагальнених гiпергеометричних функцiй 1F2 в рiв-

няннi (3.8) нашої роботи [73]:

{fj(v)} =
{

1F2

(ζ

4
;
1

2
,
3

4
;
v4

16α

)

, 1F2

(ζ

4
+

1

4
;
3

4
,
5

4
;
v4

16α

)

v, 1F2

(ζ

4
+

1

2
;
5

4
,
3

2
;
v4

16α

)

v2
}

,

(5.13)

j = 1, 2, 3. Два з них є парними функцiями, а один — непарною. Оскiльки iнтеграл

в (5.11) представляє собою парну функцiю вiд v, розв’язок рiвняння (5.3) з N = 4,

який йому вiдповiдає, повинен бути лiнiйною комбiнацiєю тiльки двох парних

лiнiйно незалежних розв’язкiв з (5.13). Безпосереднiй розрахунок iнтеграла (5.11)

якраз i приводить до такої лiнiйної комбiнацiї:

Ω(4)(v) = C4(ζ, α) 2(ζ−3)/4 Γ(5/4) Γ(ζ/4) Ω
(4)
0 (v), (5.14)

де

Ω
(4)
0 (v) = f1(v)− 2 Γ(3/4) Γ[(ζ + 2)/4]√

αΓ(1/4) Γ(ζ/4)
f3(v). (5.15)

Функцiя Ω
(4)
0 (v) з (5.14) насправдi спiвпадає з аналогiчною функцiєю (5.8), отри-

маною iншим способом в роботi [173].

З iншого боку, неважко переконатися в тому, що функцiя Ω
(4)
1 (v) з (5.9) є

лiнiйною комбiнацiєю

Ω
(4)
1 (v) = f2(v)− (2π)1/2 Γ[(ζ + 2)/4]

α1/4 Γ(1/4) Γ[(ζ + 1)/4]
f3(v), (5.16)

в яку входить непарна функцiя f2(v). Оскiльки остання не має права входити в

розв’язок Ω(4)(v), то й функцiя Ω
(4)
1 (v) не повинна давати туди свого внеску. Це

означає, що коли ГЛСI формулюється в необмеженому (t, r)-просторi R1
α ×R

d−1
β ,

то рiвняння (5.3) теж повинно розглядатися при всiх v ∈]−∞,∞[, а коефiцiєнт b(4)1

в записi (5.7) функцiї Ω(4)(v) повинен дорiвнювати нулю. При цьому, будучи пар-

ною за v, функцiя Ω
(4)
0 (v) автоматично забезпечує необхiдне спадання розв’язку

рiвняння (5.3) при v → −∞ як ∼ |v|−ζ .
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Є ще й iнша причина, з якої функцiя Ω
(4)
1 (v) є недопустимою в розв’язку

рiвняння (5.3). Хоч вона, як i Ω
(4)
0 (v), поводить себе ∼ v−ζ при v → +∞, задо-

вольняючи цим вiдповiдну ГУ з (5.4), її асимптотична поведiнка при v → −∞
є екпонентно розбiжною ∼ |v|(ζ−3)/2ev2/4, що є неприйнятним з фiзичних мiрку-

вань. Разом з цим, таке зростання скейлiнгової функцiї Ω(4)(v) на −∞ робить

неможливим перетворення Фур’є вiдповiдної парної кореляцiйної функцiї.

Таким чином, при бажаннi зберегти повну скейлiнгову функцiю Генкеля

Ω(4)(v) в її оригiнальному виглядi (5.7) з ненульовим коефiцiєнтом b
(4)
1 , ми мусили

б поправити її нефiзичну поведiнку при v → −∞. Досягнути цього найпростiшим

способом можна, записуючи її у виглядi

Ω̄(4)(v) ≡ b
(4)
0 Ω

(4)
0 (v) + b

(4)
1 Ω

(4)
1 (|v|). (5.17)

Тут при замiнi аргумента функцiї Ω
(4)
1 з v на |v| лiквiдовується її екпонентна роз-

бiжнiсть при v → −∞, а замiсть неї симетричним чином встановлюється “добре”

степеневе спадання ∼ |v|−ζ з областi v → +∞. Зрозумiло, така штучна констру-

кцiя має i свiй недолiк: в точцi v = 0 утворюється злам, i через це один iз ге-

нераторiв координатних перетворень ГЛСI, Y−1, при дiї на кореляцiйну функцiю

G(t, r) = r−2∆ Ω̄(4)(v) дає замiсть нульового результату δ-подiбну особливiсть.

Потрiбне неоднорiдне диференцiальне рiвняння можна розв’язати викори-

стовуючи перехiд до iмпульсного представлення i шукаючи розв’язок у скейлiн-

говому виглядi

G(p, q) = p−2∆̃ g
(

p2q−4
)

. (5.18)

Результат для скейлiнгової функцiї g(w) може бути записаний як

g(w) =

(

1 +
α

4w

)−∆̃ [

a+
α

2
b
(4)
1 A (1− 2 ∆̃)w−1/2 2F1

(

1

2
, 1− ∆̃;

3

2
;− α

4w

)]

,(5.19)

де a = a0b
(4)
0 + a1b

(4)
1 — константа, що лiнiйно залежить вiд коефiцiєнтiв b(4)0 i b(4)1 ,

а

A ≡
∫

dd−1r r−(4∆+1)/2 e−ie·r, (5.20)
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де e — одиничний вектор довiльної орiєнтацiї в (d − 1)-вимiрному β-пiдпросторi

R
d−1
β . Нагадаємо, що спiввiдношення мiж скейлiнговими вимiрностями ∆ i ∆̃ за-

писане в (5.10).

У пiдсумку, строго кажучи, на основi нашого аналiзу ми можемо говори-

ти лише про один варiант передбачень ГЛСI для випадку N = 4 i m = 1.

Це — парна кореляцiйна функцiя G(r, z) ≡ 〈O(r, z)O(0, 0)〉cum, що записується

в скейлiнговому виглядi G(r, z) = r−2∆ Ω(4)(v), де Ω(4)(v)-парна функцiя змiн-

ної v = z r−θ4, наведена в явному виглядi в (5.14)–(5.15). Внаслiдок обмеження

θN ≡ 2/N з N ∈ N, iндекс анiзотропiї θ4 має класичне значення θ4 = 1/2. При

цьому скейлiнгова вимiрнiсть ∆ оператора O може вiдрiзнятися вiд класичної.

Наприклад, при розглядi корелятора двох полiв параметра порядку φ(x), ми ма-

тимемо ∆φ = (d− 5/2 + η2)/2, де η2 — кореляцiйний критичний показник з (4.47).

У випадку невзаємодiючої теорiї η2 = 0, i вiдповiдна кореляцiйна функцiя G(r, z)

з точнiстю до масштабних множникiв зводиться до вiльного пропагатора (4.7) в

ТЛ з m = 1.

Фур’є-образ G(p, q) функцiї G(r, z) з довiльним числом осей анiзотропiї m

також визначається формулами (5.10) зi скейлiнговим представленням (5.18). Фа-

ктично такi передбачення є справедливими тiльки для певного типу ефективних

безмасових гаусових теорiй поля, вiльних вiд взаємодiй. Цi теорiї можна предста-

вити в загальному виглядi ефективним гамiльтонiаном

Hfree
m,d[O] =

1

2

∫ (d−m)

p

∫ (m)

k

(p2 + k4)∆̃Op,kO−p,−k . (5.21)

З точнiстю до нормування, функцiя G(p, q) представляє собою саме вiльний про-

пагатор такої теорiї поля. Зокрема, у випадку O = φ, ∆̃φ = 1− η2/2, а якщо йде-

ться про густину енергiї, то O = E = φ2/2 i ∆̃E = αL/(2ν2) = 2/ν2− (d−m)− θm.

В останньому випадку двоточкова незвiдна кореляцiйна функцiя матиме вигляд

〈Ek′,p′Ek,p〉cum = p−2∆̃ Υfree
m,d(kp

−θ4) (2π)d δ(k + k′) δ(p+ p′) ,

Υfree
m,d(k) = (1 + k

4)−∆̃ , (5.22)

де Υfree
m,d(k) — вiдповiдна скейлiнгова функцiя — порiвн. з (5.33).
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З iншого боку, формули, записанi в оригiнальних статтях Генкеля [143, 173,

181, 229] i вiдтворенi вище в рiвняннях (5.7)–(5.9), мiстять додатковий вiльний

параметр b(4)1 . Пов’язанi з ним внески мають нефiзичну поведiнку в певних обла-

стях аргументiв. Це однаково стосується як функцiї (5.7), так i її Фур’є-образу,

наведеного в (5.19).

В наступних роздiлах ми зупинимося на конкретних розрахунках кореляцiй-

них функцiй сильно анiзотропних систем в точцi Лiфшица. Де можливо, будемо

робити порiвняння з розглянутими вище передбаченнями ГЛСI.

5.2. Парнi кореляцiйнi функцiї в теорiї φ4

Для порiвняння передбачень гiпотези локальної скейлiнгової iнварiантностi

Генкеля з результатами теорiї, що явно враховує взаємодiї та флуктуацiї, в ро-

ботi [73]1 ми виконали необхiднi розрахунки в рамках теоретико-польової моделi

φ4 i епсилон-розкладу бiля верхньої граничної вимiрностi простору. Тут були де-

тально розглянутi парнi кореляцiйнi функцiї типу (параметр порядку)-(параметр

порядку) та енергiя-енергiя m-вiсних анiзотропних систем у мультикритичнiй то-

чцi Лiфшица. Було виконано загальний ренормгруповий аналiз цих кореляцiйних

функцiй, а також отримано ряд нових результатiв у явному виглядi.

5.3. Парна кореляцiйна функцiя полiв параметра

порядку

Для явного розрахунку кореляцiйної функцiї двох полiв зручно працювати

в iмпульсному представленнi i розглядати величину, обернену до кумулянтного

середнього < φp,qφ−p,−q >cum,

[

G
(2)
R (p, q)

]−1
= Zφ

[

G(2)(p, q)
]−1

= Zφ[p
2 + σ0q

4 − + O(ε3)]. (5.23)

Тут у квадратних дужках ми маємо справу з дiаграмним розкладом, який вже

розглядався на початку п. 4.4. Його полюснi внески вiднiмаються шляхом муль-

1Деякi поправки до роботи [73] опублiкованi в [349].
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типлiкативного перенормування з ренормалiзацiйним Z-фактором Zφ з (4.35)

i (4.36). З точнiстю до стандартних комбiнаторних множникiв, якi ми вiдтво-

римо нижче в (5.26), двопетльовiй дiаграмi з (5.23) вiдповiдає функцiя зовнi-

шнiх iмпульсiв p2−2εI3(s), де пов’язана з ними скейлiнгова змiнна має вигляд

s = σ
1/4
0 q/

√
p, а для iнтеграла Фейнмана I3(s) ми маємо

I3(s) =

∫

dd−mr

∫

dmz G3(r, z)ei1reisz = ε−1(c2 + c4s
4) + R

(3)
0 (s) +O(ε). (5.24)

Головною величиною, яка цiкавитиме нас у подальшому, є скiнченна частина цього

iнтеграла, функцiя R(3)
0 (s). Полюснi коефiцiєнти c2 i c4 були важливою складовою

частиною розрахункiв, що обговорювалися в п. 4.4, вони визначають величини

кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 з (4.65). Вичерпна iнформацiя щодо

вiльного пропагатора G(r, z) є в п. 4.2.

У точцi Лiфшица перенормована парна кореляцiйна функцiя G
(2)
R (p, q) за-

писується в скейлiнговому виглядi як

G
(2)
R (p, q) = p−2+η2Ψ(qp−θ), (5.25)

де θ — iндекс анiзотропiї з (4.67). Скейлiнгова функцiя Ψ−1(k), яка має безпосе-

реднє вiдношення до формул (5.23) i (5.24), записується у виглядi

Ψ−1(k) = 1 + k
4 − 2ε2

n+ 2

(n+ 8)2
R

(3)
0 (k) + O(ε3) де k = qp−θ. (5.26)

Скейлiнгова змiнна k вiдрiзняється вiд її аналога s = σ
1/4
0 q/

√
p з (5.24) тим, що

при визначеннi k параметр σ0 увiйшов у нормування хвильового вектора q, а в

степенi iмпульса p з’явилася нетривiальна поправка до класичного значення 1/2,

яка мiститься в iндексi анiзотропiї θ.

Загальний вигляд функцiї R(3)
0 (k) для довiльного числа осей анiзотропiї m

наведений в [349, (5.16)]. Цей вираз виправляє неправильну формулу (5.16) з [73].

У цей вираз входить ряд складних iнтегралiв iз степенями скейлiнгової функцiї

вiльного пропагатора Φ(v;m, d∗) з (4.8), подiбних до тих, що фiгурують в (4.57)–

(4.61). Для виводу формули [349, (5.16)] для R
(3)
0 (k) ми повиннi повернутися до
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iнтеграла I3(k) з (5.24). Використовуючи в ньому скейлiнгове представлення вiль-

ного пропагатора (4.7)–(4.8) i виконуючи замiну змiнної iнтегрування z = v
√
r,

ми записуємо I3(k) у виглядi

I3(k) =

∫

dd−mr r−6+m/2+3εei(1·r)
∫

dmvΦ3(v;m, d) ei(k·v)
√
r. (5.27)

Як i в роботi [73], ми виконуємо тут кутовi iнтегрування в зовнiшньому iнтегра-

лi за змiнною r наступним чином. Формально тимчасово позначимо результат

внутрiшнього iнтегрування за змiнною v як F (r). Тодi ми маємо

I3(k) = (2π)(d−m)/2

∫ ∞

0

dr r−3+2ε r−νJν(r)F (r), де ν := (d−m)/2− 1, (5.28)

i Jν(r) — функцiя Бесселя першого роду.

Нам не вдалося розрахувати їх у явному виглядi при довiльних значеннях

параметра m. Тому для отримання результатiв у явному виглядi ми були зму-

шенi звернутися до розгляду певних часткових випадкiв, якi передбачають деякi

математичнi спрощення.

Такi явнi вирази для кореляцiйних функцiй типу (параметр порядку)-

(параметр порядку) були отриманi в рамках епсилон-розкладу в наших робо-

тах [73, 349]. Розрахунки були виконанi з точнiстю до O(ε2) в околi точки

(m = 2, d = 5), причому ε-розклади були зробленi у двох рiзних напрямках на

(m, d)-площинi: вздовж лiнiї m = 2 (при цьому d = 5−ε) i лiнiї d = m+3 (у цьому

випадку зберiгаються спiввiдношення m = 2− 2ε i d = 5− 2ε). Було показано, що

внески порядку O(ε2) є рiзними для цих двох варiантiв розрахунку.

При d = m + 3, завдяки максимальному спрощенню скейлiнгової функцiї

Φ(v;m, d) (див. (4.20)), ми отримали безпосередньо з (5.24) вiдносно простий вираз

для коефiцiєнта R(3)
0 (k), а саме

R
(3)
0 (k)|d=m+3 =

1

27

(

5− 3 ln
4

3

)(

k
4

3
− 1
)

− 2

9
Im
[(

k
2

3
+ i
)3

ln
(

k
2

3
+ i
)]

. (5.29)

При фiксованому значеннi m = 2 ситуацiя бiльш складна. Скейлiнгова фун-

кцiя Φ(v; 2, d) зводиться до експоненти (4.20) лише у верхнiй граничнiй вимiрностi,

тобто при d = d∗ = 5. При вiдхиленнi вимiрностi d вiд цього граничного значення
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функцiя Φ(v; 2, d − ε) має, взагалi кажучи, вигляд (4.10) чи (4.15) з m = 2, що

не передбачає видимих математичних спрощень. Таке спостереження передбачає,

що й результати розрахункiв, якi беруть до уваги поведiнку скейлiнгової функцiї

Φ(v;m, d) в деякому малому околi d = d∗, вiдрiзнятимуться один вiд одного в зале-

жностi вiд того, яким чином ми виконуємо ε-розклад: при фiксованому d−m = 3,

чи фiксованому m = 2. I дiйсно, при m = 2 формула для R
(3)
0 (k) вiдрiзняється

вiд (5.29). Вона має вигляд [349, (5.38)] (аналогiчне рiвняння статтi [73] записане

помилково)

R
(3)
0 (k)|m=2 =

1

3

(

2 ln
4

3
− 1

)

+
k
4

9

(

167

36
− 14 ln

4

3

)

− 2

9
Im
[(

k
2

3
+ i
)3

ln
(

k
2

3
+ i
)]

.(5.30)

Останнi доданки в (5.29) i (5.30) однаковi, вони мiстять функцiю, яку в чисто

дiйсному виглядi можна переписати як

Im
[(

k
2

3
+ i
)3

ln
(

k
2

3
+ i
)]

= k
2
(

k
4

27
− 1
)

arctg
3

k2
+

1

2

(

k
4

3
− 1
)

ln
(

k
4

9
+1
)

. (5.31)

Решта початкових доданкiв є рiзними, i таким чином ми вперше отримали явнi

аналiтичнi результати для унiверсальних величин m-вiсних ТЛ, що демонструють

залежнiсть вiд напрямiв, вздовж яких виконуються їх епсилон-розклади: адже ко-

ефiцiєнт R(3)
0 (k) є головною складовою частиною унiверсальної скейлiнгової фун-

кцiї Ψ(k) з (5.25)–(5.26). На рiвнi двопетльового наближення, в якому виконува-

лися розрахунки робiт [62] i [63], подiбної залежностi критичних показникiв вiд

“напрямiв” ε-розкладiв не спостерiгалося. Це пов’язане тим, що у формулах для

показникiв не з’являються iнтеграли вiд похiдних скейлiнгових функцiй за ε взя-

тих при ε = 0, як це сталося при розрахунку скейлiнгових функцiй (див. (5.16) i

двi наступнi формули з [349]).

З iншого боку, для важливого випадку одновiсної ТЛ, розрахунки з m = 1

не вдалося до кiнця виконати в аналiтичному виглядi. Тут довелося обмежити-

ся досить складними iнтегральними представленнями для коефiцiєнтiв епсилон-

розкладiв у другому порядку за ε. Зате, на основi пiдготовчих розрахункiв була

опублiкована стаття [11], де виводяться новi спiввiдношення мiж деякими фун-

кцiями Аппеля та гiпергеометричними функцiями Гауса. Результати роботи [11]
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важливi також у контекстi 1/n-розкладу.

5.4. Парна кореляцiйна функцiя енергiя-енергiя

У цiй частинi ми зупинимося на явних розрахунках парної кореляцiйної

функцiї густини енергiї. В термiнах теоретико-польового пiдходу ми будемо мати

справу з кумулянтним середнiм квадратiв полiв параметра порядку,

G(0,2)(x,x′) =
〈1

2
φ2(x)

1

2
φ2(x′)

〉

cum
.

Перенормування такого середнього вимагає як мультиплiкативного так i аддитив-

ного перенормування. Останнє полягає у вiднiманнi вiд початкової кореляцiйної

функцiї її значення в деякiй довiльнiй “точцi перенормування”. Працюючи (як

i в попередньому параграфi) в iмпульсному представленнi, для перенормованої

кореляцiйної функцiї густини енергiї ми записуємо

G
(0,2)
R (p, q) = Zφ2

[

G(0,2)(p, q)−G(0,2)(µ, 0)
]

. (5.32)

В останньому доданку µ — довiльний (d −m)-компонентний вектор у пiдпрсто-

рi Rd−m. Вiднiмання величини G(0,2)(µ, 0) забезпечує знищення ультрафiолетових

розбiжностей в G(0,2)(p, q), якi не усуваються при мультиплiкативному перенорму-

ваннi з використанням звичайного перенормовуючого фактора Zφ2 (див. (2.10)).

Ренормгруповий аналiз перенормованої кореляцiйної функцiї G(0,2)
R (p, q) (див. [73,

розд. 4.2-4.3]) передбачає, що суттєва залежнiсть цiєї функцiї вiд iмпульсiв визна-

чається скейлiнговою формою

G
(0,2)
R (p, q) = C1 p

−α/ν2 Υ(qp−θ) + C2, де
α

ν2
=

4− n
n+ 8

ε+ O(ε2). (5.33)

Тут, i як завжди, α i ν2 — критичнi показники питомої теплоємностi i кореляцiйної

довжини в немодуляцiйному пiдпросторi Rd−m, C1 i C2 константи, а θ — iндекс

анiзотропiї.

У неперенормованiй теорiї дiаграмне представлення кореляцiйної функцiї

G(0,2)(p, q) має вигляд

G(0,2)(p, q) = + + O(ε2). (5.34)
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Однопетльовiй дiаграмi вiдповiдає iнтеграл Фейнмана (див. також (4.38), (6.11),

(6.13))

I(p, q) =

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

p′2 + q′4
1

|p′ + p|2 + |q′ + q|4 . (5.35)

Для зручностi у подальшому, формально запишемо ε-розклад цього iнтеграла у

виглядi

I(p, q)

Fm,ε
= ε−1 + R

(2)
0 (s) + εR

(2)
1 (s) + O(ε2), s =

q√
p
, (5.36)

де фiгурує величина Fm,ε = εI(1, 0) (див. (4.38)–(4.39)), яка нормує константу

зв’язку u в (4.35). З наведених формул випливає, що ε-розклад скейлiнгової фун-

кцiї Υ з (5.33) має вигляд

Υ(qp−θ) = Υm,d∗−ǫ(k) = 1 +
α

ν2

{

R
(2)
0 (k) + ǫR

(2)
1 (k)− ǫ n+ 2

n+ 8

[

R
(2)
0 (k)

]2
}

+O(ǫ3)

=
[

1 + R
(2)
0 (k) ǫ+R

(2)
1 (k) ǫ2

]α/(ν2ǫ)

+ O(ǫ3) ∝ [I(1, k)]α/(ν2ǫ) + O(ε3),(5.37)

де в останньому рядку виконане експотенцiювання з використанням значення α/ν2

з (5.33).

Таким чином, для отримання ε-розкладу скейлiнгової функцiї Υ з точнiстю

до ε2 потрiбно мати у розпорядженнi першi коефiцiєнти розкладу iнтеграла I(p, q)

з (5.36). Розрахунок цих коефiцiєнтiв є нетривiальним завданням, i для довiльних

вимiрностей пiдпросторiв d−m i m вони i досi залишаються невiдомими. Проте,

завдяки суттєвим математичним спрощенням, наявним при d − m = 3 i (m =

2, d = 5), у цих випадках величини R(2)
0 i R(2)

1 були розрахованi у явному виглядi.

Так, за умови d − m = 3 потрiбнi коефiцiєнти виражаються в термiнах уявних

частин елементарних функцiй:

R
(2)
0 (k)|d=m+3 = ℑ

[(

k
2

2
− i
)

ln
(

k
2

2
− i
)]

= −k
2

2
arctg

2

k2
− 1

2
ln
(

1 +
k
4

4

)

,(5.38)

R
(2)
1 (k)|d=m+3 =

π2

8
+

1

2
ℑ
[(

k
2

2
+ i
)

ln2
(

k
2

2
+ i
)]

(5.39)

=
π2

8
+

1

8
ln2
(

1 +
k
4

4

)

+
k
2

4
arctg

2

k2
ln
(

1 +
k
4

4

)

− 1

2
arctg2

2

k2
.
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Рис. 5.1. Графiки функцiй R
(2)
0 (k)|m=2 = R

(2)
0 (k)|d=m+3 (червона лiнiя),

R
(2)
1 (k)|m=2 (чорна лiнiя), R(2)

1 (k)|d=m+3 (синя лiнiя).

При фiксованому m = 2 ми маємо R
(2)
0 (k)|m=2 = R

(2)
0 (k)|d=m+3 для скiнченної

частини iнтеграла I(p, q) з (5.36), тодi як аналогiчний результат для R
(2)
1 (k) є

бiльш громiздким i складним:

R
(2)
1 (k)|m=2 =

π2

6
− 1

2
− k

2

4
ϑ(k2/2)− ϑ2(k2/2) +

ϑ(k2/2)− ϑ(k2)

k2
+

1

2
ln
(4 + 4k4

4 + k4

)

+
1

8
ln2(4 + k

4)− k
2

4
[ϑ(k2/2)− ϑ(k2)] ln

(4 + k
4

k4

)

+
k
2

2
ϑ(k2/2) ln

(4 + k
4

8

)

− 1

4
Li2(−k4/4) +

1

4
Li2(−k4) + ℜ

[

Li2

( i

2i+ k2

)]

− k
2

2
Cl2
[

2ϑ(k2/2)
]

+
k
2

4
Cl2
[

2ϑ(k2)
]

+
k
2

4
Cl2
[

2ϑ(k2/2)− 2ϑ(k2)
]

.

У ньому з’являються iнтеграл Клаузена i дилогарифмiчна функцiя, математи-

чнi об’єкти, якi вже зустрiчалися ранiше (див. (2.42) i (2.62)). Крiм цього, для

компактностi введене скорочене позначення

ϑ(z) = arctg(1/z).

На Рисунку 5.1 показанi графiки залежностей функцiй R
(2)
0 (k) i R(2)

1 (k)

при m = 2, а також їх аналогiв при d = m + 3. Як було зазначено вище,

R
(2)
0 (k)|d=m+3 = R

(2)
0 (k)|m=2, а коефiцiєнти наступного порядку, R(2)

1 (k), вже вiд-



185

рiзняються мiж собою. Тут ситуацiя дещо вiдрiзняється вiд тiєї, яка була в ε-

розкладi iнтеграла I3(s) з (5.24). У випадку I3(s) вiдмiннiсть мiж результатами

при переходi вiд d −m = 3 до m = 2 проявилася на рiвнi R(3)
0 , тобто при знахо-

дженнi скiнченної частини цього iнтеграла. Аналогiчна вiдмiннiсть мiж коефiцi-

єнтами R(2) вперше виникає в порядку O(ε) розкладу I(p, q) (див. (5.36)), тобто

мiж R
(2)
1 |d=m+3 i R(2)

1 |m=2.

5.4.1. Деякi особливостi iнтегрування в I(p, q)

Оскiльки експотенцiйована форма епсилон-розкладу кореляцiйної функцiї

енергiя-енергiя (5.37) мiстить як головну складову частину однопетльовий iнте-

грал I(p, q) з (5.35), головна увага роботи [73] в даному контекстi була присвячена

дослiдженню цього iнтеграла. При цьому важливе значення мали попереднi ре-

зультати, отриманi автором ранiше в [11].

Зауважимо, перш за все, що внутрiшнiй iнтеграл за змiнною p′ в (5.35) вiд-

повiдає стандартному d−m := D-вимiрному двоточковому однопетльовому iнте-

гралу Фейнмана JD(p;m1, m2) з рiзними масами m2
1 i m2

2 i ненульовим зовнiшнiм

iмпульсом p,

JD(p;m1, m2) =

∫ (D)

p′

1

p′2 +m2
1

1

|p′ + p|2 +m2
2

=

∫ (D)

p′

1

|p′ − p

2 |2 +m2
1

1

|p′ + p

2 |2 +m2
2

.

(5.40)

Згiдно з записом (5.35), маси m2
1 i m2

2 iдентифiкуються як m2
1 = q′4 i m2

2 = |q′+q|4.
Але, оскiльки змiнна зовнiшнього iнтегрування q′ може бути змiщена на будь-яку

сталу величину, ми можемо вибрати симетризований запис m2
1 = |q′ − q/2|4 i

m2
2 = |q′+q/2|4. Аналогiчну симетризацiю iнтегрування за p′ ми виконали також

у другiй формi iнтеграла JD(p;m1, m2) в (5.40).

Ми придiляємо так багато уваги симетрiї, через те, що тiльки найпростi-

ший i найсиметричнiший результат для JD(p;m1, m2) може бути придатним для

подальшого його iнтегрування згiдно з формулою (5.35). Беручи до уваги визна-

чення m2
1 i m2

2 з попереднього абзацу, видно, що для цiєї мети неможливо було б
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скористатися вiдомим виразом з [352], який визначається формулами

JD(p;m1, m2) = pD−4 γD Î(m2
1/p

2
x, m

2
2/p

2
x) з γD = (4π)−

D
2 Γ
(

2− D
2

)

, (5.41)

Î(m2
1, m

2
2) =

mD−4
1

D−2
(1 +m2

2 −m2
1 −
√

∆) 2F1

(

1, 2−D
2

;
D

2
;− (1+m2

2−m2
1−
√

∆)2

4m2
1

)

+(m2
1 ↔ m2

2) +
Γ2(D/2− 1)

Γ(D − 2)

√
∆

D−3
, (5.42)

∆ = (m2
1 +m2

2 + 1)2 − 4m2
1m

2
2 =

[

(m1 +m2)
2 + 1

][

(m2 −m1)
2 + 1

]

, (5.43)

де (m2
1 ↔ m2

2) означає наявнiсть доданка, що за формою спiвпадає з попереднiм

при замiнi мас m2
1 i m2

2 одна на одну.

Потрiбно було отримати новий, принципово iнший результат. Для цього

автор вiдмовився вiд традицiйних застосувань iнтегралiв Меллiна-Барнса (як в

[352]) i параметризацiї Фейнмана (як в [353]), а натомiсть використав розщеплен-

ня пiдiнтегральної функцiї в (5.35) на простi дроби,

1

A−A+
=

1

A− + A+

(

1

A−
+

1

A+

)

, (5.44)

iнтегрування за кутами i низку манiпуляцiй з подвiйними рядами. Таким чином

вперше вдалося отримати компактнi вирази для JD(p;m1, m2) в термiнах гiпер-

геометричних функцiй Аппеля (що залежать вiд двох змiнних) F4 i F1, якi самi

по собi є явно симетричними вiдносно перестановок m2
1 ↔ m2

2. Одним з таких ре-

зультатiв у виглядi однiєї функцiї Аппеля F1 з явно симетричними аргументами

є

JD(p;m1, m2) = γD

(m1 +m2

2

)D−4
F1

(

2−D
2

; 1,
3

2
−D

2
;
3

2
;

−p2
(m1 +m2)2

,
(m2 −m1)

2

(m1 +m2)2

)

,

(5.45)

де функцiя Аппеля F1 визначається (див. напр., [270]) подвiйним степеневим ря-

дом

F1(a, b, b
′; c; x, y) =

∑

k≥0

∑

n≥0

(a)k+n(b)k(b
′)n

(c)k+n

xk

k!

yn

n!
, |x| < 1, |y| < 1. (5.46)

Порiвнюючи отриманi вирази з формулами (5.41)–(5.42) в термiнах гаусових гi-

пергеометричних функцiй 2F1, ми отримали в [11] тотожностi, якi є новими ре-

зультатами в теорiї спецiальних функцiй.
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У роздiлi 2.1 роботи [4] ми детально обговорюємо взаємозв’язок формули

(5.45) з результатами iнших авторiв i з квадратичним перетворенням функцiї Ап-

пеля з роботи Карлсона [354, Eq.(4.2)]. Фактично, в роботi [11] автор вперше отри-

мав явно симетричнi вирази для iнтеграла Фейнана JD(p;m1, m2) з (5.40), в яких

не фiгурує симетризацiя остаточного результату у виглядi F (m1, m2) +F (m2, m1)

(як в (5.41)–(5.42) з [352]), i якi не потребують додаткових манiпуляцiй для вияв-

лення очевидної симетрiї вiдносно замiн m2
1 ↔ m2

2, як формула

JD(p;m1, m2) = γDm
D−4
1 F1

(

1; 2− d

2
, 2− d

2
; 2;

1

r−
,
1

r+

)

(5.47)

з [355, (1.6)], де r∓ = (p2 + m2
2 −m2

1 ∓
√

∆)/2p2 i ∆ = (p2 + m2
2 −m2

1)
2 + 4m2

1p
2,

чи як пiзнiший результат [353, р-ня (7)], отриманий за допомогою звичайної, не-

симетризованої параметризацiї Фейнмана (див. перше рiвняння в (7.85)).2

Насправдi, в роботi [4] ми вперше звернули увагу на те, що порiвнюючи

вирази (5.45) та (5.47) для одного i того ж iнтеграла (??), ми приходимо до не-

тривiального вiдношення мiж залученими функцiями Апелля F1. Це особливий

випадок квадратичного перетворення [354, (4.2)], що виражається в наших позна-

ченнях як

F1

(

a; b, b; 2a;
1

r−
,

1

r+

)

=
(x+ y

2x

)−2b
F1

(

b; a, b− a+
1

2
; a+

1

2
;
−1

(x+ y)2
,
(x− y
x + y

)2
)

,

де r∓ = (1 + y2 − x2 ±
√

∆)/2, ∆ = (1 + y2 − x2)2 + 4x2, i приймаються a = 1 i

b = 2−D/2.

У контекстi дослiджень критичної поведiнки в ТЛ i, зокрема, даного роздiлу,

найважливiшим тут є те, що отримання виразу (5.45) для внутрiшнього iнтегра-

ла з (5.35) дозволило нам провести i зовнiшнє iнтегрування за змiнною q у цiй

формулi.

2На нашу думку, застосування симетризованої версiї параметризацiї Фейнмана з другої рiвностi в (7.85)
може привести до результатiв подiбної якостi як (5.45) для бiльш загальних iнтегралiв Фейнмана з довiльними
степенями множникiв у знаменнику, таких як розглядалися, зокрема, в роботi [353].
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5.5. Кореляцiйна функцiя енергiя-енергiя одновiсних

систем

У випадку одновiсних систем, якi представляють переважний iнтерес з екс-

периментальної точки зору, ми маємо в розпорядженнi результат застосування

ГЛСI, гiпотези, яка детально розглядалася на початку глави, а також данi чи-

сельних дослiджень методом Монте Карло. Для порiвняння нам потрiбна iнфор-

мацiя, яку ми можемо отримати в рамках теорiї φ4 в d-вимiрному просторi з одно-

вiсною анiзотропiєю, тобто з m = 1. Епсилон-розклади, якi отримуються в такому

теоретико-польовому пiдходi, потребують екстраполяцiї до вимiрностi фiзичного

простору d = 3. Величина вiдхилення вiд верхньої граничної вимiрностi в даному

випадку є ε = 3/2. Тут, нажаль, на вiдмiну вiд часткових випадкiв, розгляну-

тих у попереднiх параграфах, специфiчний вибiр m = 1 не приводить до явних

математичних спрощень. Тому отримання потрiбних результатiв було пов’язане

з громiздкими математичними розрахунками, деякi аспекти яких розглянутi в

попередньому пунктi.

Надалi ми не будемо вдаватися в розрахунковi деталi. Зазначимо тiльки, що

саме з використанням результату (5.45) в роботi [73] були розрахованi коефiцiєнти

An розкладу

I(p, 1) ∝
∑

n≥0
An p

2n. (5.48)

Цi коефiцiєнти виражаються через узагальненi гiпергеометричнi функцiї 3F2 з

одиничним аргументом:

An =
2 sin(πλ)

λ
√
π

Γ(2 + 2λ)

Γ(12 + 2λ)

(−1)n(ε)2n

(1− λ)n(
3
2)n

3F2

(

ε+ 2n, −λ, 1
2

1− λ+ n, 3
2 + n

; 1

)

. (5.49)

Тут, поряд з вiдхиленням вiд верхньої граничної вимiрностi простору ε = 4 +

m/2 − d, для компактностi запису введений параметр λ = 1/4 − ε/2. Повна за-

лежнiсть функцiї I(p, q) вiд зовнiшнього iмпульса q вiдтворюється з першого iз

“скейлiнгових” спiввiдношень

I(p, q) = q−2εI
( p

q2
, 1
)

= p−εI
(

1,
q√
p

)

, (5.50)
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яким задовольняє ця функцiя.

Функцiя Клаузена 3F2 в (5.49) є частковим випадком узагальненої гiпергео-

метричної функцiї 3F2 з цiлими вiд’ємними рiзницями параметрiв чисельника i

знаменника, 3F2(a, b, c; b+1+m, c+1+n; 1), зm = n. Такi ряди Клаузена дослiджу-

валися в роботах [356] i [3]. Тут для функцiй такого типу були записанi компактнi

i дуже симетричнi формули сумування

3F2

(

a, b, c
b+ 1 +m, c+ 1 + n

; 1

)

1

(b)m+1(c)n+1
= (5.51)

B(1− a, b)
(c− b)n+1m!

3F2

(

−m, b, b− c− n
1 + b− a, 1 + b− c ; 1

)

+
B(1− a, c)

(b− c)m+1 n!
3F2

(

−n, c, c− b−m
1 + c− a, 1 + c− b ; 1

)

.

Подiбнi формули зведення для гiпергеометричних функцiй Аппеля розглядалися

в нашiй роботi [5].

Зрештою, в роботi [6] розклад функцiї I(p, q) в ряд Тейлора за степенями

змiнної X = 4p2/q4 був виконаний для довiльних вимiрностей D = d −m i m в

областi його збiжностi, зображеної на Рисунку 6.1. Форма коефiцiєнтiв розкладу

залишилася тою ж самою, що i в (5.49), з тим що параметрами гiпергеометричної

функцiї 3F2 стали ε + 2n , bm , 1/2 ; bm + 1 + n ; 3/2 + n з 0 ≤ m ≤ d i параметром

bm = −1/2 + m/4 + ε/2 (який зводиться до −λ в частковому випадку m = 1). У

[6, розд. 4] було також виведено повний асимптотичний розклад функцiї I(p, q) за

степенями 1/X при X →∞.

Крiм узагальнення ряду Тейлора (5.48) з коефцiєнтами (5.49) на загальне

число осей анiзотропiї m, в роботi [6] ми виконали його аналiтичне продовження

на область X > 1 за допомогою простої запропонованої нами формули ”пересу-

мування”

(−X)k =
(1 +X)−α

(α)k

∑

r≥k

(−r)k(α)r
r!

ζr з ζ =
X

1 +X
, (5.52)

яка виконується для всiх X > 0, α > 0, i невiд’ємних цiлих чисел k. Таким чином

було отримане представлення

I(p, q) = q−2εAD,m(1 +X)−ε/2
∞
∑

k=0

(ε/2)k
k!

Υk

( X

1 +X

)k

, (5.53)
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де

Υk :=
k
∑

r=0

(−k)r(ε)2r4
−r

(ε/2)r(3/2)r(bm + 1)r
3F2

(

ε+ 2r, bm,
1
2

bm + 1 + r, 3
2 + r

; 1

)

, (5.54)

параметр bm = −1/2 +m/4 + ε/2 вже використовувався в попередньому абзацi, i

AD,m =
8

(16π)
d−1
2

Γ(ε)

Γ(bm + 1)
. (5.55)

Для коефiцiєнтiв An (де ми повертаємося до часткового випадку m = 1) з

(5.49) в роботi [73] були виведенi рекурентнi спiввiдношення

An+2 =
(4λ− 1− 4n)(3 + 4n− 4λ)(n− 2λ)

2(1 + n)(2 + n)(5 + 2n+ 2λ)
An

− 35 + 54n+ 20n2 − 26λ− 12nλ− 8λ2

2(2 + n)(5 + 2n+ 2λ)
An+1

а також було показано, що функцiя I(p, 1) задовольняє диференцiальному рiв-

нянню Фукса третього порядку, яке може бути записане у виглядi

(2−2λ+D̂)(1−2λ+D̂)(D̂−2λ)I(w) =
[

a0+a1(D̂−2λ)+a2(1−2λ+D̂)(D̂−2λ)
]

I(w).

Тут диференцiальний оператор D̂ ≡ w d/dw, змiнна w = p2, а явний вигляд кое-

фiцiєнтiв a0, a1 i a2 наведений в [73, (5.56-58)]. Це рiвняння має чотири регулярнi

сингулярнi точки при w = 0, −1/4, −1, ∞. Таким чином гарантовано те, що

розклад у ряд Тейлора (5.48), який є регулярним в початку координат, збiгається

всерединi диска |w| < 1/4. Тут проявляється ще одне неузгодження передбачення

гiпотези ЛСI з ε-розкладом в теорiї φ4: скейлiнгова функцiя ГЛСI g(w) з рiвнян-

ня (5.19) має тiльки одну нетривiальну сингулярну точку w = 1/4. Нарештi, було

виведено також представлення функцiї (5.48) у виглядi контурного iнтеграла в

комплекснiй площинi.

З використанням отриманої iнформацiї була виконана ектраполяцiя експо-

тенцiйованого ε-розкладу (5.37) скейлiнгової функцiї Υ(k) з (5.33) до ε = 3/2.

В результатi була отримана крива залежностi Υ1,3(k), зображена на рисунку 5.2.

Iндекси 1, 3 означають що розрахунок виконаний для одновiсної системи з m = 1



191

Рис. 5.2. Графiки скейлiнгових функцiй Υ1,3(k) (червона лiнiя) i Υfree(k) (синя
лiнiя).

у тривимiрному просторi d = 3. Як видно з рисунка, ця крива дуже мало (до 2%)

вiдрiзняється вiд аналогiчної скейлiнгової функцiї Υfree(k) з (5.22), що вiдповiдає

гiпотезi ЛСI. Врахування поправок з ненульовим вiдхиленням вимiрностi просто-

ру вiд верхньої граничної вимiрностi ε не привело до суттєвих змiн у порiвняннi

з результатом теорiї з вiдсутнiстю взаємодiй.

5.6. Висновки

В роботi М. Генкеля Nucl. Phys. B 641, 405 (2002) була запропонована гiпоте-

за локальної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI), метою якої було формулювання

аналога конформної iнварiантностi для систем з сильною анiзотропiєю. Оскiльки

вона безпосередньо стосувалася критичної поведiнки сильно анiзотропних систем

в точцi Лiфшица, яка в тривалий час була об’єктом наших iнтенсивних теорети-

чних дослiджень, ця гiпотеза представляла для нас значний iнтерес.

Перш за все, ми перевiрили самi математичнi основи ГЛСI. Докладний ана-

лiз запропонованих диференцiальних рiвнянь та їх розв’язкiв виявив певнi мате-

матичнi неточностi i показав, що остаточнi формулювання ГЛСI для скейлiнгових

функцiй потребують корекцiй.
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З iншого боку, використовуючи методи РГ та епсилон-розкладу, ми викона-

ли явнi розрахунки саме тих кореляцiйних функцiй, яких стосувалася ця гiпоте-

за, i порiвняли отриманi результати з її передбаченнями. При цьому ми дослiди-

ли математичну структуру цих функцiй за допомогою представлення у виглядi

контурного iнтеграла i визначили типи її особливостей в комплекснiй площинi,

дослiдили диференцiальне рiвняння, якому вони задовольняють, визначили за-

гальний вигляд коефiцiєнтiв їх розкладу як за малими iмпульсами i в асимпто-

тичнiй областi великих iмпульсiв, виконали екстраполяцiю епсилон-розкладу до

фiзичної вимiрностi простору d = 3. У процесi розрахункiв було отримано но-

вий вираз для стандартного D-вимiрного двоточкового однопетльового iнтеграла

Фейнмана з двома рiзними масами m2
1 i m2

2 i ненульовим зовнiшнiм iмпульсом p

в термiнах однiєї функцiї Аппеля F1 з явно вираженою симетрiєю вiдносно пере-

становок (m2
1 ↔ m2

2).

Порiвняння отриманих результатiв з передбаченнями ГЛСI показало, що

диференцiальне рiвняння i кiлькiсть та види особливостей у комплекснiй площи-

нi в обидвох випадках є рiзними, i що, взагалi кажучи, ГЛСI є справедливою

тiльки для певного типу ефективних невзаємодiючих гаусових теорiй поля, але

не для реальних систем. При цьому порiвняння чисельних результатiв при d = 3,

в тому числi i з даними розрахункiв типу Монте-Карло для тривимiрної спiнової

моделi ANNNI (див. стор. 57), дало добре узгодження. Це пояснюється чисельною

малiстю флуктуацiйних поправок, врахованих у даному випадку повною взаємо-

дiючою теорiєю.
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РОЗДIЛ 6

1/N-РОЗКЛАД ДЛЯ M-ВIСНИХ ТОЧОК
ЛIФШИЦА

В роботах [70] i [57] ми виконали розрахунок критичних показникiв в ТЛ

методом 1/n-розкладу з використанням рiвнянь самоузгодження типу Швiнгера-

Дайсона, а в [71] — у загальному виглядi показали, що цi новi результати повнiстю

узгоджуються з отриманими нами ранiше (див. Розд. 4) епсилон-розкладами.

Розклад в ряд за оберненими степенями великого числа n компонент пара-

метра порядку — вiдомий теоретичний пiдхiд до вивчення критичної поведiнки

модельних систем. 1/n-розклад не потребує додаткових “вимiрних” розкладiв (як

за степенями ε) i є застосовним у будь-яких вимiрностях простору мiж верхньою

i нижньою граничними. До дослiдження критичної поведiнки ТЛ з довiльним чи-

слом осей модуляцiї m (0 ≤ m ≤ d) цей пiдхiд був застосований нами вперше.

Зокрема, нашi результати дають можливiсть прослiдковувати залежностi крити-

чних показникiв ТЛ вiд вимiрностi простору в цiлiй смузi мiж лiнiями граничних

вимiрностей d∗ = 4 +m/2 i dℓ = 2 +m/2 — див. Рисунок 6.1.

Вiдомi лiтературнi данi стосувалися виключно границi сферичної моделi

n → ∞ [157, 220–222], або поправок порядку 1/n для m = d-вiсної iзотропної

ТЛ [148, 223, 224].

Нам вдалося знайти в загальному виглядi першi нетривiальнi поправки по-

рядку 1/n для двох незалежних кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 i

пов’язаного з ними iндекса анiзотропiї θ, а також критичних показникiв коре-

ляцiйних довжин, ν2 i ν4, i основних термодинамiчних функцiй, αL, βL, i γL. У

випадку одновiсної ТЛ, який представляє найбiльший iнтерес з фiзичної точки

зору, дослiджено залежностi цих показникiв вiд вимiрностi простору d. Зроблено
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Рис. 6.1. Область застосування 1/n-розкладу, а також збiжностi iнтеграла (6.11),
i лiнiї, що її обмежують.

важливий висновок про те, що характерний для анiзотропних ТЛ показник η4 по-

винен змiнювати свiй знак при змiнi d. Ми передбачаємо додатнє значення цього

показника у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3.

Для пiдтвердження правильностi наших теоретичних пiдходiв ми перевiри-

ли узгодження отриманих загальних виразiв з вiдомими результатами у чотирьох

рiзних граничних режимах. Так, ми явно показали, що в границях m = 0 i m = d

вiдтворюються 1/n-розклади кореляцiйних показникiв для iзотропної критичної

точки та iзотропної точки Лiфшица. Також, при малих вiдхиленнях ε i εℓ вiд

верхньої граничної вимiрностi d∗ i нижньої граничної вимiрностi dℓ, нам вдалося

отримати узгодження з вiдомими ранiше результатами вимiрних ε i εℓ-розкладiв

бiля обидвох цих граничних вимiрностей для анiзотропних m-вiсних ТЛ.

6.1. Рiвняння самоузгодження i кореляцiйнi критичнi

показники ТЛ в (m, d)-площинi

Розрахунок кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 методом 1/n-

розкладу був виконаний нами в роботi [70] з використанням рiвнянь самоузго-

дження типу Швiнгера-Дайсона безпосередньо в ТЛ.
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Ми виходили з розгляду максимально спрощеного ЕГ типу Гiнзбургa-

Лaндaу-Вiльсона (порiвн. з (4.1))

H[φ] =
1

2

∫

dd−mr

∫

dmz
[

(∂rφ)2 + (∂2zφ)2
]

+
λ

8

∫

ddx (|φ|2)2 , (6.1)

де збереженi лише тi доданки, присутнiсть яких є необхiдною для опису самої

ТЛ без врахування можливих вiдхилень вiд цiєї точки на фазовiй дiаграмi. Як

звичайно, ми маємо справу з теоретико-польовою моделлю типу φ4, де φ = φ(x)

— n-компонентне векторне поле параметра порядку з компонентами φα(x), де

α = 1, . . . , n. Число компонент параметра порядку n є неперервним параметром,

який може набувати безмежно великих значень.

Як i в Роздiлi 4, головною особливiстю ЕГ (6.1) є те, що поряд iз звичайним

градiєнтним членом (∂rφ)2, вiн мiстить також доданок (∂2zφ)2 четвертого поряд-

ку за просторовими похiдними. При цьому просторовi похiднi дiють у цих двох

градiєнтних членах у рiзних пiдпросторах d-вимiрного простору R
d: m-вимiрному

“паралельному” i (d−m)-вимiрному “перпендикулярному”, так що x = (r, z).

Для отримання рiвнянь самоузгодження для кореляцiйних функцiй, а з них

— 1/n-розкладiв для їх критичних показникiв, ми використовували вiдомий метод

Васильева, Пiсьмака i Хонконена [208, 357]. Вводиться додаткове скалярне поле

ψ = ψ(x) i фактор Больцмана exp(−Hint[φ]), пов’язаний з взаємодiєю типу φ4,

записується як

e−Hint[φ] = const
∫

Dψ e−
1
2

∫

dx [ψ2−i
√
λφ2ψ] . (6.2)

Таким чином, з точнiстю до несуттєвої аддитивної константи, повний ЕГ запису-

ється у виглядi

H[φ, ψ] = H0[φ] +
1

2

∫

ddx
[

ψ2 − i
√
λ φ2 ψ

]

, (6.3)

де H0[φ] вiдповiдає першому доданку з (6.1), що описує “вiльну” теорiю без взає-

модiй.

У переформульованiй таким чином теорiї можна записати рiвняння
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Швiнгера-Дайсона для повних парних кореляцiйних функцiй полiв φ i ψ,

G−1φ = G
(0)−1
φ − Σφ = G

(0)−1
φ − − . . . , (6.4)

G−1ψ = G
(0)−1
ψ − Σψ = G

(0)−1
ψ − ✍✌

✎☞− . . . , (6.5)

де суцiльнi лiнiї вiдповiдають повним пропагаторам Gφ(x) =< φα(0)φβ(x) > δαβ i

Gψ(x) =< ψ(0)ψ(x) >. В (6.4) i (6.5), Σφ i Σψ позначають вiдповiднi власноенерге-

тичнi функцiї. Дiаграми найнижчих порядкiв, з яких починаються безмежнi ряди

для Σφ i Σψ, потрiбнi для визначення поправок порядку 1/n до кореляцiйних кри-

тичних показникiв ТЛ.

Розв’язок рiвнянь самоузгодження (6.4)–(6.5) може бути зображеним у гра-

фiчнiй формi як

[Gφ(p, q)]
−1 =

2

n

−1

✖✕
✗✔❛❵ ❛❵

❛❵ ❛❵ . (6.6)

З урахуванням того, що в ТЛ парна кореляцiйна функцiя Gφ(p, q) має скейлiнгову

форму (4.53), де

η2 =
η
(1)
2

n
+ O

(

n−2
)

, η4 =
η
(1)
4

n
+O

(

n−2
)

i θ =
1

2
+
θ(1)

n
+ O

(

n−2
)

, (6.7)

розв’язування рiвняння (6.6) з q = 0 i з p = 0 дає наступнi результати для коефi-

цiєнтiв η(1)2 i η(1)4 поправок порядку 1/n двох незалежних кореляцiйних критичних

показникiв η2 i η4,

η
(1)
2 = 2

Kd−m
d−m

∫ (m)

q

4− (d−m)(1 + q4)

(1 + q4)3
1

I(1, q)
, (6.8)

η
(1)
4 =

2Km

m(m+ 2)

∫ (d−m)

p

P2(p
2)

(p2 + 1)5
1

I(p, 1)
, (6.9)

P2(p
2) = 3(8−m)(6−m) + 5(m2 + 2m− 96)p2 + (m2 + 50m+ 144)p4−m(m+ 2)p6.

Для пов’язаного з ними iндекса анiзотропiї θ = (2− η2)/(4− η4) маємо

θ(1) = −η(1)2 /4 + η
(1)
4 /8 . (6.10)
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Функцiя

I(p, q) =

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

p′2 + q′4
1

|p′ + p|2 + |q′ + q|4 (6.11)

представляє собою ”елементарну бульбашку” [207] в ТЛ. Вона вiдповiдає однопе-

тльовiй дiаграмi Фейнмана звичайної теорiї типу φ4. В розд. 4.3 (див. (4.38))

ми вже мали справу з частковим випадком iнтеграла (6.11) при q = 0, а в пп. 5.4

i 5.5 цей iнтеграл був важливим iнгредiєнтом розрахунку скейлiнгової функцiї

енергiя-енергiя в ТЛ.

Всi iмпульснi iнтеграли нормованi наступним чином:

∫ (D)

k

f(k2) ≡
∫

dDk

(2π)D
f(k2) = KD

∫ ∞

0

dkkD−1f(k2) , де KD = 2
(4π)−D/2

Γ(D/2)
.

(6.12)

ВеличинаKD, пов’язана з кратнiстю iнтеграла i виконанням у ньому iнтегрування

за напрямами, є стандартним “геометричним фактором”, який часто зустрiчається

в лiтературi.

Як видно з (6.8)–(6.9) а також (6.38)–(6.40), критичне значення для мо-

жливостi виконання розрахункiв за цими загальними формулами має наявнiсть

результатiв для iнтеграла I(p, q), означеного в (6.11) (а також J(p, q) з (6.41) ко-

ли йдеться про термодинамiчнi критичнi показники). Iнтеграл I(p, q) з (6.11) в

координатному представленнi записується як

I(p, q) =

∫

dd−mr

∫

dmz[G(r, z)]2 eipreiqz, (6.13)

де G(r, z) — вiльний пропагатор з (4.5), функцiональнi властивостi якого детально

обговорюються в роздiлi 4.2. Таким чином, успiх в розрахунку iнтеграла I(p, q)

залежить вiд можливостей iнтегрування квадрата скейлiнгової функцiї вiльного

пропагатора (див. (4.8), (4.15)), або успiшностi безпосереднього розгляду iмпуль-

сного представлення (6.11).

Виходячи з формули (6.13) i користуючись її суттєвими спрощеннями в де-

яких часткових випадках, ми отримали явнi вирази для функцiї I(p, q) i вiдповiднi
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результати для критичних показникiв, що представленi в пунктi 6.4. Розрахун-

ку iнтеграла I(p, q) з (6.11) i дослiдженню спецiальних функцiй, що при цьому

виникають, присвячена серiя статей [3, 4, 6, 11]. Деякi математичнi результати

отриманi в цих роботах, будуть представленi нижче. А зараз ми повертаємося до

подальшого дослiдження формул (6.8) i (6.9).

Загальнi вирази (6.8) i (6.9) для кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4

(як i формула (6.38) для ν2 i похiднi результати представленi нижче) отриманi в

цiлiй смузi мiж лiнiями граничних вимiрностей dℓ(m) = 2+m/2 i d∗(m) = 4+m/2,

додатково обмеженiй лiнiями m = 0 i m = d. Ця область визначення для наших

результатiв зображена на Рисунку 6.1. Складнiсть пiдiнтегральних функцiй не до-

зволяє явного розрахунку присутнiх iнтегралiв, крiм деяких часткових випадкiв.

Не дивлячись на це, iз наших загальних формул було отримано багато корисної i

цiкавої iнформацiї.

Для пiдтвердження правильностi наших розрахункiв ми перевiрили узго-

дження отриманих загальних виразiв з вiдомими результатами у чотирьох рiзних

граничних режимах. Так, ми явно показали, що в границях m = 0 i m = d вiдтво-

рюються 1/n-розклади кореляцiйних показникiв для iзотропної критичної точки

та iзотропної точки Лiфшица. Також, при малих вiдхиленнях ε i εℓ вiд верхньої

i нижньої граничних вимiрностей d∗(m) i dℓ(m), нам вдалося отримати узгодже-

ння з вiдомими ранiше результатами вимiрних ε i εℓ-розкладiв бiля обидвох цих

граничних вимiрностей для анiзотропних m-вiсних ТЛ. Таким чином ми отрима-

ли додатковi свiдчення щодо правильностi використовуваних нами теоретичних

пiдходiв. Це було особливо важливо, зважаючи на кiлькiсть неправильних ре-

зультатiв у теорiї критичної поведiнки в ТЛ i наявних дискусiй у лiтературi (див.

[62, 64, 65]).

6.2. Контакт з 1/n-розкладами

В роботi [70] ми в явному виглядi продемонстрували, як нашi загальнi вира-

зи (6.8) i (6.9) для кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 зводяться у вiдповiд-
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них граничних режимах до вiдомих результатiв 1/n-розкладiв для iзотропних КТ

i ТЛ. В [57] аналогiчнi результати були отриманi виходячи з формули (6.38) для

ν−12 , а також для критичних показникiв ν4 i γ. Розрахунки такого типу базуються

на граничному переходi до нульової кратностi d-вимiрного iнтеграла [70],

lim
D→0

∫

dDx g(x;D) = lim
D→0

SD

∫

dx xD−1 g(x;D) = g(0; 0), (6.14)

де SD = 2πD/2/Γ(D/2) — площа поверхнi D-вимiрної сфери одиничного радiуса.

Так, при m = 0 в системi зникає анiзотропiя, i з (6.8) для η2, а також

з (6.38) для ν−12 випливають вiдомi формули 1/n-розкладiв для iндекса Фiшера

η = η(1)/n+O(n−2) i оберненого показника кореляцiйної довжини ν−1, справедливi

для вимiрностей простору d в промiжку 2 ≤ d ≤ 4 [207, 358]. Наприклад, з (6.8)

слiдує

lim
m→0

η
(1)
2 =

2

d
Kd lim

m→0

4− d(1 + q4)

I(1, 0)
=

4(4− d)Γ(d− 2)

dΓ(2− d/2)Γ2(d/2− 1) Γ(d/2)
= η(1).(6.15)

В границi m→ d, що вiдповiдає iзотропнiй ТЛ, з двох кореляцiйних крити-

чних показникiв η2 i η4 фiзичний змiст зберiгає тiльки показник η4. Вiдповiдно, з

(6.9) i (6.14) ми отримуємо

lim
m→d

η
(1)
4 =

2Kd

d(d+ 2)
lim
m→d

P2(0)

I(0, 1)
= 3(8− d) 2d−2

sin(πd/2) Γ[(d− 3)/2]

π3/2 d(d+ 2) Γ(d/2)
= η

(1)
ILP,(6.16)

а саме, вiдомий результат для коефiцiєнта порядку 1/n кореляцiйного показника

iзотропної ТЛ ηILP з [148].

Цiкаво вiдзначити, що для окремо взятих величин η2 i ν2 граничнi переходи

m → d не мають змiсту, оскiльки цi величини не є означеними в iзотропнiй ТЛ.

Але критичний показник γ, який є комбiнацiєю цих величин через скейлiнгове

спiввiдношення γ = ν2(2− η2), має фiзичний змiст в iзотропнiй ТЛ i отримується

з цiєї комбiнацiї в границi m→ d. При цьому, як i в (6.16), вiдтворюється вiдомий

аналiтичний вираз для показника γ, виведений безпосередньо в iзотропнiй ТЛ в

роботi [148]. Деталi цього граничного переходу — в нашiй статтi [57].
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6.3. Контакт з епсилон-розкладами

1. Бiля верхньої граничної вимiрностi: ε = d∗(m)− d→ 0. Першi кроки до

того, щоб показати взаємну узгодженiсть отриманих в [70] 1/n-розкладiв з опу-

блiкованими нами ранiше ε-розкладами для критичних показникiв ТЛ були зро-

бленi в роботi [70]. Тут у загальному виглядi було виведено доданки порядку ε2,

що випливають з iнтегральних представлень (6.8) i (6.9) для 1/n-коефiцiєнтiв ко-

реляцiйних показникiв. Проте, на той час довести їх узгодженiсть з результатами

робiт [62, 63] для довiльного числа осей анiзотропiї m не вдалося, i ми задоволь-

нилися лише проведенням явних розрахункiв у частковому випадку m = 2. Тут,

як i у випадку координатного представлення роботи [62], всi остаточнi результати

можливо отримати в аналiтичному виглядi, i ми переконуємося, що

η2 =
4

9

ε2

n
+O

(ε3

n
,
ε2

n2

)

i η4 = − 8

27

ε2

n
+O

(ε3

n
,
ε2

n2

)

. (6.17)

Легко бачити, що отриманi чисельнi коефiцiєнти при ε2/n узгоджуються з вiдпо-

вiдними границями великих n правильних результатiв ε-розкладу з [63, 159, 183]

при порiвняннi їх з формулами (4.73).

Безпосереднiй контакт iмпульсних представлень (6.8) i (6.9) для η
(1)
2 i η(1)4

з вiдповiдними формулами координатного представлення, вперше отриманими в

[62, 63], був продемонстрований в нашiй роботi [71]. Тут було показано, що фор-

мули (6.8)–(6.9) можуть бути записанi у виглядi

η
(1)
2 =

Km

2(d−m)

∫ (d−m)

p

1

I(p, 1)
∇2
p

1

p2 + 1
(6.18)

= − Km

8−m
ε2

c2−1

∫ (4−m/2)

p

1

p2 + 1
∇2
p I(p, 1)

∣

∣

ε=0
+ O(ε3)

i

η
(1)
4 =

Kd−m
2m(m+2)

∫ (m)

q

1

I(1, q)
∇4
q

1

1 + q4
(6.19)

= − K4−m/2
2m(m+2)

ε2

c2−1

∫ (m)

q

1

1 + q4
∇4
qI(1, q)

∣

∣

ε=0
+ O(ε3),
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де диференцiальнi оператори ∇p i ∇q дiють у вiдповiдних (d−m)- i m-вимiрних

пiдпросторах кожен. В обидвох останнiх рiвняннях вирази справа отриманi з попе-

реднiх шляхом iнтегрування частинами з врахуванням формального ε-розкладу

функцiї I(p, q) (порiвн. з (4.38))

[I(p, q)]−1 =
ε

c−1
[1 + εI0(p, q) + O(ε2)] , (6.20)

де константа c−1 є лишком полюса функцiї I(p, q) при ε → 0, а I0(p, q) — її

скiнченна частина.

Використовуючи в пiдiнтегральнiй функцiї I(p, q) (див. (6.11)) Фур’є пред-

ставлення для вiльних безмасових пропагаторiв ТЛ (4.5), (4.7), ми отримуємо з

(6.18) i (6.19) потрiбнi границi (4.65) i (4.66) при великих n. Цi формули ми ви-

вели ранiше [62] в координатному представленнi з використанням мiнiмальних

вiднiмань та вимiрної регуляризацiї.

Вiдзначимо, що таким чином в (6.18)–(6.19) ми фактично вперше отримали

правильнi вирази iмпульсного представлення для коефiцiєнтiв другого порядку

ǫ-розкладiв кореляцiйних критичних показникiв η2(m) i η4(m). Дотепер коректно

розрахувати цi показники для довiльного числа осей анiзотропiї m у такому пред-

ставленнi не вдавалося: це питання детально обговорювалося в [62, 65].

Подiбне формальне доведення взаємної узгодженостi 1/n- i ε-розкладiв для

температурних критичних показникiв було виконане в роздiлi 6 нашої роботи [57].

Тут же описанi також вiдповiднi явнi розрахунки в частковому випадку m = 2.

2. Бiля нижньої граничної вимiрностi: ǫℓ = d− dℓ(m)→ 0. 1/n-розклади

кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 повиннi бути справедливими

при зменшеннi вимiрностi простору d аж до нижньої граничнiй вимiрностi

dℓ(m) = 2 + m/2, де фазовий перехiд в ТЛ зникає (або змiнює свiй характер)

[70, 138, 160]. Розглядаючи в них вимiрностi d = dℓ + ǫℓ, трошки вищi за dℓ,

ми можемо робити додатковi розклади за малою величиною ǫℓ. З iншого боку,

наявнi ǫℓ-розклади можна розглянути в границi великих n. Такi пари подвiйних

розкладiв за 1/n i ǫℓ повиннi узгоджуватися мiж собою так само як i розглянутi

вище розклади при 1/n→ 0 i ε = d∗− d→ 0, де d∗ = 4 +m/2 — верхня гранична
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вимiрнiсть (див. Рисунок 6.1).

Лiтературних даних, з якими можна було б встановити контакт, небагато: це

— однопетльовi результати [160] для m-вiсних ТЛ з m = 1, 2 i 4, а також стандар-

тнi данi ǫℓ-розкладiв для критичної точки з [359], що вiдповiдають iзотропному

випадку m = 0.

Поведiнка iнтегральних представлень (6.8)–(6.9) при ǫℓ = d − dℓ → 0 є

подiбною як i в границi ε = d∗ − d → 0, оскiльки iнтеграл I(p, q) також i при

ǫℓ → 0 має полюс ∼ 1/ǫℓ:

I(p, q) =
Em

ǫℓ (p2 + q4)
+O(1), де Em = 2 (4π)−1−

m
4

Γ(m4 )

Γ(m2 )
= 4

(16π)−
1
2−m

4

Γ(m
4

+ 1
2
)
.

(6.21)

Пiдкреслимо, що лишок c−1 ультрафiолетового полюса ∼ 1/ε функцiї I(p, q) в

(6.20) є константою, не залежною вiд зовнiшнiх iмпульсiв p i q. На вiдмiну вiд

цього, лишок полюса ∼ 1/ǫℓ, який є iнфрачервоним, пропорцiйний до функцiї

iмпульсiв (p2 + q4)−1. Двi версiї запису чисельного коефiцiєнта Em в (6.21) отри-

муються одна з одної за допомогою вiдомої формули Лежандра для гамма-функцiї

Ейлера вiд подвiйного аргумента, Γ(2z) = 22z−1π−1/2Γ(z)Γ(z+ 1
2) (див., напр., [281,

стор. 774]).

Зауважимо при цьому, що в записi формули, аналогiчної до (6.21), в [70,

(58)] а також в [6, (69)] сталися помилки. Так, в [70, (58)] опущений множник

(p2 + q4)−1 (що не вплинуло на подальшi результати i висновки). Натомiсть, у

формулах (68)-(69) i (71) з [6] фiгурує величина ED, в якiй не вся залежнiсть

вiд ǫℓ перетворена в нуль: вона ще залишається у величинi D = 2 − m/2 + ǫℓ.

Таким чином, коректний запис цих формул ми отримали б при пiдстановцi в них

D = 2 − m/2, що привело б нас до (6.21) i до безпосереднього узгодження iз

залежним вiд m коефiцiєнтом з [70, (58)]. Подiбне зауваження стосується також i

формули [6, (72)], яка в околi верхньої граничної вимiрностi зберiгає надлишкову

залежнiсть вiд ε (ǫ′ в позначеннях [6]) у величинi D = 4−m/2− ε. Покладаючи

тут ε = 0 i пiдставляючи D = 4−m/2 у формулу [6, (72)], ми отримаємо повне її

узгодження з полюсними членами [63, (39)] i [70, (B.8), (B.23)].
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Використовуючи (6.21), iмпульснi iнтегрування в (6.8) i (6.9) можна довести

до кiнця. Зараз, на вiдмiну вiд випадку малих ε = d∗−d, в η2 i η4 з’являються не-

нульовi внески лiнiйнi за ǫℓ. Проте в комбiнацiї, що формує θ, вони скорочуються,

i ми отримуємо

η2 =
η4
2

+ O
(ǫ2ℓ
n
,
ǫℓ
n2

)

=
ǫℓ
n

+ O
(ǫ2ℓ
n
,
ǫℓ
n2

)

i θ =
1

2
+ O

(ǫ2ℓ
n
,
ǫℓ
n2

)

. (6.22)

Цi результати узгоджуються як з [160] так i з [359].

З огляду на структуру ǫℓ-розкладiв, зрозумiло, що члени порядку O(ǫℓ) в

(6.22) повиннi бути обернено пропорцiйними до n − 2. Оскiльки рiвняння (6.22)

були виведенi з загальних виразiв, справедливих при будь-яких m, ми можемо

узагальнити результати [160] для m = 1, 2 i 4 записуючи їх як

η2(m) =
1

2
η4(m) + O(ǫ2ℓ) =

ǫℓ
n− 2

+O(ǫ2ℓ) , θ(m) =
1

2
+ O(ǫ2ℓ) , (6.23)

що є справедливим для довiльних 0 ≤ m ≤ d. Те, що в порядку O(ǫℓ) цi показники

насправдi вiд m не залежать, є спiльним з незалежнiстю вiд m усiх критичних по-

казникiв m-вiсних ТЛ в порядку O(ε) вимiрного розкладу бiля верхньої граничної

вимiрностi.

6.4. Частковi випадки

Як вже згадувалося вище, найважливiшим з точки зору фiзики є частковий

випадок одновiсної анiзотропiї m = 1 в реальному тривимiрному просторi d = 3.

Але нажаль, при цих значеннях параметрiв теорiя виявляється надто складною

з точки зору математики. Ми повернемося до цiєї ситуацiї згодом. А поки що

розглянемо тi випадки, де математичнi спрощення дозволяють отримати певнi

результати в аналiтичному виглядi.

m = 1, d = 4. Точка (m, d) = (1, 4) належить лiнiї d = 3 +m, зображенiй на

Рисунку 6.1. На цiй лiнiї, як це було виявлено ще в роботах [159] i [183], суттєво

спрощується функцiональна форма вiльного пропагатора ТЛ у прямому просто-

рi (див. (4.20)). Теорiя спрощується також i в iмпульсному предсталеннi. Таким
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чином, виявилося можливим виконати всi необхiднi розрахунки в явному виглядi

та отримати остаточнi вирази для критичних показникiв ТЛ з d = 4 i m = 1 в

аналiтичному виглядi. Зокрема, функцiя I(p, q), присутня в знаменниках (6.38) i

(6.40) з (m, d) = (1, 4) легко визначається з (6.13):

I(1, q) =
1

8π
√

2

√

√

q4 + 4− q2 =
1

4π
√

2

1
√

√

q4 + 4 + q2
. (6.24)

Використовуючи цей результат ми без проблем отримуємо [70] критичнi показни-

ки парної кореляцiйної функцiї та iндекс анiзотропiї у явному виглядi:

η2=
5

9π
√

3

1

n
+O(n−2), η4=−

2

27π
√

3

1

n
+O(n−2), θ=

1

2
− 4

27π
√

3

1

n
+O(n−2). (6.25)

З огляду на обговорення залежностей коефiцiєнтiв η
(1)
2 i η(1)4 вiд d, пов’язане з

Рисунком 6.2, для нас цiкавi також чисельнi значення: η2 = 0.1021/n + O(n−2),

η4 = −0.0136/n+O(n−2), θ = 1/2− 0.272/n+O(n−2). Аналогiчна до (6.25) фор-

мула для оберненого критичного показника кореляцiйної довжини ν−12 наведена

в (6.75).

Цiкаво зазначити, що чотиривимiрнi теорiї, подiбнi до розглянутої в цьому

пунктi, останнiм часом надзвичайно iнтенсивно розвиваються у фiзицi високих

енергiй, елементарних частинок, гравiтацiї та космологiї (див. наш огляд в [57]

i цитовану там лiтературу). Це — рiзнi варiанти т. зв. квантової теорiї поля з

порушенням Лорецiвської iнварiантностi. Зокрема, для чотиривимiрного просто-

ру–часу з d=4=3+1 в роботi [55] за допомогою 1/n-розкладу розраховувалися

фiзичнi величини, якi є безпосереднiми аналогами критичних показникiв ТЛ з

m = 1 i d = 4. Тут в iнших позначеннях були вiдтворенi нашi результати для η2 i

η4 з (6.25).

m = 4, d = 5. Точка (m, d) = (4, 5) належить лiнiї d = m+ 1 (див. Рисунок

6.1), де вiльний пропагатор в ТЛ має досить простий вигляд (4.21) i виражається

через неповну гамма функцiю. Розрахунку iнтеграла I(p, q) на лiнiї d = m + 1

i дослiдженню спецiальних функцiй, що при цьому виникають, присвячена на-

ша стаття [4]. У самiй же точцi (m, d) = (4, 5) скейлiнгова функцiя пропагатора



205

(4.21) зводиться до алгебраїчної функцiї, показаної в (4.23). З її використанням

iнтеграл I(p, q) розраховується за формулою (6.13) i зводиться в частковому ви-

падку (m, d) = (4, 5) до

I(1, q) =
1

32π2

[

arctg
2

q2(3 + q4)
+

1

q2
ln

1 + q4

1 + q4/4

]

. (6.26)

На вiдмiну вiд елементарного випадку з (6.24), цю функцiю обернути неможливо,

i коефiцiєнти 1/n-розкладу доводиться розраховувати чисельно:

η2 = 0.314
1

n
+ O(n−2), η4 = 0.045

1

n
+O(n−2), θ =

1

2
− 0.073

1

n
+ O(n−2).(6.27)

Звертаємо увагу на те, що при m = 4 i d = 5 ми маємо ε = 1, i коефiцiєнт бiля 1/n

в η4 є додатнiм на вiдмiну вiд вiд’ємних величин, що отримуються бiля верхньої

граничної вимiрностi при ε→ 0 а також при ε = 1/2 у випадку (m, d) = (1, 4).

m = 1, d = 3. У випадку одновiсної ТЛ у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3

aнaлiтичнa рoбoтa теж булa дoвeдeнa дo рiвня, зручнoгo для чиceльнoгo рoзрaхун-

ку. Проте, оскiльки в даному частковому випадку ми не виявили жодних суттєвих

математичних спрощень у координатному представленнi вiльного пропагатора,

функцiю I(p, q) розраховували за формулою (6.11). В нiй d−m = 2-вимiрне вну-

трiшнє iнтегрування за перпендикулярним iмпульсом p′ приводить до результату

I(1, q) =
1

8π2

∫ ∞

−∞
dq′A−1/2 ln

[

2q′4(q′ + q)4 + A+
[

q′4 + (q′ + q)4 + 1
]

A1/2

2q′4(q′ + q)4

]

,(6.28)

де скорочене позначення A означає вираз

A = A(q′, q) =
[

1 + (q′ + q)4
]2

+ (1 + q′4)2 − 2q′4(q′ + q)4 − 1 . (6.29)

Iнтегрування за q′ можна виконати в комплекснiй площинi1. Таким чином iнтеграл

(6.28) зводиться до вигдяду

I(1, q) = − i

2π

∫ i
2q

0

dq′
√

(1 + 4q′2q2)
[

1 + 1
4
(4q′2 + q2)2

]

. (6.30)

1На прохання автора цей непростий розрахунок виконав С. Руткевич
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У свою чергу, останнiй iнтеграл виражається через гiпергеометричну функцiю

Гауса як

I(1, q) =
1

4
(4 + q4)

−1/4
(1 + q4)

−1/2
2F1

(1

2
,
1

2
; 1; k2

)

, (6.31)

де

k2 =
1

2

[

1− 3 + q4

(1 + q4)(1 + 4/q4)1/2

]

. (6.32)

Вiдомi формули квадратичного i лiнiйного перетворень функцiї 2F1, такi як [267,

(15.30.30), (15.3.4)], дозволяють отримати шуканий iнтеграл в наступних двох

еквiвалентних формах:

I(1, q) =
1

4
√

2
u1/4 2F1

(1

4
,
1

4
; 1; u

)

, де u =
4

(1 + q4)2(4 + q4)
, (6.33)

i

I(1, q) =
1

4
√

2
w1/4

2F1

(1

4
,
3

4
; 1;−w

)

, де w =
4

q4(3 + q4)2
. (6.34)

Використовуючи отриманi явнi вирази для iнтеграла I(1, q), за допомогою

програмного пакету Mathematicа [280] ми отримали [70] для кореляцiйних крити-

чних показникiв чисельнi результати

η2 = 0.306
1

n
+ O(n−2), η4 = 0.223

1

n
+ O(n−2), θ =

1

2
− 0.049

1

n
+O(n−2).(6.35)

При цьому були вiдтворенi данi, отриманi нами ранiше безпосередньо з формул

(6.8) i (6.9) за допомогою мови Fortran.

Знов, як i в попередньому випадку з m = 4, d = 5, на протилежнiсть пе-

редбаченням ε-розкладу бiля верхньої граничної вимiрностi, ми маємо додатнiй

коефiцiєнт розкладу показника η4 при 1/n → 0. Порiвняння результатiв для η4

при ε→ 0 (див. напр. (4.73)), ε = 1/2 (6.25), ε = 1 (6.27), i ε = 3/2 (6.35) наводить

на думку про те, що цей показник змiнює свiй знак з вiд’ємного на додатнiй при

вiддаленнi вiд лiнiї верхнiх граничних вимiрностей d∗(m) = 4 + m/2. Бiльш де-

тально залежностi кореляцiйних критичних показникiв вiд вимiрностi простору d

ми обговоримо в пунктi 6.7.
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6.5. Температурнi критичнi показники в порядку O(1/n)

Для того, щоб отримати аналогiчнi результати для критичних показникiв

кореляцiйних довжин ν2 i ν4, а також сприйнятливостi γL, питомої теплоємно-

стi αL i температурної залежностi параметра порядку βL, необхiдно розглянути

рiвняння Швiнгера-Дайсона (6.4)–(6.5) вже не безпосередньо в ТЛ, а з врахуван-

ням можливого вiдхилення вiд цiєї точки за температурою. На рiвнi ЕГ (6.1) таке

вiдхилення реалiзується шляхом додавання до нього доданка (порiвн. з (4.1))

∆Hτ [φ] =
τ

2

∫

ddx |φ(x)|2 . (6.36)

Присутнiсть у теорiї додаткової температурної змiнної приводить до появи у ви-

разi для парної кореляцiйної функцiї вiдповiдної нової скейлiнгової змiнної. Так,

скейлiнгова функцiя парного корелятора (4.53) узагальнюється до

Gφ(p, q; τ) = p−2+η2Gφ(1, qp
−θ; τp−1/ν2) . (6.37)

Згiдно з методом, запропонованим в [357], ми повиннi розглянути iнфiнiтезималь-

нi температурнi вiдхилення вiд критичної теорiї, описаної вище, i слiдувати змi-

нам, якi вони створюють у рiвняннях самоузгодження. Деталi цiєї роботи та її

результати опублiкованi в нашiй статтi [57].

Подiбно як i в випадку (6.8) i (6.9), новi загальнi результати теж представ-

ляються повторними однократними iнтегралами, параметризованими величинами

m i d. 1/n-розклад для (оберненого) показника кореляцiйної довжини отримано

у виглядi

ν−12 = d− m

2
− 2 +

1

n

[

η
(1)
2 +mθ(1) + 2N2 − 4NJ

]

+O(n−2). (6.38)

Тут η(1)2 i θ(1) — коефiцiєнти першого порядку з (6.8) i (6.10), аN2 iNJ — iнтеграли,

означенi наступним чином:

Nk ≡ Kd−m

∫ (m)

q

1

(1 + q4)k
1

I(1, q)
, k цiле число ≥ 2 ; (6.39)

NJ ≡ Kd−m

∫ (m)

q

1

1 + q4
J(1, q)

[I(1, q)]2
. (6.40)
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У пiдiнтегральнiй функцiї NJ поряд з iнтегралом I(p, q) з (6.11) додатково

з’являється iнтеграл

J(p, q) =

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

(p′2 + q′4)2
1

|p′ + p|2 + |q′ + q|4 . (6.41)

Виходячи з iнформацiї про ν2, η2 i η4, за допомогою вiдомого скейлiнгового

спiввiдношення [137]

γL = ν2(2− η2) = ν4(4− η4) (6.42)

ми вивели аналогiчнi результати для критичних показникiв сприйнятливостi γL

i кореляцiйної довжини в паралельному пiдпросторi ν4. Так, з першої рiвностi з

(6.42) ми отримали

γL =
2

d−m/2− 2

(

1− 2

d−m/2− 2
Cγ

1

n

)

+ O(n−2), (6.43)

де

Cγ =
d−m

4
η
(1)
2 +

m

16
η
(1)
4 +N2 − 2NJ (6.44)

є коефiцiєнтом 1/n-розкладу оберненої величини γ−1L =(d−m/2−2)/2 + Cγ/n +

O(n−2). Критичний показник ν4 отримується з другої рiвностi в (6.42):

ν4 =
1

2

1

d−m/2− 2

(

1− 2

d−m/2− 2
, Cν4

1

n

)

+ O(n−2) (6.45)

де

Cν4 =
d−m

4
η
(1)
2 −

1

8
(d−m− 2)η

(1)
4 +N2 − 2NJ . (6.46)

Аналогiчнi результати для критичних показникiв питомої теплоємностi αL i на-

магнiченостi βL випливають з гiперскейлiнгового спiввiдношення [137]

αL = 2− (d−m)ν2 −mν4 = 2− (d−m+ θm)ν2, (6.47)

яке узагальнює вiдоме спiввiдношення α = 2 − dν дiйсне в критичнiй точцi, а

також iз взаємозв’язку мiж критичними показниками [137] βL = (2− γL − αL)/2.
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Нижче нашi результати будуть перевiренi у двох граничних випадкахm→ 0

i m→ d, а також в ε-розкладi з точнiстю до O(ε2). В найважливiшому частковому

випадку m = 1 будуть отриманi аналiтичнi вирази при d = 4 i чисельнi данi при

d = 3.

6.5.1. Iзотропнi границi 1/n-розкладiв

У цьому пунктi, подiбно як i в 6.2, ми розглянемо границi m → 0 i m →
d. В обидвох цих випадках система втрачає свою просторову анiзотропiю i ми

вiдтворюємо вiдомi ранiше результати 1/n-розкладiв для критичних показникiв

термодинамiчних функцiй.

При m = 0 ми отримуємо випадок системи з iзотропними короткосяжними

взаємодiями в околi звичайної критичної точки. Таким самим чином, як i в пунктi

6.2, за допомогою формули граничного переходу (6.14) ми отримуємо з рiвняння

(6.38)

lim
m→0

ν−12 = d− 2 + η + 2Kd lim
m→0

[

1

I(1, 0)
− 2

J(1, 0)

I2(1, 0)

]

1

n
+ O(n−2) . (6.48)

Тут η = η(1)/n + O(n−2) — малий показник Фiшера в КТ; записуючи останню

формулу ми використали результат limm→0 η
(1)
2 = η(1) з (6.15).

Границя m → 0 зводить I(1, 0) i J(1, 0) з квадратних дужок в (6.48) до

стандартних iнтегралiв типу
∫ (D)

k

k−2a |k + 1|−2b ≡ VD(a, b) . (6.49)

В вимiрнiй регуляризацiї

VD(a, b) = (4π)−D/2
Γ (D/2− a)

Γ(a)

Γ (D/2− b)
Γ(b)

Γ (a+ b−D/2)

Γ(D − a− b) . (6.50)

Таким чином, I(1, 0) i J(1, 0) iдентифiкуються як Vd(1, 1) i Vd(2, 1), i ми отримуємо

з (6.48)

lim
m→0

ν−12 = ν−1 = d− 2 + 2
(d− 1)(d− 2)

4− d η(1)
1

n
+O(n−2) . (6.51)
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Це спiвпадає з вiдомим результатом 1/n-розкладу для ν, звичайного критичного

показника кореляцiйної довжини, див., напр., [207], чи [208, (4.294)–(4.295)].

Аналогiчним чином в границi m → 0 вiдтворюється також критичний по-

казник сприйнятливостi γ,

lim
m→0

γL = γ =
2

d−2

{

1− 2

d−2

[

d

4
η(1)+

Kd

Vd(1, 1)
− 2Kd

Vd(2, 1)

V 2
d (1, 1)

]

1

n

}

+O(n−2)

=
2

d− 2

[

1− 3

2

d

4− d η
(1) 1

n

]

+ O(n−2) , (6.52)

1/n-розклад якого вiдомий ще з роботи [207].

Границя m = d дає ним можливiсть зробити порiвняння з результатами,

отриманими ранiше для iзотропної ТЛ в [148] (див. також [224]),

γILP =
4

d− 4
− 1

n

CHLS
(d/4− 1)2

[

1 +
3(d−8)(d−6)

4(d+ 2)
+

(10−d)(d−5)

3

]

+ O(n−2).(6.53)

Коефiцiєнт

CHLS ≡
Γ(d− 4)

Γ(d/2)Γ2(d/2− 2)Γ(4− d/2)
(6.54)

спiвпадає з коефiцiєнтом перед квадратними дужками в рiвняннi (3) роботи [148].

Таким чином, головним нашим завданням є отримання границi m→ d комбiнацiї

Cγ з (6.44) i порiвняння її з коефiцiєнтом при −(d/4− 1)−2/n в (6.53).

Найсуттєвiшим є розгляд нетривiальної поведiнки iнтегралiв N2 i NJ при

m → d. Тут слiд зауважити, що функцiї I(1, q) i J(1, q) в їх пiдiнтегральних

функцiях є однорiдними i задовольняють спiввiдношенням

I(1, q) = q−2εI(q−2, 1) i J(1, q) = q−4−2εJ(q−2, 1) (6.55)

для довiльних m i d з ε = 4 +m/2−d, величина якого зараз не є малою. З огляду

на це ми можемо записати

N2 = Kd−mKm

∫ ∞

0

dq
q−2(d−m)−1

(1 + q−4)2
1

I(q−2, 1)
, (6.56)

а також подiбний вираз дляNJ . В пiдiнтегральнiй функцiїN2 з (6.56) при d−m→
0 i q →∞ множник q−2(d−m)−1 приводить до логарифмiчної сингулярностi, в той
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час як все iнше залишається регулярним. Тому

lim
m→d
N2 = lim

m→d
Kd−mKm

1

2(d−m)

1

I(0, 1)
=

Kd

2Vd(2, 2)
= CHLS , (6.57)

де явна величина Vd(2, 2) визначається формулою (6.50). Подiбним чином для NJ

ми отримуємо

lim
m→d
−2N J = −Kd

Vd(4, 2)

[Vd(2, 2)]2
=

1

3
(10− d)(d− 5)CHLS (6.58)

у згодi з останнiм внеском в (6.53).

З формул (6.45)-(6.46) ми також отримали аналогiчну границю для крити-

чного показника кореляцiйної довжини в модуляцiйному просторi ν4 iзотропної

ТЛ.

Таким чином, 1/n-розклад критичного показника сприйнятливостi γL анiзо-

тропної m-вiсної ТЛ (6.43)–(6.44) має правильнi границi КТ i повнiстю iзотропної

d-вiсної ТЛ для довiльних величин d, дозволених у цих двох випадках.

6.5.2. Узгодження з ε-розкладом

У цьому пунктi ми обговоримо еквiвалентнiсть 1/n i ε-розкладiв для крити-

чного показника ν2 в їх спiльнiй областi застосовностi. Аналогiчний результат для

iнших температурних критичних показникiв ТЛ випливає зi стандартних скейлiн-

гових спiввiдношень, таких як (6.42) i (6.47) (див. також [137], [62]).

Критичний показник поперечної кореляцiйної довжини ν2 був отриманий з

точнiстю до O(ε2) в [63] з використанням вимiрної регуляризацiї i мiнiмальних

вiднiмань вимiрних полюсiв ∼ 1/ε при n ∈ [0,∞[ i m ∈ [0, d]. При безмежно

великих n цей результат для ν2 зводиться до

ν−12 = 2− ε+
6

n
ε− ε2

2n

[

m− 4

8−m jφ(m) +
jσ(m)

8 (m+ 2)
+ 28Ju(m)

]

ε2 +O(ε3, n−2). (6.59)

Функцiї jφ(m), jσ(m), i Ju(m) визначенi у виглядi однократних iнтегралiв у фор-

мулах (4.57)–(4.61). Явнi вирази для них у часткових випадках m = 2 i m = 6

можна знайти в п. 3.2 роботи [63].
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Результат (6.59) можна представити у виглядi, де явним чином фiгурують

кореляцiйнi критичнi показники, а саме,

ν−12 = 2− ε + 6
ε

n
+ η2 +m

(

θ − 1

2

)

− 14Ju(m)
ε2

n
+O(ε3, n−2). (6.60)

Останнiй вираз має структуру, дуже близьку до представлення ν−12 в (6.38). Ком-

бiнацiя (θ−1/2) ∼ ε2/n є некласичною, аномальною частиною iндекса анiзотропiї

θ. Доданок, до якого вона входить, так само як i η2, присутнi також i безпосере-

дньо в (6.38).

В теорiї збурень, яка використовувалася при побудовi ε-розкладу критично-

го показника ν2, iнтеграл Ju(m) походить частково вiд нетривiального двопетльо-

вого перенормування константи зв’язку члена φ4, в якому бере участь дiаграма

Фейнмана вершинної функцiї Γ4. Ще одним джерелом його появи є подiбна

дiаграма Фейнмана з об’єднаними зовнiшнiми лiнiями злiва, яка є внеском в дi-

аграмний розклад двоточкової вершинної функцiї з включенням φ2, Γ(2,1) — див.

(4.55)–(4.56). Згiдно з формулами (4.60) i (4.61),

Ju(m) = 1− 1
2 CE − 1

2 ψ(2− m
4 )+Bm bm

∫

dv vm−1 Φ2(v;m, d∗) Θ(v;m) , (6.61)

де bm = 2−4−mπ−3/2−m/4.

Порiвнюючи рiвняння (6.38) i (6.60) для ν−12 ми бачимо, що еквiвалентнiсть

цих формул при великих n i малих ε забезпечується тодi, коли ε-розклад комбi-

нацiї 2N2 − 4NJ з (6.38) має вигляд

2N2 − 4NJ = 6ε− 14Ju(m)ε2 + O(ε3) . (6.62)

Нагадаємо, що iнтеграли N2 i NJ означенi в (6.39) i (6.40). Доведення цього не-

тривiального спiввiдношення можна знайти на стор. 90–92 нашої роботи [57].

В п. 6.2 роботи [57] досить формальнi математичнi викладки для довiльного

числа осей анiзотропiї m були проiлюстрованi явними розрахунками для частко-

вого випадку m = 2. Тут, виходячи з описаних вище iнтегральних представлень,

ми крок за кроком отримали простi явнi вирази, що узгоджуються в подвiйнiй

границi (n→∞, ε→ 0) з вiдомими ранiше результатами.
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Пiдкреслимо, що доведення еквiвалентностi розкладiв величини ν−12 , як i η2

i η4 в 6.3, при одночасному прямуваннi n→∞ i ε→ 0 має важливе i принципове

значення. Воно доводить правильнiсть ε- i 1/n-розкладiв критичних показникiв

ТЛ, отриманих нами за допомогою рiзних пiдходiв i рiзних представлень (коор-

динатного та iмпульсного) в областях, де обидва варiанти теорiї повиннi давати

повне спiвпадiння. Отримання такого узгодження дає нам усi пiдстави бути пере-

конаними у правильностi всiх наших загальних виразiв, а також будь-яких частко-

вих випадкiв, якi з них випливають. Це важливий крок у теорiї критичних явищ

в ТЛ, оскiльки до появи наших робiт коректно розрахувати критичнi показники

ТЛ для довiльного числа осей анiзотропiї m чи довiльної вимiрностi простору d

нiкому не вдавалося.

6.5.3. Область застосовностi, вимiрна регуляризацiя та

аналiтичне продовження

У цьому пунктi ми розглянемо область застосовностi наших результатiв

(6.38)–(6.46) для температурних критичних показникiв i пов’язанi з цим питання

вимiрної регуляризацiї та аналiтичного продовження.

Почнемо з того, що iнтегральнi представлення кореляцiйних критичних по-

казникiв η2 i η4 в такому виглядi, як вони записанi в (6.8) i (6.9), є безпосередньо

застосовними у всiй фiзичнiй областi застосовностi теорiї, де цi показники мають

нетривiальнi некласичнi величини. Це — область вимiрностей простору, зображе-

на на Рисунку 6.1. Вона обмежена лiнiями m = 0 i m = d, тому що число осей

анiзотропiї m фiзично не може бути вiд’ємним, а також, очевидно, не може пе-

ревищувати повну вимiрнiсть простору d. Фiзичнi обмеження лiнiями граничних

вимiрностей dℓ(m) = 2 +m/2 i d∗(m) = 4 +m/2 полягають в тому, що при d = dℓ

фазовий перехiд в системi зникає при будь-яких температурах T > 0 (див. [138,

стор. 278-279]), а при d ≥ d∗ стає застосовною теорiя Ландау, яка характеризу-

ється класичними критичними показниками. Пiдкреслимо також, що в рамках

1/n-розкладу число компонент параметра порядку обмежене областю n > 2.



214

З iншого боку, фiзична область iснування (некласичних) кореляцiйних по-

казникiв η2 i η4, визначена нерiвностями dℓ(m) < d < d∗(m) i 0 ≤ m ≤ d, точно

спiвпадає з областю збiжностi iнтеграла I(p, q), що входить в пiдiнтегральну фун-

кцiю iнтегральних представлень (6.8) i (6.9). Самi iнтеграли з (6.8) i (6.9) що ви-

значають η2 i η4, є також збiжними в зазначенiй областi. Таким чином, в будь якiй

точцi (m, d) з двовимiрної областi {2 +m/2 < d < 4 +m/2, 0 ≤ m ≤ d}, зображе-

ної на Рисунку 6.1, де просторовi вимiрностi m i d розглядаються як неперервнi

змiннi, критичнi показники η2(m, d) i η4(m, d) можуть бути розрахованi чисель-

но, наприклад, за допомогою мови Fortran. У процесi пiдготовки роботи [70] ми

насправдi виконали такий розрахунок η2 i η4 у випадку одновiсної ТЛ (m = 1) у

фiзичному просторi d = 3. Згодом, з отриманням явного виразу (6.31)–(6.34) для

I(p, q) при m = 1, d = 3, цi чисельнi результати були вiдтворенi за допомогою

пакету Mathematica [280].

У випадку температурних критичних показникiв ситуацiя є дещо iншою.

Результати для них були виведенi безпосередньо в ТЛ в рамках безмасової теорiї

з використанням вимiрної регуляризацiї. Це передбачало роботу з нульовими кое-

фiцiєнтами τ0 = ρ0 = 0 в доданках τ0φ2 i ρ0(∆zφ)2 з ЕГ (4.1) (що суттєво спрощує

iнтеграли з якими потрiбно працювати), а також, наступне аналiтичне продовжен-

ня отриманих результатiв до потрiбної областi. У цьому вiдношеннi використаний

пiдхiд точно вiдтворює успiшну розрахункову схему отримання 1/n-розкладiв,

прийняту в роботi [360].

Вище ми розглянули три ситуацiї, де вимiрна регуляризацiя без проблем

приводить до правильних результатiв. Це розрахунки критичних показникiв у КТ

при m→ 0 i в iзотропнiй ТЛ при m→ d, а також епсилон-розкладiв бiля верхньої

та нижньої граничних вимiрностей для m-вiсних ТЛ в анiзотропних системах.

У всiх цих часткових випадках результати були отриманi ранiше за допомогою

рiзних пiдходiв, але переважно також з використанням вимiрної регуляризацiї.

Зазвичай вимiрна регуляризацiя передбачає потребу в певному аналiтично-

му продовженнi (див. напр. [326, Розд. 4], [361]). В теорiї iзотропних КТ бiль-

шiсть результатiв (принаймнi в наближеннях невисокого порядку) можливо отри-
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мати в явному виглядi. Тут дуже часто в зустрiчаються гамма-функцiї Ейлера з

вiд’ємними аргументами, якi потребують аналiтичного продовження. На практицi

для цього використовується просте спiввiдношення

Γ(α) = Γ(α + 1)/α для − 1 < α < 0. (6.63)

Наприклад, коефiцiєнт η(1) з [360, (28)] мiстить функцiю a(2) = Γ(d/2 − 2), де

d/2 − 2 < 0 саме в областi d < 4, яка представляє iнтерес. Описана процедура

дає в цьому випадку гамма-функцiю Γ(d/2 − 1), аргумент якої вже є додатнiм

у фiзичнiй областi d > 2. Але, якби спiввiдношення (6.63) вiдомим не було, то

аналiтичного продовження гамма-функцiї Ейлера можна було б досягнути ви-

користовуючи формулу Кошi-Заальшютца2 (див. [362, Розд. 12], [363, Розд. 1])

виходячи з її iнтегрального представлення

Γ(α) =

∫ ∞

0

dttα−1
[

e−t −
k
∑

j=0

(−t)j
j!

]

, (6.64)

де iнтеграл Ейлера з вiднiманнями в пiдiнтегральнiй функцiї є збiжним при −k−
1 < ℜα < −k.

Подiбну ситуацiю ми маємо з нашими результатами для температурних кри-

тичних показникiв (6.38)–(6.46). Вони представленi повторними iнтегралами, якi

в загальному виглядi неможливо розрахувати явно. Крiм того, ми не можемо

чисельно розрахувати iнтеграл NJ з (6.40) через те, що в пiдiнтегральнiй фун-

кцiї вiн мiстить внутрiшнiй iнтеграл J(p, q) з (6.41), який є розбiжним у всiй

потрiбнiй нам фiзичнiй областi визначення критичних показникiв. Для того, щоб

могти виконати такi чисельнi розрахунки для температурних критичних показни-

кiв (наприклад при m = 1, d = 3) виходячи з вимiрно регуляризованих формул

(6.38)–(6.46), ми повиннi забезпечити їх вiдповiдне аналiтичне продовження.

Зазначенi розбiжностi iнтеграла J(p, q) з (6.41) є iнфрачервоними. Вони

виникають тодi, коли знаменники пiдiнтегральної функцiї J(p, q) обертаються в

2Альтернативна версiя аналiтичного продовження гамма-функцiї Ейлера за формулою Вейєрштаса розгля-
дається в [361, розд. II.A]
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нуль. Це вiдбувається при нульових (або скiнченних) значеннях змiнних iнтегрува-

ння в (6.41).3 Як вiдомо, iнфрачервонi проблеми стають дедалi бiльш серйозними

при зменшеннi вимiрностi простору d. Щоб отримати результати, якi б коректно

визначали 1/n-розклади температурних критичних показникiв у всiй їх областi

визначення, ми повиннi модифiкувати означення (6.41) функцiї J(p, q) таким чи-

ном, щоб вона задавалася вiльним вiд iнфрачервоних розбiжностей iнтегралом,

що збiгається у всьому потрiбному нам iнтервалi 0 < ε < 2.

Усвiдомлюючи те, що iнфрачервонi проблеми є типовими я безмасових те-

орiй, ми виконали iнший розрахунок критичного показника γL з використанням

масивної теорiї. Ми використали метод Ма [207], де при виводi 1/n-розкладiв роз-

рахунки виконуються не безпосередньо в точцi переходу, а в деякому її околi. При

цьому виконується асимптотичний аналiз теорiї для iнфiнiтезимально малої, але

незникаючої “маси”, роль якої вiдiграє обернена сприйнятливiсть (ми вже вводили

подiбнi температурнi змiннi в Розд. 2 i 3). Таким чином ми вивели результати для

температурних критичних показникiв ТЛ, якi за формою спiвпадають з отрима-

ними ранiше. Суттєва вiдмiннiсть з’являється тiльки в iнтегральному представ-

леннi функцiї J(p, q). Масивна теорiя “згенерувала” вiднiмання в пiдiнтегральнiй

функцiї J(p, q), подiбнi до тих, що фiгурують у формулi аналiтичного продовже-

ння гамма-функцiї (6.64). Це забезпечило аналiтичне продовження J(p, q) такого

типу, як обговорюється в [326, Розд. 4.2]. В промiжку 0 < ε < 1 ми маємо, замiсть

(6.41),

J (1s)(p, q) =

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

(p′2 + q′4)2

[

1

(p′ + p)2 + (q′ + q)4
− 1

p2 + q4

]

. (6.65)

Для бiльших величин ε вiднiмання 1/(p2 + q4) не є достатнiм, i iнтеграл (6.65)

знов розбiгається при малих iмпульсах. В доповнюючому промiжку 1 < ε < 2

з’являється ще одне додаткове вiднiмання, i ми повиннi використовувати формулу

J (2s)(p, q)=

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

(p′2+q′4)2

[

1

(p′+p)2 + (q′+q)4
− 1

p2+q4
− q′ 2 S2(p, q)

]

,

(6.66)
3Подiбнi проблеми iз збiжнiстю iнтеграла I(p, q) бiля нижньої граничної вимiрностi обговорювалися в розд.

6 i додатку В нашої роботи [6].
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де функцiя S2(p, q) має вигляд

S2(p, q) =
2

m

q2

(p2 + q4)3
[

(6−m)q4 − (2 +m)p2
]

. (6.67)

У свою чергу, ця формула з подвiйним вiднiманням не може бути використана

при ε < 1, оскiльки в цьому промiжку останнiй доданок з (6.66) спричинить

ультрафiолетову розбiжнiсть. Величина ε = 1 є особливою. При ε = 1 iнтеграл

J(p, q) може бути отриманий шляхом граничного переходу ε→ 1 як з (6.65), так i

з (6.66). При таких граничних переходах можуть з’являтися логарифмiчнi члени.

Зауважимо, що величинi ε = 1 вiдповiдає лiнiя d = 3 +m/2 в (m, d)-площинi, яка

є паралельною до лiнiй нижньої та верхньої граничних вимiрностей i розмiщена

рiвно посерединi мiж ними (див. Рисунок 6.1).

У пiдсумку, для неiнфiнiтезимально малих величин ε з промiжку 0 < ε < 2,

у формулах (6.40)–(6.46) функцiю J(p, q) з (6.41) слiд замiнити на вiдповiдну її

версiю з вiднiманням, J (1s)(p, q) чи J (2s)(p, q) з (6.65) чи (6.66). Звiдси випливають

результати для критичних показникiв ν2, ν4 i γL, якi є справедливими, як i η2 i

η4 з [70], для довiльних m-вiсних ТЛ з 0 < m ≤ d у всiй їх областi визначення

2 +m/2 < d < 4 +m/2 мiж лiнiями нижньої та верхньої граничних вимiрностей.

Використовуючи аналiтичне продовження J(1, q), визначене формулами

(6.66) i (6.67), ми розрахували коефiцiєнти порядку 1/n для одновiсних систем

(m = 1) безпосередньо при d = 4 i d = 3, де ε = 1/2 i ε = 3/2, вiдповiдно. Цi

результати ми обговоримо в наступних пунктах.

6.5.4. Частковий випадок m = 1, d = 4

У цьому пунктi ми розглянемо частковий випадок чотиривимiрних систем з

одновiсною анiзотропiєю. Як вже згадувалося вище, цей випадок має вiдношення

до квантових теорiй поля з порушенням Лоренцiвської iнварiантностi. На щастя,

при d = 4 i m = 1 всi розрахунки для критичних показникiв в порядку O(1/n) мо-

жливо провести в явному виглядi. Як деталi розрахункiв, так i результати можна

порiвняти з даними роботи Ансельмi [55].
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У випадку m = 1, d = 4 ми маємо ε = 1/2 ∈ (0, 1), i для функцiї J(1, q) в iн-

тегралiNJ з (6.40) ми повиннi використовувати формулу (6.65). Працюючи таким

чином в однiй видiленiй точцi (m, d)-площини ми не звертаємося до узагальнен-

ня цiлочисельних просторових вимiрностей на нецiлi величини (dimensional conti-

nuation), а маємо справу з кратними iнтегралами, визначеними класичним чином.

Так, внутрiшнiй iнтеграл за p′ в (6.65) зараз є тривимiрним (точка m = 1, d = 4

належить лiнiї d − m = 3). Його частина, що включає в себе перший доданок з

квадратних дужок цiєї формули має вигляд
∫ (3)

p′

1

(p′2 + q′4)2
1

(p′ + p)2 + (q′ + q)4
=

1

8π

1

q′2
1

[q′2 + (q′ + q)2]2 + p2
. (6.68)

Пiдставляючи результат внутрiшнього iнтегрування в (6.65), ми отримуємо не-

власний однократний iнтеграл

J (1s)(p, q) =
1

16π2

∫ ∞

−∞

dx

x2

{

1

[x2 + (x+ q)2]2 + p2
− 1

p2 + q4

}

. (6.69)

Тут вiднiмання останнього доданка у фiгурних дужках забезпечує збiжнiсть iн-

теграла при x→ 0. Простi алгебраїчнi перетворення приводять останнiй iнтеграл

до вигляду

J (1s)(p, q) =
1

π2

[

q2
q4 − p2
q4 + p2

J0(p, q)−
1

2
J2(p, q)−

2

q4 + p2
J6(p, q)

]

, (6.70)

де Jk(p, q) з k = 0, 2, 6 визначаються формулою

Jk(p, q) =

∫ ∞

0

xkdx

A−A+
з A± ≡

1

[x2 + (x± q)2]2 + p2
. (6.71)

Iнтеграли Jk(p, q) можна розрахувати в комплекснiй площинi шляхом обчислення

лишкiв. Наприклад,

J0(p, q) =
3π

16
√

2
p−1

q4 + q2
√

4p2 + q4 − 2p2

(2q4 − p2)(p2 + q4)
√

4p2 + q4

√

√

4p2 + q4 − q2 . (6.72)

Для всiєї комбiнацiї (6.70) результатом є J (1s)(p, q) = p−5/2J (1s)(1, q/
√
p), де4

J (1s)(1, q) =
1

8
√

2 π

(q4 − 1)
√

√

4 + q4 + q2 − 2q2
√

√

4 + q4 − q2

(1 + q4)2
√

4 + q4
. (6.73)

4В аналогiчнiй формулi перед [57, (8.6)] помилка друку: опущений множник 1/
√
p в аргументi J (1s)
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Цю функцiю можна розпiзнати в другому доданку [55, (C.2)] пiсля усунення дода-

ткової “маси” m2, штучно введеної в цю формулу для уникнення iнфрачервоних

розбiжностей при розрахунку дiаграми “скалярний трикутник” в термiнологiї ро-

боти [55, (C.2)].

В додатку С роботи [57] ми показали також як отримати результат (6.73)

в координатному представленнi з використанням аналiтичного продовження i без

вiднiмань, аналогiчних до описаних вище.

Тепер, використовуючи I−1(1, q) = 4π
√

2
√

√

4 + q4 + q2 (див. (6.24)) разом

з (6.73), ми отримуємо

N2 =
2

π
√

3
i NJ = − 7

24π
√

3
. (6.74)

Цi величини узгоджуються з доданками (b) i (c) з [55, (8.3)]. Далi беремо до

уваги η(1)2 = 5/(9π
√

3) i θ(1) = −4/(27π
√

3) з (6.25) i отримуємо з рiвняння (6.38)

остаточний вираз для оберненого критичного показника кореляцiйної довжини

ν−12 (m = 1, d = 4) =
3

2
+

301

54π
√

3

1

n
+O(n−2) (6.75)

в чотиривимiрних одновiсних системах.

Явнi розрахунки критичних показникiв анiзотропних систем з d = 4 i m = 1

були проведенi i опублiкованi нами у всiх деталях [57] як в iмпульсному так i в

координатному представленнях. Таку особливу увагу цей специфiчний частковий

випадок заслужив у зв’язку з пiдвищеним iнтересом до аналогiчних моделей i

розрахункiв у квантовiй теорiї поля з порушенням Лорецiвської iнварiантностi. В

статтi [57] ми вперше зробили огляд теорiї ТЛ, що охоплює лiтературу як стати-

стичної фiзики, так i фiзики високих енергiй. При цьому наш лiтературний огляд

суттєво вiдрiзняється вiд основної маси вступiв до статей, де згадуються майже

виключно роботи свої i свого найближчого наукового оточення.

Зокрема, способи розрахунку застосованi нами в [70] i [57] i представленi

тут результати були спiвставленi з їх аналогами з роботи Ансельмi [55]. Порiвнян-

ня внеску порядку O(1/n) в нашому результатi (6.75) з аналогiчним результатом

[55, (8.4)], а саме γσ = −83/(9πn
√

3), показує їх неузгодження. Ми перевiрили,
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що величина γσ отримується як комбiнацiя γσ = 2[4NJ − 2N2 + η
(1)
2 ], яка з то-

чнiстю до загального множника а також знака бiля η(1)2 входить в нашу формулу

(6.38). Таким чином нашi результати не спiвпадають з даними роботи [55]. Проте

вони вiдрiзняються тим, що для даного часткового випадку з m = 1 i d = 4 вони

виводяться з надiйно апробованих формул, справедливих для всiх фiзично допу-

стимих значень параметрiв теорiї m i d. Очевидно, таке неузгодження результатiв

з певнiстю вказує на помилку в розрахунках згаданого автора.

6.6. Одновiснi системи в тривимiрному просторi: коли

m = 1 i d = 3

Вибiрm = 1 i d = 3, вiдповiдає екпериментально досяжному випадку триви-

мiрних систем з одновiсною анiзотропiєю, для яких проведено також ряд чисель-

них симуляцiй методом Монте Карло. Тут ми також повиннi вдатися до чисельних

розрахункiв для отримання коефiцiєнтiв порядку O(1/n) в 1/n-розкладах крити-

чних показникiв ν−12 , γL i ν4. Цi показники представленi вище формулами (6.38),

(6.43)-(6.44) i (6.45)–(6.46), вiдповiдно.

Iнтеграл N2(m=1, d=3) з (6.39) включає в собi функцiю I(1, q). Вона вiдо-

ма в явному виглядi (див. (6.24), [70, (73)]) i може бути виражена через повний

елiптичний iнтеграл першого роду K [364, Розд. 13] як

I(1, q) =
1

2π
(1 + q4)−1/2(4 + q4)−1/4K(k), де k2 =

1

2

(

1− q2
√

4 + q4
3 + q4

1 + q4

)

.

(6.76)

Величина |k| називається модулем елiптичного iнтеграла, вона повинна бути мен-

шою за одиницю. В нашому випадку ми маємо 0 ≤ k2 ≤ 1/2, що узгоджується з

цiєю вимогою. Формула, що пов’язує K(k) з гiпергеометричною функцiєю Гауса,

наведена в (6.78).

При розрахунку iнтеграла NJ(m=1, d=3) (див. (6.40)) ми повиннi додатко-

во взяти невласний iнтеграл J (2s)(1, q) з (6.66)-(6.67) при ε = 3/2. За допомогою

мови Fortran ми обчислили обидва iнтеграли N2 i NJ i отримали NJ(m=1, d=3) ≃
0.1096 i NJ(m=1, d=3) ≃ 0.1096. Не зупиняючись на цьому, за допомогою iнте-
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грування в комплекснiй площинi ми прийшли до явного виразу для iнтеграла

J (2s)(1, q) (див. [57, (9.3)]):

J (2s)(1, q) =
1

4π
(1 + q4)−7/2(4 + q4)−3/4

{

q2(9− 46q4 + 7q8)
[

2E(k)−K(k)
]

+ (1 + q4)(1 + 7q4)
√

4 + q4 K(k)
}

, (6.77)

де E(k) — повний елiптичний iнтеграл першого роду. Обидвi функцiїK(k) i E(k)

пов’язанi з функцiєю Гауса спiввiдношенням [364, Розд. 13], [272, II.16]

K(k) =
π

2
2F1

(1

2
,
1

2
; 1; k2

)

, E(k) =
π

2
2F1

(

−1

2
,
1

2
; 1; k2

)

, |k| < 1. (6.78)

Використовуючи формулу (6.77) ми простим чином перевiрили чисельну величину

NJ(m=1, d=3) за допомогою пакету Mathematica [365], а також отримали новi

чисельнi данi для O(1/n)-коефiцiєнтiв критичних показникiв ТЛ.

Остаточнi чисельнi результати для 1/n-розкладiв термодинамiчних крити-

чних показникiв (i їх обернених величин) сильно анiзотропних тривимiрних си-

стем з одновiсною анiзотропiєю в ТЛ мають вигляд

ν2 = 2− 1.274/n+ O(n−2), ν−12 =
1

2
+ 0.319/n+O(n−2)

ν4 = 1− 0.734/n+ O(n−2), ν−14 = 1 + 0.734/n+O(n−2)

γL = 4− 3.161/n+ O(n−2), γ−1L =
1

4
+ 0.198/n+ O(n−2)

αL=−3 + 3.283/n+O(n−2), α−1L =−1

3
− 0.365/n+O(n−2)

βL =
1

2
− 0.0612/n+O(n−2), β−1L = 2 + 0.245/n+O(n−2).

Як зауважили Есафi, Ковнацкi i Муана [2], чисельнi значення критичних пока-

зникiв ν2 i ν4, що отримуються з наведених 1/n-розкладiв для випадку Гайзен-

бергiвських спiнових моделей з n = 3, а саме ν2(d = 3, m = 1;n = 3) = 1.575 i

ν4(d = 3, m = 1;n = 3) = 0.755, хоч i не є близькими до аналогiчних результатiв

епсилон-розкладу, зате дуже добре узгоджуються з оцiнками ν2(d = 3, m = 1;n =

3) = 1.655(5) i ν4(d = 3, m = 1;n = 3) = 0.78(1) отриманими цими авторами за

допомогою наближеного розв’язування точних рiвнянь ренормалiзацiйної групи.
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Для порiвняння, бiльша кiлькiсть чисельних оцiнок критичних показникiв ТЛ

отриманих рiзними способами наведена в Табл. 4.2.

6.7. Висновки

При великих n, нашi загальнi результати дали можливiсть визначати кри-

тичнi показники m-вiсних ТЛ в цiлiй областi мiж лiнiями граничних вимiрностей

d∗(m) = 4 + m/2 i dℓ(m) = 2 + m/2 (див. Рисунок 6.1) i прослiдкувати їх якiснi

залежностi вiд вимiрностi простору d, що принципoвo нe є мoжливим в рoзклaдaх

за степенями малих вiдхилень вимiрностi простору вiд кожної з цих граничних

лiнiй.

✲

✻
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❤×❤×

❤
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Рис. 6.2. Схематичнi залежностi коефiцiєнтiв 1/n-розкладiв η(1)2 i η(1)4 з (6.8) i (6.9)
при m = 1 вiд вимiрностi простору d.

Так, головнi порядки епсилон-розкладiв бiля d∗(m) i dℓ(m) для довiльних

величин n задають обов’язковi напрями вiдхилень критичних показникiв вiд їх

класичних значень при безмежно малих вiдхиленнях d вiд верхньої i нижньої

граничних вимiрностей, як зображено суцiльними лiнiями на краях Рисунку 6.2.

При бiльших вiдхиленнях вимiрностi простору d вiд цих лiнiй ми маємо результа-

ти 1/n-розкладiв, отриманi безпосередньо для конкретних значень m i d, позна-

ченi хрестиками i кiльцями. Конкретнi чисельнi значення η
(1)
2 i η(1)4 при m = 1 i

d = 4, d = 3 наведенi пiсля формул (6.25), а також в (6.35). Схематичнi з’єднання
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цих вiдрiзкiв i точок дають нам якiсне уявлення про залежностi кореляцiйних

критичних показникiв η2 i η4 вiд вимiрностi d як при великих, так i довiльних

n. Окреслюючи кривi на Рисунку 6.2, ми виходили з фiзично, а також матема-

тично, найбiльш ймовiрного припущення щодо гладкої i неперервної змiни цих

спостережуваних величин iз змiною d.

Аналiзуючи наявну iнформацiю ми приходимо до важливого висновку про

те, що характерний для анiзотропних ТЛ показник η4 повинен змiнювати свiй знак

при переходi вiд вищих до нижчих вимiрностей простору, будучи досить складною

немoнoтoннoю функцiєю вiд d (при цьому ми небезпiдставно припускаємо гладкi

та неперервнi залежностi критичних показникiв вiд n). Ми передбачаємо додатнє

значення η4 у фiзичнiй вимiрностi простору d = 3, тoдi як гoлoвний внecoк ε-

рoзклaду в η4 є вiд’ємним. Натомiсть, критичний показник поперечних кореляцiй

η2 виявляє поведiнку досить cтaндaртнoгo типу i збeрiгaє cвiй дoдaтнiй знaк у всiй

областi визначення. Ми передбачаємо подiбну (i можливо монотонну) поведiнку

мiж лiнiями нижньої та верхньої граничних вимiрностей також i для термодина-

мiчних критичних показникiв (6.79)–(6.79).

Якiсна поведiнка критичних показникiв при змiнi вимiрностi простору d,

передбачена нами в [70], згодом була пiдтверджена в роботi [2] (див. стор. 63 i [2,

Рис. 1]) з використанням зовсiм iнших методiв i мiркувань, а саме — розв’язування

точних рiвнянь ренормалiзацiйної групи для ТЛ.

Складнi розрахунки, виконанi нами в роботi [70] у контекстi 1/n-розкладу

для ТЛ, дали нам можливiсть отримати також певнi новi математичнi результати.

Зокрема, явний розрахунок iнтеграла I(p, q), заданого формулою (6.11), привiв до

нових простих виразiв для результату внутрiшнього iнтегрування за p в термi-

нах функцiй Аппеля [11] (див. також [4]). Не дивлячись на те, що цей iнтеграл є

досить стандартним у теорiї поля, нашi вирази виявилися новими. Бiльше того,

порiвняння їх з результатами iнших авторiв у термiнах гiпергеометричних фун-

кцiй Гауса 2F1, привело в [11] до тотожностей, якi виявилися новим результатом

в теорiї спецiальних функцiй.
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РОЗДIЛ 7

ФЛУКТУАЦIЙНО IНДУКОВАНI СИЛИ В
ОБМЕЖЕНИХ СИСТЕМАХ З ПЛIВКОВОЮ

ГЕОМЕТРIЄЮ

Наша робота, представлена в цьому роздiлi, стала новим кроком, який необ-

хiдно було зробити з часiв пiонерських робiт Симанзiка (1981) та Креха i Дiтрiха

(1991) (див. п. 1.4), де амплiтуди Казимира визначалися тiльки в лiнiйному за

ε наближеннi теорiї φ44−ε. Нам вперше вдалося просунутися в наступний поря-

док теорiї збурень при розглядi плiвкових систем з перiодичними та спецiальни-

ми граничними умовами. Ми показали, що внаслiдок особливостей iнфрачервоної

поведiнки певного типу дiаграм Фейнмана, у випадках цих ГУ ε-розклад амплi-

туд Казимира втрачає аналiтичнiсть за межами першого порядку за ε. Всупереч

наївним очiкуванням доданка порядку ε2, ми виявили поправку порядку ε3/2 i

знайшли коефiцiєнт цiєї нової поправки у явному виглядi. Було також показано,

що ε-розклади таких амплiтуд, крiм цiлих степенiв ε, включають нецiлi степенi

εk/2 з k ≥ 3, а також степенi ln ε.

В даному роздiлi ми представляємо також узагальнення запропонованого

нами пiдходу на випадок просторово анiзотропних систем, обмежених двома па-

ралельними поверхнями. Тут проявляються як кiлькiснi так i якiснi вiдмiнностi

вiд попередньо розглянутих однорiдних систем. Зокрема, суттєве значення має

орiєнтацiя поверхонь вiдносно наявних осей анiзотропiї.

7.1. Ефект Казимира в iзотропних системах

Метою цiєї частини роботи є переосмислення побудови теорiї збурень i ε-

розкладiв, пов’язаних з описом ефекту Казимира в статистичнiй фiзицi. Розгляда-
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ючи просторово обмежену n-компонентну модель φ4d у плiвковiй геометрiї∞d−1×L
з рiзними ГУ на поверхнях, ми покажемо, що для деяких з цих ГУ звичайний ε-

розклад втрачає сенс при об’ємнiй критичнiй температурi Tc. Це стається при

виходi за рамки двопетльового наближення ТЗ. Причиною цього явища є поява

iнфрачервоних сингулярностей у певних класах безмасових дiаграм Фейнмана ви-

щих порядкiв. Це стається у тих випадках, коли парна кореляцiйна функцiя теорiї

Ландау має безмасову нульову моду в точцi Кюрi, зокрема у плiвкових системах

з перiодичними та спецiальними ГУ.

Як ми показали в роботi [58], правильний пiдхiд до описаних iнфрачер-

воних особливостей передбачає особливий спосiб врахування нульової моди. Це

приводить до такої реорганiзацiї ТЗ, що у виразах для критичної сили Казимира

з’являються внески типу (u∗)(3−ε)/2, де u∗ ∼ O(ε) — значення НТ перенормованої

константи зв’язку теорiї φ4 в d = 4−ε-вимiрному просторi. Таким чином, всупереч

наївним очiкуванням, звичайний розклад за цiлими степенями малої величини ε

є незастосовним для опису ефекту Казимира в теорiях типу φ44−ε при накладаннi

перiодичних чи спецiальних ГУ. Крiм цiлих степенiв ε, тут з’являються неаналi-

тичнi внески з дробовими степенями εk/2, де k ≥ 3, а також степенями ln ε. Ми

представимо явнi результати для амплiтуд Казимира ∆per and ∆sp,sp в порядку

O(ε3/2) i використаємо їх для покращення iснуючих чисельних оцiнок при d = 3.

Для теоретичного опису ефекту Казимира в статистичнiй фiзицi ми буде-

мо розраховувати надлишкову вiльну енергiю f a,bres (L) систем, обмежених двома

паралельними поверхнями, розмiщеними на вiдстанi L. Ця термодинамiчна вели-

чина визначається наступним виразом для густини вiльної енергiї таких систем

на одиницю площi,

fL ≡ lim
A→∞

F

AkBT
= Lf∞ + f as + f bs + f a,bres (L) , (7.1)

де F — повна вiльна енергiя системи в шарi товщини L, A — площа (d − 1)-

вимiрних гiперповерхонь, якими ця система обмежена, f∞ — густина вiльної енер-

гiї безмежної системи на одиницю об’єму i f as + f bs — густина поверхневої вiльної

енергiї на одиницю площi. Iндексами a, b ми позначаємо як самi поверхнi, так i
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ГУ, вибранi на кожнiй з них. Цi ГУ можуть бути, в принципi, рiзними на кожнiй

з поверхонь. Згiдно з теорiєю скiнченновимiрного скейлiнгу, надлишкова вiльна

енергiя f a,bres (L) повинна мати скейлiнгову форму

f a,bres (L) ≈ L−(d−1) Θa,b(L/ξ∞) (7.2)

для достатньо великих вiдстаней L. Тут ξ∞ — об’ємна кореляцiйна довжина,

а Θa,b(x) — унiверсальна скейлiнгова функцiя, форма якої залежить вiд типу

об’ємного класу унiверсальнстi системи, геометрiї системи i типiв поверхонь, що

її обмежують. Коли температура спiвпадає з критичною температурою безмежної

системи Tc i об’ємна кореляцiйна довжина ξ∞ стає безмежною, скейлiнгова фун-

кцiя Θa,b(x) дає амплiтуду Казимира ∆BC ≡ Θa,b(0). Остання є унiверсальною

величиною, тобто залежить тiльки вiд найважливiших загальних характеристик

системи, що розглядається, i вiд типу ГУ накладених на її границях. Цю пару

ГУ ми символiчно позначатимемо “ВС”. В свою чергу, константа ∆BC є пропор-

цiйною до величини iндукованої далекосяжними флуктуацiями сили, що виникає

мiж поверхнями при критичнiй температурi i визначається як

FC
kBTc

= − ∂

∂L
f a,bres (L; T = Tc) = (d− 1)∆BCL−d. (7.3)

Вiд’ємнi значення амплiтуд Казимира ∆BC вiдповiдають силам притягання мiж

поверхнями.

Для виконання конкретних розрахункiв ми працюватимемо з ЕГ n-

компонентної моделi φ4d з короткосяжними взаємодiями в шарi товщини L з гео-

метрiєю ∞d−1 × L,

HL[φ] =

∫ L

0

dz

∫

dd−1r

[

1

2
(∇φ)2 +

τ0
2
φ2 +

u0
4!
φ4
]

, (7.4)

приймаючи до уваги ГУ на поверхнях при z = 0 i z = L. Розгляд перiодичних

ГУ не вимагає введення в ЕГ жодних додаткових внескiв, тодi як спецiальнi ГУ

передбачають доповнення ЕГ (7.4) поверхневими членами

Hs[φ] =
2
∑

j=1

∫

dd−1r c̊j φ
2
j/2
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з j = {a, b}.
Щоб переконатися в тому, що звичайний ε-розклад втрачає свою застосов-

нiсть при T = Tc для перiодичних i спецiальних ГУ, розгляньмо трипетльову

дiаграму ♠t t♠♠з розкладу величини fL за ТЗ, де лiнiї представляють вiльний

пропагатор

G
(L)
BC(x;x′) =

∫

dd−1p

(2π)d−1

∑

m

〈z|m〉〈m|z′〉
p2 + k2m + τ0

eip·(r−r
′) (7.5)

мiж точками x = (r, z) i x′ = (r′, z′). Тут 〈z|m〉 i k2m є ортонормованими власними

функцiями i власними значеннями оператора −d2/dz2 на iнтервалi z ∈ [0, L] при

вибраних ГУ. Для перiодичних ГУ ми маємо 〈z|m〉 = L−1/2 eikmz з km = 2πm/L

i m ∈ Z, тодi як 〈z|m〉 =
√

(2− δm,0)/L cos(kmz) для СГУ, з km = πm/L, де

m = 0, 1, . . . ,∞.

Центральною частиною цiєї трипетльової дiаграми є пiддiаграма ♠t t, яка

поводить себе в об’ємному випадку L = ∞ як τ
−ε/2
0 , i є сингулярною в iнфра-

червонiй областi при τ0 = 0, тобто при T = Tc. Але в цьому випадку двi iншi

замкненi петлi вносять множник G(∞)(x;x) ∼ τ
1−ε/2
0 . Тому границя τ0 → 0 для

всiєї дiаграми зникає.

Натомiсть, коли L < ∞, ситуацiя є iншою. Внески вiд кожної з зовнiшнiх

петель G(L)
BC(x;x) є скiнченними величинами при τ0 → 0. Ми маємо, зокрема, для

випадку перiодичних ГУ1

G(L)
per(x;x)|τ0=0 = lim

τ0→0
I1L(τ0) =

Γ(1− ε/2)

2π2−ε/2
ζ(2− ε)
L2−ε , (7.6)

де ζ(a) — вiдома ζ-функцiя Рiмана (див. (7.75)), а

I1L(τ0) ≡
1

L

∑

m∈Z

∫ (d−1)

p

1

p2 + k2m + τ0
−
∫ (d)

k

1

k2 + τ0
≡ L2−dI1(τ0L

2), (7.7)

I1(y) =

∫ (d−1)

p

1
√

p2 + y

1

e
√
p2+y − 1

. (7.8)

При скiнченних L внутрiшня пiддiаграма ♠t tповодить себе як ∼ τ
−(1+ε)/2
0 . Разом

iз скiнченними внесками вiд зовнiшнiх кiлець вона спричинює розбiжнiсть трипе-
1Аналогiчна формула для СГУ наведена в [58].



228

тльової дiаграми, яку ми розглядаємо, при τ0 → 0. Подiбним чином розбiгаються

також i дiаграми вищих порядкiв ТЗ з внутрiшнiми елементами у виглядi кiлець з

бiльшими за 2 кiлькостями точок на лiнiях. Це робить стандартну теорiю збурень

поза першим порядком за u0 разом i з вiдповiдним ε-розкладом незастосовними

для плiвкових систем з перiодичними ГУ чи СГУ на поверхнях.

Взагалi кажучи, аналогiчнi проблеми будуть спостерiгатися i в iнших ви-

падках, коли в теорiї виникатиме безмасова нульова мода. Фактично причина

цих проблем є в теорiї Ландау, яка неправильно передбачає фазовий перехiд для

об’ємних i плiвкових систем при однiй i тiй самiй величинi критичної температури

τ0 = 0, коли вiльний пропагатор включає безмасову нульову моду. Проте, це не

стосується плiвкових систем з антиперiодичними ГУ, ГУ Дiрiхле, а також змiша-

ними ГУ, при яких на однiй з поверхонь заданi спецiальнi ГУ, а на iншiй — ГУ

Дiрiхле, де працює звичайний ε-розклад.

У випадках, коли звичайна ТЗ втрачає сенс, потрiбна її реорганiзацiя.

Одним з виходiв може бути сумування безмежних рядiв дiаграм Фейнмана певно-

го типу. Ключовою iдеєю нашої роботи [58], яка забезпечила систематичний пiдхiд

до проблеми, є видiлення небезпечної нульової моди i утворення пов’язаного з нею

ЕГ H(d−1)
eff шляхом вiдiнтегровування ненульових мод, подiбно як це робиться при

розглядi безмежних систем при температурах нижчих за критичну чи в теорiї

скiнченновимiрного скейлiнгу. В результатi такого вiдiнтегровування нульова мо-

да стає масивною при T = Tc для обмеженої системи з товщиною L < ∞, як це

i повинно бути. Подальший розрахунок надлишкової вiльної енергiї проводиться

в новiй, ефективнiй (d − 1)-вимiрнiй теорiї поля на основi отриманого польового

гамiльтонiана H(d−1)
eff .

Перейдiмо до бiльш докладного опису окресленої схеми. Почнемо з розще-

плення поля параметра порядку φ(x) пишучи

φ(x) ≡ φ(r, z) = ϕ(r) +ψ(r, z), (7.9)

де, за означенням, незалежний вiд координати z внесок ϕ(r), пов’язаний з нульо-
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вою модою, є

ϕ(r) =
1

L

∫ L

0

dz φ(r, z). (7.10)

Наслiдком останнiх двох рiвностей є те, що L−1
∫ L

0 dz ψ(r, z) = 0. Завдяки цiй

властивостi поля ψ в наступних польових гамiльтонiанах немає членiв лiнiйних

за ψ.

Використовуючи розщеплення (7.9) у вихiдному гамiльтонiанi (7.4), ми

отримуємо

HL[φ] = HL[ψ] + LH(d−1)[ϕ] + ∆H[ϕ, ψ]. (7.11)

Тут HL[ψ] спiвпадає з початковим гамiльтонiаном (7.4), визначеним для d-

вимiрної плiвкової системи товщиною L, з точнiстю до замiни φ→ ψ. Однак, при

перетвореннi HL[ψ] до iмпульсного представлення слiд не забути про те, що поле

ψ не включає нульової компоненти вiдповiдно до (7.9)–(7.10). Доданок H(d−1)[ϕ]

є (d− 1)-вимiрною версiєю об’ємного польового гамiльтонiана H[φ]. Вiн не вклю-

чає iнтегрування вздовж осi z i є функцiоналом тiльки нульової компоненти поля

ϕ ≡ ϕ(r), що залежить тiльки вiд поздовжнiх координат r ∈ R
d−1. Останнiй до-

данок в (7.11) представляє собою “змiшаний” внесок, що вiдповiдає за взаємодiю

нульових i ненульових компонент поля ϕ(r) i ψ(r, z): 2

∆H[ϕ, ψ] =

∫ L

0

dz

∫

dd−1r
{u0

12

[

ϕ2ψ2 + 2(ϕψ)2
]

+
u0
3!

(ϕψ)ψ2
}

. (7.12)

Тут кожен з доданкiв представляє собою комбiнацiю з чотирьох полiв, при тому,

що поля ψ повиннi бути вiдiнтегрованi. При цьому iнтегруваннi виникає ефектив-

ний гамiльтонiанHeff [ϕ], що залежить виключно вiд пов’язаних з нульовою модою

полiв ϕ. Важливим є те, що ведучi внески вiд перших двох членiв, квадратичних

за ϕ, забезпечують масивнiсть поля ϕ в Heff [ϕ] при T = Tc. Внески вищих поряд-

кiв вiд цих двох доданкiв з Heff [ϕ], а також ведучий внесок вершини ϕψ3 порядку

O(u20) виходять за рамки точностi розрахункiв, якi будуть описанi нижче [58, 249].

2Рiвняння (7.12) виправляє формули (10) з [58] i (3.9) з [249], де член з ϕ2 був записаний у виглядi, що
вiдповiдає випадку скалярного, але не векторного поля. Тим не менше, ця помилка в записi не вплинула на
правильнiсть подальших розрахункiв i висновкiв цитованих робiт.
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Конкретний розрахунок вiльної енергiї F плiвкової системи (див. (7.1)) про-

водиться наступним чином. Вiдповiдно до розщеплення початкового ЕГ (7.11), ми

маємо

F = − ln

∫

Dφ e−HL[φ] = − ln Zψ

∫

Dϕ e−LH
(d−1)[ϕ] 〈e−∆H[ϕ,ψ]〉ψ , (7.13)

де 〈. . .〉ψ означає усереднення з гамiльтонiаном H[ψ]

〈. . .〉ψ ≡
1

Zψ

∫

Dψ . . . e−H[ψ], а Zψ =

∫

Dψ e−H[ψ]. (7.14)

Останнiй функцiональний iнтеграл дає внесок Fψ = − lnZψ в повну вiльну енер-

гiю F , яку ми записуємо як суму F = Fψ + Fϕ. Виражаючи середнє за полями

ψ в (7.13) iз застосуванням кумулянтного розкладу у виглядi експоненти, для

величини Fϕ ми отримуємо

Fϕ = − ln

∫

Dϕ e−Heff [ϕ], де Heff [ϕ] = LH(d−1)[ϕ] + 〈−∆H[ϕ, ψ]〉cumψ .(7.15)

Таким чином, для розрахунку Fϕ ми повиннi працювати з ефективною теорiєю

поля, визначеною в необмеженому (d− 1)-вимiрному просторi Rd−1. Вiдповiдний

ЕГ Heff [ϕ] є функцiоналом поля ϕ(r), пов’язаного з нульовою модою, яка бу-

ла безмасовою в початковому формулюваннi задачi. Кумулянтне усереднення за

полями ψ(r, z) в (7.15) дає безмежний ряд зв’язних дiаграм, що визначаються

рiвнiстю

〈−∆H[ϕ, ψ]〉cumψ =
∑

l≥1

1

l!

〈

(−∆H[ϕ, ψ])l
〉conn

ψ
≡
∑

l≥1
H[l]

eff [ϕ] . (7.16)

Iз зростанням порядку l, генеруються внески H[l]
eff [ϕ] в ЕГ, що мають чимраз бiль-

шу кiлькiсть полiв ϕ. При цьому в гамiльтонiанi Heff [ϕ] з’являються як звичайнi

локальнi, так i складнi нелокальнi ефективнi взаємодiї. Декiлька перших дiаграм

цього розкладу i їх внески обговорюються в роботах [58] i [249]. Наприклад, одно-

петльовi дiаграми найнижчих порядкiв дають

− ϕ ϕ +
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
− . . . , (7.17)
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де пунктирнi лiнiї представляють вiльнi пропагатори поля ψ, суцiльнi зовнiшнi

лiнiї показують поля ϕ, а внески з шiстьма, вiсьмома, i т.д. полями ϕ опущенi.

Як у звичайнiй ТЗ, порядок дiаграм визначається кiлькiстю їх вершин, кожна з

яких пропорцiйна константi зв’язку u0 (див (7.12)).

В найнижчому порядку ТЗ ∼ u0, врахування першої з наведених дiаграм

приводить до того, що в ЕГ Heff [ϕ] = LH(d−1)[ϕ] +H[1]
eff[ϕ] змiнюється коефiцiєнт

при ϕ2. Ми отримуємо змiщення температурної змiнної

τ0 → τBC0 (L) ≡ τ0 + δτBC0 (L), де δτper0 (L) = 22−ε δτ sp0 (L) =
u0
2

n + 2

3
I1L(τ0),(7.18)

а функцiя I1L(τ0) з I1L(0) > 0 означена в (7.7)–(7.8). Таким чином, в ЕГ

Heff [ϕ] = L

∫

dd−1r

[

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
τ
(L)
0,BCϕ

2 +
u0
4!
ϕ4

]

(7.19)

пов’язане з нульовою модою поле ϕ(r) стає масивним при T = Tc, як це i повинно

бути. Це означає, що в новiй ефективнiй теорiї з масивним вiльним пропагатором

Gϕ(p) =
[

L
(

p2 + τ
(L)
0,BC

)]−1
не виникатимуть нефiзичнi iнфрачервонi розбiжностi,

подiбнi до описаних вище. Як зазначено в (7.18), температурне змiщення δτ (L)0,BC ,

згенероване вiдiнтегровуванням полiв ψ, залежить як вiд товщини плiвки L, так

i вiд конкретних ГУ на її поверхнях.

Таким чином, ми готовi до подальшого безпроблемного розрахунку ВЕ F з

(7.13)–(7.15). Обидвi її частини Fψ i Fϕ далi розраховуються за допомогою зви-

чайного петльового розкладу. Розглядається двопетльове наближення, в якому

Fψ,ϕ = − − · · · , (7.20)

при чому потрiбно враховувати те, що в кожному окремому випадку дiаграми

Фейнмана мають рiзнi визначення їх лiнiй i вершин. В результатi такого розра-

хунку ми отримуємо

Ld−1

n
f res
BC

∣

∣

Tc
= a

(0)
BC(ε) +

n+ 2

4!
a
(1)
BC(ε) u0L

ε +ABC(ε)
(n + 2

4!
u0L

ε
)(3−ε)/2

+ · · · ,(7.21)

де опущенi члени порядкiв (u0L
ε)2−ε, (u0L

ε)2 i старшi, а

a(0)per(ε) = 24−ε a(0)sp,sp(ε) = −Γ(2− ε/2)

π2−ε/2
ζ(4− ε) ,
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a(1)per(ε) = 2−2πε−4 Γ2(1− ε/2) ζ2(2− ε) ,

a(1)sp,sp(ε) =
π1−ε

43−ε
2 ζ2(ε− 1) + ζ(2ε− 2)

2 cos2(πε/2) Γ2[(3− ε)/2]
,

Aper(ε) = 2(2−ε)(3−ε)/2Asp,sp(ε) = −Γ[(ε− 3)/2]

24−ε

[

2Γ(1− ε/2) ζ(2− ε)
π(6−ε)/2

](3−ε)/2
.(7.22)

Вiдповiдно до загальних вимог РГ, ε-розклади для амплiтуд Казимира отри-

муються з останнiх формул при µL = 1 пiсля перенормування вершини u0 → u

з використанням для u її значення u∗ = 3ε/(n + 8) + O(ε2) в НТ. Остаточним

результатом є вирази

∆per = 24−ε∆ord −
π2 n

9
√

6

(

n + 2

n + 8

)3/2

ε3/2 + O(ε2), (7.23)

∆sp = ∆ord −
π2 n

72
√

6

(

n + 2

n + 8

)3/2

ε3/2 +O(ε2), (7.24)

першi два члени яких визначаються величиною амплiтуди Казимира плiвкових

систем з вiльними ГУ у лiнiйному наближеннi за ε,

∆ord = − π2n

1440

[

1 +
(CE − 1

2
+ ln(2

√
π)− ζ ′(4)

ζ(4)
− 5

4

n+ 2

n+ 8

)

ε

]

+ O(ε2). (7.25)

Ця величина вперше була отримана Симанзiком [119] в рамках квантової теорiї

поля, а згодом вiдтворена в [243] у контекстi статистичної фiзики. В наведенiй

формулi CE ≈ 0.5772 — константа Ейлера.

Принципово новi члени порядку O(ε3/2) в (7.23) i (7.24) походять вiд внескiв

∼ u
(3−ε)/2
0 з (7.21). Очевидно, останнi передбачають також наявнiсть членiв типу

εk+3/2 lnk ε з k ∈ N у вищих порядках ε-розкладiв для амплiтуд Казимира. Крiм

того, згаданi вище члени з u2−ε0 приведуть до появи доданкiв ∼ εk+2 lnk ε.

В таблицi 7.1 ми наводимо чисельнi оцiнки для розрахованих вище вели-

чин ∆BC/n у тривимiрному просторi, тобто при ε = 1, для деяких значень n,

n = 1, 2, 3,∞. Як i в роботах [243, 244], ми включили сюди чисельнi значення для

∆sp/n з n = 2, 3,∞. Це зроблено для можливого порiвняння, хоча строго кажучи,

цi величини є нефiзичними, оскiльки при d = 3 немає спецiальних поверхневих пе-

реходiв у модельних системах з обертовою симетрiєю параметра порядку з числом

компонент n ≥ 2.
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Табл. 7.1. Чисельнi оцiнки ∆BC(d, n)/n при d = 3 i n = 1, 2, 3,∞.

n 1 2 3 ∞
∆per(3, n)/n −0.1967 −0.2147 −0.2311 −0.4668

−0.1105b −0.1014b −0.0939b −0.0192b

−0.1526c −0.14d −0.13d −0.1531e

∆sp(3, n)/n −0.0224 −0.0252 −0.0278 −0.0619
−0.0117b −0.0111b −0.0106b −0.0059b

Без iндексiв — величини, отриманi з формул (7.23)–(7.24) при ε = 1 в [58].
b Результати наближення O(ε) при ε = 1 з [243, 244].
c Результат чисельного розрахунку методом Монте Карло з [253].
d Данi роботи [254].
e Точне значення −2ζ(3)/(5π) з [366, 367].

Аналiзуючи наведенi данi, ми бачимо, що для випадку сферичної моделi з

n→∞ ми не отримали покращення чисельної оцiнки в порiвняннi з результатом

роботи [244]3. Тут ми маємо справу iз звичною ситуацiєю, коли наївнi екстрапо-

ляцiї ε-розкладiв з прямою пiдстановкою ε = 1 не приводять до бажаної точностi.

Натомiсть, у важливому випадку n = 1, врахування нового члена ε-розкладу

з ε3/2 дає правильну тенденцiю до зменшення величини ∆per(3, 1). Тут можна

сподiватися, що майбутнiй розрахунок наступного порядку ТЗ ∼ ε2 приведе до

розумного узгодження з результатом роботи [253].

При тому що розрахунки i результати цього роздiлу представляють безсум-

нiвний академiчний iнтерес, нажаль вони не можуть бути перевiренi на експери-

ментi. Це пов’язане з труднощами у виготовленнi реальних плiвок з перiодичними

чи зi спецiальними ГУ. У типових експериментальних ситуацiях очiкуються або

ГУ Робiна ∂nφ = c̊jφ, якi в границi великих масштабiв перетворюються в ГУ Дi-

рiхле, або ГУ, що порушують симетрiю на поверхнi, т.зв. symmetry-breaking (+,±)

boundary conditions, якi є типовими для класичних рiдин).

Ця ситуацiя компенсується тим, що саме перiодичнi ГУ є “добрим вибором”

для чисельних експериментiв, з якими в нас вже була можливiсть для порiвняння.

3При цьому правильнiсть подвiйної границi ε→ 0 з n→∞ в (7.23) сумнiву не викликає, оскiльки аналогiчний
аналiтичний результат отримується i з iншого боку [58, 249]: при розкладi результатiв, отриманих в рамках
сферичної моделi з n =∞, за ε→ 0.
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А крiм того, в методi Монте Карло цiлком можливо працювати зi спецiальними

ГУ. Прикладом цього може бути робота [308].

Насправдi, вже пiсля виходу нашої статтi [58] з’явився ряд робiт, присвя-

чених чисельним дослiдженням термодинамiчних сил Казимира в системах з рi-

зними ГУ на поверхнях i з рiзним числом компонент параметра порядку [255–

257, 323, 368–370]. На завершення цього роздiлу наведемо деякi приклади найно-

вiших результатiв, отриманих методами Монте Карло для унiверсальної амплi-

туди Казимира ∆per(3, n). Це ∆per(3, 1) = −0.1520(2) i ∆per(3, 2) = −0.2993(7) з

[256], а також ∆per(3, 1) = −0.155(3) з [370]. Ми бачимо, що всi результати чи-

сельних експериментiв добре узгоджуються мiж собою, i знаходяться приблизно

посерединi мiж теоретичними даними, отриманими з епсилон-розкладiв порядку

O(ε) i O(ε3/2). Це зовсiм нормальна ситуацiя, i узгодження чисельних результатiв

з теоретичними може суттєво покращитися з отриманням наступних наближень

за степенями ε за допомогою методу, запропонованого нами в [58].

7.2. Ефект Казимира в сильно анiзотропних системах

Всi попереднi ренормгруповi дослiдження флуктуацiйно iндукованих сил

у статистичнiй фiзицi, як i наш попереднiй роздiл, стосувалися виключно про-

сторово iзотропних систем. Як вiдомо, характерною рисою останнiх є наявнiсть

iзотропної масштабної iнварiантностi. Це означає, що у вiдсутностi границь цi си-

стеми залишаються “самоподiбними”, коли вiдстанi ∆x вздовж будь-яких напря-

мiв перетворюються як ∆x = ℓ∆x′, де ℓ — довiльний масштабний фактор. В них

кореляцiйна довжина ξ проявляє однаковi степеневi сингулярностi ∼ |T/Tc− 1|−ν

у всiх просторових напрямах, коли температура наближається до критичної.

Далi у цьому роздiлi ми матимемо справу з сильно анiзотропними система-

ми. Як вже згадувалося вище, в таких системах iснує один або декiлька особли-

вих напрямiв, вздовж яких масштаб вiдстаней ∆xα повинен змiнюватися нетри-

вiальним степенем ℓθ масштабного фактора ℓ = ∆xβ/∆x
′
β, пов’язаного з рештою

напрямiв. При цьому асимптотичнi степеневi закони ξα,β ∼ |T/Tc − 1|−να,β для
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кореляцiйних довжин ξα i ξβ визначаються рiзними показниками να = θνβ i νβ.

Величина θ — це iндекс анiзотропiї, який вiдiгравав важливу роль у роздiлах 3-4

при розглядi критичних явищ у ТЛ.

Через те, що сильно анiзотропнi системи мають рiзнi фiзичнi властивостi в

рiзних напрямах, слiд очiкувати, що обмеження їх поверхнями приводить до бiльш

складних ефектiв порiвняно з випадком iзотропних систем. Нижче ми покажемо,

що насправдi, сили, iндукованi просторовим обмеженням флуктуацiй в сильно

анiзотропних системах, вiдрiзняються як кiлькiсно, так i якiсно вiд розглянутих

нами у попередньому роздiлi.

Як i ранiше, ми будемо розглядати системи, обмеженi двома паралельними

поверхнями на вiдстанi L, кожна з яких має площу A. В границi A→∞ їх питома

ВЕ на одиницю площi, як i в (7.1) складається з внескiв,що вiдповiдають об’ємнiй

та поверхневiй густинам ВЕ, а також надлишкової ВЕ fres. Остання залежить як

вiд температури, так i вiд величини L. Коли температура рiвна критичнiй, для

даного середовища i типу поверхонь надлишкова ВЕ спадає як

fres(L) ∼ ∆BC
ι L−ζι , ι = {‖,⊥} (7.26)

в границi L→∞. Як ми знаємо, у випадку звичайних критичних точок в iзотро-

пних системах, показник спадання ζ = d − 1 незалежно вiд способу розмiщення

поверхонь. Коли ж ми маємо справу iз сильно анiзотропними системами, суттє-

ве значення має орiєнтацiя поверхонь [72], яку ми позначаємо iндексом ι. Як i

у випадку напiвбезмежних систем (див пiдроздiл 4.7), потрiбно розрiзняти двi

принципово рiзнi геометрiї: “паралельну” — коли поверхнi є паралельними до всiх

α-напрямiв, i “перпендикулярну” — коли поверхнi є перпендикулярними до одного

з α-напрямiв. Якщо у d-вимiрнiй системi є m α- i d−m β-напрямiв, то вiдповiд-

ними показниками спадання є

ζ‖ = d−m+ θm− 1 i ζ⊥ = (d−m)/θ +m− 1 . (7.27)

Амплiтуди Казимира ∆BC
ι з ι = ‖ i ⊥ тепер залежать не тiльки вiд ГУ на поверх-

нях, а й вiд орiєнтацiї цих поверхонь вiдносно осей анiзотропiї наявних в системi.
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Результати (7.27) для показникiв ζι неважко зрозумiти з нескладних скей-

лiнгових мiркувань. Надлишкова густина ВЕ fres(L, T ) має вимiрнiсть 1/A, де A

поводить себе як ξmα ξ
d−m−1
β у випадку паралельної i ξm−1α ξd−mβ — у випадку пер-

пендикулярної орiєнтацiй поверхонь. Звiдси випливають рiвностi (7.27), оскiльки

ξα i ξβ є єдиними наявними довжинами в системi крiм вiдстанi мiж поверхнями

L.

Загальний РГ-аналiз теорiї, заданої ЕГ (6.1) з врахуванням розглянутих

вище двох типiв просторового обмеження був виконаний у нашiй роботi [72]. Там

було показано, що перенормована густина надлишкової ВЕ fres;R(L; τ, ρ, u, σ, µ) в

НТ, що вiдповiдає точцi Лiфшица з τ = ρ = 0, має вигляд

fBC
res;R(L; 0, 0, u, σ, µ) ∝

L→∞

{

µm(1−2θ)/2 σ−m/4 ∆BC
‖ L−ζ‖,

µ(d−m)(2θ−1)/(2θ) σ(d−m)/(4θ) ∆BC
⊥ L−ζ⊥.

(7.28)

В останнiх формулах µ— довiльна масштабна величина з вимiрнiстю iмпульсу в β-

пiдпросторi, а коефiцiєнти пропорцiйностi включають в себе множники, пов’язанi

з масштабом величини σ. Рiзнi степенi неунiверсальної величини σ входять у ви-

рази для густин надлишкових ВЕ плiвок при рiзних орiєнтацiях їх поверхонь.

Степенi вiдстаней мiж поверхнями L були передбаченi нами в (7.26) виходячи з

загальних скейлiнгових мiркувань. Для отримання унiверсальних значень амплi-

туд Казимира потрiбно розрахувати перенормований аналог густини надлишкової

ВЕ fres(L; τ0, ρ0, u0, σ̊), що дає нам

∆BC
ι,LP = fBC

res;R(1; 0, 0, u∗, 1, 1). (7.29)

Тут, як i на початку роздiлу, iндекс ι задає тип орiєнтацiї поверхонь: остання

формула є справедливою для обидвох варiантiв, що розглядаються.

Нарештi, зауважимо, що ефективнi сили Казимира, якi виникають в ТЛ мiж

поверхнями з рiзними орiєнтацiями вiдносно осей анiзотропiї матимуть наступний

характер:

FLP ∝
L→∞

kBTLP

{

σ−m/4 ∆BC
‖ L−λ‖,

σ(d−m)/(4θ) ∆BC
⊥ L−λ‖/θ,

де λ‖ ≡ ζ‖ + 1 = d−m+ θm.(7.30)
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Звiдси видно, що показник загасання λ⊥ = λ‖/θ при перпендикулярнiй орiєнтацiї

поверхонь є в 1/θ ≈ 2 рази бiльшим, нiж у випадку паралельної орiєнтацiї, i

далекодiючi ефективнi сили проявлятимуть себе, вiдповiдно, у значно меншiй мiрi.

Виражаючи показники загасання λ‖ i λ⊥ через малу величину вiдхилення вiд

верхньої граничної вимiрностi ε = 4 +m/2− d, ми отримуємо λ‖ = 4− ε +O(ε2)

i λ⊥ = 2λ‖ = 8− 2ε+O(ε2). В такому записi ми бачимо, що в рамках ε-розкладу

цi показники набувають явної залежностi вiд числа осей анiзотропiї m лише в

другому порядку за ε.

Нашi формули (7.30) мають загальний характер. Вони справедливi для d-

вимiрних взаємодiючих систем з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї m i некла-

сичною величиною iндекса θ 6= 1/2. У частковому випадку класичних гаусових

теорiй з d = 3, m = 2 i θ = 1/2 формули (7.30) зводяться до передбачених у статтi

[167]: F‖ ∝ σ−1/2L−2 i F⊥ ∝ σ1/2L−4.

Наступнi роздiли будуть присвяченi явним розрахункам для кожного з ви-

падкiв, що обговорювалися вище, в рамках моделi φ4 з обмеженнями просторових

iнтегрувань вздовж вiдповiдних координатних осей та накладаннi рiзних ГУ на

поверхнях.

7.2.1. Паралельна орiєнтацiя поверхонь

Розглянемо ситуацiю, коли вiсь z, вздовж якої система є скiнченною, є одним

iз β-напрямiв. Очевидно, що при цьому всi m осей анiзотропiї (разом iз рештою

β-напрямiв) лежать у гiперплощинi, паралельнiй до границь плiвки. У цьому ви-

падку наша система описується ЕГ

HL[φ] =

∫ L

0

dz

∫

dmrα

∫

dd−m−1rβ

{

σ̊

2

(

m
∑

α=1

∂2αφ
)2

+
ρ̊

2

m
∑

α=1

(∂αφ)2

+
1

2

d
∑

β=m+1

(∂βφ)2 +
τ0
2
φ2 +

u0
4!
|φ|4







(7.31)

де n-компонентне поле φ = φ(x) залежить вiд радiус-векторiв, якi ми записуємо

як x = (r, z). Тут r ∈ R
d−1 i z ∈ [0, L] є поздовжнiми i поперечними щодо границь
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координатами. В свою чергу, поздовжнi координати r мiстять в собi як α- так i

β-компоненти: r = (rα, rβ) ∈ R
m × R

d−m−1.

Як легко бачити з (7.31), при паралельнiй орiєнтацiї поверхонь тiльки другi

похiднi вiд полiв φ пов’язанi з напрямом z, вздовж якого система має скiнченний

розмiр. Тому в цьому випадку, як i в роздiлi 7 (див. (7.5)), для переходу до iмпуль-

сного представлення потрiбнi тiльки вiдомi дискретнi набори власних функцiй i

власних значень простого диференцiального оператора −∂2z . Це суттєво спрощує

розрахунки, i, принаймнi в найнижчих порядках ТЗ дозволяє проводити їх за

аналогiєю до випадку iзотропних систем.

Подiбно як i в роздiлi 7, далi ми розглянемо плiвки з двома рiзними видами

ГУ на поверхнях. Це — перiодичнi i вiльнi ГУ.

Iнтуїтивно, випадок перiодичних ГУ здається найпростiшим, оскiльки вiн

зберiгає властивiсть трансляцiйної iнварiантностi вздовж осi z. Дiйсно, тут мо-

жливо отримати першi два члени ε-розкладу для амплiтуди Казимира шляхом

нескладного узагальнення розрахункiв, проведених в iмпульсному представленнi

у класичнiй роботi [244]. Але з iншого боку, при накладаннi перiодичних ГУ ми

знов стикаємося з проблемою безмасовостi нульової моди при T = Tc, як це було

у випадку iзотропних систем. Тому при розглядi вищих порядкiв ТЗ ми повиннi

звертатися до спецiальних методiв, розроблених в роботах [58, 249] i описаних у

роздiлi 7.

З iншого боку, вiльнi ГУ порушують трансляцiйну iнварiантнiсть в напрямi

осi z, не створюючи при цьому проблем з побудовою звичайного ε-розкладу. Це

— тi самi ГУ, з якими ми мали справу при описi звичайних переходiв у напiвбе-

змежних системах. У границi великих вiдстаней цi ГУ для плiвок з паралельною

орiєнтацiєю поверхонь, як i в напiвбезмежних системах, є еквiвалентними звичай-

ним ГУ Дiрiхле φ(r, 0) = φ(r, L) = 0, якi можуть застосовуватися в теорiї вiд

самого початку розрахункiв.

На вiдмiну вiд ситуацiї з перiодичними ГУ, у випадку вiльних ГУ виникають

сингулярностi на малих вiдстанях при наближеннi до границь системи. Внаслiдок

цього, при розрахунку ВЕ плiвки з’являються вiдповiднi незникаючi поверхневi
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внески. В процесi ж розрахунку надлишкової ВЕ згiдно з визначенням (7.1), вони

знищуються вiднiманнями поверхневих густин ВЕ fs поряд iз вiднiманням густини

об’ємної ВЕ f∞. Тiльки цього останнього вiднiмання достатньо для отримання

скiнченної величини fres у випадку перiодичних ГУ, де поверхневi сингулярностi

не виникають взагалi.

З технiчної точки зору, подiбно як i у випадку перiодичних ГУ, в теорiї з

вiльними ГУ на поверхнях плiвки теж є спрощення, якi дозволяють зробити необ-

хiднi розрахунки шляхом незначного узагальнення пiдходiв, прийнятих у статтях

[119] чи [244]. Не вдаючись у подробицi громiздких розрахункiв, якi в достатнiй

мiрi описанi як в [72], так i в роздiлi 7, запишемо остаточнi результати для амплi-

туд Казимира ∆BC
LP при паралельнiй орiєнтацiї поверхонь.

У гаусовому наближеннi, яке нехтує внеском типу φ4 в ЕГ (7.31), ми маємо

[72, 371]

∆per
‖,G(d,m, n) = 2d−m/2∆ord

‖,G(d,m, n)

= −nCm
Γ[(d−m/2)/2] ζ(d−m/2)

π(d−m/2)/2
. (7.32)

Тут ми зауважуємо, що результати для амплiтуд Казимира ∆BC
G при обидвох за-

значених видах ГУ в ТЛ отримуються замiнами d→ d−m/2 в аналогiчних фор-

мулах, отриманих ранiше в КТ для iзотропних систем [119, 244], i їх домноженням

на додатковий множник Cm.

Аналогiчнi властивостi мають також нашi результати ε-розкладiв

∆per
‖,LP = Cm ∆per + o(ε3/2)

∆ord
‖,LP = Cm ∆ord + O(ε2)

}

з ε = 4 +
m

2
− d. (7.33)

У формулах (7.33) величини ∆per i ∆ord представляють собою вiдомi ε-розклади

амплiтуд Казимира iзотропних плiвкових систем з перiодичними ГУ та вiльними

ГУ на поверхнях, отриманi з точнiстю до O(ε3/2) в [58] i з точнiстю до O(ε) в

[119, 243], вiдповiдно. Вони представленi вище формулами (7.23) i (7.25) з ε =

4 − d. При замiнi d → d − m/2 в ε = 4 − d якраз i отримується необхiдний

параметр розкладу ε, вказаний в (7.33), що вiдповiдає теорiї в ТЛ. Вiн задає
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мале вiдхилення вiд верхньої граничної вимiрностi простору d∗(m) = 4 + m/2 i

зводиться до стандартної величини ε = 4− d в iзотропнiй границi m = 0.

Множник

Cm =
(4π)−

m
4 Γ(m/4)

2Γ(m/2)
=

π(2−m)/4

2m Γ[(m+ 2)/4]
(7.34)

є специфiчним для розгляду сильно анiзотропних систем у ТЛ. Це — вiдношення

геометричних факторiв, що зустрiчаються при розрахунку дiаграм Фейнмана в

ТЛ i КТ. Двома прикладами таких вiдношень є

Cm =
Fm,ǫ
F0,ǫ

=
Φm,4+m/2−ǫ(0)

Φ0,4−ǫ(0)
. (7.35)

Величина Cm виникає при спрощеннi d-вимiрних iмпульсних iнтегралiв з пiдiн-

тегральними функцiями виду h(p2 + σ0q
4). Тут можна спершу зробити замiну

змiнних x = σ̊1/2q2, а потiм, слiдуючи роботi [157], ввести полярнi координати

(k, θ) замiнами p = k cos θ i x = k sin θ. Якобiаном такого перетворення координат

є k, комбiнацiя p2 + σ0q
4 стає просто рiвною k2, а кутове iнтегрування може бути

виконане у явному виглядi. В результатi ми отримуємо, що
∫ (m)

q

∫ (d−m)

p

h(p2 + σ0q
4) = σ

−m/4
0 Cm

∫ (d−m/2)

k

h(k2), (7.36)

тобто, початковий d-вимiрний iнтеграл вiд h(p2+σ0q
4) з теорiї ТЛ простим чином

виражається через d−m/2-вимiрний iнтеграл з пiдiнтегральною функцiєю h(k2),

характерний для теорiї КТ.

Спiввiдношення (7.36) справедливе для iнтегралiв Фейнмана, що вiдповiда-

ють найпростiшим кiльцевим дiаграмам, подiбним до зображених в (7.20). Тому

не можна сподiватися, що у вищих порядках ε-розкладiв також будуть зберiга-

тися такi простi зв’язки мiж амплiтудами Казимира в ТЛ i КТ як у формулах

(7.33). Але саме безмежним сумам такого типу дiаграм вiдповiдають результати,

якi отримуються для сферичної моделi, тобто, в границi n→∞ [59, 207]. Це на-

вело нас на думку про те, що в цiй границi результати для амплiтуд Казимира

∆BC
‖,LP (d,m) могли б бути пов’язаними з їх аналогами ∆BC

CP(d−m/2) спiввiдноше-

ннями, подiбними до (7.36).
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В роботi [72] ми показали, що так воно i є насправдi. У випадку сферичної

моделi аналоги амплiтуд Казимира визначаються спiввiдношеннями

∆BC
∞ (d,m) = lim

n→∞
∆BC(d,m, n)/n (7.37)

як для анiзотропних, так i для iзотропних систем. Виконуючи необхiднi розра-

хунки для сильно анiзотропних систем у ТЛ ми переконалися в тому, що дiйсно

∆BC
‖,∞(d,m) = Cm ∆BC

CP,∞(d−m/2), BC = per, ord при 2 +
m

2
≤ d ≤ 4 +

m

2
.

(7.38)

Використовуючи останнє спiввiдношення, ми можемо визначити величину

∆per
‖,∞(3, 1) розрахувавши амплiтуду ∆per

CP,∞(5/2) у КТ. Це можна зробити, викори-

стовуючи результати робiт [367] i [249] для звичайної сферичної моделi. Згiдно з

цими роботами, ∆per
CP,∞(d) з 2 < d < 4 задається формулою

∆per
CP,∞(d) = − 1

d− 1
I0(yc)−

1

d
yc I1(yc), (7.39)

де4

I0,1(y) =

∫ (d−1)

p

p2−2n
√

p2 + y

1

e
√
p2+y − 1

, n = 0, 1, (7.40)

Ad — геометричний фактор Ad = −(4π)−d/2Γ(1 − d/2) = d/K−d, додатнiй при

2 < d < 4, a yc є розв’язком iнтегрального рiвняння самоузгодження

Ad y
d/2−1 = I1(y) . (7.41)

Чисельним розв’язком цього рiвняння при d = 5/2 є yc(5/2) = 0.5358 . . .. Пiдстав-

ляючи це значення в (7.39), ми отримуємо ∆per
CP,∞(5/2) = −0.2337 . . ., а з (7.38)

остаточно —

∆per
‖,∞(3, 1) = −0.12698 . . . . (7.42)

При d = 3, в iзотропнiй границi m = 0 ми вiдтворюємо з (7.38)–(7.41) точне

значення ∆per
CP,∞(3) = −2ζ(3)/(5π) ≃ −0.15305, знайдене ранiше в [366]. З другого

4Функцiя I1(y) була введена вже у формулi (7.8).
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боку, розв’язуючи рiвняння (7.41) iтерацiями при ε = 4 − d → 0 i виконуючи

вiдповiдний ε-розклад для ∆per
CP,∞ в (7.39), ми знаходимо [58, 249] всi члени ε-

розкладу ∆per/n з (7.23) в границi n→∞.

Розгляд сферичної моделi плiвкових систем з ГУ Дiрiхле на поверхнях є

суттєво складнiшим. Це зумовлене тим, що цi ГУ руйнують трансляцiйну iнва-

рiантнiсть в напрямi осi z, перпендикулярному до поверхонь. У цьому випадку в

процесi розрахунку генерується ефективна парна взаємодiя, що залежить вiд ко-

ординати z, яку потрiбно визначати самоузгодженим чином [372–374]. Вiдповiдно

ускладненi рiвняння самоузгодженостi вимагають чисельного аналiзу, якого ми не

проводили. При цьому висновок, сформульований нами в (7.38), було можливим

отримати тiльки на основi вiдносно простого загального аналiзу структури цих

рiвнянь.

Табл. 7.2. Чисельнi оцiнки ∆BC
‖ (d,m, n) при d = 3 i m = 0, 1, 2 для BC=per,

ord. Результати гаусового наближення ∆BC
‖,G отриманi з формул (7.32),

а ε-розкладу ∆BC
‖,LP — з (7.33) при ε = 1 + m/2. Величини ∆BC

‖,∞ (див.
(7.37)) вiдповiдають сферичнiй границi. Iндекси a—g поясненi в основ-
ному текстi.

m 0 1 2
∆per
‖,G(3, m, n)/n −0.1913a −0.1579 −0.1309

∆per
‖,LP(3, m, 1) −0.1967b −0.1463 −0.0888

∆per
‖,∞(3, m) −0.1531c −0.1270 −

∆ord
‖,G(3, m, n)/n −0.0239d −0.0279 −0.0327g

∆ord
‖,LP(3, m, 1) −0.0117e −0.0076 −0.0041

∆ord
‖,∞(3, m) −0.012(1)f − −

В таблицi 7.2 ми наводимо чисельнi оцiнки амплiтуд Казимира ∆BC
‖ для

сильно анiзотропних плiвкових систем з m = 1 i m = 2 i паралельною орiєнтацiєю

поверхонь у тривимiрному просторi. Тут ∆BC
‖,G — результати гаусового наближе-

ння, представленого формулами (7.32) при d = 3. Величини ∆BC
‖,LP є результатом

простої екстраполяцiї ε-розкладiв (7.33) до d = 3 з вiдповiдними значеннями ε

для кожного числа осей анiзотропiї m. Представлено також деякi результати, що
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отримуються в границi n→∞. Стовпчик з m = 0 (що отримується як один з час-

ткових випадкiв наших загальних формул) наведений для забезпечення контакту

з вiдомими даними для iзотропних систем. Тут a — величина, що отримується з

ф-ли (5.7) з [244] пiсля виправлення в нiй друкарської помилки: пiсля першого

знаку рiвностi повинен стояти “мiнус”. Величина b була отримана нами ранiше

в роботi [58] i була наведена вище в Таблицi 7.1. Величина c представляє точне

значення −2ζ(3)/(5π) з [366, 367]. Величина d представляє вираз −ζ(3)/(16π), що

отримується як частковий випадок d = 3 ф-ли (4.4) з [119], i був вiдтворений у

рядi пiзнiших робiт: [244, 247, 375, 376]. Величина e слiдує з загальних виразiв,

записаних в [119] i була вперше опублiкована в [243]. Чисельне значення f взяте

нами з роботи [374].

Величина g є, очевидно, єдиним результатом з представлених у таблицi для

анiзотропних систем, отриманим до нас. В рамках спрощеної гаусової моделi рiд-

кого кристала типу смектик-А в геометрiї з поверхнями, паралельними до ша-

руватої структури5, результат ∆
(ord)
‖,G (3, 2, 1) = −ζ(2)/(16π) = −π/96 ≈ −0.03272

був отриманий в роботах [166, 375, 378] (див. також [167, 247, 376, 379]). Чисельнi

данi, наведенi в Таблицi 7.2 без жодних позначок, отриманi нами вперше.

7.2.2. Перпендикулярна орiєнтацiя поверхонь

У нашому попередньому розрахунку амплiтуд Казимира зорiєнтованiсть по-

верхонь плiвки перпендикулярно до β-напрямку була причиною прояву суттєвих

математичних спрощень: потрiбнi iнтеграли Фейнмана можна було звести до їх

аналогiв у звичайнiй КТ. При розглядi систем, в яких поверхнi є перпендикуляр-

ними до однiєї з осей анiзотропiї, тобто α-напряму, подiбних аналогiй не вини-

кає. Це й зрозумiло: ситуацiя стає ще бiльш вiддаленою вiд звичного прообразу

iзотропних систем у КТ. Формально вiдповiдальнiсть за це несуть маленькi пе-

рестановки числа “-1” у записi ЕГ: новому ЕГ буде вiдповiдати формула (7.31) з

замiною елемента об’єму dz dmrα d
d−m−1rβ на dz dm−1 rα dd−mrβ. При цьому слiд

5Тут беруться до уваги флуктуацiї смектичних шарiв, при чому директор фiксується у перпендикулярному
до них напрямi (див. напр. [377], розд. CII1a).
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пам’ятати про те, що при перпендикулярнiй орiєнтацiї поверхонь вiсь z є одним

iз α-напрямiв. Тепер у гiперплощинi, паралельнiй до границь плiвки, знаходяться

усi β-напрями разом iз рештою m− 1 осей анiзотропiї.

В загальному, розрахунки амплiтуд Казимира в теперiшнiй ситуацiї вiдбува-

ються за звичною схемою. Згiдно з означенням (7.1), потрiбно визначити густину

надлишкової ВЕ плiвки fres(L) при температурi, що вiдповiдає ТЛ необмежених

систем. Як згадувалося в (7.26)– (7.27), при достатньо великих товщинах плiвки L

ми маємо fres(L) ∼ L(d−m)/θ+m−1, де коефiцiєнт пропорцiйностi вiдповiдає, зокре-

ма, рiзним амплiтудам Казимира ∆BC
⊥,LP для рiзних ГУ на поверхнях. Величини

∆BC
⊥,LP будуть представляти для нас головний iнтерес у подальшому. Нагадаємо,

що показник степеня L в fres(L) залежить тiльки вiд орiєнтацiї поверхонь, i в

“перпендикулярному” випадку ми маємо (d−m)/θ +m− 1 = 7− 2ε+O(ε2) при

ε ≡ 4 +m/2− d≪ 1.

Перiодичнi граничнi умови

Зупинимося спочатку на технiчно бiльш простому випадку перiодичних ГУ.

Тут внески вiд одно- та двопетльових дiаграм, зображених в (7.20), вiдносно легко

розраховуються виходячи з їх iмпульсного представлення з вiльним пропагатором

Gper
⊥,LP =

{

p2 + τ0 +
[

q2 + (2πj/L)2
]2
}−1

, j ∈ Z. (7.43)

Зокрема, для iнтеграла Фейнмана, що вiдповiдає дiаграмi , ми маємо

J⊥1L(τ0) =

∫ (d−m)

p

∫ (m−1)

q

1

L

∞
∑

j=−∞
Gper
⊥,LP(p, q, j; τ0) ≡

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

Gper
⊥,LP(p, q, j; τ0) + I⊥1L(τ0).(7.44)

Застосовуючи до останньої суми за j вiдому формулу сумування Пуассона (порiвн,

напр., з [380, (2.8.1)], [381, (1.5)])

1

L

∞
∑

j=−∞
f(2πj/L) =

1

L

∞
∑

j=−∞

∫ ∞

−∞

dk

2π
f(k)eikjL, (7.45)

ми бачимо, що результатом всiх iмпульсних iнтегрувань за p, q i k є просто

координатне представлення об’ємного вiльного попагатора GLP
0 (x; τ0), в якому
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всi паралельнi до площин компоненти є рiвними нулю, а перпендикулярною z-

компонентою є jL. Таким чином ми отримуємо

J⊥1L(τ0) =

∞
∑

j=−∞
GLP

0 (0, jL; τ0) = GLP
0 (0; τ0) + 2

∞
∑

j=1

GLP
0 (0, jL; τ0), (7.46)

де два останнi доданки точно вiдповiдають останнiм двом членам в (7.44). При

τ0 = 0 ми отримуємо звiдси розбiжний член GLP
0 (0; τ0 = 0), який тотожньо дорiв-

нює нулю у вимiрнiй регуляризацiї, а також

I⊥1L(0) = 2
∞
∑

j=1

(jL)−4+2εΦ∞ = 2Φ∞ζ(4− 2ε)L−4+2ε ≡ P
(0)
m,d L

−4+2ε, (7.47)

де ми використали скейлiнгове представлення (4.7) об’ємного вiльного попагатора

в ТЛ i форму його асимптотичної поведiнки (4.18).

У двопетльовому наближеннi результат ε-розкладу для амплiтуди Казимира

∆per
⊥,LP може бути повнiстю вираженим в термiнах щойно розрахованої функцiї

[72, 371]

P
(0)
m,d ≡ 2Φ∞(m, d)ζ(2d−m− 4) =

22d−2m−4Γ(d− 2−m/2) ζ(2d−m− 4)

π(d−1)/2 Γ[(m− d+ 3)/2]
(7.48)

та її аналога iз змiщеною вимiрнiстю простору P (0)
m,d+2. Зауважимо, що величину

P
(0)
m,d не можна безпосередньо використати для чисельних оцiнок при d = 3 im = 1,

оскiльки при цих значеннях d i m дзета-функцiя Рiмана з останнiх двох формул

має полюс (див рис. 7.1). На вiдмiну вiд цього, величина P
(0)
m,d+2 при згаданих

значеннях d i m є скiнченною. Ця функцiя дає нам амплiтуду Казимира ∆per
⊥,G у

гаусовому наближеннi:

∆per
⊥,G(d,m, n)

n
= −2πP

(0)
m,d+2 = −22d−2m+1Γ(d−m/2) ζ(2d−m)

π(d−1)/2 Γ[(m− d+ 1)/2]
. (7.49)

Безпосереднi розрахунки показують, що першi два члени ε-розкладу амплi-

туди Казимира ∆per
⊥,LP мають вигляд

∆per
⊥,LP
n

= − 29−mπ
26−m

4

1575Γ(m−6
4

)
· (7.50)
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{

1 + ε

[

CE −
11

6
+ ln

√
π

4
− 1

2
ψ
(m− 6

4

)

− 2
ζ ′(8)

ζ(8)
− 7

36

2−m
6−m

n + 2

n + 8

]}

,(7.51)

де загальний множник перед першою фiгурною дужкою є не чим iншим, як зна-

ченням ∆per
⊥,G з (7.49) при d = d∗(m). Зокрема, при m = 1, ∆per

⊥,G(4.5, 1, 1) ≈ −53.05.

Цей множник є вiд’ємним i за модулем суттєво бiльшим за одиницю. При цьому

значення цiєї ж самої величини в тривимiрному просторi виявляється досить ве-

ликим додатнiм числом: ∆per
⊥,G(3, 1, 1) = 12ζ(5)/π ≈ 3.96. Як бачимо, результати

гаусового наближення при d = d∗(1) = 4.5 i d = 3 дуже сильно вiдрiзняються,

причому як кiлькiсно, так i якiсно,— з точнiстю до знака. Коефiцiєнт бiля ε, за-

писаний у квадратних дужках в (7.50), при m = n = 1 дорiвнює −3.9.... Його

величина по сутi не залишає шансiв отримати хоч бiльш-менш обгрунтовану чи-

сельну оцiнку для амплiтуди Казимира ∆per
⊥,LP при d = 3 i m = 1 з її ε-розкладу

(7.50).

Що має йти далi за цими двома доданками ε-розкладу, нажаль, до кiнця

не зрозумiло. Подiбно як i в двох розглянутих вище випадках систем з перiоди-

чними ГУ, тут теж виникає проблема побудови вищих порядкiв ТЗ, пов’язана з

iснуванням нульової моди з j = 0 у вiльному пропагаторi — див. (7.43). Подiбно,

як i в КТ (див. розд. 7.1), внутрiшнiй елемент дiаграми є розбiжним на

малих iмпульсах i поводить себе як τ
−1/4−ε/2
0 при τ0 → 0 i ε → 0. Це означає,

що з розгляду цiєї трипетльової дiаграми ми не можемо звичним чином отримати

внеску, пропорцiйного до ε2.

З цих мiркувань в [72] ми знов провели розрахунок наступного члена ε-

розкладу шляхом вiдiнтегрування полiв, пов’язаних з нульовою модою i виводу

ефективного (d− 1)-вимiрного гамiльтонiана, як було запропоновано нами в [58].

Таким чином ми отримали наступний, як i слiд було очiкувати, неаналiтичний,

член ε-розкладу (7.50), пропорцiйний до ε7/4. Але неприємним сюрпризом стало

те, що коефiцiєнт при цьому степенi ε виявився комплексним у цiкавому для нас

випадку m = 1. Ми отримали

a7/4(m, n) = −2−m+7π6−m/4Γ(−7/4) [(m− 2)/4]7/4

37/257/4Γ[(m+ 1)/4]

(

n+ 2

n+ 8

)7/4

, (7.52)
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Рис. 7.1. Залежнiсть функцiї P (0)
m,d вiд вимiрностi простору d при m = 1.

де в цьому важливому випадку виникає множник (−1/4)7/4. Це робить новий

внесок a7/4(m, n)ε7/4 в ε-розклад (7.50) непридатним.

Причина виникнення цiєї проблеми зрозумiла. В останньому розрахунку ми

повиннi були утворити нецiлий степiнь згенерованого температурного змiщення

δτper0⊥ (L),

δτper0⊥ (L) =
u0
2

n + 2

3
σ
−m/4
0 (σ

−1/4
0 L)−4+2εP

(0)
m,d, (7.53)

подiбно, як ми це робили i у випадку iзотропних систем у КТ. Змiщення δτper0⊥ (L)

дiйсно є дуже подiбним до δτper0 (L), записаного в (7.18). Але принциповою особли-

вiстю формули (7.53) є те, що величина P (0)
m,d стає вiд’ємною при наближеннi до

верхньої граничної вимiрностi простору, коли m = 1. Це i приводить до того, що

коефiцiєнт a7/4(1, n) з (7.52) виявляється комплексним. Графiк функцiї P (0)
1,d для

3 < d ≤ 4.5 ми наводимо на Рисунку 7.1. Як бачимо, величина P (0)
1,d змiнює свiй

знак при d = 4 i залишається вiд’ємною при зростаннi d до верхньої граничної

вимiрностi d∗(1) = 4.5.

На даний момент ми не можемо вичерпно пояснити, чому нам не вдало-

ся побудувати задовiльного ε-розкладу амплiтуди Казимира ∆per
⊥,LP поза першим

порядком, наведеним в (7.50). Це питання залишається предметом подальшого

дослiдження.
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Щоб просунутися хоч трохи у виясненнi того, що може вiдбуватися з ве-

личиною ∆per
⊥,LP при m = 1 i d = 3, в роботi [72] ми зробили розрахунок цiєї

амплiтуди в границi сферичної моделi n→∞. Цей розрахунок є аналогiчним до

виконаного в тiй самiй роботi для випадку паралельної орiєнтацiї поверхонь (див.

розд. 7.2.1). Так, при m = 1, d = 3, i n→∞, для випадку перпендикулярної орi-

єнтацiї поверхонь ми отримуємо додатню величину оберненої скiнченновимiрної

сприйнятливостi yc ≃ 0.9986 з рiвняння самоузгодження

CmAd−m/2 y
d/2−m/4−1 = I⊥1,L=1(y), (7.54)

яке є аналогом до (7.41). Далi, пiдстановка цiєї величини yc в рiвняння, що вiдпо-

вiдним чином узагальнює (7.39), приводить нас до результату

∆per
⊥,∞(3, 1) ≡ lim

n→∞
∆per
⊥,LP(d,m, n)/n ≃ 4.0005. (7.55)

При цьому зауважимо, що вивiд результатiв такого типу стає неможливим

при вимiрностях простору, бiльших за 4. Коли 4 < d ≤ 4.5, рiвняння самоузго-

дження (7.54), з якого необхiдно знайти додатньо визначену величину yc, не має

розв’язкiв. Ця несумiснiсть теж пов’язана з вiд’ємнiстю P
(0)
m,d ≡ I⊥1,L=1(0) i I⊥1,L=1(y)

з невеликими аргументами y у цьому промiжку для d. Таким чином, в обидвох

використаних нами пiдходах ми стикаємося iз спорiдненими проблемами в розра-

хунках амплiтуди Казимира ∆per
⊥,LP(d, 1) при достатньо великих вимiрностях про-

стору. Першопричину цих проблем ще слiд з’ясувати у майбутньому.

Чисельний результат для ∆per
⊥,∞(3, 1), наведений в (7.55), є специфiчним саме

для розглянутого випадку перпендикулярної орiєнтацiї поверхонь з перiодичними

ГУ. Додатнiсть цiєї амплiтуди Казимира передбачає, що флуктуацiйно iндукова-

на сила мiж такими поверхнями може бути вiдштовхуючою. Це вiдрiзняється вiд

того, що було отримано для плiвкових систем з перiодичними ГУ як у КТ, так i

в ТЛ при паралельнiй орiєнтацiї поверхонь. В обидвох цих випадках i теорiя i на-

явний чисельний експеримент передбачали вiд’ємнi амплiтуди Казимира, а отже,

сили притягання мiж поверхнями (вiдповiднi результати наведенi в таблицях 7.1

i 7.2).
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Вiльнi граничнi умови

Ми завершуємо наш розгляд флуктуацiйно iндукованих сил в плiвкових си-

стемах з просторовою анiзотропiєю. В подальшому ми представляємо результати

розрахунку надлишкової ВЕ i амплiтуди Казимира ∆ord
⊥,LP для технiчно найбiльш

складного випадку перпендикулярної орiєнтацiї поверхонь з вiльними граничними

умовами. Нагадаємо, що накладання вiльних ГУ на поверхнi передбачає, що на

цiй поверхнi вiдбувається звичайний (ordinary) перехiд у точцi переходу об’ємної

системи (див. Розд. 3.4). А коли йдеться про точку Лiфшица, то вiльнi ГУ вiдпо-

вiдають парi граничних умов φ = ∂nφ = 0 на границi (див п. 4.7, р-ня (4.98)), де

∂n означає похiдну вздовж внутрiшньої нормалi до поверхнi.

У цiй частинi дисертацiї ми обмежимося тiльки розглядом гаусового набли-

ження, яке забезпечить нам, зокрема, тiльки ведучий член ε-розкладу амплiтуди

Казимира ∆ord
⊥,LP. У розрахунку цiєї величини в роботi [72] ми вiдiйшли вiд зви-

чного запису ЕГ з обмеженням промiжку iнтегрування вздовж осi z, перпенди-

кулярної до поверхонь, до z ∈ [0, L]. Натомiсть, як i в цiй роботi, ми записуємо

потрiбну нам статистичну суму Z у виглядi функцiонального iнтеграла

Z =

∫

Dφ e−H
LP
0 [φ]

∏

r

2
∏

j=1

δ (φ(r, zj)) δ (∂zφ(r, zj)) , (7.56)

подiбно, як це робилося в [375, 376]. Тут функцiональне iнтегрування поширю-

ється на всi конфiгурацiї поля φ(x) для всiх x в безмежному просторi R
d, а

геометричнi обмеження разом з ГУ накладаються шляхом введення вiдповiдних

дельта-функцiй. Цi дельта-функцiї забезпечують занулення поверхневих полiв i їх

нормальних похiдних на поверхнях, що проходять через точки z1 i z2, а також вiд-

дiлення внутрiшнього об’єму плiвки, яка нас цiкавить, вiд решти простору поза її

межами [119, 382, 383]. В нашому випадку вiсь z спiвпадає з одним iз α-напрямiв,

i ми приймаємо z1 = 0 i z2 = L. Для простоти ми працюємо зi скалярним полем

(n = 1), а тривiальну залежнiсть вiд n вiдтворимо в остаточних результатах. Та-

кож HLP
0 [φ], гаусовий ЕГ необмеженої системи в ТЛ, ми беремо з σ0 = 1 (див.
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(4.1)):

HLP
0 [φ] =

1

2

∫

ddx
[

(∇βφ)2 + (∆αφ)2
]

. (7.57)

Повнi формули представленi в роботi [72].

Кожна дельта-функцiя δ(x) з (7.56) може бути представлена, як i в [376], у

виглядi безмежного iнтеграла за змiнною ψ вiд eixψ. Це дозволяє записати потрi-

бну нам статистичну суму Z у виглядi

Z = Z∞Z1, де Z1 ≡
[

2
∏

j=1

∫

DψjDψ′j
]

e−Heff [ψ], (7.58)

Z∞ — статистична сума об’ємної системи, що визначається ЕГ (7.57), а новий

ефективний гамiльтонiан Heff [ψ] задається формулою

e−Heff [ψ] =
〈

ei
∫

dd−1r
∑2

j=1(ψj(r)φ(r,zj)+ψ
′
j(r) ∂zφ(r,zj))

〉

HLP
0

. (7.59)

Як завжди, кутовi дужки позначають усереднення з мiрою e−H
LP
0 [φ].

Функцiональне iнтегрування за φ(x) в останнiй формулi є гаусовим, воно

дає

Heff [ψ] =
1

2

∫

dd−1r

∫

dd−1r′L(r, r′) (7.60)

з

L(r, r′) =
2
∑

i=1

2
∑

j=1

(

ψi(r) + ψ′i(r)
−→
∂z
∣

∣

zi

)

GLP
0 (r, z; r′, z′)

(

ψj(r
′) +
←−
∂z′
∣

∣

z′j
ψ′j(r

′)
)

.(7.61)

Тут GLP
0 (r, z; r′, z′) є вiльним пропагатором для безмежної системи в m-вiснiй ТЛ

(з τ0 = ρ0 = 0) в координатному представленнi, а операцiї
−→
∂ z i

←−
∂ z′ дiють на

його вiдповiднi змiннi злiва i справа. Цi дiї визначають функцiональну матрицю

M(r, r′) розмiром 4× 4, яку можна записати в компактному виглядi як

M(r, r′) =









0|G|0 0|G|L 0|G∂|0 0|G∂|L
L|G|0 L|G|L L|G∂|0 L|G∂|L
0|∂G|0 0|∂G|L 0|∂G∂|0 0|∂G∂|L
L|∂G|0 L|∂G|L L|∂G∂|0 L|∂G∂|L









. (7.62)
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Матричнi елементиMij ≡Mij(r, r
′) записанi тут у скорочених позначеннях, змiст

яких повинен бути зрозумiлим з прикладу 0|G∂|L ≡ ∂z′ G
LP
0 (r, z = 0; r′, z′) |z′=L.

Зрозумiло, що величини Mij не залежать вiд координати z, несучи при цьому

потрiбну нам явну залежнiсть вiд L, поперечного розмiру плiвки. А оскiльки в

поздовжнiх напрямах в системi немає порушення трансляцiйної iнварiантностi,

матричнi елементи Mij(r, r
′) повиннi залежати вiд абсолютних величин |rα − r′α|

i |rβ − r′β| у кожному з пiдпросторiв R
m−1
α i Rd−m

β .

Щоб скористатися в повнiй мiрi перевагами, якi дає нам згадана трансля-

цiйна iнварiантнiсть, ми виконуємо в поздовжнiх напрямах перетворення Фур’є

полiв ψ i вiльного пропагатора GLP
0 з (7.61):

{

ψ(r), GLP
0 (rβ, rα; |z − z′|)

}

=

∫ (d−m)

p

∫ (m−1)

q

{

ψ(p, q), GLP
0 (p, q; |z − z′|)

}

eiprβei qrα(7.63)

У правiй частинi цього перетворення ми маємо справу з pqz-представленням вiль-

ного пропагатора ([67], р-ня (21)-(22))

GLP
0 (p, q; |z|) =

∫ ∞

−∞

dk

2π

eikz

p2 + (q2 + k2)2
=

e−κ+|z|

4κ−κ+(κ2−+κ2+)
(κ− cosκ−z + κ+ sinκ−|z|) ,

(7.64)

де κ∓ = (1/
√

2)
√

√

p2 + q4 ∓ q2.
Користуючись цим останнiм виразом, ми легко знаходимо Фур’є-

компоненти M̃ij(p, q) матричних елементiв Mij(r, r
′), i, виконуючи гаусове

функцiональне iнтегрування за ψ в (7.58), знаходимо

Z1 =
∏

p

∏

q

[

det M̃(p, q)
]−1/2

. (7.65)

Звiдси, враховуючи (7.58), за означенням (7.1) ми отримуємо

lim
A→∞

F

AkBTc
− Lf∞ = fs + fres(L) =

1

2

∫ (d−m)

p

∫ (m−1)

q

ln det M̃(p, q). (7.66)

Знаючи матричнi елементи матрицi M̃(p, q), ми розраховуємо

det M̃(p, q) =
1

128κ2−κ
4
+

e−2Lκ+

(κ2− + κ2+)2

[

κ2−ch2Lκ+ + κ2+cos2Lκ− − (κ2− + κ2+)
]

. (7.67)
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В асимптотичнiй границi великих L знайдений нами детермiнант зводиться до

незалежної вiд L функцiї вiд iмпульсiв

lim
L→∞

det M̃(p, q) =
1

256κ4+(κ2− + κ2+)2
. (7.68)

Вiднiмання її логарифма вiд пiдiнтегральної функцiї в останнiй формулi з (7.66)

приведе до скорочення незалежної вiд L густини поверхневої ВЕ fs, що фiгурує у

центрi рiвностi (7.66). Таким чином ми отримаємо шукану густину надлишкової

ВЕ fres(L), яка, як це i має бути, зникає в границi L→∞ як L−7+2ε. Цей степiнь L

узгоджується iз степенем L−ζ⊥ з формул (7.26) i (7.27) з класичним значенням θ =

1/2. Коефiцiєнт при цьому степенi, як i в (7.26), ми iдентифiкуємо з амплiтудою

Казимира.

Так, для амплiтуди ∆ord
⊥,LP(d,m, n) з 1 ≤ m ≤ d в розглянутому нами гаусово-

му наближеннi остаточним результатом є формула у виглядi подвiйного iнтеграла

∆ord
⊥,LP=

n

2
Kd−mKm−1

∫ ∞

0

dppd−m−1
∫ ∞

0

dqqm−2 ln
[

2e−2κ+
(

ch 2κ+ +
κ2+
κ2−

cos 2κ− − 1− κ2+
κ2−

)]

.

В крайнiх точках iнтервалу 1 ≤ m ≤ d результати спрощуються до однокра-

тних iнтегралiв. При m = 1, тобто у випадку, коли вiсь z, перпендикулярна до

поверхонь, є єдиною вiссю анiзотропiї, ми маємо

∆ord
⊥,LP(d, 1, n) = nKd−12

−d+1

∫ ∞

0

dt t2d−3 ln
(

1 + e−2t + 2e−t cos t− 4e−t
)

, (7.69)

а у випадку iзотропної ТЛ з m = d, тобто, коли всi напрями у системi є α-

напрямами —

∆ord
⊥,LP(d, d, n) = nKd−12

−d
∫ ∞

0

dt td−2 ln
[

1 + e−2t − (2 + t2)e−t
]

. (7.70)

Чисельнi результати, отриманi з останнiх трьох формул при двох вимiр-

ностях простору, що представляють найбiльший iнтерес, представленi в таблицi

7.3. У першому рядку наведенi значення ∆ord
⊥,LP/n при верхнiй граничнiй вимiр-

ностi простору d∗(m) = 4 + m/2. Цi величини є ведучими членами ε-розкладiв

∆ord
⊥,LP/n = ∆ord

⊥,LP(d∗, m, n)/n + O(ε). У другому рядку ми бачимо значення ам-

плiтуд ∆ord
⊥,LP/n при d = 3. Тут число осей анiзотропiї m природньо обмежене
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Табл. 7.3. Чисельнi результати для ∆ord
⊥,LP(d,m, n) у гаусовому наближеннi при d =

d∗(m) = 4 +m/2 з m = 1, . . . , 8, i при d = 3 з m = 1, 2, 3.

m 1 2 3 4 5 6 7 8
1
n
∆ord
⊥,LP(d∗, m, n) -6.596 -2.841 -1.271 -0.564 -0.241 -0.0986 -0.0385 -0.0144

1
n∆ord
⊥,LP(3, m, n) −1.324 −0.590 −0.273

фiзичною вимiрнiстю простору 3. В розглянутому гаусовому наближеннi величи-

ни ∆ord
⊥,LP/n не залежать вiд числа компонент параметра порядку n. Їх залежнiсть

вiд n проявляється тiльки в наступному порядку розкладу за ε i походить вiд

двопетльової дiаграми .

Розрахунок цiєї двопетльової дiаграми для системи, що розглядається, є

нетривiальною математичною задачею. По-перше, тут потрiбне знання вiльного

пропагатора, що вiдповiдає лiнiям дiаграми. Вiн поки-що не вiдомий. А по-друге,

для цiєї мети необхiдно застосувати оптимальну схему розрахунку двопетльової

дiаграми. Розробцi такої схеми присвячений наступний параграф.

7.2.3. Ефект Казимира в теорiї φ4d i iнтеграли вiд дзета-функцiй

Гурвiца

У своїй визначнiй роботi [119] К. Симанзiк довiв iснування ефекту Кази-

мира в безмасовiй теорiї φ4d з граничними умовами Дiрiхле на поверхнях. Для

виконання конкретних розрахункiв у першому порядку за ε = 4 − d вiн викори-

став координатне представлення i без виводу записав остаточний результат для

амплiтуди Казимира, наведений вище в (7.25). Деталi цього розрахунку залиша-

ються невiдомими, але очевидно, що саме така схема, з її явними вiднiманнями

розбiжностей, що виникають при наближеннi до поверхонь, вiдповiдає умовам,

необхiдним для обчислення двопетльової дiаграми , згаданої в кiнцi попере-

днього параграфа.

У позначеннях роботи [119], в безмасовiй теорiї φ4d з граничними умовами

Дiрiхле на поверхнях, вiдстань мiж якими L, дiаграмi Фейнмана в координа-
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тному представленнi вiдповiдає наступна комбiнацiя iнтегралiв (див. [119, (4.6)]):

∼
∫ L

0

{

[

GL
D(0; z, z)−Gb(0)

]2 − [GD(0; z, z)−Gb(0)]2

− [GD(0;L−z, L−z)−Gb(0)]2
}

dz − 2

∫ ∞

L

[GD(0; z, z)−Gb(0)]2 dz . (7.71)

Для випадку сильно анiзотропних систем з орiєнтацiєю поверхонь, перпендику-

лярною до однiєї з осей анiзотропiї, i вiльними граничними умовами структура

наведеної комбiнацiї з її вiднiманнями розбiжних членiв залишиться такою самою.

Ускладняться тiльки функцiональнi залежностi вiдповiдних складових частин но-

вої пiдiнтегральної функцiї.

Щоб пояснити функцiї, що фiгурують в (7.71), почнемо з вiльного пропага-

тора безмасової теорiї φ4d в безмежному d-вимiрному iзотропному просторi,

Gb(x) = Cx−2+ε з C = 1
4
π−2+ε/2Γ

(

1− 1
2
ε
)

. (7.72)

Тут x — вiдстань мiж довiльними двома точками в просторi Rd. Поведiнка функцiї

Gb(x) при малих вiдстанях x є сингулярною у фiзичнiй областi 0 < ε < 2, i, зокре-

ма при ε→ 0. (Безмежна) величина цього пропагатора при x = 0 вiднiмається у

кожному доданку з (7.71).

Далi, GD(r; z1, z2) є пропагатором Дiрiхле в напiвбезмежному просторi,

обмеженому одною плоскою поверхнею, тобто, в геометрiї, яка розглядалася в

розд. 3.4. Цей пропагатор визначається формулою

GD(r; z1, z2) = Gb (r; |z1 − z2|)−Gb (r; z1 + z2) ,

де r = |r1 − r2| є “паралельною” вiдстанню мiж точками x1 i x2. В дещо iнших

позначеннях, явний вигляд цiєї функцiї наведений в [119, (2.13)].

Нарештi, функцiя Грiна вiльної теорiї системи з геометрiєю плiвки товщи-

ною L i ГУ Дiрiхле на поверхнях визначається формулою

GL
D(r; z1, z2) =

∞
∑

n=−∞

[

Gb (r; |z1 − z2 + 2Ln|)−Gb (r; z1 + z2 + 2Ln)
]

.
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“Розширена” версiя цiєї формули записана в [119, (4.7)].

Для точок x1 i x2 всерединi плiвки, якi спiвпадають мiж собою, тобто, в си-

туацiї, що передбачається дiаграмою Фейнмана , ми отримуємо для комбiнацiї

з перших квадратних дужок в (7.71) (див. [119, (4.8)])

GL
D(0; z, z)−Gb(0) = C (2L)−2+ε [2ζ(2− ε)− ζ(2− ε, z/L)− ζ(2− ε, 1− z/L)] .

(7.73)

Константа C записана в (7.72), а ζ(a, x) — це дзета-функцiї Гурвiца. Їх визначення

ми дамо в наступному абзацi. Нарештi, для комбiнацiї з других квадратних дужок

в (7.71) ми маємо

GD(0; z, z)−Gb(0) = −Gb(2z) = −C(2z)−2+ε.

Подiбний результат отримується i для аналогiчного виразу з третiх квадратних

дужок цiєї формули.

Таким чином, ми бачимо, що для безпосереднього вiдтворення розрахункiв

Симанзiка i його результатiв з [119, ст. 12] потрiбно працювати з iнтегралами вiд

добуткiв дзета-функцiй Гурвiца, що з’являються в (7.73).

Функцiя Гурвiца означується рядом (див. напр. [362, Розд. 13])

ζ(a, x) =
∞
∑

k=0

1

(k + x)a
(ℜ(a) > 1; x 6= 0,−1,−2, . . .). (7.74)

Окрiм точки a = 1, де функцiя ζ(a, x) має простий полюс (з одиничним лишком),

вона може бути отримана шляхом аналiтичного продовження. В областi збiжностi

ряд (7.74) збiгається абсолютно i однорiдно. При x = 1 функцiя Гурвiца ζ(a, x)

зводиться до дзета-функцiї Рiмана:

ζ(a, 1) = ζ(a) =

∞
∑

k=1

1

ka
(ℜ(a) > 1). (7.75)

При x → 0+ поведiнка функцiї Гурвiца є сингулярною i описується степеневим

законом ζ(a, x) ∼ x−a. У випадку функцiй ζ(a, x), якi фiгурують в (7.73), з a =

2− ε, їх сингулярна поведiнка при x→ 0 точно вiдтворює сингулярну поведiнку

об’ємного пропагатора Gb(x) (7.72) на малих вiдстанях.
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Дзета-функцiя Гурвiца ζ(a, x) є однiєю з найбiльш фундаментальних фун-

кцiй в математицi. Вона має ряд важливих застосувань, зокрема в теорiї чисел

[384, 385], теорiї ймовiрностей [386], у розрахунках математичних констант [387].

Ця функцiя застосовується також у багатьох фiзичних задачах. Одним з важли-

вих прикладiв, який має безпосереднє вiдношення до наших дослiджень, є дослi-

дження ефекту Казимира [241] у квантовiй теорiї поля i його аналогiв у стати-

стичнiй фiзицi i температурнiй теорiї поля при високих температурах, див. напр.

[59, 245, 247, 388] де можна знайти згадки про багаточисленнi задачi теоретичної

фiзики.

У рядi статей [389–392] розглядалися iнтеграли вiд дзета-функцiй Гурвiца

за змiнною x. В класичнiй роботi [389] був iнiцiйований розрахунок iнтеграла

∫ 1

0

|ζ1(a, x)|2dx (7.76)

з комплексним параметром a. Розгляду цiєї задачi були присвяченi пiзнiшi роботи

— див. [393–396] i цитованi там статтi. Тут останнiй iнтеграл дослiджувався в кон-

текстi теорiї чисел з a = 1
2+it в асимптотичнiй границi t→ ±∞. У цьому iнтегралi

фiгурує “доповнююча” (auxiliary) дзета-функцiя Гурвiца ζ1(a, x). Вона виникає в

результатi вiднiмання сингулярного нульового члена з ζ(a, x) (див. (7.74)):

ζ1(a, x) = ζ(a, x)− x−a. (7.77)

Перевагою функцiї ζ1(a, x) [389],

ζ1(a, x) =
∞
∑

k=1

1

(k + x)a
= ζ(a, x+ 1) (ℜ(a) > 1), (7.78)

є те, що вона залишається неперервною у повному замкненому iнтервалi x ∈ [0, 1],

включно з точкою x = 0. Зауважимо, що при x = 0 функцiя Гурвiца ζ1(a, x)

зводиться до функцiї Рiмана: ζ1(a, 0) = ζ(a).

Повертаючись до виразу (7.71) для двопетльової дiаграми , ми записуємо

це рiвняння у виглядi

∼ (I0,L − 2IL,∞)C2, (7.79)
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де iнтеграли Фейнмана з областями iнтегрування [0, L] i [L,∞[ позначенi, вiдпо-

вiдно, як I0,L i IL,∞. Цi iнтеграли записуються як

IL,∞ =

∫ ∞

L

(2z)−4+2εdz = 2−4+2εL
−3+2ε

3− 2ε
= 2−4+2εL−3+2ε 1

2α− 1
(α > 1

2
), (7.80)

де для компактностi запису i зручностi порiвняння з попереднiми формулами ми

ввели позначення α ≡ 2− ε, i

I0,L = 2−4+2εL−3+2εK(α), (7.81)

де, пiсля замiни змiнної iнтегрування x = z/L

K(α) =

∫ 1

0

{

[2ζ(α)− ζ(α, x)− ζ(α, 1− x)]2 − x−2α − (1− x)−2α
}

dx. (7.82)

Останнiй (невласний) iнтеграл збiгається в промiжку α ∈ (1, 2]. Це вiдповiдає

0 ≤ ε < 1, що вiдповiдає областi застосовностi фiзичної задачi, яка розглядяється.

Тут, як i слiд, сингулярностi дзета-функцiй бiля крайнiх точок областi iнтегру-

вання вiднiмаються вiдповiдними “контрчленами”, що приводить до скiнченного

результату в потрiбнiй областi ε. Зокрема, скiнченна величина K(α) при α = 2

робить безпосереднiй внесок при ε = 0 у коефiцiєнт c1(ε), що записаний мiж (4.8)

i (4.9) в [119].

Таким чином, розрахунок iнтегралаK(α) з (7.82) є головним нетривiальним

завданням, що виникає при розглядi внеску дiаграми , записаного в (7.71).

Структура пiдiнтегральної функцiї K(α) i дзета-функцiй Гурвiца (див. (7.74),

(7.77)) передбачають те, що цей iнтеграл може бути виражений в термiнах до-

повнюючої функцiї ζ1(α, y) з y 7→ x i y 7→ 1 − x. Суттєвою перевагою нового

представлення буде те, що функцiя ζ1 є регулярною на всьому промiжку iнтегру-

вання x ∈ [0, 1]. В результатi такої реорганiзацiї ми отримуємо

K(α) = −4ζ2(α) + 2I(α, α) + 2J(α, α) + 2M(α). (7.83)

Iнтеграл M(α) має вигляд

M(α) =
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∫ 1

0

{

[

x−α + (1− x)−α − 2ζ(α)
]

[ζ1(α, x) + ζ1(α, 1− x)− 2ζ(α)] + x−α(1− x)−α
}

dx.

Вiн повнiстю симетричний вiдносно перетворення x↔ 1−x, i при x→ 0 i до x→ 1

його пiдiнтегральна функцiя поводить себе якO(x2−α)+O(1) iO((1−x)2−α)+O(1),

вiдповiдно. Таким чином, iнтеграл M(α), в який нетривiальна функцiя ζ1 входить

тiльки лiнiйно, є збiжним при 1 < α ≤ 2, тобто при 0 ≤ ε < 1.

В iнтегралах I(α, α) i J(α, α) з (7.83) фiгурують парнi добутки функцiй ζ1,

i вони є частковими випадками iнтегралiв

I(a, b) =

∫ 1

0

ζ1(a, x)ζ1(b, x)dx i J(a, b) =

∫ 1

0

ζ1(a, x)ζ1(b, 1− x)dx (7.84)

при a = b = α. Їх частковим випадком при комплексно спряжених a = b∗ є i

класичний iнтеграл (7.76). Як виявилося, розрахунку iнтеграла I(a, b) була при-

свячена значна увага в математичнiй лiтературi, а саме в контекстi теорiї чисел

— див. [393–396] i цитовану там лiтературу.

В роботах [13] i [14] за допомогою методiв, характерних для теоретико-

польового пiдходу до задач статистичної фiзики, ми отримали як вiдомi ранiше

явнi вирази для iнтеграла I(a, b), так i новi результати для J(a, b). Так, з викори-

станням представлень знаменникiв, що фiгурують в ζ1(a, x), у виглядi iнтегралiв

Лапласа (що в розрахунках iнтегралiв Фейнмана вiдоме як параметризацiя Швiн-

гера) було отримано вираз [13, (16)]. Вiн спiвпадає з результатом, виведеним ранi-

ше в [395] за допомогою складних математичних методiв включно з аналiтичним

продовженням. Того ж самого результату ми досягнули досить елементарними

засобами.

Для iнтеграла J(a, b) за допомогою стандартного для математичної лiтера-

тури методу аналiтичного продовження в [13, (22)] ми знаходимо

J(a, b)=B(1−a, 1−b){ζ(a+b−1)−1}−
∞
∑

n=0

(a)n
n!

ζ(a+ n)− 1

n + 1− b −
∞
∑

n=0

(b)n
n!

ζ(b+ n)− 1

n+ 1− a .

Як i ранiше, тут ζ(a) — дзета-функцiя Рiмана, B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a + b) —

бета-функцiя Ейлера, а (a)n = a(a + 1) . . . (a + n − 1) — символ Похгаммера. В
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обидвох випадках iнтегралiв I(a, b) i J(a, b) в роботi [13] були розглянутi специ-

фiчнi граничнi переходи до цiлих значень b = a := m > 2. Тут були докладно

розглянутi граничнi процедури, якi приводили до скiнченних виразiв внаслiдок

взаємної компенсацiї низки розбiжних при цiлих m доданкiв.

З другого боку, роботi [14] до iнтегралiв I(a, b) i J(a, b) з (7.84) ми вперше

застосували параметризацiю Фейнмана. Цей пiдхiд є стандартним в теорiї поля.

Протягом десятилiть вiн успiшно використовувався при розрахунках найрiзнома-

нiтнiших фейнманiвських дiаграм в квантовiй теорiї поля i статистичнiй фiзицi.

Проте ця технiка залишалася практично невiдомою для широкого кола матема-

тикiв, в областi зацiкавлень яких перебували кратнi iнтеграли i суми з подiбною

математичною структурою. Процедура параметризацiї Фейнмана спрямована на

зведення добуткiв декiлькох знаменникiв до одного знаменника, що часто вияв-

ляється надзвичайно важливим для подальшої роботи.

У випадку степенiв двох величин у знаменнику ми маємо справу з iнте-

гральними представленнями типу iнтегралiв Ейлера, двома можливими формами

запису яких є

1

AaCb
=

1

B(a, b)

∫ 1

0

wb−1(1− w)a−1 dw

[A+ w(C − A)]a+b
=

2

B(a, b)

∫ 1

−1

(1− w)a−1(1 + w)b−1 dw

[A+ C + w(C −A)]a+b
.

(7.85)

Нагадаємо, що B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a + b). Перше з цих представлень є стан-

дартним, i його можна зустрiти в рядi пiдручникiв i монографiй, таких як

[268, 397, 398]. При його записi в [14, (1.6)] сталася помилка: у середнiй фор-

мулi цього рiвняння параметри a i b слiд було помiняти мiсцями. Друге з цих

представлень запропоноване нами, воно отримується з першого при замiнi змiн-

ної iнтегрування w → (1 − w)/2. Його перевагою є повна симетризацiя запису,

що супроводжується появою суми та рiзницi величин A i C в знаменнику пiдiн-

тегральної функцiї останнього iнтеграла з (7.85).

Використання параметризацiї Фейнмана у випадку iнтегралiв вiд добуткiв

дзета-функцiй Гурвiца I(a, b) i J(a, b) з (7.84) дало можливiсть успiшно вiдтво-

рити отриманi ранiше результати для цих iнтегралiв. Бiльше того, для них були
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виведенi новi альтернативнi вирази [14, (2.3)] i [14, (3.8)], причому запропонований

пiдхiд дав можливiсть розрахувати iнтеграл J(a, b) безпосередньо в областi його

збiжностi без використання аналiтичних продовжень. При цьому особливу роль

вiдiграла згадана вище симетричнiсть запропонованого нами нового представле-

ння параметризацiї Фейнмана, останньої формули з (7.85). Виявилося, що наш

пiдхiд з використанням параметризацiї Фейнмана проявив себе значно ефектив-

нiшим, нiж методи, якi дотепер використовувалися для задачi розрахунку I(a, b)

в математичнiй лiтературi.

Крiм цього, в роботi [14] були розглянутi т. зв. моменти дзета-функцiї Гур-

вiца, тобто iнтеграли, якi включають цiлi степенi xn в добутку з цiєю функцiєю.

Тут також були запропонованi теореми подвiйних сумувань, що включають в себе

пари символiв Похгаммера i дзета-функцiй Рiмана ζ(a). Згiдно з цими теоремами,

∞
∑

j=0

∞
∑

k=1

(a)j(b)k
(j + k + 1)!

ζ(a+ j)ζ(b+ k) = B(1− a, 1− b) ζ(a+ b− 1),

де ℜ(a) < 1, ℜ(b) < 1, а також

∞
∑

j=0

∞
∑

k=0

(a)j(b)k
j!k!(j+k+1)

ζ(a+j)ζ(b+k) =
πΓ(a + b− 1)ζ(a+ b− 1)

Γ(a)Γ(b)

(

sin πa + sin πb

sinπa sin πb

)

де ℜ(a) < 1, ℜ(b) < 1 i ℜ(a + b) < 1. Отриманi формули для подвiйних сум є

досить рiдкiсними для математичної лiтератури, де до цього часу, як правило,

розглядалися однократнi сумування дзета-функцiй Рiмана.

Повертаючись до iнтеграла K(α) з (7.83) i пiдставляючи в нього потрiбнi

значення iнтегралiв I , J i M , ми вiдтворюємо (з α = 2− ε) коефiцiєнт

c1(ε) =
1

2
(4π)−4+εΓ2

(

1− ε

2

)[

ζ2(2− ε) + (1− cosπε)B(3− 2ε,−1 + ε)ζ(3− 2ε)
]

для ε ∈ [0, 1), як записано в [119, стор. 12]. Цей результат був також отриманий

iншим способом в [244, (5.11)] у контекстi статистичної фiзики. Значення коефi-

цiєнта c1(ε) в нулi, тобто константа c1(0) = 2−11/9 (див. [119, стор. 12]), входить в

член прядку O(ε) розкладу за малим ε амплiтуди Казимира плiвки з ГУ Дiрiхле
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в теорiї φ44−ε з n-компонентним полем [244, (5.16)]. Формула для цiєї величини

наведена в рiвняннi (7.25).

Таким чином, грунтовне дослiдження сингулярностей пiдiнтегральних фун-

кцiй i областей збiжностi iнтегралiв (7.84) дозволило нам покроково розписати

розрахункову схему, придатну для вiдтворення вiдомого з [119] результату (7.25)

для амплiтуди Казимира звичайних систем з короткосяжними взаємодiями в кри-

тичнiй точцi. З точки зору теоретичної фiзики, вiдтворення результату (7.25) шля-

хом розгляду iнтегралiв (7.84) є корисним з огляду на те, що цей розрахунок про-

водиться в координатному представленнi теорiї типу φ4, i може бути ефективним

в ситуацiях, де iншi альтернативнi пiдходи стикаються з суттєвими труднощами.

Ця схема є достатньо загальною i придатною для розгляду бiльш складних просто-

рово обмежених систем, оскiльки тут зберiгається загальна структура сингуляр-

ностей на малих вiдстанях i те, як цi сингулярностi вiднiмаються при отриманнi

остаточних результатiв. Вiдповiдне узагальнення цього пiдходу дасть можливiсть

у майбутньому розрахувати надлишкову вiльну енергiю i, вiдповiдно, амплiтуди

Казимира для сильно анiзотропних систем, обмежених паралельними поверхнями

з вiльними граничними умовами типу Дiрiхле, таких, якi розглядалися в попере-

дньому параграфi.

7.3. Висновки

У заключному роздiлi ми зупинилися на дослiдженнi багаточастинкових

систем з плiвковою геометрiєю, обмежених двома паралельними поверхнями.

Тут показано, що ε розклад амплiтуд Казимира, якi визначають величину

флуктуацiйно-iндукованих сил, що виникають в таких системах при критичнiй

температурi завдяки далекосяжним флуктуацiям, є неаналiтичним у випадках

перiодичних i спецiальних ГУ. Для цих амплiтуд у явному виглядi знайдено по-

правки порядку O(ε3/2) i оцiнено їх величини у фiзичному просторi з d = 3.

Причиною появи неаналiтичностi є наявнiсть у теорiї безмасової нульової

моди, що приводить до виникнення неконтрольованих iнфрачервоних розбiжно-
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стей у звичних дiаграмних розкладах амплiтуд Казимира. Проблема походить з

базової теорiї Ландау, яка неправильно передбачає фазовий перехiд для об’ємних

i плiвкових систем при однiй i тiй самiй величинi критичної температури. Ключо-

вою iдеєю нашої роботи [58], яка забезпечила систематичний пiдхiд до проблеми,

є видiлення небезпечної нульової моди i утворення пов’язаного з нею ефективно-

го гамiльтонiана H(d−1)
eff [φ], придатного для подальшого формулювання коректної

ТЗ.

Запропонований в роботi [58] пiдхiд до реорганiзацiї ТЗ з використанням

вiдiнтегровування ненульових мод, у випадку коли традицiйна ТЗ не працює на-

лежним чином i виникають такi неаналiтичностi, дає загальний алгоритм, який

також може бути використаний для знаходження спостережуваних величин в iн-

ших теорiях,— таких як тиск в температурнiй теорiї поля (див. напр. [59]).

Нарештi, вперше отримано результати, що стосуються флуктуацiйно iнду-

кованих сил у сильно анiзотропних системах. Показано, що тут вони набувають

залежностi вiд орiєнтацiї обмежуючих поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотро-

пiї системи. Для однiєї з конфiгурацiй за допомогою окресленого методу отримано

амплiтуду Казимира з неаналiтичним внеском ∼ ε7/4. Нажаль, у випадку одновi-

сної анiзотропiї (m = 1) тут виникає комплексний коефiцiєнт (−1/4)7/4. Причину

такої цiкавої аномалiї ще слiд з’ясувати. Цiкавою задачею для майбутнього за-

лишається i розрахунок нетривiальних поправок до розглянутого нами гаусового

наближення для випадку поверхонь, перпендикулярних до однiєї з осей анiзотро-

пiї.
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ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi виконано ряд узагальнень вiдомих теоретико-

польових пiдходiв до дослiдження критичних явищ у просторово неоднорiдних

системах:

— масивна теорiя поля Парiзi при фiксованих вимiрностях простору застосо-

вана при нецiлих вимiрностях d, а також до дослiдження критичних амплiтуд

невпорядкованих iзiнгiвських систем

— сформульоване узагальнення цiєї теорiї на випадок напiвбезмежних систем

у довiльних вимiрностях простору d

— запропоновано новий систематичний пiдхiд до розрахунку ε-розкладiв кри-

тичних показникiв i кореляцiйних функцiй в точцi Лiфшица (ТЛ)

— сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних анiзотропних систем

з поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзотропiї

— проаналiзована гiпотеза локальної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI) Ген-

келя, визначенi межi її застосовностi

— 1/n-розклад за великою кiлькiстю компонент параметра порядку успiшно

сформульований i застосований при наявностi просторової анiзотропiї

— шляхом реорганiзацiї теорiї збурень розв’язана проблема неконтрольованих

iнфрачервоних розбiжностей в ε-розкладах амплiтуд Казимира.

Отримано наступнi результати та зроблено наступнi висновки:

1. Виведено явнi вирази для двопетльових функцiй ренормалiзацiйної групи

при довiльних вимiрностях простору d. Побудовано плавнi залежностi кри-

тичних показникiв невпорядкованих iзiнгiвських систем з замороженим без-

ладом вiд вимiрностi d.
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2. Розрахованi унiверсальнi комбiнацiї критичних амплiтуд невпорядкованої

моделi Iзiнга i вiдношення їх величин при T > Tc i T < Tc. Зроблено ви-

сновок про те, що теоретичне значення вiдношення амплiтуд теплоємностi

A+/A− у тривимiрному просторi може бути додатнiм всупереч передбачен-

ням
√
ε−розкладу бiля d = 4.

3. Виконанi двопетльовi розрахунки поверхневих критичних показникiв зви-

чайного та спецiального переходiв при d = 3. Зроблено висновок про те, що

невпорядкованiсть поверхнi не впливає на особливостi спецiального перехо-

ду, а об’ємний безлад змiнює показники звичайного переходу.

4. Отриманi коректнi ε-розклади критичних показникiв ТЛ з довiльною кiлькi-

стю осей анiзотропiї у порядку O(ε2) i зроблено висновок про те, що в нетри-

вiальнiй взаємодiючiй теорiї показник анiзотропiї є некласичним. Виявлено

та проаналiзовано помилки iнших авторiв в аналогiчних розрахунках.

5. Поставлена задача про вплив кристалiчної структури на критичну поведiнку

m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може бути

причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

6. Отриманi некласичнi поверхневi показники звичайного переходу в напiвбе-

змежних сильно анiзотропних системах з поверхнею, перпендикулярною до

однiєї з осей анiзотропiї.

7. Виявлено ряд неточностей в математичних формулюваннях ГЛСI. Отри-

мано нову iнформацiю стосовно математичної структури i явного вигляду

парних кореляцiйних функцiй систем з одновiсною анiзотропiєю в ТЛ.

8. Знайдено поправки порядку 1/n для кореляцiйних i термодинамiчних пока-

зникiв ТЛ з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї. Встановлено узгодження

з вiдомими результатами у чотирьох рiзних граничних режимах. Зроблений

висновок про те, що кореляцiйний критичний показник η4 змiнює свiй знак

при змiнi вимiрностi простору d.

9. Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладу амплiтуд Казимира плiвкових систем

з перiодичними i спецiальними граничними умовами, в явному виглядi зна-
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йдено поправки O(ε3/2) для цих амплiтуд.

10. Аналогiчнi результати отриманi для просторово обмежених анiзотропних

систем, по-рiзному орiєнтованих мiж двома паралельними поверхнями. По-

казано, що флуктуацiйно iндукованi сили залежать вiд просторової орiєнта-

цiї граничних поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї.
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4. Shpot M. A., Pogány T. K. The Feynman integral in R
1⊕R

m and complex ex-

pansion of 2F1 // Integral Transforms Spec. Funct. — 2016. — Vol. 27, no. 7. —

P. 533–547.

5. Srivastava H. M., Shpot M. A. Reduction and transformation formulas for the

Appell and related functions in two variables // Math. Meth. Appl. Sci. —

2017. — Vol. 40, no. 11. — P. 4102–4108.

6. Paris R. B., Shpot M. A. A Feynman integral in Lifshitz-point and Lorentz-

violating theories in RD ⊕ Rm // Math. Meth. Appl. Sci. — 2018. — Vol. 41,

no. 5. — P. 2220–2246.

7. Wilson K. G. Renormalization Group and Critical Phenomena. I. Renormal-

ization Group and the Kadanoff Scaling Picture // Phys. Rev. B. — 1971. —

Vol. 4. — P. 3174–3183.

8. Wilson K. G. Renormalization Group and Critical Phenomena. II. Phase-

Space Cell Analysis of Critical Behavior // Phys. Rev. B. — 1971. — Vol. 4. —

P. 3184–3205.

https://doi.org/10.1140/epjb/e2020-10422-9
https://doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2015.03.031
https://doi.org/http://dx.doi.org/10.1080/10652469.2016.1159560
https://doi.org/10.1002/mma.4289


267

9. Wilson K. G., Kogut J. The Renormalization Group and the ǫ Expansion //

Phys. Reports. — 1974. — Vol. 12C, no. 2. — P. 75–200.

10. Wilson K. G., Fisher M. E. Critical Exponents in 3.99 Dimensions // Phys.

Rev. Lett. — 1972. — Vol. 28, no. 4. — P. 240–243.

11. Shpot M. A. A massive Feynman integral and some reduction relations for

Appell functions // J. Math. Phys. — 2007. — Vol. 48, no. 12. — P. 123512.

12. Shpot M. A. Two-loop RG functions of the massive φ4 field theory in general

dimensions // Condens. Matter Phys. — 2010. — Vol. 13, no. 1. — P. 13101.

13. Shpot M. A., Chaudhary M. P., Paris R. B. Integrals of products of Hurwitz

zeta functions and the Casimir effect in φ4 field theories // J. Class. Anal. —

2016. — Vol. 9, no. 2. — P. 99–115.

14. Shpot M. A., Paris R. B. Integrals of products of Hurwitz zeta functions via

Feynman parametrization and two double sums of Riemann zeta functions //

Math. Aeterna. — 2016. — Vol. 6, no. 5. — P. 745–764.

15. Bounding scalar operator dimensions in 4D CFT / Rattazzi R., Rychkov V. S.,

Tonni E., and Vichi A. // J. High Energy Phys. — 2008. — Vol. 2008, no. 12. —

P. 031.

16. Precision islands in the Ising and O(N) models / Kos F., Poland D., Simmons-

Duffin D., and Vichi A. // J. High Energy Phys. — 2016. — Vol. 2016, no. 08. —

P. 036.

17. Carving out OPE space and precise O(2) model critical exponents /

Chester S. M., Landry W., Liu J., Poland D., Simmons-Duffin D., Su N.,

and Vichi A. // J. High Energy Phys. — 2020. — Vol. 2020, no. 6. — P. 142.

18. Kompaniets M. V., Panzer E. Minimally subtracted six-loop renormalization of

O(n)-symmetric φ4 theory and critical exponents // Phys. Rev. D . — 2017. —

Vol. 96. — P. 036016.

19. Poland D., Simmons-Duffin D. The conformal bootstrap // Nature Phys. —

2016. — Vol. 12, no. 6. — P. 535–539.

20. Poland D., Rychkov S., Vichi A. The conformal bootstrap: Theory, numer-

ical techniques, and applications // Rev. Mod. Phys. — 2019. — Vol. 91. —

https://doi.org/10.1063/1.2821256
https://doi.org/10.7153/jca-09-11
https://doi.org/10.13140/RG.2.2.16853.42728
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2008/12/031
https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.08(2016)036
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.06(2020)142
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.036016
https://doi.org/https://doi.org/10.1038/nphys3761
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.91.015002


268

P. 015002.

21. Komargodski Z., Simmons-Duffin D. The random-bond Ising model in 2.01

and 3 dimensions // J. Phys. A: Math. Theor. — 2017. — Vol. 50, no. 15. —

P. 154001.

22. Aharony O., Narovlansky V. Renormalization group flow in field theories with

quenched disorder // Phys. Rev. D . — 2018. — Vol. 98. — P. 045012.

23. Kaviraj A., Rychkov S., Trevisani E. Random Field Ising Model and Parisi-

Sourlas supersymmetry. Part I. Supersymmetric CFT // J. High Energy

Phys. — 2020. — Vol. 2020. — P. 090. — arXiv : 1912.01617.

24. Kaviraj A., Rychkov S., Trevisani E. Random Field Ising Model and Parisi-

Sourlas supersymmetry. Part II. Renormalization Group // J. High Energy

Phys. — 2021. — 9. — Vol. 2021. — P. 219. — arXiv : 2009.10087.

25. Cappelli A., Maffi L., Okuda S. Critical Ising Model in Varying Dimension by

Conformal Bootstrap // J. High Energy Phys. — 2019. — Vol. 01. — P. 161. —

arXiv : 1811.07751.

26. Trinchero R. Wilson-Fisher fixed points for any dimension // Phys. Rev. D . —

2019. — Vol. 100. — P. 116004.

27. Chen B., Hao P-X., Yu Z-f. 2D Galilean field theories with anisotropic scal-

ing // Phys. Rev. D . — 2020. — Vol. 101. — P. 066029.

28. Osborn H., Stergiou A. Seeking fixed points in multiple coupling scalar theories

in the ǫ expansion // J. High Energy Phys. — 2018. — Vol. 05. — P. 051. —

arXiv : 1707.06165.

29. Rychkov S., Stergiou A. General Properties of Multiscalar RG Flows in d =

4− ε // SciPost Phys. — 2019. — Vol. 6. — P. 8.

30. Henriksson J., Kousvos S. R., Stergiou A. Analytic and Numerical Bootstrap of

CFTs with O(m)×O(n) Global Symmetry in 3D // SciPost Phys. — 2020. —

Vol. 9. — P. 35.

31. Shpot N. A. Critical behavior of the mn-component field model in three di-

mensions // Phys. Lett. A. — 1988. — Vol. 133, no. 3. — P. 125–127.

32. Shpot N. A. Critical behavior of the mn-component field model in three di-

https://doi.org/10.1088/1751-8121/aa6087
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.045012
https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.04(2020)090
https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.03(2021)219
https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.01(2019)161
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.116004
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.066029
https://doi.org/10.1007/J. High Energy Phys.05(2018)051
https://doi.org/10.21468/SciPostPhys.6.1.008
https://doi.org/10.21468/SciPostPhys.9.3.035
https://doi.org/10.1016/0375-9601(88)90771-2


269

mensions. II. Three-loop results // Phys. Lett. A. — 1989. — Vol. 142, no.

8,9. — P. 474–478.

33. Liendo P., Rastelli L., van Rees B. C. The bootstrap program for boundary

CFTd // J. High Energy Phys. — 2013. — Vol. 2013, no. 07. — P. 113.

34. Diehl H. W., Shpot M. Massive field-theory approach to surface critical be-

havior in three-dimensional systems // Nucl. Phys. B . — 1998. — Vol. 528,

no. 3. — P. 595–647.

35. Boundary and interface CFTs from the conformal bootstrap / Gliozzi F.,

Liendo P., Meineri M., and Rago A. // J. High Energy Phys. — 2015. — Vol.

2015, no. 05. — P. 036.

36. Gliozzi F. Truncatable bootstrap equations in algebraic form and critical sur-

face exponents // J. High Energy Phys. — 2016. — Vol. 2016, no. 10. — P. 037.

37. Dey P., Hansen T., Shpot M. Operator expansions, layer susceptibility and

two-point functions in BCFT // J. High Energy Phys. — 2020. — Vol. 2020,

no. 12. — P. 051.
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374. Comtesse D., Hucht A., Grüneberg D. Thermodynamic Casimir Effect in the

large-n limit // arXiv:0904.3661. — 2009.

375. Li H., Kardar M. Fluctuation-induced Forces between Rough Surfaces // Phys.

Rev. Lett. — 1991. — Vol. 67, no. 23. — P. 3275–3278.

376. Li H., Kardar M. Fluctuation-induced forces between manifolds immersed in

correlated fluids // Phys. Rev. A. — 1992. — Vol. 46, no. 10. — P. 6490–6500.

377. Oswald P., Pieranski P. Smectic and Columnar Liquid Crystals // The Liquid

https://doi.org/10.1088/0305-4470/10/11/021


298

Crystals book seriess / ed. by Gray G., Goodby J., Fukuda A. — Boca Raton :

Taylor and Francis, 2006.

378. Mikheev L. V. Possibility of a roughening transition at the boundary of a

smectic and wetting of the free liquid surface by the smectic // Zh. Eksp.

Teor. Fiz. — 1989. — Vol. 96, no. 2. — P. 632–640.
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