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Актуальнiсть теми.
Протягом останнiх рокiв у фiзицi квантових багаточастинкових систем зна-

чна увага зосереджена на нових явищах, у яких суттєвим чином проявляються
колективнi ефекти, що пов’язанi з взаємодiєю та взаємним впливом частинок (ква-
зiчастинок), якi описуються рiзною статистикою - Бозе, Фермi, або змiшаною (ти-
пу статистики Паулi, де при теоретичному описi використовується псевдоспiновий
формалiзм).

Серед таких об’єктiв особливої актуальностi набули оптичнi гратки з уль-
трахолодними бозе- та фермi-атомами i їх атомними сумiшами. Найбiльше зацi-
кавлення, в першу чергу, викликає конденсацiя бозе-атомiв, вiдкрита експеримен-
тально в [M. Greiner et al.// Nature, 2002, 415, 39] у системi 87Rb атомiв; там же
було передбачено, що атомарний газ в фазi моттiвського дiелектрика (MI-фазi)
може розглядатись як новий стан матерiї з унiкальними властивостями. Згодом,
конденсацiя була отримана i для сумiшей бозе (87Rb) та фермi (40K) атомiв, де спо-
стережено низку нових ефектiв, зумовлених взаємодiєю бозе- i фермi-пiдсистем.
Було вивчено, зокрема, залежнiсть переходу до надплинної (SF-фази) вiд домi-
шкової концентрацiї фермiонiв у порiвняннi з вiдповiдним MI-SF переходом в чи-
стому бозонному газi. Особливе зацiкавлення бозон-фермiонними сумiшами зу-
мовлене ще й тим, що за допомогою резонансу Фешбаха можна змiнювати кон-
станти мiжчастинкових взаємодiй i впливати тим самим на згаданий перехiд та
на фiзичнi властивостi в цiлому.

З другого боку, мiжсортова квантова взаємодiя проявляється i при iоннiй
iнтеркаляцiї в кристалах. У цьому випадку iнтеркальованi (домiшковi) частин-
ки при модельному гратковому описi виступають як жорсткi бозони, а характер
просторового розподiлу iнтеркалянта визначається як прямою взаємодiєю мiж
впровадженими атомами, так i їх взаємодiєю з електронною пiдсистемою базово-
го кристалу.

Теоретичнi дослiджння граткових чистих та змiшаних бозе-фермi систем
розвиваються переважно на базi граткових моделей Бозе-Хаббарда (БХ) та Бозе-
Фермi-Хаббарда (БФХ) [A. Albus,F. Illuminati,J.Eisert// Phys. Rev. A, 2003, 68,
023606], а у випадку жорстких бозонiв – псевдоспiн-фермiонної та псевдоспiн-
електронної моделi [K.A. Müller// Z.Phys. B - Condensed Matter, 1990, 80] (останню
можна розглядати як граничний випадок моделi БФХ). ПЕМ є однiєю з тих, що
активно використовується в фiзицi сильноскорельованих електронних систем. По-
чатково вона була запропонована до опису високотемпературних надпровiдникiв
i дозволила розглянути роль ангармонiчної пiдсистеми iонiв кисню у появi нео-
днорiдних станiв та явищi бiстабiльностi [I.V Stasyuk// In: Highlights in condensed
matter physics, AIP Conference Proceedings, 2003. 695. 281]. Псевдоспiнове пред-
ставлення також використовується для опису iонних провiдникiв та iнтекраляцiї
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iонiв в кристалах [G.D. Mahan// Phys. Rev. B, 1976, 14, 780]. На базi згаданих
моделей найбiльш повно вивченi фазовi переходи мiж рiзними (однорiдними, мо-
дульованими i т.п.) фазами, а для оптичних граток - в першу чергу переходи до
надплинної фази. Залишається важливим питання про вплив фермiонної (чи еле-
ктронної) пiдсистеми на фазовi стани системи. Заслуговує уваги ситуацiя, коли
можна вважати заданими хiмiчнi потенцiали бозонiв та фермiонiв. Такий термо-
динамiчний режим дозволяє бiльш повно описувати фазовi переходи 1-го роду та
розшарування фаз.

Окремою проблемою є взаємний вплив пiдсистем на формування ефектив-
ної взаємодiї мiж фермiонами (електронами) через бозони та мiж бозонами через
фермiони. Цей ефект добре вивчений в лiтературi [R.M. Lutchyn, S. Tewari, S.
Das Sarma// Phys. Rev. A, 2009, 79, 011606]. Разом з тим, прояви згаданого впли-
ву в одночастинкових спектрах (особливо це стосується фермiонiв) з’ясованi ще
недостатньо. Тут викликає iнтерес можливiсть перебудови чи модифiкацiї таких
спектрiв при фазових переходах i, зокрема, при появi бозе-конденсату.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Ди-
сертацiйна робота виконана в IФКС НАН України згiдно з планами робiт в рам-
ках держбюджетних тем ”Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного спе-
ктру та динамiки сильнокорельованих систем частинок” (номер держреєстрацiї
0105U002085), ”Розробка сучасних теоретичних методiв та їх застосування до ви-
вчення властивостей конденсованих систем” (Шифр теми БТ 01102, номер держ-
реєстрацiї 0102U001794), ”Розвиток i застосування методiв аналiтичної теорiї та
комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електронних систе-
мах”. ( номер держреєстрацiї 0107U002081), ”Моделювання фiзичних властивостей
квантових граткових систем з багаточастинковими кореляцiями” (номер держре-
єстрацiї 0108U001154), ”Квантовi багаточастинковi гратковi системи: динамiчний
вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (номер держреєстрацiї 0112U007761), ”Бага-
томасштабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i засто-
сування” (номер держреєстрацiї 0112U007762).

Мета i задачi дослiдження.
Основними об’єктами дослiдження у дисертацiйнiй роботi є системи бозе-

та фермi-частинок з сильними кореляцiями (кристалiчнi сполуки з перехiдними иа
рiдкiсноземельними елементами, iнтеркальованi кристали, атоми у оптичних гра-
тках), що описуються псевдоспiн-електронною моделлю та моделлю Бозе-Фермi-
Хаббарда. Предметом дослiдження є вивчення енергетичного спектру та фазо-
вих переходiв у таких моделях. Для вирiшення поставлених задач використанi
такi методи дослiдження: технiка операторiв Хаббарда та застосування теореми
Вiка для них, апарат двочасових та температурних функцiй Грiна, пiдхiд дина-
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мiчного середнього поля (ДСП), наближення хаотичних фаз та самоузгодженого
поля, наближення типу Хаббард I.

Метою дисертацiйної роботи є вивчення впливу фермiонної пiдсистеми
у змiшаних квантових системах бозе- та фермi-частинок на термодинамiчнi вла-
стивостi, рiвноважнi стани та фазовi переходи мiж ними (зокрема на явище бозе-
конденсацiї) в режимi заданих хiмiчних потенцiалiв частинок, а також особли-
востей фермiонного спектру в таких системах у рiзних квантових станах, у тому
числi у надплиннiй фазi. Для досягнення мети дослiджень поставлено такi задачi:

• Розрахунок енергетичного електронного спектру ПЕМ в рамках методу ДСП,
дослiдження впливу псевдоспiн-електронної взаємодiї, локального поля аси-
метрiї та тунельного розщеплення рiвнiв на умови iснування та кiлькiсть еле-
ктронних пiдзон.

• Вивчення термодинамiки iнтеркаляцiї iонiв в кристалах в рамках граткової
псевдоспiнової моделi з врахуванням впливу електронної пiдсистеми.

• Дослiдження фазових переходiв при ненульових температурах в моделi БФХ
для ультрахолодних сумiшей бозе- та фермi-атомiв у оптичних гратках в на-
ближеннi хаотичних фаз з використанням формалiзму операторiв Хаббарда;
встановлення областей iснування надплинної фази та фази моттiвського дi-
електрика.

• Побудова фазових дiаграм для випадку жорстких бозонiв та ”важких” фер-
мiонiв у термодинамiчному режимi заданих хiмiчних потенцiалiв частинок.
Дослiдження можливостi змiни роду фазового переходу до надплинної фази
при рiзних температурах.

• Дослiдження електронного енергетичного спектру моделi БФХ у границi
сильної хаббардiвської кореляцiї в наближеннi жорстких бозонiв та аналiз
умов появи додаткових пiдзон в фермiонному спектрi за наявностi бозе-
конденсату.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. Вперше в рамках схеми ДСП показано, що взаємодiя з локально ангармо-
нiчними модами коливань кристалiчної гратки приводить до суттєвої змiни
умов появи моттiвської щiлини в енергетичному спектрi сильно скорельова-
них електронiв у металах, що описуються псевдоспiн-електронною моделлю
(в т.ч в кристалах з перехiдними i рiдкiсноземельними елементами).

2. Виявлено ефект додаткового розщеплення електронного спектру псевдоспiн-
електронної моделi, зумовленого взаємодiєю сильноскорельованих електронiв
з псевдоспiновим полем; на прикладi нижньої хаббардiвської пiдзони показа-
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но, що появу нових пiдзон у спектрi генерує реорiєнтацiйна динамiка псевдо-
спiнiв сукупно з асиметрiєю локальних полiв.

3. В рамках псевдоспiнового опису та з врахуванням взаємодiї з електронами
провiдностi вперше дослiджено вплив iонного перенесення на термодинамiку
iнтеркальованих домiшкових iонiв у кристалах; встановлено умови, за яких
така взаємодiя сприяє модуляцiї їх просторового розподiлу або фазовому роз-
шаруванню на областi з рiзними концентрацiями (у випадку домiшок як до-
норного так i акцепторного типу). Вперше виявлено можливiсть появи фази
з високою рухливiстю частинок iнтеркалянта в залежностi вiд рiвня їх хiмi-
чного потенцiалу та iнтенсивностi перескокової динамiки.

4. В рамках моделi Бозе-Фермi-Хаббарда при точному врахуваннi одновузло-
вої взаємодiї мiж частинками вперше побудовано (T, µ) фазовi дiаграми для
бозон-фермiонної сумiшi у оптичних гратках та встановлено областi нестiй-
костi MI- фази при рiзних концентрацiї (n′) фермiонiв та ненульових тем-
пературах; виявлено появу нових областей SF фази у порiвняннi з чистою
бозе-системою.

5. Виходячи з моделi БФХ у границi жорстких бозонiв i “важких” фермiонiв,
вперше показано, що фазовi переходи з MI до SF фази у режимi фiксова-
них хiмiчних потенцiалiв частинок можуть змiнювати свiй рiд з 2-го на 1-ий у
певних областях значень µ та µ′; при заданих концентрацiях частинок виника-
тиме при цьому фазове розшарування. При ненульових температурах можуть
iснувати “ре-ентрант” переходи з послiдовнiстю фаз MI-SF-MI.

6. Виявлено та описано перебудову одночастинкового фермiонного енергетично-
го спектру моделi БФХ, що проявляється в розщепленнi зонного спектру та
появi нових пiдзон у фазi з бозе-конденсатом.

Практичне значення отриманих результатiв. Розвинений в роботi
пiдхiд, що грунтується на методi динамiчного середнього поля та використан-
нi обмеженого одновузлового базису, може скласти основу для подальшого роз-
гляду енергетичного спектру систем, що описуються узагальненими псевдоспiн-
електронним моделями (з S ≥ 1 чи з бiльшою кiлькiстю локальних електронних
станiв), а також спектру бозон-фермiонних сумiшей у оптичних гратках при ви-
ходi за межi наближення жорстких бозонiв.

Результати, отриманi при дослiдженнi впливу електронiв провiдностi на
iонну iнтеркаляцiю у кристалах та побудовi фазових дiаграм, можуть бути ви-
користанi при iнтерпретацiї даних експерименту, що стосуються термодинамiки
iнтеркаляцiї i фазових станiв iонної пiдсистеми в iонних провiдниках.

Схема розрахунку термодинамiчних характеристик та побудови фазових
дiаграм моделi БФХ може бути безпосередньо перенесена на випадок притягаль-
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ної одновузлової взаємодiї мiж бозонами i фермiонами, а також вiдсутнього обме-
ження на заповнення бозонних станiв. З iншого боку, отриманi теоретично фазовi
дiаграми можуть бути використанi для iнтерпретацiї результатiв експерименталь-
ного дослiдження бозон-фермiонних сумiшей в оптичних гратках.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiй-
снив науковий керiвник роботи проф. I. В. Стасюк. Усi викладенi в дисертацiї
результати автор отримав самостiйно або при своїй безпосереднiй участi. У робо-
тах виконаних зi спiвавторами здобувачевi належить: у роботах [1,5] проведення
аналiтичних розрахункiв та отримання остаточних виразiв для функцiй Грiна, чи-
сельний розв’язок отриманих рiвнянь та побудова графiкiв. В роботах [2,3,4] до
особистого внеску автора вiдноситься проведення низки числових розрахункiв,
графiчне представлення результатiв та участь в їх обговореннi. В роботах [7,8]
автором отримано рiвняня для параметру порядку та критерiї стiйкостi фаз, про-
ведено числовi розрахунки; автору належить графiчне представлення результатiв
та участь в обговореннi та iнтерпретацiї отриманих результатiв.

Апробацiя роботи здiйснена пiд час доповiдей i обговорення основних
результатiв на семiнарах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України.
Цi результати також доповiдались, обговорювались та опублiкованi у матерiалах
таких конференцiй: V,VI,VII мiжнароднi школи - конференцiї “Актуальнi пробле-
ми фiзики напiвпровiдникiв”, (Дрогобич, Нацiональний педагогiчний унiверситет,
27-30.06.2005 р., 23-26.09.2008 р., 29.09-1.10.2010 р.); IV Мiжнародна наукова кон-
ференцiя “Фiзика невпорядкованих систем”, ( Львiв, 14-16 жовтня 2008 р.); The 3-
rd conference “Statistical physics: modern trends and applications” ( Lviv, 23-25 June,
2009); 9-th ISSFIT International symposium on systems with fast ionic transport,(
Ryga, Latvia 1-5 June 2010); Конференцiя молодих вчених “Проблеми теоретичної
фiзики” (Київ, Iнститут теоретичної фiзики iменi М.М. Боголюбова НАН України,
24-27 грудня 2013 р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у восьми жур-
нальних статтях [1-8] та восьми тезах доповiдей на конференцiях [9-16].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, семи
роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Обсяг дисертацiї становить
194 сторiнки включно зi списком використаних джерел, що мiстить 145 наймену-
вань. Результати роботи проiлюстровано на 73 рисунках.

Основний змiст роботи

У першому роздiлi наведено приклади граткових бозон-фермiонних си-
стем iз сильними кореляцiями, обговорено ряд явищ, що спостерiгаються в таких
системах та розглянуто методи та моделi, котрi використовуються для їх опису.
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Другий роздiл присвячено дослiдженню електронного енергетичного спе-
ктру псевдоспiн-електронної моделi у наближеннi сплаву в рамках теорiї дина-
мiчного середнього поля. Розглянуто випадок двох близьких електронних пiдзон
хаббардiвського типу, якi визначають положення хiмiчного потенцiалу при зада-
ному наборi параметрiв моделi. Окремо пронаналiзовано випадок нескiнченного
вiдштовхування електронiв на вузлi (чотиристанова модель).

Гамiльтонiан псевдоспiн-електронної моделi записано у виглядi:

H =
∑
i

(Uni,↑ni,↓ + E0(ni,↑ + ni,↓) + g(ni,↑ + ni,↓)S
z
i − ΩSxi − hSzi ) +∑

<i,j>,σ

tijc
+
iσcjσ (1)

де Ω - це тунельне розщеплення, g - константа псевдоспiн-електронної взаємодiї та
h - поле асиметрiї локального ангармонiчного потенцiалу, а доданок з tij описує
електронне переносення мiж вузлами гратки. З метою непертурбативного вра-
хування одновузлових кореляцiй використано процедуру, запропоновану в [A.M.
Shvaika, I.V. Stasyuk// Acta Phys. Polon. A, 1993, 84, 293]. Запроваджено базис
одновузлових станiв {|R〉 = |ni↑, ni↓;Szi = 1/2〉; |R̃〉 = |ni↑, ni↓;Szi = −1/2〉}, де
|1〉 = |0, 0; 1/2〉, |2〉 = |1, 1; 1/2〉, |3〉 = |0, 1; 1/2〉, |4〉 = |1, 0; 1/2〉 i т.п., та шляхом
перетворення {|R〉; |R̃〉} → {|r〉; |r̃〉} типу повороту приведено до дiагональної
форми одновузлову частину Ĥi оператора (1), яка трактується як гамiльтонiан
нульового наближення. Здiйснено перехiд до операторiв Хаббарда, якi дiють на
базисi {|r〉; |r̃〉}; при цьому ci,σ =

∑
m,nA

σ
mnX

mn
i .

Розрахунок електронного спектру ПЕМ проведено за допомогою функцiй
Грiна в рамках пiдходу динамiчного середнього поля. Розглянуто випадок гра-
тки Бете з незбуреною густиною станiв ρ0(t) = (2/πW 2)

√
W 2 − t2. Ефективну

одновузлову задачу, яка складає основу цього пiдходу i встановлює функцiональ-
ну залежнiсть G

(a)
σ (ω) = f ([Jσ(ω)]) мiж одновузловою електронною функцiєю

Грiна G
(a)
σ (ω) i когерентним потенцiалом Jσ(ω), розв’язано в дисертацiї у на-

ближеннi сплаву. Використовуючи, що для гратки Бете Jσ(ω) = (W 2/4)Gσ(ω)

[D. Vollhardt, W. Metzner// Phys. Rev. Lett., 1989, 62, 260], отримано рiвняння,
з якого знайдено когерентний потенцiал i електронну функцiю Грiна Gσ

k(ω) =[
Jσ(ω) +

(
G

(a)
σ (ω)

)−1

− tk
]−1

.

Для розв’язання одновузлової задачi для ПЕМ застосовано два способи.
Перший з них, використаний в п.2.2., грунтується на наближенiй аналiтичнiй схе-
мi, розвиненiй в [I.V. Stasyuk// Condens. Matter Phys., 2000, 3, 437] для моделi
Хаббарда. В рамках такого пiдходу, у основi якого є проектування у рiвняннях
руху на пiдпростiр фермi-операторiв Xpq

i та технiка рiзночасових розщеплень, в
п.2.2 дослiджено особливостi електронного зонного спектру ПЕМ, пов’язанi з по-
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явою енергетичної щiлини та переходом метал-дiелектрик. Розглянуто дiлянку
спектру, утворену близькими пiдзонами, що формуються електронними перехо-
дами (1̃4̃) i (3̃2̃). Це реалiзується при h < 0 та при електронному заповненнi,
близькому до половинного. Вираз для одновузлової функцiї Грiна зводиться у
цьому випадку до такого

G
(a)
↑ =

〈X 1̃1̃ +X 4̃4̃〉 cos2 ϕ41

ω − ε4̃1̃ − J↑cos2ϕ41
+
〈X 3̃3̃ +X 2̃2̃〉 cos2 ϕ32

ω − ε2̃3̃ − J↑cos2ϕ32
; (2)

тут ε4̃1̃ = ε4̃ − ε1̃ = E0 − 1
2

√
(g − h)2 + Ω2 + 1

2

√
h2 + Ω2; ε2̃3̃ = ε2̃ − ε3̃ = E0 + U −

1
2

√
(2g − h)2 + Ω2 + 1

2

√
(g − h)2 + Ω2; кути ϕ41 i ϕ32 є параметрами перетворення

до базису {|r〉; |r̃〉}. Середнi 〈X 1̃1̃ + X 4̃4̃〉 ∼= 1− n
2 i т.п. розрахованi за допомогою

спектральної теореми для вiдповiдних функцiй Грiна. Рiвняння для Jσ(ω), яке
випливає iз спiввiдношення J↑ = W 2

4 G
(a)
↑ , розв’язано числовим методом для рiзних

значень параметрiв моделi. Виходячи з умови ImJq(ω − i0+)→ 0, яка вiдповiдає
зануленню повної густини електронних станiв ρ(w) = 1

π ImG↑(ω−io+), встановлено
межi енергетичних зон. Дослiджено можливiсть iснування двох роздiлених пiдзон
чи об’єднання їх в одну (коли щiлина в спектрi зникає), що залежить вiд значень
пераметрiв моделi.

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,0

0,16

0,18

0,20

0,22

0,24

0,26

0,28

0,30

0,32

h

U

Ω=0.5

Ω=0.7
Ω=0.9
Ω=1.1

Рис. 1: Залежнiсть критичного значення куло-
нiвського потенцiалу Ueff вiд поля h при рiзних
значеннях Ω (n = 1.0, g = 1.0,W = 0.1)

Критичне значення параметра
взаємодiї на вузлi Ueff , при якому густи-
на станiв ρ(ω) змiнює свою топологiю
(щiлина iснує при U > Ueff), залежить
вiд поля h та параметра Ω (показано на
рис. 1). Умова вiдкриття щiлини визна-
чається також ступенем локальної ан-
гармонiчностi; щiлина iснує лише при
частотах Ω менших за критичну, що
вiдповiдає бiльшiй висотi бар’єра у по-
двiйних потенцiальних ямах.

Другий спосiб розрахунку одно-
вузлової функцiї Грiна G

(a)
σ , який за-

пропонований в п. 2.3, пов’язаний з ви-
користанням теорiї збурень у мацубарiвському представленнi та запровадженням
допомiжного фермi-поля ξ iз взаємодiєю V (c+ξ+ξ+c), для якого V 2〈Tξ+

σ ξσ〉 = Jσ.
Тут, при розкладах за степенями V усереднення проводиться з використанням
модифiкованої форми теореми Вiка для X-операторiв [П.М. Слободян, I.В. Ста-
сюк// ТМФ, 1974, 19, 423], що вiдповiдає наближенню сплаву. Застосування такої
схеми у випадку нескiнченного одновузлового вiдштовхування електронiв, коли
виключаються стани |2〉 i |2̃〉, приводить до наступного рiвняння для когерентного
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потенцiалу

Jσ(ωn) =
W 2

4

∑
r

g
(r)
0σ (ωn)

1+g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

〈Xrr〉0eQr∑
p
eQp〈Xpp〉0

(3)

де σ =↑ чи ↓; Qr =
∑

ωn

∑
σ ln(1 + g

(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)); g

(r)
0↑ = gpq0 cos2 ϕ41 +

gmn0 sin2 ϕ41, причому (pq,mn) дорiвнює: (14, 14̃), r = 1; (1̃4̃, 1̃4), r = 1̃; (14, 1̃4), r =

4; (1̃4̃, 14̃), r = 4̃; gqp0 (ωn) = −(iωn − εpq)−1.
Електронний спектр у даному випадку складається з чотирьох зон, якi

формуються переходами (41), (41̃), (4̃1) i (4̃1̃). Має мiсце значна перебудова спе-
ктру при змiнi параметрiв Ω i h та константи зв’язку g. У порiвняннi з незбуреним
спектром, який при g = 0 складається з однiєї зони, вiдбувається розщеплення
i з’являються забороненi щiлини. Для малих значень Ω i h щiлина виникає при
g ≈ W ; цей результат вiдповiдає отриманому в [A.M. Shvaika, I.V. Stasyuk //
Journ. Phys. Studies, 1999, 2, 177] для ПЕМ без тунельного розщеплення. При
збiльшеннi Ω можуть виникати додатковi щiлини; iснують два критичнi значен-
ня Ω, при яких вiдбувається злиття або поява нових зон. При змiнi h найбiльш
суттєва перебудова спектру вiдбувається в областi h = g/2.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено застосуванню ПЕМ до опису термо-
динамiки iонної iнтеркаляцiї у кристалах. Модель доповнено шляхом врахування
перенесення iнтеркальованих iонiв мiж їх рiвноважними позицiями в кристалi.
Дослiджено вплив взаємодiї iонiв з електронами провiдностi на рiвноважнi стани
пiдсистеми iнтеркалянта; в рамках наближення середнього поля (НСП) побудо-
вано вiдповiднi фазовi дiаграми.

Розгляд грунтується на гамiльтонiанi, який є узагальненим гамiльтонiаном
ПЕМ:

H =
∑
ij

ΩijS
+
i S
−
j +

∑
ijσ

tijc
+
iσcjσ +

∑
iσ

(gSzi niσ − µniσ)−
∑
i

hSzi . (4)

Тут Szi = 1/2, коли є iнтеркальований iон на вузлi i та Szi = −1/2, коли немає iона;
c+
iσ та ciσ – оператори народження та знищення електрона у станi Ваньє на атомi
“господаря” у комiрцi i. Враховано перенесення iонiв та електронiв мiж вузлами
гратки (перший та другий доданки в (4)) та взаємодiю електронiв з домiшковими
iонами (параметр взаємодiї g) ; µ та h – хiмiчнi потенцiали електронiв та iонiв,
вiдповiдно.

Для дослiдження термодинамiки моделi застосовано наближення середньо-
го поля стосовно псевдоспiн-електронної взаємодiї та перенесення iнтеркальова-
них iонiв. Взято до уваги можливiсть формування модульованих фаз. При роз-
биттi на двi пiдгратки (α = 1, 2) параметрами самоузгодження є електронна кон-
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центрацiя nα =
∑
σ
〈niασ〉 та середнє ηα = 〈Sziα〉, що визначає заселенiсть iонних

позицiй, а також середнє 〈Sxiα〉, яке має змiст параметра порядку у випадку фаз з
бозе- конденсацiєю домiшкових iонiв.

Шляхом дiагоналiзацiї електронної та псевдоспiнової частини гамiльтонiа-
на середнього поля знайдено електронну зонну енергiю λkα у присутностi iнтер-
калянта та середнє поле λ̃α, що дiє на псевдоспiни

λkα = g
η1 + η2

2
+ (−1)α

√(
g
η1 − η2

2

)2

+ t2k; λ̃α =
√

(gnα − h)2 + (2Ω〈Sxβ〉)2, α 6= β

(5)

Електронна зона змiнює своє положення при iнтеркаляцiї, має мiсце також її
розщеплення. Псевдоспiновий спектр зазнає модифiкацiї, характерної для фаз з
конденсатом.

Повний термодинамiчний потенцiал має у НСП вигляд

Φ
N
2

= − T
N

∑
k,σ

ln
((

1 + e
µ−λk1
T

)(
1 + e

µ−λk2
T

))
−T ln

(
4 cosh

βλ̃1

2
cosh

βλ̃2

2

)
− g(n1η1 + n2η2)− 2Ω〈Sx1 〉〈Sx2 〉. (6)

Виходячи з умов рiвноваги ∂Φ/∂ηα = 0, ∂Φ/∂〈Sxα〉 = 0, ∂Φ/∂nα = 0, отри-
мано систему рiвнянь для параметрiв самоузгодження; їх розв’язки знайдено чи-
словим сособом (при розрахунках використовувалась густина електронних станiв
ρ(ε) = 2

πW 2

√
W 2 − ε2). Вiдбiр термодинамiчно стiйких станiв та аналiз фазових

переходiв виконано за допомогою потенцiалу (6). Побудовано фазовi дiаграми,
що визначають областi iснування рiзних фаз у випадках iнтеркалянта донорного
(g < 0) та акцепторного (g > 0) типу. Якщо µ = 0 (що вiдповiдає половинному
заповненню електронної зони) та при малих значеннях параметра Ω, в системi
вiдбувається фазовий перехiд 1-го роду з однорiдної “2” в модульовану фазу “4а”
(у якiй n1 6= n2, η1 6= η2), при змiнi хiмiчного потенцiалу iонiв в областi h ∼ g (див.
рис. 2). У випадках коли µ перебуває поблизу краю зони (нижнього, при g < 0,
чи верхнього, при g > 0) та при малих значеннях Ω має мiсце фазовий перехiд
1-го роду мiж двома однорiдними фазами “2” зi стрибком середнiх концентрацiй
iонiв та електронiв. Цьому вiдповiдає розшарування на “бiдну” i “багату” фази,
що узгоджується з експериментальними даними для низки напiвпровiдникових
систем [M. Wagemaker et al.// J. Am. Chem. Soc., 2003, 125, 840]. Даний ефект є
наслiдком появи ефективного притягання мiж iонами. Для великих значень па-
раметра Ω реалiзовуються однорiднi фази з 〈Sx〉 6= 0 (фази “1” та “3”) та 〈Sx〉 = 0

(фаза “2”). Фаза з 〈Sx〉 6= 0 виникає внаслiдок перестрибування домiшкових iонiв
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мiж вузлами гратки; ця фаза може мати вiдношення до стану з високою рухли-
вiстю iнтеркальованих iонiв.

Рис. 2: Фазова дiаграма на площинi (h,Ω) µ =

0, g = 0.4, W = 1, T = 0.05. (1),(3) - одно-
рiдна фаза з 〈Sx〉 6= 0 ((1): 〈Sx

1 〉 = 〈Sx
2 〉, (3):

〈Sx
1 〉 = −〈Sx

2 〉); (2) – однорiдна фаза з 〈Sx〉 = 0;
(4) – модульована фаза ((a): 〈Sx

1,2〉 = 0, (b):
〈Sx

1,2〉 6= 0). Суцiльнi лiнiї вiдповiдають фазовим
переходам 2-го роду, штриховi лiнiї - фазовим
переходам 1-го роду.

У випадку Ω < 0 реалiзується
〈Sx1 〉 = 〈Sx2 〉, а при Ω > 0 〈Sx1 〉 = −〈Sx2 〉.
При промiжних значеннях Ω може ре-
алiзуватись фаза “4b”, для якої одноча-
сно 〈Sxα〉 6= 0 i iснує просторова модуля-
цiя концентрацiй. Така фаза вiдповiд-
ає вiдомiй з лiтератури фазi суперсолiд
(SS), механiзм появи якої пов’язують,
зокрема, з впливом ефективної взаємо-
дiї мiж iонами через електрони. Фазо-
вий перехiд з однорiдної в модульовану
фази може бути як першого так i дру-
гого роду (рис. 2).

Четвертий роздiл присвячено
розгляду фазової поведiнки та нестiй-
костi щодо появи бозе-конденсату у мо-
делi Бозе-Фермi-Хаббарда (БФХ) з га-
мiльтонiаном

H=−
∑
ij

tijb
+
i bj −

∑
ij

t′ijf
+
i fj

+
U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) + U ′

∑
i

nbin
f
i

−µ
∑
i

b+
i bi − µ′

∑
i

f+
i fi . (7)

яку використовують при описi сумiшi ультрахолодних бозе- та фермi- атомiв у
оптичних гратках. Звернуто увагу на вплив фермiонiв на перехiд вiд нормальної
(МI) до надплинної (SF) фази; розраховано лiнiї спiнодалей, якi є лiнiями фа-
зових переходiв (ФП) 2-го роду коли термодинамiчно можливою є їх реалiзацiя.
В доповнення до дослiджень [H. Fehrmann et al.//Opt. Commun., 2004, 243, 23],
для T = 0, побудовано фазовi дiаграми для ненульових температур. Розглянуто
випадки притягання (U ′ < 0) та вiдштовхування (U ′ > 0) мiж бозонами i фермiо-
нами за скiнченної бозонної кореляцiї U хаббардiвського типу; tij(t′ij) - параметри
перенесення бозонiв (фермiонiв) у гратцi.

Для встановлення умов стабiльностi МI фази вiдносно появи бозе-
конденсату застосовано критерiй розбiжностi бозонної функцiї Грiна� b|b+ �q,ω

при ω = 0, ~q = 0. При цьому, з метою базисного врахування одновузлових взаємо-
дiй запроваджено оператори Хаббарда Xnm

i = |n, i >< m, i|, X ñm̃
i = |ñ, i >< m̃, i|,
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що дiють на базисi вузлових станiв (nbi = n, nfi = 0) ≡ |n, i >; (nbi = n, nfi = 1) ≡
(ñ, i >.

Функцiю Грiна Gij(t − t′) =� bi(t)|b+
j (t′) �, де bi =

∑
n

√
n+ 1Xn,n+1

i +∑
ñ

√
ñ+ 1X ñ,ñ+1

i , розраховано для нормальної фази у наближеннi хаотичних фаз,
застосовуючи розчеплення типу〈〈(

Xm,m
l −Xm+1,m+1

l

)
bj|Xr+1,r

p

〉〉
≈ 〈Xm,m−Xm+1,m+1〉〈〈bj|Xr+1,r

p 〉〉,

〈〈b+
i X

m,m+2|Xr+1,r
r 〉〉 ≈ 0. (8)

якi придатнi при 〈bi〉 = 0. У випадку локалiзованих фермiонiв (t′ij = 0) для фур’є-
образу функцiї G отримано Gk(ω) = 1

2π

[
1− g0(ω)tk

]−1, де незбурена одновузлова
функцiя Грiна

g0(ω) =
∑
m

[
Qm(m+ 1)

ω −∆m
+
Qm̃(m̃+ 1)

ω −∆m̃

]
. (9)

∆m = λm+1 − λm(∆m̃ = λm̃+1 − λm̃) -вiдстань мiж одновузловими рiвнями енергiї
(λm = U

2m(m− 1)− µm; λm̃ = U
2 m̃(m̃− 1)− µm̃− µ′ + U ′m̃); Qm(Qm̃) - рiзниця

заселеностi рiвнiв m i m+ 1 (m̃ i m̃+ 1).

-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

T=0.02U, nf=0.2

   U'=0.2U
   U'=0.8U
   U'=1.2U 

(a)

(SF)

(MI)(MI)(MI)

Рис. 3: (W,µ) фазова дiаграма для рiзних зна-
чень U ′, nf = 0.2

Лiнiї спiнодалей визначено з
умови 1 = t0g0(ω = 0), яка у випад-
ку tij > 0 виконується в центрi зони
Брилюена (при T → 0 рiвняння (6) вiд-
повiдає отриманому в [M. Lewenstein et
al.//Phys. Rev. Lett., 2004, 92, 050401]
в рамках теорiї середнього поля). Ре-
зультати подано у виглядi фазових дi-
аграм (W,µ) (де W - пiвширина вихi-
дної бозонної зони; µ-хiмпотенцiал бо-
зонiв) при рiзних T , U ′ i заданiй кон-
центрацiї фермiонiв n′. Їх характерною
рисою є наявнiсть послiдовностi купо-
лiв вздовж осi µ, що обмежують обла-

стi МI фази; переходи мiж ними згладжуються при зростаннi T , а розташування
i ширини змiнюються залежно вiд U ′ i n′ (рис. 3). Якiсно цей ефект пов’язаний з
тим, що при t 6= 0 SF фаза з’являється в околi значень µ = nU (µ = nU + U ′);
вiдповiдно, бозе-конденсат виникає у супроводi фермiонiв з їх малою (великою)
концентрацiєю (iснування двох типiв бозе-конденсату у БФ-сумiшах було вiдзна-
чено в [A. Mering, M. Fleischhauer// Phys. Rev. A, 2008, 77, 023601]). Появу дода-
ткових областей SF фази при промiжних концентрацiях n′ отримано i на фазових
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дiаграмах (T, µ); виявлено ефект “вiдриву” вiд осi абсцис областей SF фази при
активацiйному механiзмi перенесення бозонiв. Нижчу критичну температуру, мо-
жна пов’язувати з переходом до суперiонного стану при застосуваннi моделi до
систем з суперiонною провiднiстю [I.V. Stasyuk, N. Pavlenko //J. Phys.: Condens.
Matter, 1998, 10, 7079].

У п’ятому роздiлi бiльш детально розглянуто термодинамiку моделi БФХ
у випадку “важких” фермiонiв (при гранично малому значеннi параметра перене-
сення фермiонiв t′ij). Використано наближення жорстких бозонiв та безспiнових
(спiн-поляризованих) фермiонiв i в рамках ефективної чотиристанової моделi, ви-
ходячи з умов термодинамiчної рiвноваги, проаналiзовано фазовий перехiд МI-SF
(не обмежуючись критерiєм стабiльностi нормальної (МI) фази для знаходження
точки переходу). Розрахунки проведено при T = 0 в режимi фiксованих хiмiчних
потенцiалiв бозонiв µ та фермiонiв µ′.

Гамiльтонiан моделi БФХ (7) записано у представленнi операторiв Хаббар-
да, що дiють на одновузловому базисi |nbi , n

f
i >, який при U → ∞ складається

з чотирьох станiв |0〉 = |0, 0〉, |0̃〉 = |0, 1〉, |1〉 = |1, 0〉, |1̃〉 = |1, 1〉
Видiлено параметр порядку для бозе-конденсату ϕ = 〈bi〉 = 〈b+

i 〉; cередньопо-
льова частина гамiльтонiана пiсля дiагоналiзацiї має вигляд ĤMF =

∑
iHi, де

Ĥi =
∑

p′ εp′X
p′p′

i − t0ϕ2 причому p′ = 0′, 1′, 0̃′, 1̃′ - iндекси, що визначають стани
на новому базисi,

ε0′,1′ = −µ
2
±
√
µ2

4
+ t20ϕ

2, ε0̃′,1̃′ = −µ′ − µ

2
+
U ′

2
±
√

(U ′ − µ)2

4
+ t20ϕ

2

(t0 =
∑
j

tij = −|t0|; t0 < 0) (10)

Вiдповiдно, великий термодинамiчний потенцiал у НСП: ΩMF/N = −θ lnZ0 =

−θ ln
(∑

p′ e
−βεp′

)
. Рiвноважнi значення параметра ϕ визначаються з умови

∂ΩMF/∂ϕ = 0. Для розв’язку ϕ 6= 0 отримано рiвняння

1

|t0|
=
〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉

2
√

µ2

4 + t20ϕ
2

+
〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉

2
√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

(11)

За наявностi декiлькох розв’язкiв береться той, що вiдповiдає абсолютному мiнi-
муму ΩMF . З рiвняння (11), покладаючи ϕ = 0, отримано умову нестабiльностi
нормальної (MI) фази щодо появи бозе-конденсату (на дiаграмах їй вiдповiда-
ють лiнiї спiнодалей, якi можуть бути лiнiями переходiв 2-го роду при виконаннi
критерiїв термодинамiчної стiйкостi).

Ми обмежилися при цьому випадком (U ′ > 0) та T = 0, коли система мо-
же переходити шляхом квантового фазового переходу з одного основного стану в
iнший. Виявлено наявнiсть S-подiбних залежностей ϕ(µ) i, вiдповiдно, переходiв 1-
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го роду (замiсть 2-го) до SF фази у певних областях значень хiмiчних потенцiалiв
µ i µ′. Ефект має мiсце, коли хiмiчний потенцiал µ′ розмiщений в межах iнтерва-
лу [0, U ′]. Поява переходiв 1-го роду i стрибкiв параметра порядку ϕ пов’язана iз
конкуренцiєю мiж станами, у яких поряд з бозонами присутнi або вiдсутнi фер-
мiони. Точка µ′ = U ′/2 є особливою, у цiй точцi зi зменшенням µ′ вiдбувається
розпад областi SF фази на двi окремi. Це пiдтверджує iснування двох типiв бозе-
конденсату - SF 1̃′ (де всi фермiоннi стани при T = 0 зайнятi) i SF 1′ (де фермiони
при T = 0 вiдсутнi); фазовi переходи мiж ними є також 1-го роду. Це зображе-
но на фазових дiаграмах (µ′, µ) i (|t0|, µ), розрахованих при рiзних значеннях |t0|
i µ′ вiдповiдно (надплинна фаза є в областях, де основними є стани |1′〉 i |1̃′〉).

Рис. 4: (|t0|, µ) дiаграма, випадок U ′/2 < µ′ < U ′

Характерною рисою моделi є
асиметрiя фазових дiаграм (|t0|, µ), що
вiдрiзняє їх вiд дiаграм для чистої мо-
делi жорстких бозонiв. Iснує, крiм цьо-
го, мiнiмальне значення параметра пе-
ренесення бозонiв |t0|, нижче якого при
T = 0 SF фаза не виникає (див. рис. 4);
це отримано шляхом прямого врахува-
ння бозон-фермiонної взаємодiї (у на-
ближеннi Хартрi-Фока |t0|min = 0 i
вплив фермiонiв проявляється лише у

змiщеннi точки мiнiмуму [T.P. Polak, T.K. Kopeć// Phys. Rev. A, 2001, 81, 043612]).
Даний ефект показує, що присутнiсть фермiонiв утруднює бозе-конденсацiю; це
вiдповiдає даним експерименту для сумiшi 87Rb −40 K [C. Ospelkaus et al//Phys.
Rev. Lett., 2006, 97, 120402].

На лiнiї фазових переходiв першого роду в режимi фiксованих значень µ та
µ′ має мiсце стрибкоподiбна поведiнка концентрацiї бозонiв n̄B = −∂(ΩMF/N)/∂µ.
В режимi фiксованих n̄B та µ′ цьому вiдповiдає роздiлення на фази з рiзною
концентрацiєю n̄B, яке , проте, вiдсутнє в центральнiй областi |t0| < µ′ < U ′−|t0|,
яка iснує при |t0| < U ′/2; при заданiй промiжнiй величинi n̄B система перебуває
в змiшаному станi, у якому вузли гратки заповненi (стан |1̃〉) або порожнi (|0〉) з
iмовiрностями, n̄B або 1− n̄B, вiдповiдно.

Розгляд термодинамiки моделi БФХ у гратцi жорстких бозонiв та “важких”
фермiонiв, проведений на основi 4-станової моделi у роздiлi 5 у рамках великого
канонiчного ансамблю для T = 0, поширено у шостому роздiлi на ненульовi
температури. Застосовано аналогiчний пiдхiд: бозон-фермiонну взаємодiю U ′ > 0

враховано точно, а перенесення бозонiв по гратцi - у НСП.
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Проаналiзовано поведiнку параметра порядку бозе-конденсату та тер-
модинамiчного потенцiалу як функцiй хiмiчних потенцiалiв частинок при не-
нульових температурах. Видiлено термодинамiчно стiйкi стани, якi вiдповiд-
ають абсолютному мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу; розраховано лi-
нiї спiнодалей та побудовано фазовi дiаграми на площинi (T, µ). Їх хара-
ктерною рисою є “ре-ентрант” - поведiнка (iснування SF фази як промi-
жної при змiнi температури) при потрапляннi µ′ всередину iнтервалу [0, U ′].

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35 T t0|=0.8, '=0.8

Рис. 5: (T, µ) фазова дiаграма у випадку |t0| =

0.8, µ′ = 0.8, U ′ = 1. Тут - суцiльна (штрихова)
лiнiя є лiнiєю фазового переходу 1го (2го) роду;
пунктирна лiнiя – спiнодалi. Всi величини дано
в одиницях U ′.

Встановлено умови, за яких лiнiї фазо-
вих переходiв не накладаються на спi-
нодалi i переходи є 1-го роду. Є два ви-
падки: i) переходи мiж МI i SF фаза-
ми, якi переходять у трикритичних то-
чках у переходи 2-го роду (рис.5); ii) пе-
реходи в межах областi SF фази, лiнiї
яких закiнчується у критичних точках
(при T = 0 вони роздiляють цю область
на частини SF (1̃′) i SF (1′) з рiзними ти-
пами бозе-конденсату, описанi в роздi-
лi 5).

На фазових дiаграмах (µ′, µ),
отриманих при T 6= 0, областi SF фа-
зи при |t0| < U ′/2 завжди роз’єднанi.
У випадку U ′/2 < |t0| < U ′ iснує лише

одна область SF фази при низьких температурах, проте при зростаннi T насту-
пає змiна топологiї i область SF фази стає двозв’язною. Таке розщеплення на
двi частини вiдбувається в точцi з координатами µ = µ′ = 0, 5U ′, що вiдповiдає
заповненню з n̄B = 1/2. Тут має мiсце фазовий перехiд 2-го роду з SF до МI
фази за температури θspinod = U ′[4ArthU ′/2|t0|]−1 яка не залежить вiд хiмiчного
потенцiалу фермiонiв µ′. Для U ′crit = 2|t0| фаза SF у випадку µ = U ′/2 зникає.

Значення параметра перенесення бозонiв |t0|min, нижче якого неможлива
їх конденсацiя, зростає при пiдвищеннi температури. Це узгоджується з даними,
отриманими в [G. Refael, F. Demler// Phys. Rev. B, 2008, 77, 144511].

Проаналiзовано стрибки концентрацiй ∆n̄B та ∆n̄F на лiнiї фазових пере-
ходiв 1-го роду при рiзних температурах. Iснують два окремi iнтервали значень µ′

iз стрибками концентрацiй; вони з’єднуються в точцi µ′ = U ′/2 у границi T → 0

у випадку U ′/2 < |t0 < U ′|. При пiдвищеннi T стрибки зникають у критичних та
трикритичних точках.

Сьомий роздiл присвячено дослiдженню фермiонного спектру моделi
Бозе-Фермi-Хаббарда (БФХ) в рамках методу, що базується на застосуваннi опе-
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раторiв Хаббарда для базисного врахування одновузлових кореляцiй. Як i в
роздiлах 5 i 6, розглянуто випадок жорстких бозонiв i вiдштовхувальної бозон-
фермiонної взаємодiї (U ′ > 0), однак враховано перенесення фермiонiв (t′ij 6= 0),
спiни яких зорiєнтованi в одному напрямку, що дозволяє трактувати їх як “без-
спiновi”.

Виходячи з гамiльтонiана (7), для дослiдження фермiонного спектру вико-
ристано пiдхiд двочасових температурних функцiй Грiна 〈〈ai|a+

j 〉〉, побудованих
на фермi-операторах, де ai =

∑
n
Xnñ
i . Задача зведена до розрахунку функцiї Грiна

на операторах Хаббарда 〈〈Xnñ|X r̃r〉〉. Використано розчеплення, що вiдповiдають
наближенню середнього поля для бозонiв та наближенню Хаббард-I для фермiо-
нiв [J. Hubbard, Proc. Roy. Soc. Lond. A 276, 238 (1963)]; це дозволяє врахувати
одновузлову взаємодiю U ′ в рамках нульового наближення. У рiвняннях руху для
функцiй Грiна 〈〈Xmm̃

p |X ñn
r 〉〉 застосовано наближення

b+
i X

m−1,m̃
p → 〈b+

i 〉Xm−1,m̃
p ; Xm+1,m̃

p bj → Xm+1,m̃
p 〈bj〉, (12)(

Xmm
p +Xm̃m̃

p

)
aj → 〈Xmm

p +Xm̃m̃
p 〉aj

i т.п., причому 〈b+
i 〉 = 〈bj〉 ≡ ϕ – параметр порядку бозе-конденсату. В резуль-

татi отримано загальну систему рiвнянь, де входять функцiї Грiна 〈〈Xmm̃|X ñn〉〉,
〈〈Xm ˜m−1|X ñn〉〉, 〈〈a|X ñn〉〉.

Подальшi розрахунки виконано у пiдходi жорстких бозонiв. При на-
явностi безспiнових фермiонiв це вiдповiдає переходу до 4-станової моде-
лi (зi станами |0〉, |0̃〉, |1〉, |1̃〉), що використовувалась у роздiлах 5 i
6. Тут ai = X0,0̃

i + X1,1̃
i i пiсля перетворення, що дiагоналiзує HMF ,

ai = cos (ψ̃ − ψ)
(
X0′0̃′
i +X1′1̃′

i

)
+ sin (ψ̃ − ψ)

(
X1′0̃′
i −X0′1̃′

i

)
де sin 2ψ =

t0ϕ
[
µ2/4 + t20ϕ

2
]−1/2; sin 2ψ̃ = t0ϕ

[(
U ′−µ

2

)2

+ t20ϕ
2

]−1/2

.

Для фермiонної функцiї Грiна отримано вираз 〈〈a|a+〉〉q,ω =
h̄
2π

[
g−1

0F (ω)− tq
]
, де

g0F (ω) = cos2(ψ̃−ψ)
[〈X0′0′ +X 0̃′0̃′〉
h̄ω − ε0̃′ + ε0′

+
〈X1′1′ +X 1̃′1̃′〉
h̄ω − ε1̃′ + ε1′

]
+

+ sin2(ψ̃−ψ)
[〈X1′1′ +X 0̃′0̃′〉
h̄ω − ε0̃′ + ε1′

+
〈X0′0′ +X 1̃′1̃′〉
h̄ω − ε1̃′ + ε0′

]
(13)

У випадку T = 0 внески до g0F (ω) визначаються станами з найнижчими
енергiями. Залежно вiд значень µ i µ′ основнi стани змiнюються. При перемiщеннi
µ у додатньому напрямку мають мiсце, зокрема, послiдовностi: (a) |0〉 → |1′〉 → |1〉
для µ′ < 0; (б) |0̃〉 → |1̃′〉 → |1̃〉 для µ′ > U ′; (в)|0̃〉 → |1̃′〉 → |1′〉 → |1〉 для
µ′ ∼ U ′/2, U ′/2 < |t0| < U ′. На рис.6 представлено розрахованi для цих ви-
падкiв межi енергетичних зон, отриманi з густин електронних станiв ρ(h̄ω) =
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(a) (б) (в)

Рис. 6: Енергетичнi рiвнi фермiонiв U ′ = 1, (а) t0 = −0.2, µ′ = 1.2; (б) t0 = −0.2, µ′ = −0.1;
(в) t0 = −0.8, µ′ = 0.5. Лiнiї (a) та (b) на графiках вiдповiдають рiзним значенням хiмiчного
потенцiалу µ ((а) µ = 0.7 та µ = 1; (б) µ = −0.3 та µ = 0; (в) µ = 0.25 та µ = 0.75∫ w
w dxρ0(x)(A1(x)δ(x− ε1)) +A2(x)δ(x− ε2) (тут Ai(x) - ваги вiдповiдних полюсiв
функцiї Грiна 〈〈a|a+〉〉, ρ0(x) = 1

πW 2

√
W 2 − x2). З отриманих результатiв видно,

що крiм зсуву фермiонних рiвнiв енергiї, що залежить вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв, у фазi з бозе-конденсатом (де ϕ 6= 0) має мiсце поява нових пiдзон. У
випадку (а) додаткова пiдзона появляється над основною зоною на вiддалi∼ U ′;
у випадку (б) вона iснує пiд основною зоною на такiй самiй вiддалi (рис. 6). По-
ступове вiдщеплення пiдзони у випадку (б) пов’язане з переходами 2-го роду мiж
вiдповiдними фазами. Причиною розщеплення спектру у SF фазi є поява нових
фермiонних переходiв (що супроводжуються народженням або знищенням бозона
внаслiдок змiшування станiв з рiзним числом бозонiв). Такi збудження подiбнi до
“композитних фермiонiв”, описаних в [Fehrmann H., Baranov M., Lewenstein M.,
Santos L.// Opt. Express, 2004, 12, 55].

Основнi результати та висновки

1. Виходячи з псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ) показано, що у кристалах з
сильними електронними кореляцiями хаббардiвського типу та з локальним ан-
гармонiзмом коливань гратки умови переходу метал-дiелектрик (з вiдкриттям
щiлини у енергетичному спектрi) визначаються не тiльки величиною однову-
злової взаємодiї електронiв, але й параметрами, що характеризують локальнi
потенцiальнi ями (їх асиметрiю та частоту коливань тунельного типу).

2. Виявлено складний характер перебудови електронного спектру псевдоспiн-
електронної моделi з безмежним хаббардiвським вiдштовхуванням електро-
нiв, зумовленої змiною поперечного поля Ω, поля асиметрiї h та константи
псевдоспiн-електронного зв’язку g; ефект полягає у появi чи зникненнi до-
даткових пiдзон у спектрi i пов’язаний з процесами, при яких мiжвузлове
перенесення електронiв супроводжується переорiєнтацiєю псевдоспiнiв.

3. В рамках ПЕМ показано, що при iоннiй iнтеркаляцiї у кристалах з рiзним за-
повненням електронних зон є можливою реалiзацiя (пiд впливом електронної
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пiдсистеми та внаслiдок перескокової динамiки домiшкових частинок) одно-
рiдного або просторово модульованого розподiлу iнтеркалянта, виникнення
фазового розшарування, а також поява фаз з високою рухливiстю iонiв. Це
залежить вiд типу iнтеркалянта (акцептор чи донор), рiвня хiмiчних потен-
цiалiв iнтеркалянта та електронiв, частоти мiжвузлового перестрибування, а
також температури; переходи мiж фазами є другого або першого роду.

4. Показано, що у гратковiй бозон-фермiоннiй сумiшi (що описується моделлю
БФХ) iснування двох типiв бозе-конденсату, пов’язаних з характером запов-
нення фермiонних станiв, проявляється при промiжних концентрацiях ñF у
появi додаткових областей SF-фази на (T, µ) фазових дiаграмах; їх форма
змiнюється з ñF , а також зазнає перебудови при активацiйному механiзмi пе-
рестрибування бозонiв.

5. Встановлено, що у моделi БФХ у випадку жорстких бозонiв i “важких” фер-
мiонiв, взаємодiя мiж якими має характер вiдштовхування, фазовi переходи
до SF фази у термодинамiчному режимi заданих хiмiчних потенцiалiв ча-
стинок стають переходами першого роду у тих областях значень µ i µ′, де
бозе-конденсацiя зазнає впливу з боку як зайнятих так i вiльних фермiонних
станiв; як наслiдок, це приводить до фазового розшарування при фiксованих
концентрацiях частинок. Область iснування SF-фази на фазових дiаграмах
(µ′, µ) може бути одно- або двозв’язною, залежно вiд величини взаємодiї мiж
бозонами i фермiонами, та температури.

6. Для моделi БФХ з жорсткими бозонами та “важкими” фермiонами встанов-
лено, що при ненульових температурах можуть iснувати т. зв. “ре-ентрант”
переходи (коли фаза з бозе-конденсатом є промiжною); на фазових (T, µ) дi-
аграмах лiнiї переходiв 1-го роду, залежно вiд значень хiмiчного потенцiалу
фермiонiв µ′, переходять у трикритичних точках у лiнiї переходiв 2-го ро-
ду, або закiнчуються у звичайних критичних точках (перебуваючи всерединi
областей SF-фази).

7. Шляхом розрахунку одночастинкових густин фермiонних станiв для моделi
БФХ для випадку сильної одновузлової взаємодiї U та у пiдходi жорстких
бозонiв встановлено, що у станi з бозе-конденсатом (SF-фаза) у фермiонно-
му спектрi вiдбувається розщеплення i з’являються додатковi пiдзони, що є
наслiдком появи нових фермiонних переходiв при змiшуваннi станiв з рiзним
числом бозонiв (проявом т. зв. композитних збуджень).
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АНОТАЦIЯ

Краснов В.О. Термодинамiка та енергетичнi спектри граткових
бозе-фермi систем iз сильними кореляцiями. - Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.04.02 - теоретична фiзика, Iнститут
фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2017.

Дисертацiя присвячена розвитку модельного опису взаємодiючих гратко-
вих бозе-фермi систем з метою вивчення впливу фермiонної пiдсистеми на їх
термодинамiчнi властивостi, а також особливостей фермiонного спектру у рiзних
фазових станах. В рамках псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ) дослiджено на
основi методу динамiчного середнього поля перебудову електронного спектру та
перехiд типу Мотта у локально-ангармонiчних кристалах iз тунельним розщепле-
нням коливних рiвнiв. Шляхом застосування ПЕМ до опису iонної iнтеркаляцiї
в кристалах показано, що пiд впливом взаємодiї з електронами та мiжпозицiйно-
го перестрибування можуть виникати: однорiдний або просторово модульований
розподiли iнтеркалянта; фазове розшарування; фази з високою рухливiстю iонiв.
У рамках моделi Бозе-Фермi-Хаббарда (БФХ), яку використовують для опису
бозон-фермiонних сумiшей у оптичних гратках, встановлено, що у границi жорс-
тких бозонiв та ”важких” фермiонiв фазовi переходи до надплинної (SF) фази у
режимi фiксованих хiмiчних потенцiалiв стають при певних умовах переходами
1-го роду, що призводить до фазового розшарування при заданих концентрацiях.
Область iснування SF фази змiнює свою топологiю залежно вiд величини бозон-
фермiонної взаємодiї та температури i може мiстити окремi дiлянки, що вiдпо-
вiдають рiзним типам бозе-конденсату. У таких системах при ненульових темпе-
ратурах можуть iснувати “ре-ентрант” переходи (коли фаза з бозе-конденсатом є
промiжною). Дослiджено фермiонний енергетичний спектр моделi БФХ у границi
жорстких бозонiв та сильної хаббардiвської кореляцiї; показано, що при переходi
до SF фази у спектрi з’являються додатковi пiдзони, що є наслiдком iснування
бозе-конденстату.

Ключовi слова: бозе-фермi сумiшi, енергетичний спектр, iонна iнтерка-
ляцiя, оптичнi гратки, бозе-конденсат.
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АННОТАЦИЯ

Краснов В.О. Термодинамика и энергетические спектры решето-
чных бозе-ферми систем с сильными корреляциями. - Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.04.02 - теоретическая физика,
Институт физики конденсированных систем Национальной академии наук
Украины, Львов, 2017.

Диссертация посвящена развитию модельного описания взаимодействую-
щих решеточных бозе-ферми систем с целью изучения влияния фермионной под-
системы на их термодинамические свойства, а также особенностей фермионного
спектра в различных фазовых состояниях. В рамках псевдоспин-электронной мо-
дели (ПЭМ) исследованы, на основе метода динамического среднего поля, пере-
стройка электронного спектра и переход типа Мотта в локально-ангармонических
кристаллах с туннельным расщеплением колебательных уровней. Путем приме-
нения ПЭМ к описанию ионной интеркаляции в кристаллах показано, что под
влиянием взаимодействия с электронами и межпозиционных перескоков могут
возникать: однородное или пространственно модулированное распределение ин-
теркалянта; фазовое расслоение; фазы с высокой подвижностью ионов. В рамках
модели Бозе-Ферми-Хаббарда (БФХ), которую используют для описания бозон-
фермионных смесей в оптических решетках, показано, что в пределе жестких
бозонов и “тяжёлых” фермионов фазовые переходы в сверхтекучую (SF) фазу
в режиме фиксированных химических потенциалов становятся при некоторых
условиях переходами 1-го рода, что приводит к фазовому расслоению при задан-
ных концентрациях. Область существования SF фазы изменяет свою топологию
в зависимости от величины бозон-фермионного взаимодействия и температуры и
может содержать отдельные участки, соответствующие различным типам бозе-
конденсата. В таких системах, при ненулевой температуре могут наблюдаться
“ре-энтрант” переходы (когда фаза с бозе-кондесатом является промежуточной).
Исследован фермионный энергетический спектр модели БФХ в предел жестких
бозонов и сильной хаббардовской корреляции; показано, что при переходе в SF
фазу в спектре появляются дополнительные подзоны, что является следствием
наличия бозе-конденсата.

Ключевые слова: бозе-ферми системы, энергетический спектр, ионная
интеркаляция, оптичесике решетки, бозе-конденсат.
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Thesis on search of the scientific degree of candidate of physical and mathemati-
cal sciences, speciality 01.04.02 - Theoretical Physics, Institute for Condensed Matter
Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2017.

Dissertation is devoted to development of the model description of the interacti-
ng lattice Bose-Fermi systems for the purpose of study the fermion subsytem influence
on their thermodynamical properties and also the features of fermion energy spectrum
in the various phase states. Based on the pseudospin-electron model (PEM), the
electron spectrum of locally-anharmonic crystals with tunneling splitting of vibrati-
onal levels is investigated. The Mott-type transition and reconstruction of spectrum
(accompanied by appearance of additional subbands) is analyzed using the alloy
analogy approximation within the dynamical mean-field approach. The critical values
of the model parameters (such as tunneling frequency, pseudospin-electron interaction
constant, local asymmetry field) determining the conditions of emergence and number
of electron subbands are found. By application of PEM to describe the ion intercalati-
on in crystals with different filling of electron bands, it was shown that under influence
of the electron subsystem and the intersite jumping of impurities the uniform or
modulated intercalant distribution, the phase separation, as well as the phases wi-
th high mobility of ions can appear. For lattice Bose-Fermi mixture of ultracold atoms
in optical lattice which is described by the Bose-Fermi-Hubbard (BFH) model the exi-
stence of two types of Bose-Einstein condensate connected with the different filling of
fermion states is confirmed; it manifests in appearance of separate regions of SF phase
on the phase diagrams at (T = 0). It was also shown, that in the limit of hard-core
bosons and “heavy” fermions in such a system, the phase transitions to superfluid phase
(SF) in the regime of fixed chemical potentials of particles become of the first order at
certain conditions; this leads to phase separation in the case of their fixed concentrati-
ons. The area of the SF phase existence, in such a case, changes its topology depending
on the magnitude of the boson-fermion interaction and also the temperature and can
be simply- or doubly-connected. It was shown that in such a system, in the case of
non-zero temperatures, the so-called “re-entrant” transitions ( when the phase with BE
condensate is intermediate one) can exist. The fermion spectrum of the BFH model
in optical lattice is investigated in the limit of hard-core bosons and strong Hubbard
correlation by calculation of one-particle density of states for fermions. It is shown
that, if the system is in the state with the Bose-Einstein condensate, the splitting in
the fermion spectrum takes place; the additional subbands appear here (due to the
new fermion transitions between states with different number of bosons).

Keywords: Bose-Fermi mixtures, energy spectrum, ion intercalation, optical
lattices, Bose-Einstein condensate.


