
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ ФIЗИКИ КОНДЕНСОВАНИХ СИСТЕМ

БАЛIГА Василь Ярославович

УДК 537.9, 537.622

ЕФЕКТИ ФРУСТРАЦIЙ У КВАНТОВИХ
АНТИФЕРОМАГНЕТИКАХ ГАЙЗЕНБЕРГА

НА ДВОШАРОВИХ ҐРАТКАХ

01.04.02 – теоретична фiзика

Автореферат дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Львiв – 2019



Дисертацiєю є рукопис.
Робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї
наук України.

Науковий керiвник: доктор фiзико-математичних наук, старший науковий
спiвробiтник Держко Олег Володимирович, Iнститут фi-
зики конденсованих систем НАН України (м. Львiв), завi-
дувач вiддiлу квантової статистики.

Офiцiйнi опоненти: доктор фiзико-математичних наук, старший науковий
спiвробiтник Карнаухов Iгор Миколайович, Iнститут ме-
талофiзики iменi Г.В. Курдюмова НАН України (м. Київ),
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу теорiї металiч-
ного стану;
кандидат фiзико-математичних наук, доцент Пастухов
Володимир Степанович, Львiвський нацiональний унi-
верситет iменi Iвана Франка (м. Львiв), доцент кафедри те-
оретичної фiзики.

Захист вiдбудеться “15” травня 2019 року о 15 год. 30 хв. на засiданнi спецiалiзова-
ної вченої ради Д 35.156.01 при Iнститутi фiзики конденсованих систем Нацiональ-
ної академiї наук України за адресою:
79011 м. Львiв, вул. Свєнцiцького, 1.

З дисертацiєю можна ознайомитись у науковiй бiблiотецi Iнституту фiзики конден-
сованих систем НАН України за адресою:
79026 м. Львiв, вул. Козельницька, 4.
Автореферат дисертацiї розiсланий “10” квiтня 2019 року.
Вчений секретар
спецiалiзованої вченої ради Д 35.156.01,
доктор фiз.-мат. наук А.М.Швайка



1
Актуальнiсть теми. В фiзицi твердого тiла спiновiмоделi використовуються для

пояснення магнетизму. Такi моделi можуть бути як класичними, так i квантови-
ми. Вони мають цiкавi властивостi, зокрема, фазовi переходи мiж впорядковани-
ми i невпорядкованими (звичайно, високотемпературними) фазами. Далекосяжне
впорядкування, яке виникає у системi взаємодiючих спiнiв i приводить до магне-
тизму, може бути зруйноване навiть при T = 0 через конкуренцiю рiзних взаємо-
дiй (фрустрацiю). Фрустрацiя може бути викликана специфiчною геометрiєю ґра-
тки. Коли йде мова про квантовi спiновi моделi (s = 1/2), то до фрустрацiї додаю-
ться ще i квантовi флюктуацiї, якi теж руйнують далекий порядок, особливо, коли
вимiрнiсть системи мала. Прикладами геометрично фрустрованих систем можуть
слугувати антиферомагнетики Гайзенберга на двовимiрнiй ґратцi кагоме чи три-
вимiрнiй ґратцi пiрохлору.

Важливий клас спiновихмоделей становлять квантовi антиферомагнетики Гай-
зенберга на двошарових ґратках: вони складаються з двох антиферомагнiтних ша-
рiв з антиферомагнiтною мiжшаровою взаємодiєю мiжнайближчими сусiдами, яка
за певних умов визначає димери [K. Hida, J. Phys. Soc. Jpn., 1990, 59, 2230; L.Wang, et al.
Phys. Rev. B., 2006, 73, 014431; R. Ganesh, et al. Phys. Rev. B., 2011, 83, 144414; R. Ganesh,
et al. Phys. Rev. B., 2011, 84, 214412]. Двошаровi антиферомагнiтнi ґратки представ-
ляють квантовi багаточастинковi системи, в яких виникають всi явища, зумовленi
геометричною фрустрацiєю обмiнних взаємодiй i квантовими флюктуацiями. Цiка-
во зазначити, що для деякого спецiального набору констант обмiнних взаємодiй у
таких системах з’являється бездисперсiйна (плоска) одномагнонна зона з найниж-
чою енергiєю (iдеальна фрустрацiя i достатньо велика взаємодiя у димерах).

З iншого боку, фрустрованi двошаровi ґратки можуть належати до так званих
спiнових систем iз локалiзованими магнонами [J. Schulenburg, et al. Phys. Rev. Lett.,
2002, 88, 167207], яким властива своєрiдна низькотемпературна термодинамiка в
околiполя насичення. Зокрема, стрибок намагнiченостiприполiнасичення в основ-
ному станi, скiнченна залишкова ентропiя при полi насичення, додатковий низь-
котемпературний пiк у температурнiй залежностi теплоємностi в околi поля наси-
чення, тощо [J. Richter, Low Temp. Phys., 2005, 31, 695; O. Derzhko, et al. Low Temp.
Phys., 2007, 33, 745; O. Derzhko, et al. Int. J. Mod. Phys. B., 2015, 29, 1530007]. Синґлетний
стан димера — це стан, який вiдповiдає локалiзованому магнону й належить пов-
нiстю бездисперсiйнiй (плоскiй) одномагноннiй зонi. Впродовж останнього десяти-
лiття було виявлено велике рiзноманiття плоскозонних систем iз незвичайними
фiзичними властивостями. Зокрема, плоскозонний феромагнетизм Мiльке-Тасакi
в одноорбiтальнiй моделi Габарда [A. Mielke, J. Phys. A: Math. Gen., 1991, 24, L73; H.
Tasaki, Phys. Rev. Lett., 1992, 69, 1608; A. Mielke, et al. Commun. Math. Phys., 1993, 158,
341]; див. також [D. Leykam, et al. Phys. Rev. B., 2013, 88, 224203; S. Flach, et al. Europhys.
Lett., 2014, 105, p1; W. Maimaiti, et al. Phys. Rev. B., 2017, 95, 115135; L. Morales-Inostroza,
et al. Phys. Rev. A., 2016, 94, 043831]. Локальна природа одномагнонних станiв у пло-
скозонних системах дозволяє побудувати багатомагноннi локалiзованi стани та об-
числити кратнiсть їхнього виродження, здiйснюючи вiдображення вихiдної систе-
ми на класичний ґратковий газ жорстких об’єктiв. Випадок двошарових ґраток у
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такiй перспективi обговорювався в [J. Richter, et al. Phys. Rev. B., 2006, 74, 144430; O.
Derzhko, et al. Phys. Rev. B., 2010, 82, 214412; O. Derzhko, et al. Theor. Math. Phys., 2011,
168, 1236]. У режимi сильних полiв та низьких температур незалежнi локалiзованi
магнони мають найнижчу енергiю, i тому вони домiнують у низькотемпературнiй
термодинамiцi.

Актуальнiсть теми дисертацiйної роботи визначається iнтересом до плоскозон-
них систем за наявностi сильних кореляцiй i, зокрема, до фрустрованих квантових
антиферомагнетикiв Гайзенберга на двошарах. Розглянутi у дисертацiї моделi до-
зволяють детальне дослiдження ефектiв фрустрацiї в квантових спiнових моделях.
Наявнiсть фрустрацiї приводить до локалiзованих одночастинкових станiв i дозво-
ляє побудувати багаточастинковi стани, а тому дослiдити фiзичнi властивостi в тер-
мiнах нетривiальних класичних моделей статистичної механiки. Також двошаро-
вi спiновi моделi недавно використовувалися для випробування нових алгоритмiв
квантовогоМонте Карло, якi застосовнi в режимi повної фрустрацiї. Аналiтичнi роз-
рахунки потрiбнi тут для перевiрки нових числових методiв. Двошаровi моделi до-
зволяють пояснити результати експериментальних дослiджень для магнiтної спо-
луки Ba2CoSi2O6Cl2 [H. Tanaka, et al. J. Phys. Soc. Jpn., 2014, 83, 103701]. Квантовi спiно-вi моделi Гайзенберга на двошарових ґратках передбачають iснування фазових пе-
реходiв у сильних магнiтних полях, пов’язаних iз впорядкуванням локалiзованих
магнонiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Дисертацiйна
робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України згiд-
но з планами робiт за темою “Квантовi багаточастинковi гратковi системи: дина-
мiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (2013-2017 рр., номер держреєстрацiї
0112U007761) i за темою “Сильнi кореляцiї i конкуренцiї взаємодiй у класичних i
квантових граткових системах рiзної вимiрностi” (2018-2022 рр., номер держреє-
страцiї 0118U003010), а також в межах гранту НАН України дослiдницьким групам
молодих вчених (2018-2019 рр., номер контракту 17/2018).

Метою даної дисертацiї є вивчення низькотемпературних властивостей пара-
магнетика Тасакi-Габарда, побудова фазових дiаграм в основному станi i розроблен-
ня теорiї низькотемпературних властивостей квантових антиферомагнетикiв Гай-
зенберга на двошарових ґратках iз бездисперсiйною одномагнонною зоною в
магнiтних полях. У роботi були поставленi наступнi задачi:
• вивчити властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда; порiвняти їх iз звичай-

ним парамагнетиком Кюрi;
• варiацiйним методом проаналiзувати фазовi дiаграми основного стану

спiн-1/2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на двошарових ґратках;
• розробити ефективний опис низькотемпературних властивостей спiн-1/2

фрустрованої антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на квадратнiй двошаро-
вiй ґратцi для пояснення експериментiв над сполукою Ba2CoSi2O6Cl2; побуду-вати фазову дiаграму “магнiтне поле – температура”; запропонувати новi екс-
перименти для виявлення фазового переходу Iзинга-Онзагера;

• вивчити низькотемпературнi властивостi спiн-1/2 антиферомагнiтної моделi
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Гайзенберга на фрустрованiй шестикутнiй двошаровiй ґратцi в зовнiшньому
магнiтному полi; побудувати ефективний опис низькотемпературних власти-
востей вихiдної моделi у полях поблизу поля насичення; отримати фазову дi-
аграму “магнiтне поле – температура”;

• дослiдити низькотемпературнi термодинамiчнi властивостi квантової моде-
лi Гайзенберга на фрустрованiй трикутнiй двошаровiй ґратцi в зовнiшньо-
му магнiтному полi; проаналiзувати вплив знаку мiждимерних взаємодiй на
властивостi моделi; побудувати фазовi дiаграми “магнiтне поле – температу-
ра”; виявити зв’язок мiжвихiдноюмоделлю iмоделлюжорсткихшестикутни-
кiв Бекстера та моделлю ґраткового газу зi скiнченним вiдштовхуванням на
трикутнiй ґратцi.

Об’єктом дослiдження є ланцюжок Тасакi-Габарда та спiн-1/2 антиферомагнiт-
на модель Гайзенберга на декiлькох фрустрованих двошарових ґратках (шестикут-
на, квадратна та трикутна).

Предметом дослiдження даної роботи є низькотемпературнi властивостi лан-
цюжка Тасакi-Габарда, фазовi дiаграми основного стану за вiдсутностi магнiтного
поля та низькотемпературна термодинамiка за наявностiмагнiтного поля фрустро-
ваних квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга.

Методи дослiдження. В роботi застосовуються як аналiтичнi методи (такi як ва-
рiацiйний пiдхiд та операторна теорiя збурень), так i числовi методи (такi як точна
дiагоналiзацiя та симуляцiї методом класичного i квантового Монте Карло).

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi вперше до-
слiджено властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда. Виявлено особливостi, якими
вiн рiзниться вiд парамагнетика Кюрi. А саме, залишкову ентропiю, додатковий
низькотемпературний пiк у температурному профiлi теплоємностi, швидший пе-
ребiг процесу намагнiчення у зовнiшньому магнiтному полi.

Простим варiацiйним методом отримано фазовi дiаграми основного стану для
квантової антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на двошарових ґратках (квадра-
тна, шестикутна) за вiдсутностi магнiтного поля, точнiсть яких може конкурувати
з результатами одержаними за допомогою складнiших методiв.

Вперше побудовано ефективнi моделi для опису фрустрованих квантових анти-
феромагнетикiв Гайзенберга на двошарових ґратках (квадратна, шестикутна, три-
кутна) у режимi сильних магнiтних полiв i низьких температур. На основi простi-
ших ефективних моделей вивчено властивостi вихiдних фрустрованих квантових
спiнових моделей. Зокрема, побудовано фазовi дiаграми в координатах “магнiтне
поле – температура”. Виявлено рiзноманiття фазових переходiв, якi належать до рi-
зних класiв унiверсальностi.

Пояснено експериментальнi данi, отриманi для сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Запропо-новано провести новi низькотемпературнi вимiрювання теплоємностi для експери-
ментального виявлення фазового переходу Iзинга-Онзагера.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового значен-
ня одержаних результатiв. Запропонований пiдхiд ефективного опису можна ви-
користати для пояснення проведених експериментiв i пропозицiї нових експери-
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ментiв над сполукою Ba2CoSi2O6Cl2 у зовнiшньому магнiтному полi, в якiй реалi-
зується квантова спiнова модель Гайзенберга на фрустрованiй квадратнiй двоша-
ровiй ґратцi.Можливе застосування одержаних результатiв i до магнiтної сполуки
Bi3Mn4O12(NO3), у якiй реалiзується s = 3/2 спiнова модель Гайзенберга на шести-
кутнiй двошаровiй ґратцi. Результати, отриманi для трикутної двошарової ґратки,
матимуть застосування до нових синтезованих сполук iз такою ж структурою. Ана-
лiтичнi та числовi результати у дисертацiї для фрустрованих квантових спiнових
систем слугуватимуть для порiвняння при дослiдженнi iншими методами, напри-
клад, з допомогою новiтнiх алгоритмiв симуляцiй квантового Монте Карло, в яких
вiдсутня проблема знаку в областi повної фрустрацiї. Окремi фрагменти дисерта-
цiйної роботи можуть бути використанi у лекцiях з теорiї конденсованої матерiї
для магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив нау-
ковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук О. В. Держко. В публiка-
цiях [1–6] автору дисертацiї належить:
• аналiз властивостей парамагнетика Тасакi-Габарда в нехтовномаломумагнiт-

ному полi [1];
• варiацiйний аналiз i порiвняння з недавнiми дослiдженнями фазових дiаграм

основного стану для квадратної та шестикутної двошарових ґраток [6];
• отримання одномагнонного спектру для шестикутної та трикутної двошаро-

вих ґраток [2, 5];
• аналiз просторових конфiгурацiй жорстких об’єктiв на допомiжних ґратках

та побудова багатомагнонних станiв [2, 5];
• аналiтичне виведення ефективних гамiльтонiанiв iз допомогою операторної

теорiї збурень у випадку квадратної, шестикутної та трикутної двошарових
ґраток [2, 4, 5];

• числовий аналiз ефективних моделей методами точної дiагоналiзацiї, кван-
тового i класичного Монте Карло для систем невеликих розмiрiв [2–5];

• отримання фазових дiаграм, якi вiдображають переходи лад-безлад, для квад-
ратної,шестикутної та трикутної двошарових ґраток [2, 4, 5].

Обговорення та iнтерпретацiюотриманих результатiв в статтях [1–6] спiвавтори ви-
конували разом.

Апробацiя роботи. Результати дисертацiї представлялись на таких конферен-
цiях: ХVI, XVII та XVIII Всеукраїнськi школи-семiнари i конкурси молодих вчених
зi статистичної фiзики i теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2016, 2017 та 2018
рр.); International Conference on Strongly Correlated Electron Systems (Prague, 2017); IX
Conference of Young Scientists “Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, 2018), а також на
семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України.

Результати, викладенi в дисертацiї, опублiковано в п’яти статтях [1–5], одному
препринтi [6], а також в тезах чотирьох конференцiй [7–10].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, роздiлу з огля-
дом лiтератури та чотирьох основних роздiлiв, у яких викладенi результати дослi-
джень дисертанта, а також висновкiв, списку використаних джерел та двох додат-
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кiв. Робота викладена на 132 сторiнках (разом iз лiтературою та додатками – 147
сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 120 найменувань публiкацiй у вiтчизня-
них та закордонних виданнях.

ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету роботи,

визначено наукову новизну й практичну цiннiсть отриманих результатiв та наве-
дено стислу характеристику дисертацiї.

 +1

m −1 m

m mt

t

   ,2  ,2

 ,1  ,11

2

Рис. 1: Одновимiрна ґратка Тасакi. Тут
t2 =

√
2t1 > 0.

У першому роздiлi проведено огляд
лiтератури,що стосується даної роботи.
В першiй частинi цього роздiлу обго-
ворено фрустрацiю взаємодiй, умови
появи бездисперсiйних зон та до чо-
го приводить наявнiсть локалiзованих

одночастинкових станiв у системах iз сильними кореляцiями. В другiй частинi пер-
шого роздiлу, як iлюстративний приклад, дослiджено властивостi одновимiрного
парамагнетика Тасакi-Габарда в нехтовно малому магнiтному полi. Для цього роз-
глянуто стандартну одноорбiтальну модель Габарда з гамiльтонiаном

H =
∑
σ=↑,↓

H0,σ + HU ,

H0,σ =
∑
(i j)

ti j

(
c†i,σc j,σ + c†j,σci,σ

)
, ti j > 0, HU = U

∑
i

ni,↑ni,↓, U > 0, (1)

задану на пилкоподiбному ланцюжку iз спецiальним спiввiдношенням мiж iн-
тегралами перестрибування вздовж прямої лiнiї t1 i вздовж зиґзаґ шляху t2:
t2 =

√
2t1 > 0 (див. рис. 1). За такої умови в одноелектронному спектрi з’являється

плоска зона з найнижчою енергiєю. Добре вiдомо [H. Tasaki, Phys. Rev. Lett., 1992,
69, 1608], що основним станом цiєї моделi є повнiстю поляризований (насичений)
феромагнiтний стан, тобто 〈S2〉n,N = (n/2)[(n/2) + 1], якщо число електронiв n до-
рiвнює N = N/2 або N − 1. Для менших чисел електронiв, 1 < n < N − 1, ма-
ємо 0 < 〈S2〉n,N < (n/2)[(n/2) + 1] (ненасичений феромагнетизм). Бiльше того,
limN→∞〈S2〉n,N/n2 = 0, якщо n/N < 1/2. Iншими словами, термодинамiчно великi
системи проявляють феромагнетизм в основному станi лише для n/N = 1/2, але є
парамагнiтними для 0 < n/N < 1/2. У цiй частинi першого роздiлу з’ясовано вла-
стивостi парамагнетика Тасакi-Габарда.

Для цього зроблено вiдображення основних станiв n < N електронiв N-вузлового
ланцюжка Тасакi на просторовi конфiгурацiї n жорстких димерiв на 2N -вузловому
простому ланцюжку. Звiдки кратнiсть виродження основного стану gN (n):

gN (n) =
2N

2N − n
Cn

2N−n. (2)
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Рис. 2: Головна панель: залежнiсть усе-
редненого (за основними станами) ква-
драта повного спiну 〈S2〉n,N (пронормо-
ваного на його максимальне значення
(n/2)[(n/2) + 1]) вiд густини електронiв
p. Вставка: залежнiсть усередненого (за
основними станами) квадрата повного
спiну 〈S2〉n,N (на комiрку) вiд густини еле-
ктронiв p. Товста чорна крива вiдповiдає
результату приN → ∞.

Канонiчна статистична сума n електро-
нiв на ланцюжку Тасакi з об’ємом N =

N/2 комiрок є Z(T, n,N) = gN (n)e−nε1/T .
Формула (2) дозволяє обчислити вклад
множини сильно вироджених основ-
них станiв у термодинамiку розгляну-
тої моделi Габарда. Цей вклад домiнує
для 0 ≤ p = n/N ≤ 1 у низькотемпера-
турному режимi.

Далi, розглянуто випадок присутно-
стiнехтовномалого зовнiшньогомагнi-
тного поля h > 0.Мицiкавились випад-
ком 1 ≤ n < N−1, в якому проявляється
парамагнетизм у термодинамiчнiй гра-
ницi n → ∞, N → ∞, 0 < p < 1. На-
гадаємо,що вiльна енергiя для спiн-1/2
парамагнетика Кюрi

fC(T, h) = −T ln
(
2 cosh

h
2T

)
. (3)

Обчислення за наявностi магнiтно-
го поля для N = 6, 8, 10, 12 показали,
що в парамагнетику Тасакi-Габарда, на
вiдмiну вiд звичайного парамагнетика

Кюрi, присутня ненульова залишкова ентропiя, пов’язана з сильним виродженням
основного стану. 1/N скейлiнг свiдчить, що залишкова ентропiя залишається i в
термодинамiчно великих системах. Теплоємнiсть при ненульовому полi h пока-
зує нетривiальну залежнiсть вiд температури (додатковий низькотемпературний
пiк). Iз ростом p, вiдхилення вiд випадку парамагнетика Кюрi стає бiльш виразним
(пiк стає нижчим i ширшим) i низькотемпературна частина C(T, h, n,N) → 0, ко-
ли p → 1. Низькотемпературнi кривi намагнiченостi показують, що парамагне-
тик Тасакi-Габарда з p > 0 легше намагнiтити, а нiж парамагнетик Кюрi. На ри-
сунку 2 показано результати для 〈S2〉n,N , якi демонструють, що: 1) феромагнетизм
зникає для 0 < p < 1, коли N зростає (головна панель) i 2) 〈S2〉n,N/N прямує до
3p(2 − p)/[8(1 − p)] (товста чорна крива) [M. Maksymenko, et al. Phys. Rev. Lett., 2012,
109, 096404], колиN зростає (вставка).

В третiй частинi першого роздiлу проведено аналiз низки праць, в яких дослi-
джувалися двошаровi спiновi ґратки як теоретично, так i експериментально (ре-
альнi магнiтнi сполуки). Сформульовано задачi, якi будуть розв’язанi в данiй дисер-
тацiйнiй роботi.

Другий роздiл дисертацiї стосується квантової моделi Гайзенберга з гамiльтонi-
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Рис. 3: Двошаровi ґратки рiзної геометрiї (квадратна,шестикутна i трикутна).
аном

H =
∑
〈i j〉

Ji jsi · s j, (4)

заданої на двошарi. Ламанi дужки означають суму за всiма зв’язками на двошаро-
вiй ґратцi (див. рис. 3).Антиферомагнiтнi константи зв’язку Ji j > 0 набувають трьох
значень: J2 (димернi мiжшаровi зв’язки мiж найближчими сусiдами), J1 (внутрi-шньошаровi зв’язки мiж найближчими сусiдами) i Jx (мiжшаровi зв’язки мiж на-
ступними найближчими сусiдами), див. рис. 3. Вiдповiдно до спiввiдношень мiж
величинами зв’язкiв J2, J1 i Jx, можна розглянути двi рiзнi областi з вiдповiдними
пробними варiацiйними хвильовими функцiями: J1 � Jx (або J1 � Jx) i J1 ≈ Jx у
режимi сильних i слабких J2.Нехай у нас є квадратний двошар (див. рис. 3). В областi, коли J1 � Jx(чи J1 � Jx) варiацiйний стан вибираємо в такому виглядi:

|Ψvar〉 = Πv.b.
1

√
1 + α2

(
∣∣∣↑m,n,1↓m,n,2

〉
− α

∣∣∣↓m,n,1↑m,n,2
〉
)v.b., (5)

де m i n позначають вузли на квадратнiй ґратцi, а числа 1 i 2 позначають номер ша-
ру; 0 ≤ α ≤ 1 — варiацiйний параметр, який буде знайдено з мiнiмуму варiацiйної
енергiї E(α) = 〈Ψvar|H |Ψvar〉. Граничний випадок α = 0 (режим слабких J2) вiдпо-вiдає стану Нееля, а iнший випадок α = 1 (режим сильних J2) вiдповiдає кристалу
з синґлетних станiв на димерних зв’язках. Далi обчислюємо варiацiйну енергiю на
один димер E(α)/N .Пiсля її мiнiмiзацiї одержуємо енергiюосновного стану на один
димер:

E0

N
=


J2
4 + (J1 − Jx)

(
1 − J2

4(J1−Jx)

)2
, J2 ≤ 4(J1 − Jx),

−
3J2
4 , J2 ≥ 4(J1 − Jx).

(6)

Порiвняння цих енергiй дає межi iснування димер-синґлетної фази (DS ) та фаз Не-
еля (N1, N2).Далi, розглядаємо область, коли J1 ≈ Jx. В такому випадку варiацiйну хвильову
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Рис. 4:Фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґратки в коорди-
натах J2/J1–Jx/J1 (лiва панель) i дляшестикутної двошарової ґратки в координатах
J1/J2–Jx/J2 (права панель).
функцiю вибираємо в формi:

|Ψvar〉 = Πv.b.

[
β
√

2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉)

+

√
1 − β2

(
1 + (−1)m+n

2
|↑1↑2〉 +

1 − (−1)m+n

2
|↓1↓2〉

)]
v.b.

, (7)
де m + n може бути або парним (одна пiдґратка), або непарним (iнша пiдґратка);
0 ≤ β ≤ 1— варiацiйний параметр, який знаходиться з мiнiмуму варiацiйної енер-
гiї E(β) = 〈Ψvar|H |Ψvar〉. Граничний випадок β = 0 (режим слабких J2) вiдповiдаєтриплетному стану на кожному димерному зв’язку, а iнший випадок β = 1 (режим
сильних J2) вiдповiдає кристалу з синґлетних станiв на димерних зв’язках. Енергiя
основного стану розрахована на один димер (пiсля мiнiмiзацiї вiдносно β) матиме
вигляд:

E0

N
=

 J2
4 − (J1 + Jx), J2 ≤ J1 + Jx,
−

3J2
4 , J2 ≥ J1 + Jx. (8)

Щоб отримати повну фазову дiаграму для квадратної двошарової ґратки, потрi-
бно також порiвняти енергiї з рiзних областей для фаз Нееля (N1, N2) та димер-
триплетної фази (DT ).

Фазова дiаграма зображена на рисунку 4 (лiва панель) може бути порiвняна з
результатами, одержаними в роботi [J. Stapmanns, et al. Phys. Rev. Lett., 2018, 121,
127201] методом обчислень за допомогою тензорних мереж та квантового Монте
Карло. Для Jx = 0 (нефрустрована квадратна двошарова ґратка) перехiд мiжфазами
DS i N1 вiдбувається при J2/J1 = 4 (див. рис. 4, лiва панель). В роботi [J. Stapmanns,
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et al. Phys. Rev. Lett., 2018, 121, 127201] це вiдношення дорiвнює значенню 2.5220(1).
У випадку Jx = J1 (повнiстю фрустрована квадратна двошарова ґратка) перехiд
мiж фазами DS i DT вiдбувається при J2/J1 = 2 (див. рис. 4, лiва панель). У роботi
[J. Stapmanns, et al. Phys. Rev. Lett., 2018, 121, 127201] це вiдношення рiвне значенню
2.3279(1). Такожможна порiвняти координати однiєї з двох потрiйних точок, у яких
перетинаються три кривi фазових переходiв (див. рис. 4, лiва панель). Точка, в якiй
сходяться DS , N1 i DT фази визначається координатами: J2 = 1.6J1 i Jx = 0.6J1. В [J.Stapmanns, et al. Phys. Rev. Lett., 2018, 121, 127201] ця точка представлена координа-
тами: J2 = 1.638(15)J1 i Jx = 0.520(5)J1.Для шестикутної двошарової ґратки (див. рис. 3), виконавши такi ж обчислен-
ня, отримаємо подiбнi вирази для варiацiйної енергiї та фазову дiаграму (див. рис.
4, права панель). Цю фазову дiаграму можна порiвняти з фазовою дiаграмою отри-
маною в роботi [H. Zhang, et al. Phys. Rev. B., 2016, 93, 235150] за допомогою рiзних
методiв. Для критичної точки на лiнiї повної фрустрацiї Jx = J1 у [H. Zhang, et al.
Phys. Rev. B., 2016, 93, 235150] маємо: (J1/J2)S B−MFT

c = 0.547 i (J1/J2)LS WT
c = 0.551.

Нашi обчислення дають таке передбачення: (J1/J2)c = 2/3 ≈ 0.667.
У третьому роздiлi розглянуто анiзотропну спiн-1/2 XXZ антиферомагнiтну ква-

дратну двошарову ґратку з N = 2N вузлами (див. рис. 3). Гамiльтонiан моделi має
вигляд:

H =
∑
〈i j〉

Ji j

(
sx

i sx
j + sy

i sy
j + ∆i jsz

i sz
j

)
−

N∑
i=1

h · si. (9)

Тут Ji j i ∆i j набувають або значень J2 i ∆2 (вертикальнi димернi зв’язки), або J1 i ∆1(мiждимернi зв’язки). Вiдповiдно до [H. Tanaka, et al. J. Phys. Soc. Jpn., 2014, 83 103701],
розглянуто двi рiзнi орiєнтацiї магнiтного поля h = (0, 0, hz) i h = (hx, 0, 0), а та-
кож два рiзнi g-фактори gz = 2.0 i gx = 3.86, тобто, hz = gzµBH i hx = gxµBH, де
µB ≈ 0.671 71 K/T є магнетон Бора i H є значення (вимiряне в теслах) прикладеного
магнiтного поля.

Розроблено ефективну низькотемпературну теорiю для моделi (9) у сильних ма-
гнiтних полях, застосовуючи пiдхiд сильного зв’язку i теорiю збурень.Для цього зро-
блено припущення, що основна частина гамiльтонiана Hmain складається тiльки з
вертикальних зв’язкiв J2 i доданка Зеємана при магнiтному полi h0, при якому два
власнi стани |u〉 i |d〉 спiнового димера є виродженими. Доданки, що залишилися в
(9), розглядаються як збурення V = H − Hmain. Ефективний гамiльтонiан отримує-
ться за допомогою операторної теорiї збурення:

Heff = PHP + PV
∑
α,0

|φα〉 〈φα|

ε0 − εα
VP, (10)

де |φα〉, α , 0 — збудженi стани гамiльтонiана Hmain, а P = |ϕ0〉 〈ϕ0| — проектор
на множину основних станiв Hmain. Введемо також псевдоспiновi оператори T z =

(|u〉 〈u| − |d〉 〈d|)/2, T + = |u〉 〈d|, T− = |d〉 〈u| на кожному вертикальному димерному
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зв’язку. В результатi обчислень прийдемо до такого ефективного гамiльтонiана:

Heff = C − h
N∑

m=1

T z
m + J

∑
〈mn〉

T z
mT z

n. (11)

Така форма гамiльтонiана вiдповiдає спiн-1/2 антиферомагнiтнiй моделi Iзинга на
квадратнiй ґратцi. Параметри C, h i J є функцiями параметрiв гамiльтонiана J2, ∆2,
J1, ∆1 i h.
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Рис. 5: Кривi намагнiченостi для модель-
них параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (J2 = 110 K,
∆2 = 0.149, 4J1 = 23.7 K, ∆1 = 0.56). Данi
точної дiагоналiзацiї для початкової мо-
делi (N = 16, тонкi лiнiї) порiвнянi з вiд-
повiдними даними для ефективної моде-
лi (N = 8, товстi лiнiї). Суцiльнi лiнiї пред-
ставляють данi для h = (0, 0, hz), а штри-
ховi лiнiї для h = (hx, 0, 0).

На рисунку 5 представленi резуль-
тати точної дiагоналiзацiї для кри-
вих намагнiченостi для сполуки
Ba2CoSi2O6Cl2 для обох напрямкiв ма-
гнiтного поля. Стрибки намагнiченостi
на рисунку 5 вiдбуваються при крити-
чних значеннях полiв Hc ≈ 47.04 T i
Hsat ≈ 56.94 T, якщо поле прикладе-
но вздовж осi z, та при Hc ≈ 32.16 T
i Hsat ≈ 41.14 T, якщо поле прикла-
дено вздовж осi x. Цi значення добре
узгоджуються з вiдповiдними експери-
ментальними даними (див. рис. 3 у [H.
Tanaka, et al. J. Phys. Soc. Jpn., 2014, 83
103701]): Hc = 46.8 T, Hsat = 56.7 T i
Hc = 32.0 T, Hsat = 41.0 T. Отже, роз-
роблений теоретичний пiдхiд забезпе-
чує добрий опис процесу намагнiчува-
ння сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 не тiльки у
сильних магнiтних полях, а й у всьому
iнтервалi полiв.

На рисунку 6 показано данi точної
дiагоналiзацiї для теплоємностi c(T )

при H = 47.5 T вздовж осi z для ефективної моделi з (N = 8 i 16) та для початко-
вої моделi з (N = 16) i данi обчислень методом класичного Монте Карло для ефе-
ктивної моделi з N = L2 вузлiв iз L аж до 256. Логарифмiчна сингулярнiсть при
Tc ≈ 0.46 K (для H = 47.5 Т) з’являється для достатньо великих розмiрiв системи.
Цей рисунок також показує, що данi для ефективної та повної початкової моделей
приN = 8 збiгаються аж до T ≈ 10 K [штрихова з заповненими кружечками (сiра)
(N = 8) i тонка штрихова (N = 16) лiнiї на рисунку 6], тобто, далеко за межами
Tc ≈ 0.46 K. Це свiдчить про надiйнiсть зробленого передбачення про фазовий пе-
рехiд при T ≈ 0.46 К у термодинамiчно великiй системi. Подiбна поведiнка c(T ) ви-
явлена для поля, прикладеного вздовж осi x. Таким чином, вiдповiднi вимiрювання
для Ba2CoSi2O6Cl2 є надзвичайно бажаними для пiдтвердження цих передбачень.
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Рис. 6: Данi точної дiагоналiзацiї та класи-
чного Монте Карло для температурної за-
лежностi теплоємностi для модельних па-
раметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 вздовж осi z.

Основним результатом є фазова дiа-
грама для Ba2CoSi2O6Cl2 у площинi “ма-
гнiтне поле – температура” (див. рис.
7). Iз цiєї фазової дiаграми можна зро-
бити висновок, що, прикладаючи по-
ле H > 32.16 T (H > 47.04 T)
вздовж осi x (вздовж осi z) до спо-
луки Ba2CoSi2O6Cl2, будемо спостерiга-
ти впорядкування локалiзованих ма-
гнонiв (кристал з локалiзованих ма-
гнонiв), а вiдповiдний фазовий пере-
хiд належить до класу унiверсальностi
двовимiрної моделi Iзинга. Цей фазо-
вий перехiд можна виявити за допомо-
гою вимiрювання теплоємностi c, яка
має виявляти логарифмiчну сингуляр-
нiсть у своїй температурнiй залежно-
стi при Ttrans(H) чи у своїй залежно-
стi вiд магнiтного поля при Htrans(T ).
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Рис. 7: Теоретично передбачена фазова дi-
аграма для Ba2CoSi2O6Cl2 у площинi “ма-
гнiтне поле – температура”.

В четвертому роздiлi розглянуто
спiн-1/2 антиферомагнiтнумодель Гай-
зенберга з гамiльтонiаном

H =
∑
〈i j〉

Ji jsi · s j − hS z,

Ji j > 0, S z =
∑

i

sz
i (12)

на шестикутнiй двошаровiй ґратцi, яка
складається з N = 2N вузлiв (див.
рис. 3). Ji j набуває трьох рiзних зна-
чень: J2 (димернi зв’язки), J1 (зв’язкинайближчих сусiдiв у окремому шарi)
i Jx (фрустрованi зв’язки мiж шарами)
(див. рис. 3). Важливо вiдзначити, що z
компонента повного спiну S z комутує з
гамiльтонiаном системи H (12). Це дає

змогу розглядати пiдпростори з рiзними значеннями S z окремо.
Розгляньмо випадок Jx = J1. Через локалiзований характер найнижчих одно-

магнонних станiв можна збудувати багатомагноннi основнi стани у просторах з
S z < N/2 − 1.Щоб залишатися в множинi основних станiв, потрiбно дотримувати-
ся обмеження, яке накладає правило жорстких об’єктiв. А саме, сусiднi вертикальнi
димери не можуть бути заселеними одночасно, так як це призведе до зростання
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енергiї. Таким чином, приходимо до вiдображення основних станiв вихiдної фру-
строваної квантової спiнової системи на простiр конфiгурацiй моделi класичного
ґраткового газу жорстких шестикутникiв на допомiжнiй шестикутнiй ґратцi. Ко-
жний основний стан квантової спiнової моделi можна розглядати як просторову
конфiгурацiю жорстких шестикутникiв на шестикутнiй ґратцi, виключаючи засе-
лення сусiднiх вузлiв (правило жорстких об’єктiв).

Найцiкавiшим наслiдком вiдповiдностi мiж фрустрованою квантовою двошаро-
вою ґраткою i ґратковим газом жорстких об’єктiв є iснування фазового переходу
лад-безлад. Загальновiдомо,що для моделi ґраткового газу на шестикутнiй ґратцi з
виключенням перших сусiдiв, жорсткi шестикутники спонтанно заселяють одну з
двох пiдґраток шестикутної ґратки, коли активнiсть z досягає критичного значен-
ня zc = 7.92 . . . [R. Baxter, Ann. Comb., 1999, 3, 191]. На мовi вихiдної фрустрованої
квантової спiнової моделi, це вiдповiдає впорядкуванню локалiзованих магнонiв,
коли їхня густина зростає. Це вiдбувається при низьких температурах нижче поля
насичення. Оскiльки ln zc = (hsat − h)/Tc, то для фiксованого (малого) вiдхилення вiд
поля насичення hsat − h формула для критичної температури Tc визначається так:

Tc =
hsat − h

ln zc
≈

hsat − h
ln 7.92

≈ 0.48 (hsat − h) . (13)

Рис. 8: Поле h = 5.05, J2 = 5, J1 = 1. На ри-
сунку данi точної дiагоналiзацiї для ґра-
тки з N = 24 вузлами представленi кiль-
цями, а передбачення моделi ґраткового
газу штриховою товстою лiнiєю.

Виходячи з праць [A. Honecker, et al.
Eur. Phys. J. B., 2000, 15, 227; O. Derzhko,
et al. Phys. Rev. B., 2010, 82, 214412], крiм
станiв незалежних локалiзованих ма-
гнонiв, можна також взяти до уваги
вклад у статистичну суму й вiд iнших
локалiзованих магнонiв, якi вiдповiда-
ють перекриванню шестикутникiв (по-
рушують правило жорстких шестику-
тникiв). Вiдповiдний гамiльтонiан ґра-
ткового газу має таку форму:

H({nm}) = −µ

N∑
m=1

nm + V
∑
〈mn〉

nmnn. (14)

Тут nm = 0, 1 — число заповнення на
вузлi m (m = 1, . . . ,N ) допомiжної ше-
стикутної ґратки, µ = hsat − h, V = J1.Взаємодiя у (14) описує збiльшення енергiї на V , якщо два сусiднi вузли заселенi

шестикутниками. В границi V → ∞ правило жорстких шестикутникiв вiдновлює-
ться.

На рисунку 8 представленi данi симуляцiйметодом класичногоМонте Карло для
h = 5.05 [модель ґраткового газу (14)], якi показують як змiнюється температурна
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залежнiсть C(T, h,N)/N i розвивається логарифмiчна сингулярнiсть при Tc ≈ 0.02
iз збiльшенням розмiру системи (див.C(T, h,N)/N дляN = 2882 на рисунку 8).

Для антиферомагнiтної моделi Iзинга на шестикутнiй ґратцi в однорiдному ма-
гнiтному полi [див. (14)] вiдомо декiлька виразiв для критичної лiнiї в площинi “ма-
гнiтне поле – температура”, якi є в хорошiй згодi з числовими результатами, див.,
наприклад, [X.-Z. Wang, et al. Phys. Rev. Lett., 1997, 78, 413; F. Wu, et al. Phys. Rev. Lett.,
1989, 62, 2773; F. Wu, et al. Phys. Rev. Lett., 1989, 63, 696; X.-Z. Wang, et al. Phys. Rev. E.,
1997, 56, 2793]. На основi цих виразiв можна побудувати фазову дiаграму для фру-
строваного квантового антиферомагнетика Гайзенберга на шестикутнiй двошаро-
вiй ґратцi (див. рис. 9).

Коли умови плоскозонностi трохи порушенi, й колишня плоска зона набуває ма-
лої дисперсiї, то ефективний опис можна збудувати, виходячи з наближення силь-
ного зв’язку i теорiї збурень:

Heff = N

(
−

h
2
−

J2

4
+

3J
8

)
− h

N∑
m=1

T z
m +

∑
〈mn〉

[
JzT z

mT z
n + J

(
T x

mT x
n + T y

mT y
n

)]
,

h = h − J2 −
3J
2
, J =

J1 + Jx
2

, Jz = J, J = J1 − Jx. (15)

Рис. 9: Фазова дiаграма фрустрованого
спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенбер-
га на шестикутнiй двошаровiй ґратцi у
площинi “магнiтне поле – температура”
(J2/J1 = 5). Координати найвищої точки
купола: h/J1 = J2/J1 + 3/2 i Tc/J1 =

1/[2 ln(2 +
√

3)] ≈ 0.380. Купол торкається
горизонтальної осi в точках h2/J1 = J2/J1i hsat/J1 = J2/J1 + 3.

Аналiз на основi рiвняння (15) пока-
зує, що стрибки намагнiченостi “вижи-
вають” навiть для досить значних вiд-
хилень вiд випадку iдеальної фрустра-
цiї. Це спiн-флоп перехiд, який прису-
тнiй у двовимiрному iзингоподiбному
XXZ антиферомагнетику Гайзенберга
в зовнiшньому полi вздовж осi легко-
го намагнiчення [S. Yunoki, Phys. Rev.
B., 2002, 65, 092402; M. Holtschneider,
et al. Phys. Rev. B., 2007, 75, 224417; K.
Balamurugan, et al. Phys. Rev. B., 2014, 90,
104412].

На рисунку 10 (лiва панель) пока-
зана поведiнка намагнiченостi, яка ха-
рактерна для спiн-флоп переходу, який
вiдбувається при деякому критичному
магнiтному полi hc, де hc є трохи бiль-
шим за 7.8 для розглядуваного набору
параметрiв. На правiй панелi представ-
лена температурна залежнiсть тепло-

ємностi C(T ). Цiкаво порiвняти кривi C(T ) для h = 7.7 i h = 8.0 (див. рис. 10).
В той час як перша крива вiдображає перехiд iз антиферомагнiтної фази до пара-
магнiтної, друга крива вiдображає перехiд iз спiн-флоп фази до парамагнiтної [M.
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Holtschneider, et al. Phys. Rev. B., 2007, 75, 224417]. Помiтнi ефекти скiнченних розмi-
рiв для h = 7.7 (великi порожнi кружечки вiдповiдаютьN = 256, тодi як малi запов-
ненi кружечки вiдповiдаютьN = 1 024) вказують на сингулярнiсть, яка з’являється
в термодинамiчнiй границi. I навпаки, керований температурою перехiд мiж спiн-
флоп фазою та парамагнiтною фазою не супроводжується сингулярнiстю в теплоєм-
ностi. Очiкується,що цi слiди спiн-флоп фази можна побачити в початковiй моделi
(12) в розглядуваному дiапазонi параметрiв.

Рис. 10: Кривi намагнiченостi при рiзних температурах (лiва панель) i температурнi
залежностi теплоємностi при рiзних полях (права панель) для (12) з J2 = 5, J1 = 1.1 i
JX = 0.9, як випливає з симуляцiй методом квантового Монте Карло (N до 2 304 для
лiвої панелi i N до 1 024, кружки на правiй панелi) i точної дiагоналiзацiї (N = 18,
суцiльнi лiнiї на правiй панелi) для ефективної моделi (15).

У п’ятому роздiлi розглянуто квантову спiнову модель Гайзенберга з гамiльто-
нiаном (12), але на трикутнiй двошаровiй ґратцi, яка складається з N = 2N вузлiв.
Ji j набуває трьох рiзних значень: J2 > 0 (димернi зв’язки), J1 (зв’язки найближчих
сусiдiв у окремому шарi) i Jx (фрустрованi зв’язки мiжшарами) (див. рис. 3). Важли-
вий випадок iдеальної фрустрацiї, коли константи обмiнної взаємодiї J1 = Jx. При
цьому константи J1 = Jx можуть бути як додатними (антиферомагнiтний випадок
для мiждимерних взаємодiй), так i вiд’ємними (феромагнiтний випадок для мiжди-
мерних взаємодiй).

До цiєї моделi застосовано методи та процедури, якi викладенi в третьому та
четвертому роздiлах. Отримано вирази для одномагнонного спектру та знайдено
умови, коли можна застосовувати концепцiю локалiзованих магнонiв. Здiйснено
вiдображення локалiзованих магнонiв на класичний газ жорстких шестикутникiв
на трикутнiй ґратцi (модель Бекстера). Таким чином, проiлюстровано можливiсть
застосування картини локалiзованих магнонiв для обчислення термодинамiчних
характеристик трикутного двошару у режимi сильних магнiтних полiв та низьких
температур.

В межах пiдходу сильного зв’язку та операторної теорiї збурень побудовано ефе-
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ктивний гамiльтонiан для низькотемпературної поведнiки моделi:

Heff = N

[
−

h
2
−

J2

4
+

3
8

(J1 + Jx)
]
−

[
h − J2 −

3
2

(J1 + Jx)
]∑

m

T z
m

+
∑
〈mn〉

[ J1 + Jx
2

T z
mT z

n + (J1 − Jx)(T x
mT x

n + T y
mT y

n)
]
. (16)

Ефективну теорiю (16) використано для аналiзу властивостей вихiдної моделi. У
випадку антиферомагнiтних мiждимерних взаємодiй крива намагнiченостi в зале-
жностi вiд магнiтного поля має додатковi плато, якi пояснюються рiзним впоряд-
куванням локалiзованих магнонiв. Для моделi з феромагнiтними мiждимерними
взаємодiями крива намагнiченостi має тiльки плато,що вiдповiдає насиченню.
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Рис. 11: Фазова дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзенберга на трику-
тнiй двошаровiй ґратцi в площинi “магнiтне поле-температура”, яка отримана з
ефективної спiн-1/2 моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi в випадку: (а) феромагнi-
тних мiждимерних взаємодiй J1 < 0; (b) антиферомагнiтних мiждимерних взає-
модiй J1 > 0. Штрихова лiнiя на панелi (а) вказує фазовi переходи першого роду,
якi закiнчуються в критичнiй точцi фазового переходу другого роду з класу унiвер-
сальностi Iзинга. Суцiльнi лiнiї на панелi (b) вказують на фазовi переходи другого
роду.

Найцiкавiшими результатами є фазовi дiаграми в площинi “магнiтне поле
-температура”, якi отриманi з ефективної моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi. Фазова
дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй двошаровiй
ґратцi в випадку феромагнiтних мiждимерних взаємодiй J1 < 0 представлена на
рисунку 11 (a). Дiаграма включає в себе лiнiю фазових переходiв першого роду, що
з’являється при критичному полi hc/|J1| = J2/|J1| − 3. У спецiальнiй критичнiй то-
чцi стається фазовий перехiд другого роду, який належить до класу унiверсальностi
двовимiрної моделi Iзинга, з координатами (hc/|J1|; kBTc/|J1|) = (J2/|J1| − 3; 1/ ln 3).
Фазова дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй двоша-
ровiй ґратцi в випадку антиферомагнiтних мiждимерних взаємодiй J1 > 0 є симе-
тричною щодо критичного поля hc/J1 = J2/J1 + 3. З рисунка 11 (b) очевидно, що
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критичнi поля hc/J1 = J2/J1 i hc/J1 = J2/J1 + 6 при достатньо низьких темпера-
турах досягають критичних меж iз моделi жорстких шестикутникiв на трикутнiй
ґратцi (пунктирнi лiнiї), що свiдчить про клас унiверсальностi тристанової моделi
Потса для цих двох конкретних фазових переходiв.

Основнi результати та висновки
1. Отримано низькотемпературнi характеристики одновимiрного парамагнети-

ка Тасакi-Габарда в нехтовно малому зовнiшньому магнiтному полi. Показа-
но, що такий парамагнетик, на вiдмiну вiд звичайного парамагнетика Кю-
рi, має залишкову ентропiю та швидше намагнiчується. Показано, як зникає
〈S2〉n,N iз ростом розмiрiв системи. Результати опублiковано в [1].

2. Запропоновано пробнi варiацiйнi хвильовi функцiї для опису станiв кванто-
вої моделi Гайзенберга на двошарах при T = 0 за вiдсутностiмагнiтного поля.
Побудовано фазовi дiаграми основного стану квантового антиферомагнетика
Гайзенберга на квадратному i шестикутному двошарах за вiдсутностi магнi-
тного поля. Показано,що простий пiдхiд добре вiдтворює недавнi результати,
отриманi значно складнiшими методами. Результати опублiковано в [6].

3. На основi концепцiї локалiзованих магнонiв розроблено теорiю квантового
антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй квадратнiй двошаровiй ґра-
тцi в зовнiшньому магнiтному полi при низьких температурах для пояснення
експериментальних даних, отриманих при вивченнi сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 у
сильних магнiтних полях [H. Tanaka, et al. J. Phys. Soc. Jpn., 2014, 83 103701]. Пе-
редбачено наявнiсть у системi фазового переходу, пов’язаного з впорядкуван-
ням локалiзованих магнонiв. Ним можна керувати як за допомогою темпера-
тури, так i за допомогою магнiтного поля. Для виявлення фазового переходу
на експериментi, запропоновано провести низькотемпературнi вимiрюван-
ня теплоємностi для знаходження характерної логарифмiчної сингулярностi
в температурному профiлi теплоємностi. Результати опублiковано в [4].

4. Розроблено систематичну теорiю низькотемпературних властивостей спiн-
1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй шестикутнiй двошаро-
вiй ґратцi в зовнiшньому магнiтному полi для сильних та помiрних магнi-
тних полiв. Дослiджено незвичайнi властивостi фрустрованої квантової спi-
нової моделi: стрибки намагнiченостi та широке плато, залишкову ентропiю
в основному станi при полi насичення, додатковий низькотемпературний пiк
у температурнiй залежностi теплоємностi в околi поля насичення. Виявле-
но фазовий перехiд лад-безлад при скiнченнiй температурi, що належить до
класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. У випадку вiдхилень вiд iде-
альної фрустрацiї, виявлено стрибки намагнiченостi, якi можна пояснити як
спiн-флоп переходи в ефективнiй моделi. Дослiдження може стосуватися ма-
гнiтної сполуки Bi3Mn4O12(NO3). Результати опублiковано в [2, 3].

5. Розроблено теорiю низькотемпературних термодинамiчних властивостей
фрустрованого спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на трикутнiй двоша-
ровiй ґратцi. Виявлено,що феромагнiтнi мiждимернi взаємодiї при достатньо
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низьких температурах приводять до фазового переходу першого роду, який,
при зростаннi температури, змiнюється на фазовий перехiд другого роду. По-
казано, що при нульовiй температурi антиферомагнiтнi мiждимернi взаємо-
дiї спричиняють послiдовнiсть iз трьох фазових переходiв першого роду. Цi
переходи змiнюються на чотири фазовi переходи другого роду при достатньо
малих, але ненульових температурах. Два фазовi переходи другого роду, якi
пов’язанi з руйнуванням синґлет-димерної фази й початком утворення наси-
ченого феромагнiтного стану, належать до класу унiверсальностi двовимiрної
тристанової моделi Потса. Два iншi — зберiгають цю властивiсть при вищих
температурах, але є подiбними до фазового переходу типу Костерлiца-Таулеса
при нижчих температурах. Результати опублiковано в [5].
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та астрономiя).— Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 2019.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей сильно скорельо-
ваних систем (ланцюжок Тасакi-Габарда i фрустрованi квантовi антиферомагнети-
ки Гайзенберга), якi при певних умовах мають бездисперсiйну (плоску) зону в одно-
частинковому енергетичному спектрi.Моделi вивчаються при низьких температу-
рах.

Розглянуто модель Тасакi-Габарда на пилкоподiбному ланцюжку в нехтовно ма-
лому магнiтному полi. Показано, чим властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда
вiдрiзнються вiд звичайного парамагнетика Кюрi.

Дослiджено основний стан квантового антиферомагнетика Гайзенберга на дво-
шарах. За допомогою варiацiйного пiдходу побудовано фазовi дiаграми основного
стану для квантових антиферомагнiтних моделей Гайзенберга на квадратному та
шестикутному двошарах.

Дослiджено низькотемпературнi властивостi для квантових антиферомагнети-
кiв Гайзенберга на фрустрованих двошарових ґратках (квадратна,шестикутна i три-
кутна).Показано iснування фазових переходiв з класiв унiверсальностi двовимiрної
моделi Iзинга та двовимiрної тристанової моделi Потса. Розроблену теорiю застосо-
вано до сполуки Ba2CoSi2O6Cl2.Ключовi слова: квантовий антиферомагнетик Гайзенберга, двошар, геометри-
чна фрустрацiя, бездисперсiйна (плоска) зона, локалiзованi стани, фазовий перехiд
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Диссертационная работа посвящена исследованию свойств сильно скорельова-
них систем (цепочка Тасаки-Хаббарда и фрустрированные квантовые антиферро-
магнетики Гейзенберга), которые при определенных условиях имеют бездисспер-
сионную (плоскую) зону в одночастичном энергетическом спектре. Модели изуча-
ются при низких температурах.
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Рассмотрено модель Тасаки-Хаббарда на пилообразной цепочке в пренебрежи-

момаломмагнитномполе.Показано, чем свойства парамагнетика Тасаки-Хаббарда
отличаются от обычного парамагнетика Кюри.

Исследовано основное состояние квантового антиферромагнетика Гейзенберга
на двухслоях. С помощью вариационного подхода построены фазовые диаграммы
основного состояния для квантовых антиферромагнитных моделей Гейзенберга на
квадратном и шестиугольном двухслоях.

Исследовано низкотемпературные свойства для квантовых антиферромагнети-
ков Гейзенберга на фрустрированних двухслойных решетках (квадратная, шести-
угольная и треугольная). Показано существование фазовых переходов из классов
универсальности двумерной модели Изинга и двумерной модели Поттса с тремя
состояниями. Разработанную теорию применено к соединению Ba2CoSi2O6Cl2.Ключевые слова: квантовый антиферромагнетик Гейзенберга, двухслой, геоме-
трическая фрустрация, бездиссперсионная (плоская) зона, локализованные состоя-
ния, фазовый переход

ABSTRACT
Baliha V.Y. Effects of frustration in quantum Heisenberg antiferromagnets on bilayer

lattices.—Manuscript.
Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics on the speci-

ality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104— Physics and Astronomy).— Institute for Conden-
sed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.
The thesis is devoted to investigation of the properties of strongly correlated systems

(Tasaki-Hubbard chain and frustrated quantum Heisenberg antiferromagnets), which un-
der special conditions have a dispersionless (flat) band in the one-particle energy spectrum.
The models are examined at low temperatures.
An s = 1/2 antiferromagnetic Heisenberg model on several bilayer lattices (square,

honeycomb and triangular) with magnon states from the flat band with lowest energy
in the presence of a strong magnetic field is considered. Due to the localized nature of
the flat-band magnon states, these systems are mapped on the classical lattice gases of
hard-core objects. This mapping simplified the study of quantum models, reducing them
to well-known classical ones, which allows us to draw the conclusions about the properti-
es of the initial models. Also, the standard strong-coupling perturbation theory is appli-
ed for constructing effective Hamiltonians. These effective models allowed to investigate
the phase transitions related to the ordering of localized magnons. These phase transi-
tions belong to the different classes of universality. When completely antiferromagnetic
model (square and honeycomb geometry) was considered in full frustration regime, the
phase transitions that belong to the universality class of the two-dimensional Ising model
were found. In the case of triangular geometry, for a completely antiferromagnetic model,
the phase transition belonging to the universality class of the two-dimensional three-state
Potts model, and in the case, when some interactions on the lattice are ferromagnetic —
the discontinuous phase transition, which at a certain critical point reached the conti-
nuous phase transition from the universality class of the two-dimensional Ising model
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were found. For a completely antiferromagnetic model on a honeycomb bilayer lattice
for a small deviations from the full frustration regime, a spin-flop transition, which occurs
in a XXZ model with an easy axis of magnetization, was found.
On the basis of an effective model, a theory for a magnetic compound Ba2CoSi2O6Cl2 inan external magnetic field for the description of its low-temperature properties is

developed. The compound can be described as a quantum spin model on a square bi-
layer lattice. The results of experiments for this compound have been reproduced and new
predictions have been made, which require new experimental studies to confirm them.
The applicability of the developed theory based on the Heisenberg quantum model on a
honeycomb bilayer lattice to the magnetic compound Bi3Mn4O12(NO3) is also discussed.For completeness, the ground state of the quantum Heisenberg antiferromagnet on
the bilayers with different geometries (square, honeycomb) in the absence of magnetic
field is investigated. A variational approach has been applied for that. The trial variational
wave functions, which describe the state of the system for the certain relations between
exchange interaction parameters, are proposed. By comparing the variational energies,
the ground-state phase diagrams are constructed. The obtained results are compared with
the ones obtained recently by more sophisticated methods. Qualitative consistency and
good quantitative agreement for some critical points are observed.
As a simple example, the Tasaki-Hubbard model on a sawtooth chain, where one can

observe the effects of the presence of strong correlations and the lowest dispersionless
(flat) band in the energy spectrum is considered. The properties of such a paramagnet in an
infinitesimally small external magnetic field are studied and a comparison with the usual
Curie paramagnet is made. It is found that in contrast to the usual paramagnet, the Tasaki-
Hubbard paramagnet has a residual entropy. Also, such a paramagnet is more easily to
magnetize.
Keywords: quantum Heisenberg antiferromagnet, bilayer, geometric frustration, di-

spersionless (flat) band, localized states, phase transition


