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Актуальнiсть теми. В останнi роки багато уваги придiляється вивченню влас-
тивостей фрустрованих квантових спiнових антиферомагнетикiв [G. Misguich and
C. Lhuillier, in Frustrated Spin Systems, edited by H. T. Diep (World Scientific, Singapore,
2005), pp. 229–306; J. Richter, J. Schulenburg, and A. Honecker, in Quantum Magnetism,
Lecture Notes in Physics Vol. 645, edited by U. Schollwöck, J. Richter, D. J. J. Farnell, and
R. F. Bishop (Springer, Berlin, 2004), pp. 85–153]. Великий iнтерес до таких систем зу-
мовлений тим, що на вiдмiну вiд феромагнетикiв, в антиферомагнiтних спiнових
системах можливi фрустрацiї, спричиненi конкуренцiєю взаємодiй. Це може бути
конкуренцiя обмiнних взаємодiй мiж сусiднiми спiнами i наступними пiсля сусi-
днiх спiнами на простих гратках (наприклад, J1 − J2 модель на квадратнiй гратцi).
Iнший приклад – взаємодiя найближчих спiнiв на гратках зi складнiшою геометрi-
єю (наприклад, на гратцi кагоме). Фрустрацiї i квантовi флуктуацiї можуть приво-
дити до цiлковитого зникнення далекого магнiтного порядку i появи рiзних ста-
нiв (фаз) з екзотичними властивостями. Крiм того, взаємодiя з магнiтним полем та-
кож вiдiграє роль однiєї з конкуруючих взаємодiй, що додатково збагачує фазову
дiаграму.

Серед фрустрованих квантових антиферомагнетикiв iснує спецiальний клас мо-
делей, якi в певному режимi (сильнi магнiтнi поля) допускають iснування спецiаль-
них низькоенергетичних станiв, якi називають локалiзованими магнонами. Теоре-
тично локалiзованi магнони були вiдкритi в 2002 роцi в роботi [J. Schulenburg, et al.
Phys. Rev. Lett., 2002, 88, 167207], звiдки й почалось їх iнтенсивне дослiження [див.
огляди: J. Richter, et al. J. Phys.: Condens. Matter, 2004, 16, S779; J. Richter, Fizika Nizkikh
Temperatur (Kharkiv), 2005, 31, 918; O. Derzhko, J. Richter, A. Honecker, and H.-J. Schmidt,
Fizika Nizkikh Temperatur (Kharkiv), 2007, 33, 982]. Теорiя, розвинена в 2002-2010 ро-
ках i пiдсумована в наведених оглядах, стосується так званої iдеальної плоскозонної
геометрiї, коли одномагноннi стани строго локалiзованi (одномагнонна зона стро-
го бездисперсiйна). Однак, в реальних системах можливе вiдхилення вiд умов, якi
забезпечують строгу локалiзацiю магнонiв. Прикладами таких систем є природний
мiнерал азурит Cu3(CO3)2(OH)2 [H. Kikuchi, et al. Phys. Rev. Lett., 2005, 94, 227201; Prog.
Theor. Phys. Suppl., 2005 159, 1], лiказит Cu3(OH)5(NO3)·2H2O [H. Kikuchi et al. Physics
Procedia, 2015, 75, 653] чи магнiтна сполука Ba2CoSi2O6Cl2 [H. Tanaka, et al. J. Phys.
Soc. Jpn., 2014, 83, 103701]. Магнiтнi властивостi всiх цих сполук описуються фру-
строваними квантовими спiновими системами з майже бездисперсiйною найниж-
чою одномагнонною зоною. Постає важливе питання: як впливає вiдхилення вiд
iдеальної геометрiї на спостережуванi властивостi? Iншими словами, як виглядати-
ме теорiя таких фрустрованих квантових антиферомагнетикiв поблизу парадигми
локалiзованих магнонiв? Питання застосовностi теорiї локалiзованих магнонiв до
пояснення результатiв експериментальних дослiджень визначає актуальнiсть те-
ми даної дисертацiйної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Дисертацiйна
робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України згi-
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дно з планами робiт за темою “Квантовi багаточастинковi гратковi системи: дина-
мiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (2013–2017 рр., номер держреєстрацiї
0112U007761) та в межах програмно-цiльової теми “Багатомасштабнiсть i структур-
на складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосування” (2012–2016 рр., номер
держреєстрацiї 0112U003119).

Метою даної дисертацiї є розроблення систематичної теорiї для низькотемпе-
ратурних властивостей фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга
з майже бездисперсiйною магнонною зоною в режимi сильних магнiтних полiв та
низьких температур. У роботi було поставлено такi задачi:

• розроблення ефективної теорiї спiн- 1
2

фрустрованої антиферомагнiтної моде-
лi Гайзенберга на кiлькох гратках з майже бездисперсiйною магнонною зо-
ною (фрустрованi ромбiчний та димер-плакетний спiновi ланцюжки та дво-
вимiрна гратка квадратне кагоме);
• вивчення низькотемпературних властивостей спiн- 1

2
XXZ антиферомагнiтної

моделi Гайзенберга на фрустрованому ромбiчному ланцюжку в довiльно орi-
єнтованому магнiтному полi; побудова ефективного опису низькотемператур-
них властивостей вихiдної моделi у полях поблизу поля насичення;
• отримання низькоенергетичних ефективних гамiльтонiанiв для фрустрова-

ного класично-квантового спiн- 1
2

ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга;
• дослiдження ефектiв мiжланцюжкових взаємодiй у системi фрустрованих

квантових антиферомагнiтних ромбiчних ланцюжкiв.

Об’єктом дослiдження є спiн- 1
2

антиферомагнiтна модель Гайзенберга на кiль-
кох фрустрованих гратках (ромбiчний та димер-плакетний спiновi ланцюжки, гра-
тка квадратне кагоме) з майже бездисперсiйними магнонними станами.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є характернi особливостi низь-
котемпературної термодинамiки фрустрованих квантових антиферомагнетикiв
Гайзенберга в сильних магнiтних полях.

Методи дослiдження. В роботi застосовувались як аналiтичнi (операторна тео-
рiя збурень, точнi розв’язки методом фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера), так i числовi
методи. Разом з числовим методом точної дiагоналiзацiї, який застосовується для
невеликих систем, використовується метод квантового Монте Карло, який прида-
тний для значно бiльших систем, але лише для ефективних моделей (у яких вже
нема конкуренцiї взаємодiй), а також метод ренормалiзацiйної групи для матрицi
густини (одновимiрнi системи).

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi побудова-
но ефективнi моделi для опису деяких фрустрованих квантових антиферомагнети-
кiв Гайзенберга в сильних магнiтних полях при низьких температурах. Ефектив-
нi моделi є значно простiшi за вихiднi. Запропонованi ефективнi моделi дозволя-
ють дати теоретичнi передбачення для низькотемпертурних властивостей азуриту
Cu3(CO3)2(OH)2 в сильних магнiтних полях (понад 30 T). На основi експерименталь-
них даних розроблена теорiя дає змогу оцiнити параметр анiзотропiї XXZ обмiнних
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взаємодiй Гайзенберга для азуриту: ∆ ≈ 0.85. Запропоновано реалiзацiю фазового
переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса у двовимiрному фрустрованому анти-
феромагнетику при низьких температурах i сильних магнiтних полях. Врахування
неiдеальної геометрiї, анiзотропiї обмiнних взаємодiй, а також мiжланцюжкових
взаємодiй дає змогу пов’язати теорiю з експериментом.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового значен-
ня одержаних результатiв. Отриманi у данiй дисертацiйнiй роботi результати ма-
ють практичне значення для подальших теоретичних та експериментальних до-
слiджень. Запропонований пiдхiд застосовний для опису експериментiв для низки
сполук, в яких реалiзуються фрустрованi спiновi ланцюжки [азурит Cu3(CO3)2(OH)2,
лiказит Cu3(OH)5(NO3)·2H2O, магнiтна сполука K3Cu3AlO2(SO4)4], а також для ефе-
ктивного опису недавно синтезованої магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Аналiтичнi
та числовi результати, отриманi у дисертацiї для фрустрованих квантових спiнових
систем, слугуватимуть для порiвняння при дослiдженнi iншими методами у майбу-
тньому. Окремi фрагменти дисертацiйної роботи можуть бути використанi у лекцi-
ях з теорiї конденсованої матерiї для магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив нау-
ковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук О. В. Держко. Серед пу-
блiкацiй [1–7] одна стаття виконана дисертанткою одноосiбно [5]. В спiльних публi-
кацiях [1–4, 6,7] авторцi дисертацiї належить:

• отримання одномагнонного спектру та виразу для вiльної енергiї для iдеаль-
ного та деформованого ромбiчних ланюжкiв в режимi сильних полiв та низь-
ких температур [1];
• аналiтичне виведення виразiв для ефективних моделей з допомогою опера-

торної теорiї збурень в наближеннi сильного зв’язку та в пiдходi локалiзова-
них магнонiв [2,3];
• числовий аналiз ефективних моделей [2,3];
• виведення ефективних гамiльтонiанiв для спiн- 1

2
XXZ ромбiчного ланцюжка

Гайзенберга в довiльно орiєнтованому магнiтному полi [4];
• отримання фазової дiаграми, яка iлюструє появу фази спiнової рiдини, для

ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга [6];
• побудова ефективного опису системи ромбiчних спiнових ланцюжкiв зi слаб-

кою мiжланцюжковою взаємодiєю [7].

Обговорення та iнтерпретацiю отриманих результатiв в статтях [1–4,6,7] спiвавтори
виконували разом.

Апробацiя роботи. Результати дисертацiї представлялись на таких конференцi-
ях: Мiжнародна 4-та наукова конференцiя “Статистична фiзика: сучаснi напрямки
та застосування” (Львiв, 2012 р.); Нацiональна конференцiя “Актуальнi проблеми те-
оретичної, експериментальної та прикладної фiзики” (Тернопiль, 2012 р.); XII, XIII,
XIV, ХV та ХVI Всеукраїнськi школи-семiнари i конкурси молодих вчених зi стати-
стичної фiзики i теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2012, 2013, 2014, 2015 та 2016
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рр.); Мiжнародна 5-та конференцiя молодих вчених “Проблеми теоретичної фiзи-
ки” (Київ, 2013 р.); TRENDOXIDES2015, New TRENDS in Correlated OXIDES and Interfaces
(Brescia, 2015); Conference: What about U? - Effects of Hubbard Interactions and Hund’s
Coupling in Solids (Trieste, 2016), а також на семiнарах в Iнститутi фiзики конденсо-
ваних систем НАН України.

Результати, викладенi в дисертацiї, опублiковано в шести статтях [1–6], одному
препринтi [7], а також в тезах восьми конференцiй [8–15].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, роздiлу з огля-
дом лiтератури та п’яти основних роздiлiв, у яких викладенi результати дослiджень
дисертантки, а також висновкiв, списку використаної лiтератури та шести дода-
ткiв. Робота викладена на 98 сторiнках (разом з лiтературою та додатками – 140 сто-
рiнок), бiблiографiчний список мiстить 149 найменувань публiкацiй у вiтчизняних
та закордонних виданнях.

ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету роботи,
визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв та наве-
дено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується даної роботи. В
першiй частинi цього роздiлу пояснено концепцiю локалiзованих магнонiв в теорiї
фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга. Показано, що певний
клас фрустрованих квантових антиферомагнетикiв в режимi сильних магнiтних
полiв та низьких температур допускає iснування станiв локалiзованих магнонiв з
найменшою енергiєю i це дає можливiсть детально дослiдити властивостi таких
систем. Концепцiя локалiзованих магнонiв застостовна лише у випадку так зва-
ної iдеальної плоскозонної геометрiї гратки, коли одномагнонна зона з найменшою
енергiєю строго бездисперсiйна (плоска). В другiй частинi першого роздiлу обгово-
рено iснуючi твердотiльнi реалiзацiї фрустрованих квантових антиферомагнетикiв
Гайзенберга, у яких iснують локалiзованi магнони, а також сформульовано задачi,
якi буде розв’язано в данiй дисертацiйнiй роботi.

Другий роздiл дисертацiї стосується теоретичного дослiдження низькотемпе-
ратурних магнiтних характеристик деформованого фрустрованого ромбiчного ан-
тиферомагнiтного ланцюжка Гайзенберга. Розглянуто спiн- 1

2
антиферомагнiтну мо-

дель Гайзенберга на деформованому фрустрованому ромбiчному спiновому
ланцюжку. Для опису властивостей цiєї системи в режимi сильних магнiтних по-
лiв i низьких температур використано картину локалiзованих магнонiв. Цi дослiд-
ження мотивованi результатами експериментiв для природного мiнералу азуриту
Cu3(CO3)2(OH)2, магнiтнi властивостi якого описуються спiн- 1

2
антиферомагнiтною

моделлю Гайзенберга на деформованому ромбiчному ланцюжку з константами об-
мiнної взаємодiї J1, J2, J3 та Jm, див. рис. 1.
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Рис. 1: Деформований фрустрований ром-
бiчний спiновий ланцюжок. Iдеальний
ромбiчний ланцюжок реалiзується за
умови J1 = J3, Jm = 0, J2 > 2J1.

Набiр обмiнних взаємодiй для азуриту,
знайдений з першопринципних розра-
хункiв методом функцiонала густини, є
таким: J1 = 15.51 K, J2 = 33 K, J3 =

6.93 K, Jm = 4.62 K. Хоча цi констан-
ти i не вiдповiдають умовам iдеальної
геометрiї, вони не аж так далеко вiд
набору, що вiдповiдав би таким умо-
вам; про це свiдчать результати експе-
риментальних дослiджень кривої на-
магнiченостi азуриту, яка нагадує пе-

редбачення картини локалiзованих магнонiв.
Вклад незалежних локалiзованих магнонiв у статистичну суму у випадку iде-

альної геометрiї, коли одномагнонна зона з енергiєю ε1 строго бездисперсiйна, зна-
ходиться з рiвностi:

Z(T, h,N) =

nmax
∑

n=0

gN(n)exp

(

−En(h)

T

)

=

= exp















−
EFM − h

2
N

T















N
∑

n=0

Cn
Nexp

(

µ

T
n

)

= e−
EFM− h

2
N

T

(

1 + e
hsat−h

T

)N
, (1)

де En(h) — енергiя багатомагнонного стану за наявностi зовнiшнього магнiтного по-
ля h, µ = ε1−h, а hsat = ε1 магнiтне поле насичення. Основне (евристичне) припуще-
ння для деформованого випадку таке: вважається, що статистична сума для дещо
деформованого фрустрованого ромбiчного антиферомагнiтного ланцюжка Гайзен-
берга все ще має форму, виписану в цьому рiвняннi, але одномагноннi енергiї тепер
визначаються справжньою (деформованою) геометрiєю гратки. Зберiгши структуру
статистичної суми, ми прийняли правило жорстких мономерiв, хоча тепер маємо
справу з мономерами з енергiями, що трохи вiдрiзняються. Отже у випадку слабко-
го вiдхилення вiд iдеальної плоскозонної геометрiї маємо

Z(T, h,N) = e−
EFM− h

2
N

T

∏

κ

(

1 + e
−ε1(κ)−h

T

)

, (2)

де ε1(κ) визначається вiдповiдним кубiчним рiвнянням (елементарна комiрка мi-
стить три вузли). В загальному випадку вираз для ε1(κ) такий:

ε1(κ) = −2

√

− p

3
cos α−π

3
− a

3
, p = − a2

3
+ b, q = 2a3

27
− ab

3
+ c, cosα = −q

(

2

√

− p3

27

)−1

, де a,

b i c вiдомi функцiї J1, J2, J3 та Jm.
Знаючи статистичну суму (2), маємо вiльну енергiю, а отже i всi термодинамiчнi

функцiї спiнової системи — намагнiченiсть, ентропiю чи теплоемнiсть. Варто заува-
жити, що в граничному випадку малих J1/J2, J3/J2 i Jm/J2 одномагнонний спектр
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ε1(κ) пiсля пiдстановки у запропонований вираз для статистичної суми (2) дає вiль-
ну енергiю точно розв’язного спiн- 1

2
XX ланцюжка у поперечному полi. Запропо-

нований анзац (2) працює добре, коли магнонiв мало (тобто, поблизу поля насиче-
ння). Якщо ж число магнонiв зростає (тобто, поблизу найбiльшого поля для плато
1
3

) просте правило жорстких мономерiв недостатнє для опису тепер вже не цiлком
локалiзованих магнонiв, бо мiж ними може бути набагато складнiша взаємодiя.

На рис. 2 показано, як виглядає у такому пiдходi крива намагнiченостi азуриту
(великi квадрати), яка має майже стрибок при полях дещо бiльших за 30 T i тем-
пературi бiля 0.1 K. Ця риса кривої намагнiченостi є проявом локалiзованих магно-
нiв, котрi домiнують у властивостях при сильних полях i низьких температурах.

Ansatz I
Ansatz II
Ansatz III

Рис. 2: Крива намагнiченостi m(T, h) де-
форомованого фрустрованого ромбiчного
ланцюжка в залежностi вiд зовнiшнього
магнiтного поля H для T = 0.08 K; па-
раметри обмiнної взаємодiї для азуриту:
J1 = 15.51 K, J2 = 33 K, J3 = 6.93 K,
Jm = 4.62 K, а гiромагнiтне вiдношення
g = 2.06.

Данi точної дiагоналiзацiї приведено
для ромбiчного спiнового ланцюжка,
який складається з 18 вузлiв. При тем-
пературi T = 0.08 K отриманi теорети-
чнi результати узгоджуються з експе-
риментальними даними i результата-
ми точної дiагоналiзацiї. Теорiя, яка ви-
користовує точний розв’язок кубiчного
рiвняння (великi квадрати) збiгається з
результатами точної дiагоналiзацiї при
полях понад 33.5 T, але передбачає пла-
то 1/3 вже нижче 32 T, хоча результат
точної дiагоналiзацiї — бiля 31 T. Якщо
ж використовувати для ε1(κ) наближе-
нi розв’язки кубiчного рiвняння, то ре-
зультати точної дiагоналiзацiї можна
вiдтворити лише якiсно (малi i дуже ма-
лi квадрати).

Такий опис може бути застосовано
до iнших подiбних спiнових систем, на-

приклад, для димер-плакетного ланцюжка або для двовимiрної гратки квадратне
кагоме. Однак, залишається незрозумiло, яким чином вiн може бути систематично
полiпшеним.

У третьому роздiлi систематично дослiджено ефекти малих вiдхилень вiд умов,
що забезпечують строгу локалiзацiю магнонiв. Для цього розглянуто спiн- 1

2
антифе-

ромагнiтну модель Гайзенберга на трьох гратках (див. рис. 3) з гамiльтонiаном:

H =
∑

(i j)

Ji jsi · s j − hS z, S z
=

N
∑

i=1

sz
i
, Ji j > 0. (3)

Використовуючи операторну теорiю збурень, побудовано низькоенергетичнi
ефективнi гамiльтонiани в наближеннi сильного зв’язку (в припущеннi, що J1/J2,
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Рис. 3: Ромбiчний (a) i димер-плакетний (b) спiновi ланцюжки та гратка квадратне
кагоме (c). Вказано значення обмiнних взаємодiй Ji j у гамiльтонiанi (3).

J3/J2 є малi) та в пiдходi локалiзованих магнонiв (у припущеннi, що |J1 − J3|/J2 є
малим) для ромбiчного i димер-пакетного спiнових ланцюжкiв та для гратки ква-
дратне кагоме. Зупинимось для прикладу на деформованому фрустрованому ромбi-
чному спiновому ланцюжку. Ми маємо справу з випадком, коли обмiнна взаємодiя
Гайзенберга J2 є найбiльшою. В сильних магнiтних полях беруться до уваги тiльки
два з чотирьох станiв на кожному вертикальному зв’язку, а саме, повнiстю поля-
ризований стан |u〉 = |↑1↑2〉 i одномагнонний стан |d〉 = 1√

2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉). Тут 1

i 2 нумерують вузли на вертикальному зв’язку. Оскiльки J2 є найбiльшою взаємо-
дiєю, гамiльтонiан H розбиваємо на “основну частину” Hmain (гамiльтонiан, який
описує всi комiрки i взаємодiю Зеємана всiх спiнiв з магнiтним полем) i на “збу-
рення” V = H − Hmain. Роздiляємо гiльбертовий простiр, у якому дiє H на простiр,
який складається з основних станiв |ϕ0〉 гамiльтонiана Hmain i на решту простору.
Також вводимо оператор проектування P = |ϕ0〉〈ϕ0| на цей простiр: P = ⊗mPm,
Pm = Pm ⊗ (| ↑3〉〈↑3 |)m,Pm = (|u〉〈u| + |d〉〈d|)m . Нам потрiбен ефективний гамiльтонi-
ан, який дiє тiльки у модельному просторi, але дає точну енергiю основного стану.
Його можна знайти, застосувавши операторну теорiю збурень:

Heff = PHP + PV
∑

α,0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP + . . . , (4)

де |ϕα〉, α , 0 є збудженi стани гамiльтонiана Hmain. Крiм того зручно ввести (псевдо)
спiн- 1

2
оператори

T z
=

1

2
(|u〉〈u| − |d〉〈d|) , T+ = |u〉〈d|, T− = |d〉〈u| (5)
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для кожної комiрки m. В результатi отримаємо спiн- 1
2

iзотропну XY модель в магнi-
тному полi з гамiльтонiаном

Heff = NC − h

∑

m

T z
m + J

∑

(mn)

(

T x
mT x

n + T
y
mT

y
n

)

, (6)

де параметри ефективного гамiльтонiана є такi: h = h − h1 − (J3−J1)2

4J2
, J =

(J3−J1)2

4J2
, а

h1 = J2 + J, J = J3+J1

2
. Ефективний гамiльонiан в наближеннi сильного зв’язку для

димер-плакетного спiнового ланцюжка i гратки кагоме має такий самий вигляд, як
i в рiвняннi (6), однак з iншими параметрами C, h та J.

Наближення сильного зв’язку можна удосконалити. Для цього при побудовi ефе-
ктивного гамiльтонiана будемо виходити не з гамiльтонiана H, а з гамiльтонiана

H = PHP, P = ⊗N
m=1Pm, Pm = ((|u〉〈u| + |d〉〈d|))m , (7)

де P − оператор проектування на стани |u〉 i |d〉 комiрок m = 1, . . . ,N . Перейшов-
ши вiд H доH , ми зробили наближення, зменшивши кiлькiсть станiв, якi беруться
до уваги (замiсть чотирьох станiв на кожному вертикальному зв’язку розглядає-
мо тiльки два з них – повнiстю поляризований стан |u〉 i стан локалiзованого ма-
гнона |d〉). Далi, роздiляємо H на основну частину Hmain (тобто гамiльтонiан H з
J1 = J3 = J i h = h1) i збуренняV = H−Hmain. Основний станHmain такий самий, як
i у наближеннi сильного зв’язку |ϕ0〉 (хоча й з iншим значенням енергiї основного
стану ε0), а отже i проектор на простiр, у якому дiєHmain такий самий: P = |ϕ0〉〈ϕ0|.
В результатi для ефективного гамiльтонiана (4) отримаємо:

Heff =

N
∑

m=1

[

J

(

T x
mT x

m+1 + T
y
mT

y

m+1

)

+ J
zT z

mT z
m+1
− hT z

m + C

]

, (8)

де константи є такi:

J =
(J1 − J3)2

4J2

1

1 − J
J2

, Jz
=

(J1 − J3)2

4J2















1

1 − J
J2

− 1















,

h = h − h1 −
(J1 − J3)2

4J2

, J =
J1 + J3

2
, h1 = J2 + J. (9)

Отриманий ефективний гамiльтонiан (8), (9) є гамiльтонiаном спiн- 1
2

XXZ ланцюж-
ка Гайзенберга. Це одна з стандартних моделей статистичної механiки, яка може
бути дослiджена такими методами як пiдстановка Бете, точна дiагоналiзацiя, кван-
тове Монте Карло або метод ренормалiзацiйної групи для матрицi густини. Якщо в
рiвняннi (9) провести розклад в ряд вiдносно J/J2, то приходимо до результату, який
вiдтворює не тiльки другий порядок теорiї збурень у наближеннi сильного зв’язку
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Рис. 4: Порiвняння вихiдної та ефективних моделей для деформованого ромбiчного
ланцюжка з N = 18 вузлiв (N = 6 комiрок): кривi намагнiченостi в залежностi вiд
магнiтного поля та температурнi залежностi теплоємностi для J1 = 0.85, J2 = 3 i
J2 = 6 (вставка), J3 = 1.15.

(див. вище), а й третiй порядок цiєї теорiї збурень [A. Honecker and A. Läuchli, Phys.
Rev. B, 2001, 63, 174407].

Для того, щоб з’ясувати як працюють ефективнi гамiльтонiани, зроблено точну
дiагоналiзацiю для трьох моделей з гамiльтонiанами H, Heff таHeff i проведено по-
рiвняння отриманих результатiв для початкової моделi H та ефективних моделей
(Heff i Heff). При цьому розглянуто кривi намагнiченостi при низьких температу-
рах та температурну залежнiсть теплоємностi в сильних магнiтних полях. На рис.
4 приведено низькотемпературнi кривi намагнiченостi та температурнi залежно-
стi питомої теплоємностi для деформованого ромбiчного ланцюжка. Порiвнюючи
результати для вихiдної моделi H з результатами для ефективних моделей, якi опи-
суються гамiльтонiанами Heff таHeff , бачимо їх добре узгодження. Зауважимо, що
на рис. 4 вiдхилення вiд iдеальної геометрiї |J1 − J3|/J сягає аж 0.4, але навiть при
таких великих вiдхиленнях узгодженiсть залишається задовiльною.

В ефективнiй моделi для двовимiрної гратки квадратне кагоме може вiдбува-
тися фазовий перехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса [V. L. Berezinskii, Zh. Eksp.
Teor. Fiz., 1970, 59, 907; J. M. Kosterlitz and D. J. Thouless, J. Phys. C, 1973, 6, 1181]. Тем-
пература переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса (БКТ-переходу) для класичної
iзотропної XY моделi на квадратнiй гратцi (без поля) є Tc ≈ 0.893|J|. БКТ-перехiд
вiдбувається i у квантовому випадку, коли s = 1

2
, однак при нижчiй температурi

Tc ≈ 0.343|J| [H.-Q. Ding, Phys. Rev. Lett., 1992, 68, 1927]. Максимум питомої тепло-
ємностi у температурнiй залежностi використовується як iндикатор БКТ-переходу:
вiдомо, що БКТ-перехiд стається при дещо нижчiй температурi анiж та, при якiй те-
плоємнiсть має максимум. На рис. 5 злiва приведенi питомi теплоємностi при висо-
ких магнiтних полях та низьких температурах для моделi Гайзенберга на деформо-
ванiй гратцi квадратне кагоме, а на рис. 5 справа приведена фазова дiаграма анти-
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Рис. 5: Лiва панель: питома теплоємнiсть c(T, h) при високих магнiтних полях (h =
4.99, 5.01, 5.02, 5.03) та низьких температурах для моделi Гайзенберга на деформо-
ванiй гратцi квадратне кагоме з параметрами J1 = 0.8, J2 = 2, J3 = 1.2. Права па-
нель: фазова дiаграма для цiєї системи в сильних магнiтних полях (товста пунктир-
на крива), визначена положеннями максимумiв T ∗ питомої теплоємностi c(T, h),
яким вiдповiдає товста суцiльна крива (N = 20) i символи (трикутники –N = 100,
квадрати –N = 256, п’ятикутники –N = 400, кружечки –N = 576).

феромагнiтної моделi Гайзенберга на деформованiй гратцi квадратне кагоме. Тов-
ста суцiльна лiнiя позначає положення T ∗ максимуму питомої теплоємностi c(T, h),
отриманої методом точної дiагоналiзацiї для N = 20. Символи позначають данi
квантового Монте Карло (N = 100, 256, 400, 576) для T ∗(h). Таким чином, кванто-
вий спiновий антиферомагнетик Гайзенберга на гратцi квадратне кагоме з параме-
трами поблизу значень, що вiдповiдають бездисперсiйнiй одномагноннiй зонi, має
виявляти фiзику БКТ-переходу. Цей перехiд стається у квантовому антиферомагне-
тику квадратне кагоме з майже iдеальною плоскозонною геометрiєю при низьких
температурах i полях поблизу поля насичення.

Розгляд у роздiлi 3 стосувався випадку iзотропної взаємодiї Гайзенберга, що не
завжди має мiсце у реальних сполуках. Наприклад, в азуритi чи магнiтнiй сполу-
цi Ba2CoSi2O6Cl2 крива намагнiченостi залежить вiд напрямку прикладеного зов-
нiшнього магнiтного поля, що зумовлено анiзотропiєю обмiнних взаємодiй Гайзен-
берга. Тому в четвертому роздiлi дослiджено спiн- 1

2
антиферомагнiтну XXZ модель

на деформованому ромбiчному спiновому ланцюжку в довiльно орiєнтованому зов-
нiшньому магнiтному полi. Гамiльтонiан моделi має вигляд:

H =
∑

(i j)

Ji j

(

sx
i sx

j + s
y

i
s

y

j
+ ∆sz

i
sz

j

)

− h

N
∑

i=1

sαi , α = x, z (10)

[див. рис. 3 (а)], а Ji j > 0 та ∆ , 1. J2 > 0 i, як i ранiше, є найбiльшою антиферо-
магнiтною обмiнною взаємодiєю; у сильному магнiтному полi лише два стани на
вертикальному зв’язку J2 вiдiграватимуть роль у низькотемпературних властиво-
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стях. Це дає можливiсть ефективно описати вихiдну фрустровану квантову спiнову
систему з допомогою простiшої двостанової моделi. Практично збудувати такi ефе-
ктивнi теорiї можна, використовуючи операторну теорiю збурень разом з наближе-
нням сильного зв’язку. У дисертацiї розглянуто два випадки орiєнтацiї зовнiшньо-
го магнiтного поля: 1) зовнiшнє магнiтне поле спрямоване вздовж осi z i 2) зовнi-
шнє магнiтне поле спрямоване вздовж осi x. У першому випадку виходитимемо з
гамiльтонiана (10) з α = z. Для випадку, коли магнiтне поле прикладено вздовж осi
x, зробимо унiтарне перетворення вихiдного гамiльтонiана (10), яке еквiвалентне
повороту системи координат навколо осi y на кут π

2
, i прийдемо до гамiльтонiана з

анiзотропною взаємодiєю в магнiтному полi, спрямованому вздовж осi z:

H =
∑

(i j)

Ji j

[

si · s j + (∆ − 1) sx
i sx

j

]

− h
∑

i

sz
i
. (11)

Коли сильне магнiтне поле прикладене вздовж осi z, маємо справу з такими
двома станами на вертикальному зв’язку: повнiстю поляризованим станом |u〉 =
|↑1↑2〉 i одномагнонним станом |d〉 = 1√

2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉) з енергiями εu = ∆

J2

4
− h та

εd = − J2

2
− ∆J2

4
, вiдповiдно. Тодi ефективний гамiльтонiан є таким:

Heff =

∑

m

[

C − hT z
m + J

(

T x
mT x

m+1 + T
y
mT

y

m+1

)]

,

J =
(J3 − J1)2

2(1 + ∆)J2

, h = h − h1 −
(J3 − J1)2

2(1 + ∆)J2

, h1 =
1 + ∆

2
J2 + ∆J, J =

J3 + J1

2
. (12)

Коли магнiтне поле прикладене вздовж осi x, виходитимемо з гамiльтонiана
(11). У сильному магнiтному полi маємо справу з такими двома станами |u〉 та |d〉 на
кожному вертикальному зв’язку: |u〉 = α|↑1↑2〉 + β|↓1↓2〉, |d〉 = 1√

2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉), де

константи α i β в залежностi вiд значення параметра анiзотропiї обмiнної взаємодiї
Гайзенберга набувають рiзних значень; їх явний вигляд приведений в дисертацiї.
Ефективний гамiльтонiан для фрустрованого ромбiчного спiнового XXZ ланцюжка
Гайзенберга в магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x, має вигляд:

Heff =

∑

m

(

C − hT z
m + J

xT x
mT x

m+1 + J
yT

y
mT

y

m+1

)

, (13)

h = (h − h0 − J)
(

α2 − β2
)

− (J3 − J1)2

4h0

(

α2 − β2
)

∆ +
8 (h − h0 − J)2

(3 + ∆)J2

α2β2,

J
x
=

(J3 − J1)2

4h0

(α − β)2
∆

2, J
y
=

(J3 − J1)2

4h0

(α + β)2 . (14)

В границi ∆→ 1 отриманi ефективнi гамiльтонiани (12) i (13), (14) збiгаються; вони
вiдповiдають (нефрустрованому) спiн- 1

2
iзотропному XY ланцюжку в поперечному

магнiтному полi i збiгаються з (6).
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Рис. 6: Кривi намагнiченостi фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка Гай-
зенберга з параметрами J1 = 0.85, J3 = 1.15, J2 = 3, ∆ = 0 (лiва панель) i ∆ = 1.5

(права панель) в магнiтному полi, прикладеному вздовж осей z (пунктирна крива)
та x (пунктирна крива). Тонкi кривi − результати на основi ефективної моделi з ви-
користанням фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера для безмежно великих систем.

Для дослiдження отриманих ефективних моделей (12) i (13), (14) проведено по-
рiвняння їх передбачень з даними для вихiдних моделей. Розглянуто низькотем-
пературнi кривi намагнiченостi фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка у
магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x та вздовж осi z, див. рис. 6. Такi кривi
отримано з допомогою методу точної дiагоналiзацiї. При точнiй дiагоналiзацiї взя-
то ланцюжок з N = 12 i N = 15 вузлiв з перiодичними граничними умовами i з
параметрами J1 = J3 = 1 (iдеальна геометрiя), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (неiдеальна гео-
метрiя), J2 = 3, 6, ∆ = 0 . . .3 при низькiй температурi T = 0.001. У магнiтному полi,
прикладеному вздовж осi x, значення насичення намагнiченостi досягається лише
в границi h → ∞, але iснує таке h∗, що при h = h∗ + 0 значення намагнiченостi вже
близьке до 1

2
. Вираз для h∗ знайдено в дисертацiї. Коли магнiтне поле прикладене

вздовж осi z, то

hz
∗ =

1 + ∆

2
J2 + ∆J +

(J3 − J1)2

2(1 + ∆)J2

. (15)

Вiдповiдно, для поля, прикладеного вздовж осi x, маємо

hx
∗ ≈

√

1 + ∆

2
J2 + J +

(J3 − J1)2

4

√

1+∆
2

J2

∆. (16)

Цi формули справедливi i для випадку 0 ≤ ∆ < 1, i для випадку ∆ > 1. З допомогою
формул (15) та (16) можна оцiнити величину параметра анiзотропiї обмiнної взає-
модiї Гайзенберга ∆ для азуриту на основi експериментальних даних [H. Kikuchi, et
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al. Phys. Rev. Lett., 2006, 97, 089702]. Теоретичне передбачення для параметра анiзо-
тропiї обмiнних взаємодiй Гайзенберга у азуритi є ∆ ≈ 0.84 . . .0.85.

k

k k

I I

I

k

k k

I

k
I I

JJ J

 ,2

 ,1  +1,1

 +1,2

 +1  +2

Рис. 7: Фрустрований ромбiчний лан-
цюжок Iзинга-Гайзенберга з взаємодiями
Iзинга I та взаємодiями Гайзенберга J,
див. (17).

У п’ятому роздiлi дисертацiї роз-
глянуто узагальнення геометрично фру-
строваного спiн- 1

2
ромбiчного ланцюж-

ка Iзинга-Гайзенберга, для якого на вер-
тикальному зв’язку є обмiнна взаємо-
дiя Гайзенберга, а на рештi зв’язкiв –
обмiннi взаємодiї Iзинга, див. рис. 7.
Гамiльтонiан s =

1
2

моделi Iзинга-
Гайзенберга на фрустрованому ромбi-
чному ланцюжку має такий вигляд:

H0 =

N
∑

k=1

Hk,k+1, Hk,k+1 = I
(

µz
k
+ µz

k+1

) (

sz
k,1
+ sz

k,2

)

+ Jsk,1 · sk,2 − h
(

µz
k
+ sz

k,1
+ sz

k,2

)

, (17)

де I > J > 0. Така модель є точно розв’язна [L. Čanová, J. Strečka, and M. Jaščur, J.
Phys.: Condens. Matter, 2006, 18, 4967]. Далi, додаємо малу XY частину до взаємодiй
Iзинга: H0 → H = H0 + V , де

V =

N
∑

k=1

Vk,k+1, Vk,k+1 =
δI

2

[(

µ+k + µ
+

k+1

) (

s−k,1 + s−k,2
)

+

(

µ−k + µ
−
k+1

) (

s+k,1 + s+k,2

)]

(18)

i δ < 1 є малим параметром. Тепер спiнова модель вже не може бути розв’язана то-
чно. Використовуючи операторну теорiю збурень, у дисертацiї побудовано ефектив-
ний гамiльтонiан, який описує низькоенергетичну поведiнку вже цiлком квантової

версiї початкової моделi. Побудова ефективного гамiльтонiана залежить вiд набору

основних станiв гамiльтонiана H0, якi залежать вiд величини зовнiшнього магнi-
тного поля h.

У випадку сильних магнiтних полiв ефективний гамiльтонiан має вигляд:

Heff = NC +

N
∑

k=1

[

−heffT z
k
+ Jeff

(

T x
k T x

k+1 + T
y

k
T

y

k+1

)

+ Jz
eff

T z
k
T z

k+1

]

,

C =
J

4
− h − 3δ2I

8
, heff = h − 2I − δ

2I

2
, Jeff = −δ2I, Jz

eff
=
δ2I

2
. (19)

Отримана ефективна модель (19) є спiн- 1
2

XXZ ланцюжок Гайзенберга у повздов-
жньому магнiтному полi (прикладеному вздовж осi z). Порiвняно з початковою мо-
деллю, ефективна модель мiстить лише N = N/3 вузлiв i є нефрустрованою. У ви-
падку малих магнiтних полiв ефективний гамiльтонiан дуже простий:

Heff = N
(

−I +
J

4
− δ

2I

2
− hT z

)

. (20)
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Рис. 8: Лiва панель: низькотемпературнi кривi намагнiченостi m(T, h) в залежностi
вiд магнiтного поля h для початкової моделi (17), (18) (товстi кривi) та ефективної

моделi (19) (тонкi кривi). Права панель: фазова дiаграма моделi (17), (18) в площинi
h–δ при T = 0. На фазовiй дiаграмi: ферiмагнiтна фаза (FRI), фаза спiнової рiдини

(SL) та повнiстю намагнiчена фаза (FM).

Для перевiрки точностi ефективних моделей, виконано розрахунки методом то-
чної дiагоналiзацiї i методом ренормалiзацiйної групи для матрицi густини. Обчи-
слено намагнiченiсть m(T, h) при низьких температурах i сильних магнiтних по-
лях. З рис. 8, бачимо, що як тiльки δ трохи вiдрiзняється вiд 0, то стрибок кривої

намагнiченостi при h = 2I мiж однiєю третьою значення насичення намагнiчено-
стi msat = m(0,∞) = 1

2
та насиченням намагнiченостi msat розмивається, тобто iснує

область магнiтних полiв hl ≤ h ≤ hh, в якiй стрибок кривої намагнiченостi при ну-
льовiй температурi, перетворюється у стрiмко змiнну криву. Ефективна теорiя до-
бре описує таку поведiнку намагнiченостi до δ = 0.3. Наявнiсть такого фрагменту у

кривiй намагнiченостi свiдчить про виникнення безщiлинної фази спiнової рiдини

перед тим, як намагнiченiсть досягає насичення. На рис. 8 справа показана фазо-
ва дiаграма ромбiчного спiнового ланцюжка Iзинга-Гайзенберга в h–δ площинi при

T = 0, яка була отримана з використанням методу ренормалiзацiйної групи для ма-
трицi густини для початкової моделi (для ефективної моделi показано аналiтичний

результат).
В шостому роздiлi дисертацiї розглянуто спiн- 1

2
антиферомагнiтну XXZ модель

Гайзенберга у двовимiрнiй системi слабо взаємодiючих ромбiчних ланцюжкiв у ма-
гнiтному полi. Дослiджено, як врахування мiжланцюжкових взаємодiй змiнить фi-
зику, зумовлену локалiзованими магнонами, коли мова йде про ланцюжки, що до-
пускають iснування локалiзованих магнонiв. Використовуючи наближення силь-
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ного зв’язку, побудовано ефективний гамiльтонiан для такої системи:

Heff = NC +

∑

(mn)

Jmn

(

T x
mT x

n + T
y
mT

y
n

)

− h

N
∑

m=1

T z
m,

Jh = Jmx ,my;mx+1,my
=

(J1 − J3)2

2(1 + ∆)J2

, Jv = Jmx ,my;mx ,my+1 =
J4(J1 − J3)

(1 + ∆)J2

,

Jd = Jmx ,my;mx+1,my−1 = −
J4(J1 − J3)

(1 + ∆)J2

, JD = Jmx ,my+1;mx+1,my−1 =
J2

4

2(1 + ∆)J2

,

h = h − h1 −
(J1 − J3)2

+ J2
4

2(1 + ∆)J2

, h1 =
1 + ∆

2
J2 + ∆

J1 + J3 + J4

2
. (21)

Отримана ефективна модель (21) є (псевдо)спiн- 1
2

iзотропна XY модель на квадра-
тнiй гратцi в поперечному магнiтному полi. Незважаючи на те, що ефективна мо-
дель мiстить чотири рiзних обмiнних взаємодiї, вона є нефрустрованою. В грани-
чному випадку, коли J4 = 0, рiвняння (21) збiгається з результатами, якi були отри-
манi ранiше в роздiлi 3. В дисертацiї проаналiзовано кiлька iнших граничних ви-
падкiв.

Рис. 9: Кривi намагнiченостi m(T = 0, h) для набору параметрiв ∆ = 1, J2 = 3,
J1 = J3 = 1 (iдеальна геометрiя, лiва панель), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (деформована

геометрiя, права панель), J4 = 0 i J4 = 0.2. Данi точної дiагоналiзацiї стосуються

системи, яка складається з N = 36 вузлiв (вихiдна модель) або з N = 12 вузлiв
(ефективна модель) з перiодичними граничними умовами. Товстi лiнiї вiдповiда-
ють даним вихiдних моделей, тонкi кривi позначають результати для ефективної

моделi.

Для оцiнки областi застосовностi отриманої ефективної моделi (21) використано

метод точної дiагоналiзацiї для (перiодичних) скiнченних систем. Розглянуто вихi-
дну модель, яка складається з N = 36 вузлiв, що вiдповiдає або 1) 3 ромбiчним лан-
цюжкам з 12 вузлiв, або 2) 4 ромбiчним ланцюжкам з 9 вузлiв з набором параметрiв
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J2 = 3, J1 = J3 = 1 (iдеальна геометрiя), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (деформована геоме-
трiя) i ∆ = 1. На рис. 9 приведено кривi намагнiченостi для вихiдної та отриманої

ефективної моделей. Як видно з рис. 9, стрибок кривої намагнiченостi до насичення

– характерна особливiсть кривої намагнiченостi завдяки iснуванню локалiзованих

магнонiв в системi – розмивається, якщо J4 , 0. Розмиття стрибка кривої намагнi-
ченостi в режимi низьких температур в околi поля насичення може бути спричи-
неним i неiдеальною геометрiєю гратки, i мiжланцюжковими взаємодiями.

Основнi результати та висновки

1. Запропоновано евристичний анзац для статистичної суми деформованого

фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка при низьких температурах i
сильних магнiтних полях. Це дозволило отримати вiльну енергiю деформо-
ваного фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка. Таку наближену ана-
лiтичну теорiю можна застосувати i до iнших спiнових систем (наприклад,
димер-плакетного ланцюжка чи гратки квадратне кагоме). Результати опу-
блiковано в [1].

2. Дослiджено s = 1
2

антиферомагнiтну модель Гайзенберга на кiлькох фрустро-
ваних гратках (ромбiчний i димер-плакетний ланцюжки, а також гратка ква-
дратне кагоме) з майже бездисперсiйними одномагнонними станами. Розро-
блено систематичну теорiю для пояснення низькотемпературних властивос-
тей даних моделей в сильному магнiтному полi за умови малих вiдхилень вiд
iдеальної геометрiї (коли магноннi зони строго бездисперсiйнi). Побудованi
ефективнi моделi є значно простiшими нiж вихiднi i їх набагато легше дослi-
джувати аналiтично чи чисельно. Результати опублiковано в [2,3].

3. У двовимiрному випадку вказано квантову спiнову систему, в якiй реалiзує-
ться фазовий перехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса. Результати опублiко-
вано в [2,3].

4. Врахувавши анiзотропiю обмiнних взаємодiй Гайзенберга та довiльнiсть на-
прямку прикладеного зовнiшнього магнiтного поля, побудовано ефективнi
моделi для ромбiчного спiнового ланцюжка, якi працюють при низьких тем-
пературах i сильних магнiтних полях. З допомогою точної дiагоналiзацiї побу-
дованi кривi намагнiченостi для вихiдної та отриманих ефективних моделей,
що дозволило з’ясувати застосовнiсть ефективного опису. Отриманi ефектив-
нi моделi застосовано для пояснення експериментальних даних для приро-
дного мiнералу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2. Результати опублiковано в [4,5].

5. Для квантового узагальнення точно розв’язного cпiн- 1
2

геометрично фрустро-
ваного ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга до взаємодiй Iзинга додано

малу XY частину. Побудовано ефективний гамiльтонiан, який описує низько-
температурну поведiнку повнiстю квантової моделi в широкому iнтервалi ма-
гнiтних полiв. Використовуючи точну дiагоналiзацiю i метод ренормалiзацiй-
ної групи для матрицi густини, дослiджено польову поведiнку намагнiченостi
та низькотемпературну поведiнку теплоємностi для вихiдної та ефективної
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моделей. Показано, що додавання XY частини призводить до появи фази спi-
нової рiдини, в якiй польова залежнiсть намагнiченостi змiнюється неперерв-
но, мiж ферiмагнiтною фазою з намагнiченiстю 1

3
намагнiченостi насичення i

повнiстю намагнiченою фазою. Результати опублiковано в [6].
6. Для системи фрустрованих ромбiчних спiнових ланцюжкiв зi слабкою мiж-

ланцюжковою взаємодiєю запропоновано ефективний опис в наближеннi си-
льного зв’язку. Методом точної дiагоналiзацiї дослiджено кривi намагнiчено-
стi для вихiдної та ефективних моделей. Показано, що за наявностi мiжлан-
цюжкових взаємодiй в системi стрибок кривої намагнiченостi, зумовлений

локалiзованими магнонами, розмивається. Результати опублiковано в [7].
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АНОТАЦIЯ

Крупнiцька О.М. Фрустрованi квантовi антиферомагнетики Гайзенберга. Побли-
зу парадигми локалiзованих магнонiв. – На правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних на-

ук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика, Iнститут фiзики конденсованих

систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2017.

Дисертацiйна робота присвячення дослiдженню властивостей фрустрованих

квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга, якi допускають iснування локалiзова-
них магнонiв в сильних магнiтних полях та при низьких температурах. Розгляну-
то s = 1

2
антиферомагнiтну модель Гайзенберга на кiлькох фрустрованих гратках

(ромбiчний i димер-плакетний спiновi ланцюжки та гратка квадратне кагоме) з

майже бездисперсiйними (майже плоскими) магнонними станами з найменшою
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енергiєю за наявностi сильного магнiтного поля. Для цих систем, використовуючи

операторну теорiю збурень, побудовано низькотемпературнi ефективнi гамiльтонi-
ани в наближеннi сильного зв’язку та в пiдходi локалiзованих магнонiв. Отрима-
нi ефективнi моделi застосовано для пояснення деяких властивостей фрустрованих

квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга в режимi сильних магнiтних полiв та

низьких температур. Зокрема, обговорено криву намагнiченостi природного мiне-
ралу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2, який можна розглядати як модель деформованого ром-
бiчного спiнового ланцюжка.

У дисертацiї вивчено як видозмiниться теорiя локалiзованих магнонiв при вра-
хуваннi неiдеальної геометрiї, анiзотропiї обмiнних взаємодiй i довiльного напрям-
ку зовнiшнього магнiтного поля чи наявностi мiжланцюжкових взаємодiй.

Ключовi слова: квантовий антиферомагнетик Гайзенберга, геометрична фру-
страцiя, локалiзованi магнони, азурит

АННОТАЦИЯ

Крупницка О.М. Фрустрированные квантовые антиферромагнетики Гейзен-
берга. Вблизи парадигмы локализованных магнонов. – На правах рукописи.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических на-

ук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика, Институт физики конденси-

рованных систем Национальной академии наук Украины, Львов, 2017.

Диссертационная работа посвящена исследованию свойств фрустрированных

квантовых антиферромагнетиков Гейзенберга, которые допускают существование

локализованных магнонов в сильных магнитных полях и при низких температу-
рах. Рассмотрена s = 1

2
антиферромагнитная модель Гейзенберга на нескольких

фрустрированных решетках (ромбическая и димер-плакетная спиновые цепочки

и решетка квадратное кагоме) с почти бездисcперсионными (почти плоскими) ма-
гнонными состояниями с наименьшей энергией при наличии сильного магнитно-
го поля. Для этих систем, используя операторную теорию возмущений, построено

низкотемпературные эффективные гамильтонианы в приближении сильной свя-
зи и в подходе локализованных магнонов. Полученные эффективные модели при-
менены для объяснения некоторых свойств фрустрированных квантовых антифер-
ромагнетиков Гейзенберга в режиме сильных магнитных полей и низких темпе-
ратур. В частности, обсуждается кривая намагниченности естественного минерала

азурита Cu3(CO3)2(OH)2, который можно рассматривать как модель деформирован-
ной ромбической спиновой цепочки.

В диссертации изучается, как изменится теория локализованных магнонов при

учете неидеальной геометрии, анизотропии обменных взаимодействий и произво-
льного направления внешнего магнитного поля или наличия взаимодействий ме-
жду цепочками.

Ключевые слова: квантовый антиферромагнетик Гейзенберга, геометрическая

фрустрация, локализованные магноны, азурит
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ABSTRACT

Krupnitska O.M. Frustrated quantum Heisenberg antiferromagnets. Around the
localized-magnon paradigm. – Manuscript.
Thesis on search of the scientific degree of candidate of physical and mathematical sciences,

speciality 01.04.02 – theoretical physics, Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-

onal Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2017.

The thesis is devoted to investigation of the spin- 1
2

antiferromagnetic Heisenberg model
on several frustrated one- and two-dimensional lattices (the diamond chain, the dimer-
plaquette chain and the two-dimensional square-kagome lattice) with almost dispersionless
(almost flat) lowest magnon band in the presence of a magnetic field. If the band is stri-
ctly flat, the thermodynamics of the model can be studied in detail in the low-temperature
high-field regime after mapping the problem onto classical hard-core lattice-gas models.
The aim of our study is to develop a systematic theory of the low-temperature high-field
properties of the models using the concept of localized magnons. Obviously, exact locali-
zation of the magnons is not implemented in nature. That is why it is nesessary to determi-
ne the behavior of spin models with parameters which almost satisfies the conditions of
localization. For these systems we construct the low-energy effective Hamiltonians which
are much simpler than the initial ones. For this purpose, we apply the standard strong-
coupling perturbation theory and a localized-magnon approach which is valid in a wider
range of parameters [Phys. Rev. B 88, 094426 (2013)].

To analyze the region of the applicability of the obtained effective Hamiltonians we
perform extensive exact-diagonalization calculations and compare them with the results
for the initial models. We examine the constructed effective models to explain some
properties of the frustrated quantum Heisenberg antiferromagnets in the regime of high
magnetic fields and low temperatures. In two-dimensional case the effective models exhi-
bit the Kosterlitz-Thouless phase transition which should emerge in the initial frustrated
quantum model (e.g., square-kagome Heisenberg antiferromagnet) at low temperature in
the vicinity of the saturation field.

Furthermore, we discuss the influence of Heisenberg exchange interaction anisotropy
on magnetization process of frustrated diamond chain in a strong magnetic field. We exami-
ne how anisotropic Heisenberg interaction modifies the theory of localized magnon, if the
external applied magnetic field has an arbitrary direction. We also investigate effects of
interchain interactions on localized-magnon physics.

Moreover, we apply our analysis to the natural mineral azurite Cu3(CO3)2(OH)2, the
magnetic properties of which can be explained within the spin- 1

2
antiferromagnetic Hei-

senberg diamond spin-chain model with slightly dispersive lowest magnon band. Our theo-
retical predictions may be of interest for interpreting the high-field low-temperature mea-
surements for azurite.

Keywords: quantum Heisenberg antiferromagnet, geometrical frustration, localized
magnons, azurite


