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БОЗЕ-КОНДЕНСАЦИЯ В ВОЗБУЖДЕННОЙ
ЗОНЕ И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ

СПЕКТР МОДЕЛИ БОЗЕ–ХАББАРДА

Исследуется переход в фазу с бозе-конденсатом в модели Бозе–Хаббарда с
двумя локальными состояниями при переносе бозонов лишь в возбужденной
зоне. В основу рассмотрения положено приближение среднего поля. В преде-
ле жестких бозонов изучена неустойчивость, связанная с данным переходом,
который происходит при энергиях возбуждения δ < |t′0|, где |t′0| – параметр
перескока частиц. Обсуждаются условия, при которых род фазового пере-
хода изменяется со второго на первый; приведены соответствующие фазовые
диаграммы (Θ, µ) и (|t′0|, µ), где Θ – температура, µ – химический потенциал.
Продемонстрирована возможность расслоения на нормальную фазу и фазу с
бозе-конденсатом при фиксированной средней концентрации бозонов. В при-
ближении хаотических фаз проведен расчет бозонной функции Грина и одно-
частичной спектральной плотности. Проанализированы изменения в спектре
возбуждений типа “частица” или “дырка” в области перехода из нормальной
фазы в фазу с бозе-конденсатом.

Ключевые слова: модель Бозе–Хаббарда, жесткие бозоны, бозе-конденсация, энерге-
тический спектр.

1. ВВЕДЕНИЕ

Модель Бозе–Хаббарда (БХ) [1] в теории сильнокорелированных систем бозе-час-
тиц на протяжении последних лет является предметом интенсивных исследований.
Ее наиболее широкое применение связано с описанием термодинамики и динамики
бозе-атомов в оптических решетках. Важной особенностью таких систем является
наличие фазового перехода в фазу с бозе-конденсатом при чрезвычайно низких тем-
пературах. Механизм перехода связан с конкуренцией между трансляционным дви-
жением атомов (перескоки между соседними положениями в решетке) и их корот-
кодействующим отталкиванием хаббардовского типа. В результате система может
пребывать либо в нормальной (NO) фазе (при T = 0 это отвечает состоянию так на-
зываемого моттовского диэлектрика), либо в фазе, где присутствует бозе-конденсат
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(сверхтекучее состояние, SF). Бозе-конденсация в оптической решетке (атомы Rb67

в трехмерной решетке, созданной интерференцией лазерных пучков) наблюдалась
впервые в работах [2], [3]; экспериментальные исследования в этой области продол-
жаются до последнего времени.

Будучи квантовой решеточной моделью, модель БХ используется и в других об-
ластях, где такой подход является физически адекватным: в теории явлений, свя-
занных с квантовой делокализацией атомов водорода, адсорбированных на поверх-
ности переходных металлов [4]; при описании квантовой поверхностной или объем-
ной диффузии легких частиц [5]; при исследовании термодинамики интеркаляции
примесных атомов в кристаллических системах [6].

Изучению модели БХ посвящено значительное число работ. В числе первых мож-
но отметить работу [7], где была рассмотрена термодинамика модели в приближении
среднего поля по переносу частиц (при точном учете хаббардовского отталкивания).
Был описан фазовый NO–SF переход в случае, когда частицы в локальных позициях
пребывают в основном колебательном состоянии, и показано, что он является пере-
ходом второго рода. Последующие теоретические исследования в данном направле-
нии, посвященные как термодинамике, так и энергетическому спектру и динамике
бозонов, проводились с применением различных техник, в том числе приближения
хаотических фаз (ПХФ) в методе функций Грина [8], [9], подхода сильной связи [10],
расчетов с помощью квантового метода Монте-Карло [11] и других численных ме-
тодов, теории динамического среднего поля [12].

Одним из направлений дальнейшего обобщения и развития модели БХ является
учет возбужденных колебательных состояний бозонов в потенциальных минимумах
в узлах решетки. В задачах квантовой делокализации или диффузии межузель-
ные перескоки по возбужденным состояниям являются значительно более вероят-
ными [13], [14]; это же относится и к оптическим решеткам [15]. Однако вопрос об
участии возбужденных состояний в бозе-конденсации ставился преимущественно в
плане возможности создания их достаточной заселенности путем оптической накач-
ки и образования бозе-конденсата в возбужденной зоне [16]. Орбитальное вырожде-
ние возбужденного p-состояния может при этом приводить к появлению конденсата
особого типа.

Целью настоящей работы является исследование равновесных термодинамиче-
ских свойств и энергетического спектра модели БХ при учете, кроме основного, од-
ного невырожденного возбужденного состояния в узле решетки. Мы ограничимся
пределом жестких бозонов (не более одной частицы в отдельной позиции). Одно-
узельная задача является трехуровневой, и в связи с этим используется аппарат
операторов Хаббарда. В приближении среднего поля, а также с помощью двухвре-
менных функций Грина рассмотрены условия, при которых нормальное состояние
бозе-системы неустойчиво относительно образования бозе-конденсата. Мы рассмат-
риваем NO–SF переход и строим соответствующие фазовые диаграммы, обращая
внимание на изменение рода фазового перехода и появление трикритических то-
чек. Дано описание фазового расслоения на NO- и SF-фазы при фиксированной
концентрации бозонов. В приближении хаотических фаз рассчитана спектральная
плотность (одночастичная “плотность состояний”) бозонов и рассмотрены особен-
ности ее поведения при NO–SF переходах первого или второго рода, связанные с
изменением характера возбуждений.



БОЗЕ-КОНДЕНСАЦИЯ В ВОЗБУЖДЕННОЙ ЗОНЕ 573

2. ГАМИЛЬТОНИАН МОДЕЛИ
В ПРЕДЕЛЕ ЖЕСТКИХ БОЗОНОВ

Гамильтониан квантового решеточного бозе-газа в модели БХ учитывает, с одной
стороны, туннельные перескоки частиц между ближайшими позициями в решетке,
с другой, – взаимное отталкивание частиц, находящихся в одной потенциальной
яме [1]:

Ĥ =
∑
i,j

tijb
+
i bj +

U

2

∑
i

ni(ni − 1)− µ
∑

i

ni. (1)

Здесь tij – параметр перескока, U – энергия парного хаббардовского одноузель-
ного взаимодействия (U > 0), µ – химический потенциал, b+

i , bj – бозе-операторы
рождения и уничтожения частиц на i-м узле в основном колебательном состоянии.
При учете, кроме основного, первого возбужденного состояния и в случае, когда
принимаются во внимание лишь перескоки между возбужденными состояниями в
ближайших позициях, гамильтониан (1) принимает вид
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i
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∑
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∑
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∑
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c
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∑
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c
i +

∑
ij

t′ijc
+
i cj , (2)

где c+
i , ci – бозе-операторы частиц в возбужденном состоянии, ε (ε′) – энергия части-

цы в основном (возбужденном) состоянии, Ub, Uc, Ubc – параметры хаббардовского
отталкивания.

Используя базис одноузельных состояний |i; nb
i , n

c
i ⟩, который формируется числа-

ми заполнения частиц (собственными значениями операторов nb
i = b+

i bi и nc
i = c+

i ci),
можно ввести операторы Хаббарда [17]

Xn,m;n′,m′

i ≡ |i; n, m⟩⟨i; n′, m′|.

Ограничимся в дальнейшем рассмотрением частного случая жестких бозонов, ко-
гда выполняется условие n + m 6 1. В модели это достигается путем предельного
перехода Ub, Uc, Ubc →∞. В данном пределе одноузельная задача становится трех-
уровневой с энергиями λ0 = 0, λ1 = −µ, λ2 = δ − µ (мы используем сокращенные
обозначения для одноузельных состояний: |0⟩ ≡ |00⟩, |1⟩ ≡ |10⟩, |2⟩ ≡ |01⟩). Здесь
δ = ε′− ε – энергия перехода в возбужденное локальное состояние. Соответственно,

bi = X00,10
i ≡ X01

i , ci = X00,01
i ≡ X02

i ;

nb
i = X10,10

i ≡ X11
i , nc

i = X01,01
i ≡ X22

i .

В итоге гамильтониан (2) в представлении операторов Хаббарда принимает вид

Ĥ =
∑
i,p

λpX
pp
i +

∑
i,j

t′ijX
20
i X02

j . (3)

Нашей задачей является расчет двухвременной температурной функции Грина
бозонов ⟨⟨c|c+⟩⟩. Она определяет спектр возбуждений и дает возможность иссле-
довать условия, при которых в системе возникает неустойчивость по отношению



574 И.В. СТАСЮК, О.В. ВЕЛИЧКО

к спонтанному нарушению симметрии и появлению бозе-конденсата. При этом
бозе-конденсация происходит в зоне, возникающей благодаря перескокам частиц
между возбужденными состояниями в соседних позициях (см. ниже). Параметром
порядка является в этом случае среднее от операторов рождения или уничтожения
бозонов: ξ = ⟨X20

i ⟩ = ⟨X02
i ⟩, т. е. ξ = ⟨c+

i ⟩ = ⟨ci⟩. Выделим часть гамильтониана (3),
соответствующую приближению среднего поля:

ĤMF = −Nt′0ξ
2 +

∑
i,p

λpX
pp
i + t′0ξ

∑
i

(X20
i + X02

i ),

где t′0 – фурье-образ параметра перескока t′ij при q⃗ = 0 (мы рассматриваем в даль-
нейшем случай t′0 < 0, относящийся к симметричным возбужденным состояниям;
для антисимметричных t′0 > 0 [18]). Параметр ξ определяется из условия самосо-
гласования ξ = Z−1 Sp

(
X20

i e−βĤMF
)
, причем Z = Sp e−βĤMF . Заметим, что данное

приближение соответствует точному решению задачи в случае, когда параметр пе-
рескока характеризуется бесконечным радиусом действия. Строгое доказательство
данного утверждения для стандартной модели БХ было дано в работе [19] (см. так-
же [20]) на основе подхода, сформулированного в духе вариационного метода Бого-
любова–Тябликова. Полный гамильтониан в результате записывается как

Ĥ = ĤMF +
∑
i,j

t′ij(X
20
i − ξ)(X02

j − ξ). (4)

Гамильтониан среднего поля ĤMF можно привести к диагональной форме, осу-
ществив преобразование поворота|0⟩|1⟩

|2⟩

 =

cos ϑ 0 − sin ϑ

0 1 0
sin ϑ 0 cos ϑ

 |0̃⟩|1̃⟩
|2̃⟩

 ,

где

cos 2ϑ =
δ − µ

E
, sin 2ϑ = 2

|t′0|ξ
E

; E =
√

(δ − µ)2 + 4(t′0ξ)2.

В терминах операторов X̃µν = |µ̃⟩⟨ν̃| гамильтониан имеет вид

ĤMF = −Nt′0ξ
2 +

∑
i,µ

λ̃µX̃µµ
i . (5)

Энергии одноузельных состояний λ̃µ в фазе с нарушенной симметрией (когда ξ ̸= 0)
равны λ̃0,2 = (δ − µ∓ E)/2, λ̃1 = −µ.

Удобно ввести линейные комбинации

σz
i =

X̃00
i − X̃22

i

2
, σ+

i ≡ σx
i + iσy

i = X̃02
i , σ−i ≡ σx

i − iσy
i = X̃20

i . (6)

Легко видеть, что операторы σα
i обладают такими же свойствами, как и спиновые

операторы для S = 1/2, и удовлетворяют аналогичным перестановочным соотноше-
ниям (с тем отличием, что антикоммутатор операторов σ+

i и σ−i равен X̃00
i + X̃22

i ,
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а не единице, как в обычном случае). В результате при переходе к новому базису
получаем

X20
i = σz

i sin 2ϑ + σx
i cos 2ϑ− iσy

i , X02
i = (X20

i )+, (7)

при этом гамильтониан среднего поля представляется как

ĤMF = N

(
δ − µ

2
− t′0ξ

2

)
− δ + µ

2

∑
i

X̃11
i − E

∑
i

σz
i .

Гамильтониан (4), записанный через операторы (6), можно рассматривать как обоб-
щение гамильтониана стандартной модели жестких бозонов [21] на трехуровневый
случай. Присутствие третьего уровня |1̃⟩ не проявляется в динамике псевдоспинов,
но влияет на заселенности уровней |0̃⟩ и |2̃⟩, определяя тем самым отличие в термо-
динамике модели. Вместе с тем использование формализма операторов “псевдоспи-
на” позволяет применить традиционную схему расчета в ПХФ функций Грина для
спиновых моделей, которая берет свое начало от известного расцепления Тяблико-
ва [22], предложенного для модели Гейзенберга.

3. ФАЗОВЫЕ ДИАГРАММЫ
В ПРИБЛИЖЕНИИ СРЕДНЕГО ПОЛЯ

Прежде чем заняться непосредственно расчетом бозонной функции Грина, оста-
новимся на термодинамике трехуровневой модели, основываясь на приближении
среднего поля. Усредняя по распределению Гиббса с гамильтонианом (5) и учи-
тывая, что средние от поперечных компонент псевдоспина равны нулю, получим
уравнение для параметра порядка ξ = ⟨X02

i ⟩:

ξ = Z−1E−1|t′0|ξ(e−βλ̃0 − e−βλ̃2). (8)

Решение ξ = 0 соответствует нормальной фазе. Ненулевое решение, существование
которого свидетельствует о появлении бозе-конденсата, может быть получено из
уравнения

Z−1E−1|t′0|(e−βλ̃0 − e−βλ̃2) = 1. (9)

Переходя к пределу ξ → 0, придем к уравнению кривой (на плоскости (Θ, µ)), на
которой параметр порядка для SF-фазы (фазы с бозе-конденсатом) обращается в
ноль:

|t′0|
δ − µ

1− eβ(µ−δ)

1 + eβµ + eβ(µ−δ)
= 1. (10)

Данное уравнение совпадает с уравнением спинодали (см. ниже); оно определяет ли-
нию переходов второго рода из NO- в SF-фазу при условии, однако, что реализуется
именно такой переход.

Спинодали на плоскости (Θ, µ), полученные путем численного решения уравне-
ния (10), приведены в работе [23]. Неустойчивость по отношению к образованию
бозе-конденсата возникает при δ < |t′0|. При δ < |t′0|/2 и µ > 0 с понижением темпе-
ратуры наблюдается обратный ход спинодали. Возвращение в NO-фазу при этом,
однако, не происходит. Об этом свидетельствует поведение параметра порядка ξ,
определяемого уравнением (9). Как показано в работе [23], в области µ < 0 нену-
левые значения ξ возникают плавно путем перехода второго рода, в то время как
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Рис. 1. Фазовые диаграммы (Θ, µ) (где |t′0| = 1) при различных значе-
ниях δ и фазовые диаграммы (|t′0|, µ) (где энергетические величины даны в
единицах δ) при различных температурах. Сплошная линия соответствует
фазовым переходам второго рода, а штриховая – переходам первого рода.

в области µ > 0 и при достаточно низких температурах на кривой ξ(µ) имеется
S-образный изгиб, что указывает на переход первого рода. Линия такого перехода
определяется из условия равенства термодинамических потенциалов Ω = −Θ lnZ

для NO- и SF-фаз. Изменение рода перехода и расположение соответствующих
трикритических точек проиллюстрировано на рис. 1, где изображены фазовые диа-
граммы (Θ, µ) при различных значениях δ и фазовые диаграммы (|t′0|, µ) при раз-
личных значениях Θ.

В отличие от стандартной, т. е. двухуровневой, модели жестких бозонов (где пе-
ренос бозе-частиц происходит в основной зоне, возбужденные локальные состояния
частиц не учитываются, а фазовые переходы в SF-фазу являются всегда перехода-
ми второго рода), фазовые диаграммы, представленные на рис. 1, асимметричны.
В пределе T → 0 (см. диаграмму (|t′0|, µ)) переходы первого рода происходят при
µ = µ∗ =

(√
δ −

√
|t′0|

)2, в то время как переходы второго рода – при µ = δ − |t′0|.
Рассмотрим теперь картину NO–SF перехода, когда фиксируется средняя концен-

трация бозонов. Используем связь между концентрацией частиц и их химическим
потенциалом, которую легко установить, исходя из определения n = ⟨nb

i + nc
i ⟩ и

соотношения
⟨X11

i + X22
i ⟩ = ⟨X̃11

i ⟩+ ⟨X̃00
i ⟩ sin2 ϑ + ⟨X̃22

i ⟩ cos2 ϑ. (11)

Поскольку при переходе первого рода параметр ξ изменяется скачкообразно, будет
также иметь место скачок концентрации n. Если зафиксировать n в пределах скач-
ка, то произойдет расслоение на фазы с разными концентрациями: nNO для фазы
с ξ = 0 и nSF для фазы с ξ ̸= 0, причем nNO > nSF. Фазовые диаграммы в режи-
ме n = const представлены на рис. 2. Как видно из диаграммы (Θ, n), расслоение
на NO- и SF-фазы происходит при температурах ниже трикритической и в слу-
чае достаточно высоких концентраций бозонов. На диаграмме (|t′0|, n) при разных
температурах показаны области существования NO- и SF-фаз, а также фазового
расслоения.
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Рис. 2. Фазовые диаграммы (Θ, n) (где |t′0| = 1) и фазовые диаграммы
(|t′0|, n) (где энергетические величины даны в единицах δ) в режиме n = const.
Сплошная линия соответствует фазовым переходам второго рода, а пунктир-
ная – границам области расслоения фаз.

Рис. 3. Графики зависимостей ⟨nb⟩ и ⟨nc⟩ от µ при температурах ниже и
выше трикритической (δ = 0.1, |t′0| = 1).

Формула (11) совместно с тривиальным соотношением ⟨X11
i ⟩ = ⟨X̃11

i ⟩ позволяет
также рассчитать отдельно концентрации бозе-частиц в основном и возбужденном
состояниях: ⟨nb⟩ = ⟨X11⟩, ⟨nc⟩ = ⟨X22⟩. Графики зависимостей ⟨nb⟩ и ⟨nc⟩ от µ при
разных температурах приведены на рис. 3. Квантовое перемешивание состояний
в SF-фазе, сопровождающее бозе-конденсацию, приводит к тому, что заселенность
возбужденного уровня превышает заселенность основного. При T = 0 эффект мак-
симален, ⟨nb⟩ = 0 и n = ⟨nc⟩. В свою очередь наличие бозонов в возбужденном
состоянии, где возможно их движение по решетке, является необходимым условием
того, что произошла бозе-конденсация.

Заметим, что в случае t′0 > 0 при переходе в SF-фазу возникает “модулированный”
конденсат с параметром порядка ⟨cQ⟩ ≠ 0, где Q⃗ – волновой вектор на границе зоны
Бриллюэна. Термодинамика фазового перехода остается при этом такой же, как
и для t′0 < 0 (с заменой |t′0| → |t′Q| в полученных выражениях).
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4. ФУНКЦИИ ГРИНА И БОЗОННЫЙ СПЕКТР В ПХФ

Определим одночастичную функцию Грина ⟨⟨c|c+⟩⟩ ≡ ⟨⟨X02|X20⟩⟩, воспользовав-
шись псевдоспиновым представлением (7) для X-операторов и записав уравнения
движения с гамильтонианом (4) для компонент псевдоспина. После линеаризации
данных уравнений в духе ПХФ (что соответствует расцеплению функции Грина
высших порядков, аналогичному расцеплению Тябликова) получим

[σx
l , Ĥ] = iEσy

l + 2i⟨σz⟩
∑

j

t′ljσ
y
j ,

[σy
l , Ĥ] = − iEσx

l − 2i⟨σz⟩ cos 2ϑ
∑

j

t′lj(σ
x
j cos 2ϑ− σz

j sin 2ϑ),

[σz
l , Ĥ] = 0.

Здесь коммутаторы рассчитываются с полным гамильтонианом (4). Мы учли, что
⟨σx⟩ = ⟨σy⟩ = 0, ⟨σz⟩ ≠ 0, причем ξ = ⟨σz⟩ sin 2ϑ. В приближении среднего поля
⟨σz⟩ = (2Z)−1(e−βλ̃0 − e−βλ̃2).

Поскольку в принятом приближении оператор σz
l коммутирует с гамильтонианом,

двухвременные функции Грина ⟨⟨σz
l |σα

l′ ⟩⟩ и ⟨⟨σα
l |σz

l′⟩⟩, где α = x, y, z, равны нулю.
Уравнения для функций Грина на операторах σx и σy разбиваются на две пары:

~ω⟨⟨σx
l |σx

l′⟩⟩ω = iE⟨⟨σy
l |σ

x
l′⟩⟩ω + 2i⟨σz⟩

∑
j

t′lj⟨⟨σ
y
j |σ

x
l′⟩⟩ω,

~ω⟨⟨σy
l |σ

x
l′⟩⟩ω = − i

~
2π

δll′ − iE⟨⟨σx
l |σx

l′⟩⟩ω − 2i⟨σz⟩ cos22ϑ
∑

j

t′lj⟨⟨σx
j |σx

l′⟩⟩ω,

и аналогично для ⟨⟨σx
l |σ

y
l′⟩⟩ω, ⟨⟨σy

l |σ
y
l′⟩⟩ω. После фурье-перехода к волновым векто-

рам данные уравнения легко решаются. В результате, учитывая соотношения (7),
приходим к выражению для бозонной функции Грина, которое удобно представить
в виде разложения на простые дроби:

⟨⟨c|c+⟩⟩q,ω =
~
2π
⟨σz⟩

[
cos 2ϑ + Φq

~ω − εq
+

cos 2ϑ− Φq

~ω + εq

]
, (12)

где

Φq =
1

2εq

[
E(cos22ϑ + 1) + 4⟨σz⟩t′q cos22ϑ

]
,

εq =
[
(E + 2⟨σz⟩t′q)(E + 2⟨σz⟩t′q cos2 2ϑ)

]1/2
.

Формально данный результат совпадает с выражением для аналогичной функции
Грина в обычной модели жестких бозонов (см., например, статью [21]). Отличие,
однако, состоит в том, что среднее σz и угол ϑ определяются в нашем случае из
трехуровневой (а не двухуровневой) задачи.

Для NO-фазы ξ = 0, ϑ = 0, и формула (12) упрощается:

⟨⟨c|c+⟩⟩q,ω =
~
π

⟨σz⟩
~ω − E − 2⟨σz⟩t′q

, (13)
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причем здесь E = δ − µ и

⟨σz⟩ =
1
2

1− eβ(µ−δ)

1 + eβµ + eβ(µ−δ)
.

Знаменатель выражения (13) при ω = 0 и q⃗ = 0 обращается в ноль, если выпол-
няется условие δ − µ = 2⟨σz⟩|t′0|, определяющее неустойчивость нормальной фазы
по отношению к спонтанному нарушению симметрии и появлению бозе-конденсата.
Как известно [8], критерием такой неустойчивости является расходимость функ-
ции ⟨⟨c|c+⟩⟩q=0,ω=0 при нулевом значении волнового вектора и при нулевой частоте.
Указанное выше условие задает линию спинодали и в точности совпадает с уравне-
нием (10).

Полюс функции (13) характеризует одночастичный спектр NO-фазы:

ε(NO)
q = δ − µ + 2⟨σz⟩t′q.

Если t′0 < 0, то минимальное значение энергии в зоне достигается при ⟨σz⟩ > 0
(назовем это случаем А) в точке q⃗ = 0, а при ⟨σz⟩ < 0 (случай Б) энергия ε

(NO)
q в

этой же точке максимальна1). В первом из этих случаев химический потенциал рас-
положен под дном зоны, и концентрация бозонов является незначительной (n → 0
при Θ → 0); во втором химический потенциал лежит над верхним краем зоны, ко-
торая практически заполнена (см. ниже рис. 4). Можно говорить соответственно о
“частицах” и “дырках”.

Параметр ∆ =
∣∣δ − 2⟨σz⟩|t′0| − µ

∣∣ – так называемая щель в спектре – определяет
расстояние от дна (в случае А) или от верха (в случае Б) зоны до уровня химиче-
ского потенциала. Он стремится к нулю при переходе на линию спинодали (линию
переходов второго рода). В случае NO–SF перехода первого рода, который наступа-
ет раньше, чем могла бы реализоваться неустойчивость (описываемая уравнением
δ − µ = 2⟨σz⟩|t′0|), щель ∆ остается конечной. При малых q⃗ закон дисперсии ε

(NO)
q

для центросимметричных решеток является квадратичным.
В случае SF-фазы из формулы (8) и уравнения (9) вытекает соотношение E =

2|t′0|⟨σz⟩. С его помощью, исключая из (8) параметр ξ, приходим к уравнению

⟨σz⟩ =
sh

(
β|t′0|⟨σz⟩

)
eβ(δ+µ)/2 + 2 ch

(
β|t′0|⟨σz⟩

) ,

из которого находится среднее ⟨σz⟩ в SF-фазе. Спектр возбуждений в данной фазе
состоит из двух ветвей ±ε(SF)

q и определяется выражением

ε(SF)
q = 2|⟨σz⟩|

[
(|t′0|+ t′q)

(
|t′0|+ t′q

(δ − µ)2

4|t′0|2⟨σz⟩2

)]1/2

,

которое по внешнему виду является таким же, как и для обычной (двухуровневой)
модели жестких бозонов [21] (переход к двухуровневому случаю можно осуществить,
уcтремив формально δ к −∞).

1)В случае t′0 > 0 при ⟨σz⟩ > 0 (при ⟨σz⟩ < 0) энергия ε
(NO)
q минимальна (максимальна) в точке

q⃗ = Q⃗.
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Энергия ε(SF)
q обращается в ноль при q⃗ → 0 во всей области существования

SF-фазы. При малых значениях q и квадратичном законе дисперсии для t′q за-
висимость ε(SF)

q от q является линейной. Такое возбуждение акустического типа
характерно для фазы с бозе-конденсатом. Оно проявляется в модели БХ как при
сильной (U ≫ t), так и при слабой (U ≪ t) связи, переходя в последнем случае в
боголюбовскую акустическую моду [24].

Статистические веса положительной и отрицательной ветвей различаются между
собой и изменяются в зависимости от температуры и химического потенциала. Это
проявляется в поведении одноузельной спектральной плотности (“плотности состоя-
ний”) ρ(ω) = (1/N)

∑
q(−2 Im⟨⟨c|c+⟩⟩q,ω+iε), которую можно рассчитать, если ввести

невозмущенную плотность состояний ρ0(z) = (1/N)
∑

q δ(z − γq), где γq = −t′q/|t′0|.
На рис. 4 приведены графики функции ρ̃(~ω) ≡ ~−1ρ(ω − µ/~), рассчитанные с
использованием табулированной функции ρ0(z) для простой кубической решетки.
Показано, как изменяется спектральная плотность ρ̃(~ω), когда при фиксированной
температуре химический потенциал проходит из одной области NO-фазы в другую,
пересекая область SF-фазы. В левой области (µ < µ1, случай А) спектральная
плотность ρ̃ положительна, в правой области (µ > µ2, случай Б) отрицательна. Это
согласуется с изменением характера возбуждений: мы имеем дело с “частицами” или
с “дырками” соответственно. В области SF-фазы функция ρ̃(~ω) обращается в ноль
при ~ω = µ, изменяя при этом свой знак. Такое ее поведение является характерным
признаком наличия бозе-конденсата. Щель в спектре отсутствует, и пороговая энер-
гия возбуждений, отсчитываемая от уровня химического потенциала, равна нулю.

Различие между формой спектральной плотности в NO- и SF-фазах было отме-
чено ранее для простой модели БХ (см. работу [9]), где NO–SF переход относится
ко второму роду и функция ρ̃(~ω) изменяется плавно. В нашем случае, при пе-
реходе первого рода, общий вид спектральной плотности в точке такого перехода
изменяется скачкообразно (рис. 4).

Ширина одночастичного спектра в областях µ 6 µ1 и µ > µ2 является различ-
ной. В NO-фазе она определяется соотношением ∆ε = 4|t′0| |⟨σz⟩| и связана с за-
селенностями основного и возбужденного состояний, так как в этой фазе 2⟨σz⟩ =
1− ⟨nb⟩ − 2⟨nc⟩. Это подтверджается данными расчета функции ρ̃ (см. рис. 4).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненное исследование показывает, что в модели БХ при переносе частиц
только по возбужденным локальным состояниям род фазового перехода NO–SF
может изменяться со второго на первый. Сам переход реализуется, если энергия
возбуждения не превышает параметр перескока |t′0| частиц; область существования
SF-фазы ограничена интервалом значений химического потенциала −|t′0| < µ < |t′0|.

Рассмотрение проведено в предельном случае бесконечного хаббардовского от-
талкивания частиц, что исключает двух- и более кратное заполнение локальных
позиций в решетке. Такое ограничение соответствует модели жестких бозонов, ко-
торая в данной ситуации является трехуровневой, а не двухуровневой как обычно.
В результате нарушается симметрия “частица”–“дырка”, что проявляется в асиммет-
рии фазовых диаграмм. Переходы первого рода возможны лишь в области µ > 0
и связаны с образованием конденсата “дырок” (именно последний участвует в фа-
зовом расслоении при фиксированной концентрации бозонов). В то же время при
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Рис. 4. Графики функции ρ̃(~ω) для простой кубической решетки при тем-
пературах выше и ниже трикритической и разных значениях химического
потенциала; указаны его значения, при которых происходит фазовый пере-
ход первого (для Θ = 0.05) или второго (для Θ = 0.17) рода (δ = 0.1, |t′0| = 1).

переходах второго рода, которые происходят при µ < 0, возникает бозе-конденсат
“частиц”. Асимметричным (в указанном выше смысле) является и поведение спек-
тра возбуждений, а также соответствующей спектральной плотности.

Спектр возбуждений типа “дырок” при концентрациях n 6 1 или “частиц” при
n > 0 имеет зонный характер. Перестройка спектра (исчезновение щели и изменение
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закона дисперсии при q⃗ ∼ 0 с квадратичного на линейный) в точке перехода пер-
вого рода является скачкообразной. В спектральной плотности возникает при этом
отрицательная компонента. В эксперименте такие особенности бозонного спектра
могут быть изучены при помощи радиочастотной токовой туннельной спектроско-
пии или путем исследования отклика на частотную модуляцию оптической решетки
(см. работы [9], [25]).

Следует заметить, что фазовые диаграммы (см. рис. 1, 2) близки по своей форме
к диаграммам, полученным в рамках модели БХ для бозе-атомов со спином S = 1 в
оптических решетках [26]. Роль возбужденных уровней является похожей; отличие,
однако, состоит в иной природе одноузельного спектра. В нашем случае отсутствует
спиновое расщепление, зато включен в рассмотрение возбужденный уровень. Влия-
ние возбужденных зон на бозе-конденсацию в основной (s-) зоне (при учете переноса
по s-состояниям) при конечном U рассматривалось также в работе [27].

Возможность реализации рассмотренных нами фазовых переходов первого ро-
да и связанной с ними перестройки спектра в реальных квантовых решеточных
бозе-системах связана с выполнением вышеупомянутых условий, которым должны
удовлетворять параметры модели. Энергию возбуждения δ в случае оптических
решеток можно изменять эффективным образом, добавляя ферми-атомы [18]. Это
создает благоприятные предпосылки, но при этом нужна достаточно анизотропная
решетка, чтобы снять орбитальное вырождение. В случае адсорбированных ато-
мов (например, когда атомы водорода расположены на поверхности Ni(110)) энер-
гия δ может иметь тот же порядок, что и ширина зоны туннельных перескоков [13],
что делает возможной неустойчивость относительно возникновения бозе-конденсата.
Следует вместе с тем заметить, что последовательное описание квантовой делока-
лизации в таких объектах требует учета взаимодействия с фононами, а также нело-
кального (междуузельного) взаимодействия между частицами.
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