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У рамках модифiкованої моделi протонного впорядкуван-
ня, доповненої врахуванням п’єзоелектричного зв’язку, в на-
ближеннi чотиричастинкового кластера отримано термодина-
мiчнi потенцiали i на їх основi розраховано статичнi i динамiчнi
дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики сег-
нетоактивних сполук сiм’ї KD 2 PO 4 . Проведено ґрунтовний
числовий аналiз отриманих результатiв, знайдено оптимальнi
набори мiкропараметрiв, якi забезпечують добрий кiлькiсний
опис вiдповiдних експериментальних даних для цих кристалiв.

1. ВСТУП

У сучаснiй статистичнiй теорiї конденсованих систем велика ува-
га придiляється дослiдженню матерiалiв, якi описуються псевдоспi-
новими моделями (див. [1–26]). Серед численного арсеналу методiв
статистичної фiзики, якi широко використовуються при дослiдженнi
псевдоспiнових систем, провiдна роль належить методу двочасових
температурних функцiй Грiна (ФГ) та дiаграмним методам теорiї
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збурень. Для теоретичного дослiдження в широкому температурно-
му дiапазонi псевдоспiнових систем з далекосяжними взаємодiями, а
також з короткосяжними кореляцiями при наявностi великого числа
близьких сусiдiв (z ≥ 6) у кристалах часто використовується розклад
за оберненим радiусом взаємодiї [2, 3, 7, 9]. Для iзiнгiвських моделей
розрахунки проводились також з урахуванням сумування дiаграм
вищих порядкiв за 1/z [10–17]. Слiд вiдзначити, що в усiх запропо-
нованих рiзними авторами варiантах теорiї збурень незбурений гамi-
льтонiан був гамiльтонiаном унарного типу. При цьому основна ува-
га в згаданих вище роботах придiлялась динамiчним аспектам теорiї
псевдоспiнових систем.

Для псевдоспiнових моделей з короткосяжними взаємодiями
(особливо для низькорозмiрних систем) досить ефективним є клас-
терний метод (див. [19–26]), який використовувався в основному для
розрахунку їх термодинамiчних характеристик i був розвинений ко-
ректно для гамiльтонiанiв з комутуючими мiж собою їх унарною час-
тиною та частиною, яка описує взаємодiю. Для кiлькох низькорозмiр-
них псевдоспiнових моделей з короткосяжними взаємодiями вiдомi i
точнi результати. Проте мало уваги було придiлено проблемi розра-
хунку динамiчних характеристик згаданих моделей.

Разом з тим, вiдомий широкий клас матерiалiв, якi описуються
псевдоспiновими моделями, для яких суттєвими є коротко- i далеко-
сяжнi взаємодiї мiж псевдоспiнами. Серед них особливо слiд видi-
лити сегнетоактивнi сполуки з водневими зв’язками (див. [18–21])
та низькорозмiрнi магнетики [3, 5]. Для згаданого типу матерiалiв
характерними є суттєвi низькорозмiрнi короткосяжнi кореляцiї по-
ряд з тривимiрними далекосяжними (в основному дипольними) вза-
ємодiями. Природно, що на основi згаданих нами вище пiдходiв не
може бути на належному рiвнi здiйснено теоретичний опис матерiа-
лiв, для яких важливими є короткосяжнi та далекосяжнi взаємодiї.
Для адекватного опису таких об’єктiв необхiдний теоретичний пiд-
хiд, який дозволив би використовувати рiзнi математичнi методи при
врахуваннi коротко- та далекосяжних взаємодiй. Слiд вiдзначити,
що така проблема є типовою для статистичної теорiї багаточастин-
кових систем. Вона успiшно розв’язувалась при вивченнi рiвноваж-
них властивостей класичних систем [27–32] i металiв [33–35] на осно-
вi пiдходу, запропонованого в [27–33]. Далекосяжнi взаємодiї в цьо-
му пiдходi описуються в фазовому просторi колективних змiнних, а
короткосяжнi – в фазовому просторi iндивiдуальних координат. При
цьому систему з короткосяжними взаємодiями звичайно називають
базисною системою вiдлiку (БСВ).

Актуальною проблемою було створення вiдповiдного методу, що
ґрунтується на базисному врахуваннi короткосяжних кореляцiй, для
псевдоспiнових систем. Для розв’язання поставленої задачi в [36–40]
було запропоновано пiдхiд, який ґрунтується на розрахунках функ-
цiоналу вiльної енергiї (ФВЕ) з базисним врахуванням короткосяж-
них взаємодiй. БСВ в запропонованому пiдходi включає короткосяж-
нi кореляцiї i середнє поле по далекодiї. Далекосяжнi флуктуацiї
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враховуються за допомогою зручного представлення ФВЕ системи,
яка дослiджується через базисний. Температурнi кумулянтнi функ-
цiї Грiна (КФГ) визначаються методом функцiонального диферен-
цiювання ФВЕ по неоднорiдних полях. Дослiджено розклади ФВЕ
i функцiоналiв температурних КФГ по далекосяжнiй взаємодiї, про-
аналiзованi i просумованi рiзнi класи дiаграм для них. Для квантових
псевдоспiнових систем з довiльним псевдоспiновим базисом вперше
проведено повне сумування звiдних по блоку дiаграм в ФВЕ i не-
компактних дiаграм у функцiоналах температурних КФГ; отриманi
вiдповiднi вирази для вiльної енергiї i температурних КФГ. Запропо-
новано узгоджену методику розрахунку термодинамiчних i динамiч-
них характеристик псевдоспiнових систем з суттєвими короткосяж-
ними i далекосяжними взаємодiями, яка ґрунтується на базисному
врахуваннi короткосяжних кореляцiй.

Велика увага була придiлена дослiдженню БСВ [41,42]. Було роз-
раховано i дослiджено в кластерному наближеннi ФВЕ БСВ та от-
римано на його основi базиснi КФГ. Для квантових базисних псев-
доспiнових систем вперше запропоновано послiдовне формулювання
методу кластерних розвинень. Вперше запропоновано метод, який
дозволяє в кластерному наближення отримати для базисних КФГ
довiльного порядку рiвняння типу рiвнянь Орнштейна-Цернiке. Роз-
раховано парну КФГ БСВ у наближеннi двочастинкового кластера
(НДК). Встановлено, що НДК [41, 42] для моделi Iзiнга дає точнi
результати для всiх характеристик моделi на гратках типу двочас-
тинкових дерев. Встановлено, що запропонований кластерний метод
розрахунку кореляторiв БСВ дає для одновимiрної моделi Iзiнга вi-
домi точнi результати для парної i тернарної кореляцiйних функ-
цiй [43–45].

Сегнетоактивнi сполуки типу MD 2 XO 4 (M = K, Rb, ND 4 ; X =
P, As) у параелектричнiй фазi кристалiзуються в класi 4̄ ·m тетра-
гональної сингонiї (просторова група I 4̄2d з нецентросиметричною
точковою групою D2d ). Цi кристали в обох фазах (пара- та сегнето-
або антисегнетоелектричнiй) мають п’єзоелектричнi властивостi, що
суттєво впливає на поведiнку їх фiзичних характеристик. Однак цiй
проблемi тривалий час не було придiлено належної уваги. При опи-
сi дiелектричних властивостей сегнетоелектрикiв типу MD 2 XO 4 на
основi звичайної протонної моделi (див. [18, 20–25]) обмежувалися
статичною границею та високочастотною релаксацiєю. Питання про
дослiдження п’єзоелектричного резонансу в моделi, що не враховує
п’єзоефекту, не має змiсту взагалi. Слiд також вiдзначити, що якiсно
правильнi результати для високочастотних дiелектричних характе-
ристик сполук типу MD 2 XO 4 можна отримати лише з урахуванням
п’єзоелектричного зв’язку. Класична ж протонна модель не дає змоги
описати ефекти, пов’язанi з рiзницею у режимах вiльного та затисну-
того кристалу i явище затискання кристалу високочастотним полем.
Це, зокрема, призводить до некоректного опису температурної пове-
дiнки розрахованого часу релаксацiї для поляризацiї та динамiчної
дiелектричної проникностi сегнетоелектрикiв типу MD 2 XO 4 в об-
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ластi фазового переходу.
При прикладаннi електричних полiв i зсувних напруг певної си-

метрiї є можливiсть вивчати роль п’єзоелектричного зв’язку у фазо-
вому переходi та їх вплив на фiзичнi характеристики цих кристалiв.

Дослiдження впливу п’єзоелектричного зв’язку на фазовий пе-
рехiд та деякi фiзичнi характеристики сегнетоелектрикiв типу
KH 2 PO 4 було започатковано в роботi [46], в якiй модифiковано те-
орiю Слетера [47] шляхом врахування розщеплення найнижчого сег-
нетоелектричного рiвня протонної системи, яке зумовлене деформа-
цiєю ε6 . Бiльш повнi результати для деформованих сегнетоактив-
них сполук типу KH 2 PO 4 були отриманi в роботах [48–57] . При
цьому авторами робiт [48, 49] вперше було здiйснено послiдовне мiк-
роскопiчне обґрунтування методики включення деформацiй рiзної
симетрiї до моделi протонного впорядкування. В [48, 49] модель де-
формованого кристала застосовано до опису ефектiв, зумовлених дi-
єю симетризованої напруги σ1 − σ2 на кристали KH 2 PO 4 . Ця мо-
дель ураховує розщеплення енергiй бiчних протонних конфiгурацiй.
Пiзнiше в роботах [50–53] було враховано всi можливi розщеплен-
ня енергiй протонних конфiгурацiй, якi зумовленi деформацiєю ε6 .
У роботi [50] вперше дослiджено фазовий перехiд у деформовано-
му кристалi K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 i розраховано його термодинамiч-
нi, поздовжнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характерис-
тики i вивчено вплив на них напруги σ6 . Ґрунтовне дослiдження
термодинамiчних та поздовжнiх дiелектричних, п’єзоелектричних та
пружних характеристик сегнетоелектрикiв K(H 1−x D x)2 PO 4 прове-
дено в [51]. Дослiдження термодинамiчних та поздовжнiх фiзичних
характеристик сегнетоелектрикiв KH 2 PO 4 iз врахуванням тунелю-
вання здiйснено в [52, 53]. Отримано добрий кiлькiсний опис запро-
понованою теорiєю наявних експериментальних даних для сегнето-
електрикiв KH 2 PO 4 та антисегнетоелектрикiв NH 4 H 2 PO 4 в пара-
фазi. В [55–57] було вивчено вплив поздовжнього електричного поля
на фiзичнi характеристики сегнетоелектрикiв K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 i
KH 2 PO 4 та отримано задовiльний кiлькiсний опис наявних для них
експериментальних даних.

Слiд вiдзначити також роботу [58], в якiй дослiджувався меха-
нiзм виникнення спонтанної деформацiї ε6 у сегнетоелектриках типу
KH 2 PO 4 i вплив на неї взаємодiї протонiв з акустичними коливан-
нями ґратки.

У роботi [54] для сегнетоелектрикiв типу KH 2 PO 4 запропонова-
но узагальнення протонної моделi з тунелюванням для дослiджен-
ня п’єзоелектричних, дiелектричних та пружних властивостей, що
пов’язанi iз деформацiями ε4 та ε5 . Отримано та дослiджено в на-
ближеннi чотиричастинкового кластера вирази для поперечних фi-
зичних характеристик цих кристалiв у параелектричнiй фазi. До-
сягнуто належним вибором параметрiв теорiї доброго узгоджен-
ня теоретичних та експериментальних результатiв для сегнетоелек-
трика KH 2 PO 4 i антисегнетоелектрика NH 4 H 2 PO 4 . Ґрунтовне
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дослiдження поперечних i поздовжнiх фiзичних характеристик ан-
тисегнетоелектрикiв NH 4 H 2 PO 4 i ND 4 D 2 PO 4 проведено в [59].

Слiд зауважити, що в [50–54, 59] не вивчались динамiч-
нi властивостi сегнетоелектрикiв типу KH 2 PO 4 iз врахуванням
п’єзоелектричного зв’язку. Однак такi дослiдження є дуже важли-
вими. У зв’язку iз встановленим у роботi [60–62] ефектом пригнi-
чення тунелювання в сегнетоелектриках типу KH 2 PO 4 та прин-
циповими труднощами, якi виникають при розрахунках динамiчних
характеристик цих кристалiв iз врахуванням тунелювання, цю за-
дачу доцiльно розв’язувати, нехтуючи тунелюванням. Релаксацiйнi
явища в рамках модифiкованих протонних моделей сегнетоелектри-
ках типу KH 2 PO 4 вивчались в [63, 64], а в антисегнетоелектриках
NH 4 H 2 PO 4 – в [65], i було розраховано для них коефiцiєнти погли-
нання та швидкостi ультразвуку. Було явно описано явища затискан-
ня кристалу високочастотним електричним полем, п’єзоелектрично-
го резонансу i НВЧ дисперiї, що спостерiгаються на експериментi.

У цiй публiкацiї представлено огляд отриманих авторами ре-
зультатiв дослiдження в рамках модифiкованої протонної моделi
(БСВ) поздовжнiх та поперечних статичних дiелектричних, п’єзо-
електричних i пружних та динамiчних характеристик кристалiв
M(H 1−x D x ) 2 XO 4 без тунелювання в пара- i сегнетоелектричнiй фа-
зах, що пов’язанi з деформацiями ε6 i ε4 .

2. МОДИФIКОВАНА ПРОТОННА МОДЕЛЬ КРИСТА-
ЛIВ ТИПУ KD 2 PO 4

Будемо розглядати систему дейтронiв сегнетоелектрикiв типу
KD 2 PO 4 , якi рухаються на O-D. . . O зв’язках у системi координат
(x,y,z). Ця система координат збiгається з тетрагональною (I 4̄2d )
кристалографiчною системою координат (a,b,c). Примiтивна комiр-
ка гратки Браве цих кристалiв складається з двох тетраедрiв PO 4
разом iз чотирма водневими зв’язками, що вiдносяться до одного з
них (тетраедра типу “A”); водневi зв’язки, якi пiдходять до другого
тетраедра (типу “В”) належать чотирьом найближчим структурним
елементам, якi його оточують (рис.1).

Повний модельний гамiльтонiан дейтронної системи сегнетоелек-
трикiв типу KD 2 PO 4 з урахуванням короткосяжних i далекосяжних
взаємодiй при прикладаннi до кристалу механiчних напруг σ6 = σxy ,
σ4 = σyz та зовнiшнiх електричних полiв Е 3 , Е 1 , якi спрямованi
вздовж кристалографiчних осей c i a , має такий вигляд:

Ĥ = NUseed + Ĥlong + Ĥshort −
∑

qf

(µf1E1 + µf3E3)
σqf

2
, (2.1)

де N – кiлькiсть примiтивних комiрок, σqf – оператор z-компоненти
псевдоспiна, який описує стан дейтрона, що перебуває в q -iй комiрцi
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Рис. 1: Примiтивна комiрка Браве KD 2 PO 4 . Показано одну з мож-
ливих сегнетоелектричних протонних конфiгурацiй.

на f -ому зв’язку. Власнi значення оператора σqf = ±1 вiдповiдають
двом можливим рiвноважним станам дейтрона на зв’язку. µ1 , µ3
– ефективнi дипольнi моменти водневих зв’язкiв, якi, як показано
в [66], дорiвнюють сумi дипольних моментiв тетраедрiв i водневих
зв’язкiв, причому

µ11 =−µ31 =µ1 cos γ, µ21 =−µ41 =µ2 sin γ, µ13 =µ23 =µ33 =µ43 =µ3.

“Затравочна” енергiя Useed виражається через електричнi поля E1 i
E3 та деформацiї ε4 i ε6 . Вона складається iз пружної, п’єзоелек-
тричної та дiелектричної частин:

Useed =v(
1

2
cE0
44 ε2

4+
1

2
cE0
66 ε2

6−e0
14ε4E1−e0

36ε6E3− 1

2
χε0

11E
2
1−

1

2
χε0

33E
2
3), (2.2)

де v – об’єм примiтивної комiрки, cE0
44 , cE0

66 , e0
14 , e0

36 , χε0
11 , χε0

33 –
“затравочнi” пружнi сталi, коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги та
дiелектричнi сприйнятливостi. “Затравочнi” характеристики визна-
чають температурну залежнiсть вiдповiдних фiзичних характерис-
тик далеко вiд температури фазового переходу Tc .

Гамiльтонiан Ĥlong включає враховану в наближеннi молекуляр-
ного поля далекосяжну взаємодiю мiж дейтронами i непряму взає-
модiю дейтронiв через коливання ґратки та лiнiйне за деформацiями
ε4 i ε6 середнє поле [48, 49], iндуковане п’єзоелектричним зв’язком.
Ĥshort – гамiльтонiан, що описує короткосяжнi кореляцiї мiж дейт-
ронами на водневих зв’язках.

Дiелектричнi, п’єзоелектричнi й пружнi характеристики
KD 2 PO 4 будемо вивчати на основi термодинамiчного потенцi-
алу. Враховуючи специфiку кристалiчної структури KD 2 PO 4 ,
для розрахунку термодинамiчного потенцiалу використаємо на-
ближення чотиричастинкового кластера [20]. У цьому наближеннi
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термодинамiчний потенцiал KD 2 PO 4 має такий вигляд:

G = NUseed +
1

2

∑

qq′
ff ′

Jff ′(qq
′)
〈σqf〉

2

〈σq′f ′〉
2

− (2.3)

−1

2
T

∑
q

4∑

f=1

ln Z1f − T
∑

q

ln Z4 −Nv(σ4ε4 + σ6ε6),

де Z1f = Spe−βĤ
(1)
qf , Z4 = Spe−βĤ

(4)
q – одночастинкова i чотиричас-

тинкова статистичнi суми. Одночастинковi Ĥ
(1)
qf i чотиричастинко-

вий Ĥ
(4)
q гамiльтонiани дейтронiв деформованих KD 2 PO 4 даються

виразами:

Ĥ
(1)
qf (j) =

x̄fj

β

σqf

2
, (2.4)

Ĥ(4)
q =(−δs6ε6−2δ16ε6)× (2.5)

×
(σq1

2

σq2

2

σq3

2
+

σq1

2

σq2

2

σq4

2
+

σq1

2

σq3

2

σq4

2
+

σq2

2

σq3

2

σq4

2

)
+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2

σq2

2

σq4

2
− σq2

2

σq3

2

σq4

2

)
+

+(Vs+δa6ε6)
(σq1

2

σq2

2
+

σq3

2

σq4

2

)
+(Vs−δa6ε6)

(σq2

2

σq3

2
+

σq4

2

σq1

2

)
+

+Us

(σq1

2

σq3

2
+

σq2

2

σq4

2

)
+ Φs

σq1

2

σq2

2

σq3

2

σq4

2
−

−1

4
(δs6ε6−2δ16ε6)

4∑

f=1

σqf

2
− 1

2
(δa4ε4+δ14ε4)

(σq1

2
−σq3

2

)
−

4∑

f=1

xfj

β

σqf

2
.

В (2.4), (2.5) використанi такi позначення:

x1
3j = β[−∆j + 2ν1

3
η

(1)
1 (j) + 2ν3

1
η

(1)
3 (j) + 2ν2η

(1)
2 (j) + 2ν2η

(1)
4 (j) + (2.6)

−2ψ6ε6 ± 2ψ4ε4 ± µ1 cos γE1 + µ3E3],

x2
4j = β[−∆j + 2ν2η

(1)
1 (j) + 2ν2η

(1)
3 (j) + 2ν1

3
η

(1)
2 (j) + 2ν3

1
η

(1)
4 (j) +

−2ψ6ε6 ± µ1 sin γE1 + µ3E3], j = 4, 6.

x̄fj = −β∆ + xfj.

Тут η
(1)
f (j) = 〈σqf〉 ;

ν1 =
J11

4
, ν2 =

J12

4
, ν3 =

J13

4
,
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а Jff ′ =
∑

Rq−Rq′
Jff ′(qq

′) – фур’є-образ константи далекосяжних взає-

модiй мiж дейтронами; ψ4 , ψ6 – т. зв. деформацiйнi потенцiали;

Vs = −w1

2
, Us =

w1

2
− ε, Φs = 4ε− 8w + 2w1,

а ε = εa − εs , w = ε1 − εs , w1 = ε0 − εs – т. зв. слетерiвськi енергiї,
∆ – ефективне поле, яке створене сусiднiми поза межами кластера
зв’язками.

Якщо до кристалу не прикладенi зовнiшнi електричнi поля i на-
пруги, то для середнього значення псевдоспiна η(1) маємо таке рiв-
няння:

η(1) =
sh(2x + βδs6ε6) + 2b sh(x− βδ16ε6)

ch(2x + βδs6ε6) + 4b ch(x− βδ16ε6) + 2a + d
,

при тому, що

x =
1

2
ln

1 + η(1)

1− η(1)
+ βνcη

(1) − βψ6ε6 = z6, νc = ν1 + 2ν2 + ν3,

a = exp−βε, b = exp−βw, d = exp−βw1 , β = 1/kBT.

3. ДIЕЛЕКТРИЧНI, П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНI I ПРУЖ-
НI ХАРАКТЕРИСТИКИ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКIВ
MD 2 XO 4

Зупинимось спочатку на методицi отримання динамiчних харак-
теристик кристалiв MD 2 XO 4 , а саме частотозалежних дiелектрич-
них сприйнятливостей механiчно вiльного i механiчно затиснутого
кристалiв, а потiм при ω → 0 подамо вирази для статичних дiелек-
тричних, п’єзоелектричних i пружних характеристик.

3.1. Поздовжня динамiчна дiелектрична сприйнятливiсть

Динамiчнi властивостi MD 2 XO 4 за наявностi напруги σ6 будемо
дослiджувати на основi динамiчної моделi дейтерованих сегнетоак-
тивних ортофосфатiв, яка ґрунтується на iдеях стохастичної моделi
Глаубера. На основi методики, яка розвинута в [63, 64], отримуємо
таку систему рiвнянь для залежних вiд часу функцiй розподiлу дей-
тронiв:

−α
d

dt
〈
∏

f

σqf〉 =
∑

f ′

{
〈
∏

f

σqf

[
1− σqf ′ tanh

1

2
βεz

qf ′(t)

]
〉
}

, (3.1)
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де ε z
qf ′(t) – локальне поле, що дiє на f ′ -ий дейтрон у q -iй комiрцi,

яке визначаємо з гамiльтонiану (2.5). Розкладаючи tanh 1
2
βεz

qf ′(t) у
ряд за псевдоспiновими операторами, що входять в кластерний гамi-
льтонiан, з врахуванням того, що σ2

qf = 1 , та беручи до уваги таку
симетрiю функцiй розподiлу дейтронiв у кристалах типу KD 2 PO 4
при наявностi електричного поля E3

η(1)z(6) = 〈σq1〉 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉 = 〈σq4〉, (3.2)
η(3)z(6) = 〈σq1σq2σq3〉 = 〈σq1σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq4〉 = 〈σq2σq3σq4〉,
η

(2)z
1 (6)=〈σq2σq3〉=〈σq1σq4〉, η

(2)z
2 (6)=〈σq1σq2〉=〈σq3σq4〉,

η
(2)z
3 (6)=〈σq1σq3〉=〈σq2σq4〉,

отримуємо замкнену систему рiвнянь для часозалежних унарної, тер-
нарної та парних функцiй розподiлу дейтронiв.

Розглянемо коливання тонкої квадратної пластинки кристалу
MD 2 XO 4 , вирiзаної у площинi (001), зi сторонами завдовжки l , пiд
дiєю зовнiшнього змiнного електричного поля E3t = E3e

iωt . Дина-
мiку деформацiйних процесiв у MD 2 XO 4 будемо описувати мовою
класичних рiвнянь руху елементарного об’єму кристалу, якi мають
вигляд

ρ
∂2ui

∂t2
=

∑

k

∂σik

∂xk

, (3.3)

де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xi , σik – механiчна напруга. Зсувну деформацiю ε6 визначають
змiщення ux = u1 i uy = uz , тобто

ε6 = εxy =
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x
.

Будемо вивчати на основi отриманих систем рiвнянь динамiчнi
властивостi MD 2 XO 4 у випадку малих вiдхилень вiд стану рiвнова-
ги. Видiлимо в цих системах рiвнянь статичну i динамiчну частини.
Для цього представимо функцiї розподiлу, ефективнi поля змiщен-
ня u1 , u2 i деформацiю ε6 у виглядi двох доданкiв – рiвноважних
функцiй та їх вiдхилень вiд стану рiвноваги:

η(1)(6) = η̃(1)(6) + η
(1)
t (6), η(3)(6) = η̃(3)(6) + η

(3)
t (6), (3.4)

η
(2)
i (6) = η̃

(2)
i (6) + η

(2)
t (6), (i = 1, 2, 3),

ε6 = ε̃6 + ε6t, u1,2 = ũ1,2 + u1,2t,

zz
6 = z̃6 + z6t = −β∆̃ + 2βνcη̃

(1)(6)− 2βψ6ε̃6 −
−β∆̃t + 2βνcη̃

(1)
t (6)− 2βψ6ε̃6t + βµ3E3t.
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У результатi для часозалежних частин функцiй розподiлу отри-
муємо таку систему рiвнянь:

d

dt




η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)




=




c11 c12 c13 c14 c15
c21 c22 c23 c24 c25
c31 c32 c33 c34 c35
c41 c42 c43 c44 c45
c51 c52 c53 c54 c55







η
(1)
t (6)

η
(3)
t (6)

η
(2)
1t (6)

η
(2)
2t (6)

η
(2)
3t (6)



− 1

2
βµ3E3t




c1
c2
c3
c4
c5


 +

+βψ6ε6t




c1
c2
c3
c4
c5


−βδs6ε6t




c1s
c3s
c2s
c2s
c2s


+βδa6ε6t




c1a−c1a
c2a−c2a
c3a


−βδ16ε6t




c̃11
c̃21
c̃31
c̃41
c̃51


 . (3.5)

Коефiцiєнти c11, ..., c̃51 поданi в [67].
Рiвняння для змiщень u1t , u2t запишемо в такому виглядi:

ρ
∂2u1t

∂t2
= c16

∂ε6t

∂y
+ c26

∂η
(1)
t (6)

∂y
, ρ

∂2u2t

∂t2
= c16

∂ε6t

∂x
+ c26

∂η
(1)
t (6)

∂x
, (3.6)

а вирази для коефiцiєнтiв c16 , c26 записанi в [67].
Розв’язуючи системи рiвнянь (3.5), (3.6), у пiдсумку отримаємо

такий вираз для поздовжньої динамiчної сприйнятливостi механiчно
вiльного кристалу типу KD 2 PO 4 [63]:

χσ
33(ω) = χε

33(ω) +
1

R6(ω)

e2
36(ω)

cE
66(ω)

, (3.7)

де
1

R6(ω)
=

2

k6l
tan

k6l

2
, k6 =

ω
√

ρ√
cE
66(ω)

. (3.8)

В (3.7) поздовжня динамiчна сприйнятливiсть механiчно затисну-
того кристалу

χε
33(ω) = χε0

33 +
βµ2

3

2v
F (1)(ω), (3.9)

e36(ω) = (3.10)

= e0
36 +

βµ3

v

[
−ψ6F

(1)(ω) + δs6F
(1)
s (ω) + δ16F

(1)
1 (ω)− δa6F

(1)
a (ω)

]
,

cE
66(ω) = cE0

66 +
4βψ6

vD6

f6 +
2β

vD2
6

(−δs6Ms6 + δ16M16 + δa6Ma6)
2 + (3.11)

+
4βψ6

v

[
−ψ6F

(1)(ω) + δs6F
(1)
s (ω) + δ16F

(1)
1 (ω)− δa6F

(1)
a (ω)

]
−
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−4ϕ3f6

vD6

β
[
−ψ6F

(1)(ω) + δs6F
(1)
s (ω) + δ16F

(1)
1 (ω)− δa6F

(1)
a (ω)

]
−

− 2β

vD6

[
δ2
s6 cosh(2z̃+βδs6ε̃6)+4bδ2

16 cosh(z̃−βδ16ε̃6)+δ2
a62a cosh βδa6ε̃

2
6

]
,

де використано такi позначення

F (1)(ω) =
p(4)(iω)4 + p(3)(iω)3 + p(2)(iω)2 + p(1)(iω) + p(0)

(iω)5 + p4(iω)4 + p3(iω)3 + p2(iω)2 + p1(iω) + p0

, (3.12)

F (1)
s (ω) =

p
(4)
s (iω)4 + p

(3)
s (iω)3 + p

(2)
s (iω)2 + p

(1)
s (iω) + p

(0)
s

(iω)5 + p4(iω)4 + p3(iω)3 + p2(iω)2 + p1(iω) + p0

,

F (1)
a (ω) =

p
(4)
a (iω)4 + p

(3)
a (iω)3 + p

(2)
a (iω)2 + p

(1)
a (iω) + p

(0)
a

(iω)5 + p4(iω)4 + p3(iω)3 + p2(iω)2 + p1(iω) + p0

,

F
(1)
1 (ω) =

p
(4)
1 (iω)4 + p

(3)
1 (iω)3 + p

(2)
1 (iω)2 + p

(1)
1 (iω) + p

(0)
1

(iω)5 + p4(iω)4 + p3(iω)3 + p2(iω)2 + p1(iω) + p0

.

Вирази для p4, . . . , p0 , p(4), . . . , p(0) , p
(4)
s , . . . , p

(0)
s , p

(4)
a , . . . , p

(0)
a ,

p
(4)
1 , . . . , p

(0)
1 у (3.12) наведено в [67].

3.2. Поперечна динамiчна дiелектрична сприйнятливiсть

Проводячи аналогiчнi обчислення у випадку прикладання до
кристалу типу KD 2 PO 4 поперечного електричного поля E1 , по-
перечну дiелектричну сприйнятливiсть механiчно вiльного кристалу
отримаємо у виглядi [64]

χσ
11(ω) = χε

11(ω) +
1

R4(ω)

e2
14(ω)

cE
44(ω)

, (3.13)

де
1

R4(ω)
=

2

k4l
tanh

k4l

2
, k4 =

ω
√

ρ√
cE
44(ω)

.

В (3.13) поперечна динамiчна сприйнятливiсть механiчно затиснуто-
го кристалу

χε
11(ω) = χε0

11 + v̄
(µ1 cos γ + µ2 sin γ)2

v2

1

4T
F

(1)
+ (ω) + (3.14)

+v̄
(µ1 cos γ − µ2 sin γ)2

v2

1

4T
F

(1)
− (ω).

e14(ω) = e0
14 + (3.15)
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+
µ1 cos γ + µ2 sin γ

v

1

4T

[
ψ̃4F

(1)
4+ (ω) + δ̃a4F

(1)
a4+(ω) + δ̃14F

(1)
14+(ω)

]
+

+
µ1 cos γ − µ2 sin γ

v

1

4T

[
ψ̃4F

(1)
4− (ω) + δ̃a4F

(1)
a4−(ω) + δ̃14F

(1)
14−(ω)

]
,

c4
44(ω) = cE0

44 +
2ψ̃4

v̄DT
(δ̃a4κa

1 + δ̃142κb)− 2

v̄DT
(δ̃2

a4κa
1 + δ̃2

142κb)− (3.16)

−2ψ̃4

v̄

1

4T

{
ψ̃4

[
F

(1)
4+ (ω) + F

(1)
4− (ω)

]
+

+δ̃14

[
F

(1)
14+(ω) + F

(1)
14−(ω)

]
+ δ̃a4

[
F

(1)
a4+(ω) + F

(1)
a4−(ω)

]}
+

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4aa6 + δ̃14κb)

{
ψ̃4F

(1)
4+ (ω) + δ̃a4F

(1)
a4+(ω) + δ̃14F

(1)
14+(ω)

}
+

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4

a

a6

+ δ̃14κb)
{

ψ̃4F
(1)
4− (ω) + δ̃a4F

(1)
a4−(ω) + δ̃14F

(1)
14−(ω)

}
.

де використанi наступнi позначення:

F
(1)
± (ω) =

(iω)2m
(2)
± + (iω)m

(1)
± + m

(0)
±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± + m0±
, (3.17)

F
(1)
4± (ω) =

(iω)2m
(2)
4± + (iω)m

(1)
4± + m

(0)
4±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± + m0±
,

F
(1)
14±(ω) =

(iω)2m
(2)
14± + (iω)m

(1)
14± + m

(0)
14±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± + m0±
,

F
(1)
a4±(ω) =

(iω)2m
(2)
a4± + (iω)m

(1)
a4± + m

(0)
a4±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± + m0±
.

Вирази для коефiцiєнтiв m
(2)
± , ..., m

(0)
a4± подано в [68].

3.3. Статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi
характеристики

У статичнiй границi ω → 0 iз (3.9)-(3.11), (3.14)-(3.16), отрима-
ємо: iзотермiчнi статичнi дiелектричнi сприйнятливостi затиснутого
кристалу:

χε
33 = χ0

33 + v̄
µ2

v2

1

T

2κ6

D6 − 2κ6ϕ
η
6

, (3.18)

χε
11 = χε0

11 +
(µ1 cos γ + µ2 sin γ)2

v

β

2

aa6 + κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+ (3.19)



Мiкроскопiчна теорiя 545

+
(µ1 cos γ − µ2 sin γ)2

v

β

2

a
a6

+ κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a
,

де

κ6 = ch(2z6 + βδs6ε6) + b ch(z6 − βδ16ε6)− η(1)(6)m6,

ϕη
6 =

1

1− (η(1)(6))2
+ βνc;

κb = b ch(x− βδ16ε6), ϕη
a =

1

1− η(1)2
+ βνa νa = ν1 − ν3;

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги

e36 = e0
36 +

2µ3

v

βθ6

D6 − 2ϕη
6κ6

, (3.20)

e14 = e0
14 + β

µ1 cos γ+µ2 sin γ

v

ψ4(aa6 + κb)− δa4aa6 − δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+ (3.21)

+β
µ1 cos γ − µ2 sin γ

v

ψ4(
a
a6

+ κb)− δa4
a
a6
− δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

,

де

θ6 = −2κc
6ψ6 + f6, f6 = δs6 ch(2z6 + βδs6ε6)−

−2bδ16 ch(z6 − βδ16ε6) + η(1)z(6)(−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16);

iзотермiчнi пружнi сталi при постiйному полi

cE
66 = cE0

66 +
8ψ6

v
· β(−ψ6κc

6 + f6)

D6 − 2ϕη
6κ6

− 4βϕη
6f

2
6

vD6(D6 − 2ϕη
6κ6)

− (3.22)

− 2β

vD6

[δ2
s6 ch(2z6 + βδs6ε6) + δ2

a62a ch βδa6ε6 +

+δ2
164b ch(z6 − βδ16ε6)] +

2β

vD2
6

(−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16)
2;

cE
44 = cE0

44 −
2ψ4

v
β[

ψ4(aa6 + κb)− δa4aa6 − δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+ (3.23)

+
ψ4(

a
a6

+ κb)− δa4
a
a6
− δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

] +

+
4ϕη

a

vD
β(δa4aa6 + δ14κb)

ψ4(aa6+κb)−δa4aa6−δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+
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+
4ϕη

a

vD
β(δa4

a

a6

+ δ14κb)
ψ4(

a
a6

+κb)−δa4aa6−δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

+

+
2ψ4

vD
β(δa4κa

1 + δ14κb)− 2

vD
β(δ2

a4κa
1 + δ2

14κb).

де

Ma6 = 2a sh βδa6ε6, Ms6 = sh(2z6 + βδs6ε6),

M16 = 4b sh(z6 − βδ16ε6), κa
1 = aa6 +

a

a6

.

Використовуючи вiдомi спiввiдношення мiж пружними, дiелек-
тричними i п’єзоелектричними характеристиками знаходимо iзотер-
мiчнi сталi п’єзоелектричної напруги:

h36 =
e36

χε
33

, h14 =
e14

χε
11

; (3.24)

iзотермiчнi пружнi сталi при постiйнiй поляризацiї:

cP
66 = cE

66 + e36h36; cP
44 = cE

44 + e14h14; (3.25)

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної деформацiї:

d36 =
e36

cE
66

; d14 =
e14

cE
44

; (3.26)

iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної деформацiї:

g36 =
h36

cP
66

; g14 =
h14

cP
44

; (3.27)

iзотермiчнi дiелектричнi сприйнятливостi при σ = const :

χσ
33 = χε

33 + e36d36; χσ
11 = χε

11 + e14d14. (3.28)

4. ПОРIВНЯННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ЧИСЕЛЬНИХ РОЗ-
РАХУНКIВ З ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМИ ДАНИМИ.
ОБГОВОРЕННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числових обчислень дi-
електричних, п’єзоелектричних та пружних характеристик криста-
лiв типу KH 2 PO 4 i порiвняємо їх з вiдповiдними експерименталь-
ними даними для цих кристалiв. Зазначимо, що розвинена в попе-
реднiх роздiлах теорiя, строго кажучи, справджується для криста-
лiв KD 2 PO 4 . Експериментальнi ж данi стосуються кристалiв типу
K(H 1−x D x)2 PO 4 iз рiзними концентрацiями дейтерiю x .
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Для числових оцiнок температурних залежностей фiзичних
характеристик кристалiв типу K(H 1−x D x)2 PO 4 , отриманих в
попередньому роздiлi, необхiдно задати значення таких ефективних
параметрiв:

- енергiй протонних i дейтронних конфiгурацiй ε(x) , w(x) ,
w1(x) ;

- параметрiв далекосяжних взаємодiй νc(x) , νa(x) ;

- ефективних дипольних моментiв µ3(x) , µ1(x) ;

- деформацiйних потенцiалiв ψ6(x) , ψ4(x) , δs6(x) , δa6(x) ,
δ16(x) , δa4(x) , δ14(x) ;

- “затравочних” дiелектричних сприйнятливостей χε0
33 , χε0

11 ;

- “затравочних” коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e0
36(x) ,

e0
14(x) ;

- “затравочних” пружних сталих cE0
66 , cE0

44 .

- параметра α , що визначає часову шкалу релаксацiйних проце-
сiв.

Енергiя w1(x) , яка вiдповiдає двом протонним конфiгурацiям –
чотири бiля кисневого тетраедра i жодного протона, є значно бiль-
шою за енергiї ε i w . Тому надалi ми приймаємо w1 = ∞ i d = 0 .

Методика визначення параметрiв теорiї детально обговорена в
[25,51,67,68]. Зокрема, на першому етапi з умови найкращого вiдтво-
рення спостережуваних результатiв для температурних залежностей
спонтанної поляризацiї та теплоємностi визначаються [25] парамет-
ри ε , w , а з умови узгодження розрахованої температури фазового
переходу з визначеною експериментально знаходимо параметр νc .
Значення µ3− визначаються з умови узгодження результатiв тео-
ретичних розрахункiв з експериментальними даними для спонтан-
ної поляризацiї в областi насичення, а µ3+ – з умови узгодження
з даними для ε33(ω) . На другому етапi, приймаючи до уваги п’є-
зоелектричний зв’язок, коректуються оптимальнi параметри ε , w ,
µ3+ , µ3+ , а деформацiйнi потенцiали ψ6 , ψ4 , δs6 , δa6 , δ16 , δa4 , δ14
i параметр νa визначаються з умови, щоб температурнi залежнос-
тi поляризацiї, теплоємностi, поздовжньої та поперечної статичних
проникностей механiчно вiльного кристалу, динамiчних поздовжньої
i поперечної проникностей затиснутого кристалу, коефiцiєнтiв п’єзо-
електориної деформацiї i напруги та пружних сталих максимально
збiгались з експериментальними даними. Зазначимо, що врахування
п’єзоелектричного зв’язку призводить до незначного збiльшення оп-
тимальних параметрiв w i νc порiвняно з параметрами роботи [25],
де не береться до уваги п’єзоелектричний зв’язок. Отриманi таким
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Табл. 1: Набори оптимальних модельних параметрiв для кристалiв
типу K(H 1−x D x)2 PO 4 .

x Tc
ε

kB

w
kB

νc

kB

νa

kB

(K) (K) (K) (K) (K)
0.00 122.5 56.00 422.0 17.91 7.00
0.88 211.0 88.60 815.0 34.90 17.00
RDP 147.6 60.00 440.0 29.13 28.00
KDA 97.0 35.50 385.0 17.43 20.00

x µ3−, 10−18 µ3+, 10−18 µ
(0)
1 , 10−18 kµ, 10−21 χ0

33 χ0
11

(esu · cm) (esu · cm) (esu · cm) ( esu·cm
K

)
0.00 1.46 1.71 4.27 5.7 0.73 0.80
0.88 1.79 2.05 5.52 4.2 0.39 0.65
RDP 1.50 2.00 3.68 5.7 0.40 1.25
KDA 1.61 1.65 4.85 6.4 0.70 0.70

x ψ6

kB

δs6

kB

δa6

kB

δ16
kB

ψ4

kB

δa4

kB

δ14
kB

(K) (K) (K) (K) (K) (K) (K)
0.00 -150 82 -500 -400 124.0 92.0 80.0
0.88 -140 50 -1000 -400 188 95 300
RDP -130 50 -500 -300 152.0 80.0 5.0
KDA -170 130 -500 -500 370.0 70.0 30.0

x c0
66 · 10−10 c0

44 · 10−10 e0
36 e0

14

(dyn/cm2) (dyn/cm2) (esu/cm2) (esu/cm2)
0.00 7.10 13.00 1000 500
0.88 6.40 12.85 2000 500
RDP 5.90 10.60 3000 2000
KDA 7.50 10.80 3000 2000

x P− R− P+ R+ P R
(s) ( s

K
) (s) ( s

K
) (s) ( s

K
)

0.00 0.35 0.0100 0.43 0.0160 0.46 0.0130
RDP 0.55 0.0080 0.93 0.0140 0.56 0.0107
KDA 0.47 0.0160 0.61 0.0190 3.20 0.0140

чином оптимальнi набори параметрiв для цих кристалiв подано у
табл.1.

Для адекватного опису температурних залежностей дiелектрич-
ної проникностi εTσ

11 [74] слiд прийняти, що величина µ 1(x) слабо
зростає з ростом температури, а саме: µ 1(x) = µ0

1(x) + kµ (T − Tc) .
Для опису температурного ходу поляризацiї i статичної дiелектрич-
ної проникностi в парафазi значення ефективного дипольного мо-
менту µ3 слiд вибирати рiзними, причому µ+

3 > µ−3 . У роботi [75]
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вiдмiннiсть вiд одиницi вiдношення µ+
3

µ−3
пояснено iснуванням у крис-

талi недодемпфованої м’якої моди.
Параметр αH визначали з такої умови, щоб отриманi теоретично

кривi частотних залежностей ε33(ω) узгоджувались iз кривими, якi
отримано експериментально. При цьому передбачалось, що параметр
α незначно змiнюється з температурою:

α = [P + R|∆T |] · 10−14, ∆T = T − Tc.

Об’єм примiтивної комiрки кристалiв K(H 1−x D x)2 PO 4 , яка скла-
дається з двох тетраедрiв PO 4 , нами прийнято при x = 0 рiв-
ним v = 0, 1936 · 10−21 см 3 , а при x = 0, 88 – v = 0, 1954 · 10−21

см 3 , для RbH 2 PO 4 – v = 0, 2090 · 10−21 см 3 , для KH 2 AsO 4 –
v = 0, 2052 · 10−21 см 3 , для KD 2 AsO 4 – v = 0, 2065 · 10−21 см 3 .

Тепер перейдемо до аналiзу результатiв числових розрахункiв фi-
зичних характеристик кристалiв типу K(H 1−x D x)2 PO 4 на основi
знайдених параметрiв теорiї i порiвняння отриманих теоретичних ре-
зультатiв з вiдповiдними експериментальними даними.

4.1. Статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi
характеристики

На рис. 2 представленi температурнi залежностi розрахованих iзо-
термiчних статичних дiелектричних проникностей вiльного εσ

ii ( i=1,

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
10

1

10
2

10
3

10
4 ε

ii
 

T, K 

1 

1’ 

2 

2’ 

εε,σ
33

 εε,σ
33

 

εε,σ
11

 

εε,σ
11

 

Рис. 2: Температурна залежнiсть дiелектричних проникностей
затиснутого ( εε

ii) i вiльного εσ
ii кристалiв KH 2 PO 4 (1) i

K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 (2): , [76], [77], ( (εσ
33 − 1)/4π [78]- d2

36

[78] /sE
66)4π + 1 , , [79].

3) i затиснутого εε
ii кристалiв K(H 1−x D x)2 PO 4 при x = 0, 00 i

x = 0, 88 ; а також результати експериментальних вимiрювань. При
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наближеннi в параелектричнiй фазi до температури переходу Tc ве-
личина εσ

33 зростає за гiперболiчним законом, досягаючи при T = Tc
дуже великих значень. При ростi x величина εσ max

33 зменшується.
Нижче температури переходу εσ

33 зменшується дуже швидко. Для
температурного ходу ( εσ

33)
−1 при x = 0, 88 виконується закон Кюрi–

Вейса в широкому температурному iнтервалi. При x = 0, 00 об-
ласть температур, в яких справедливий закон Кюрi–Вейса, звужує-
ться i проявляється помiтна нелiнiйнiсть в температурнiй залежнос-
тi ( εσ

33)
−1 . Обчислена без врахування п’єзоелектричної взаємодiї дi-

електрична проникнiсть ε33 кристалу KH 2 PO 4 при ∆T < 50 K
збiгається iз значеннями εσ

33 , а при бiльших ∆T крива ε33(T ) йде
нижче, нiж εσ

33(T ) . Має мiсце дуже мала залежнiсть значень εσ
11 вiд

концентрацiї x . У точцi фазового переходу спостерiгається стрибок
εσ
11 , який з ростом x збiльшується. Обчислена рiзниця εσ

11(+) –
εσ
11(−) при x = 0 рiвна 3,25, а для x=0,88–30,9, що узгоджується з
4,0 i 34,6 [74].

Результати обчислень температурних залежностей iзотермiчних
обернених статичних дiелектричних проникностей вiльного εσ

33(0, T )
i затиснутого εε

33(0, T ) кристалiв K(H 1−x D x)2 PO 4 при рiзних зна-
ченнях x i кристалiв RbH 2 PO 4 , KH 2 AsO 4 i KD 2 AsO 4 разом з
даними експериментiв подано на рис. 3. У випадку iзоморфного за-

80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
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ε
33
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Рис. 3: Температурна залежнiсть обернених статичних дiелектрич-
них проникностей затиснутого (εε

33)
−1 (1) i вiльного (εσ

33)
−1 (2) крис-

талiв K(H 1−x D x ) 2 PO 4 : x=0.0 – 1, 1’, , [76], [80], [81],
[82], [83], [84], [74], × [85]; x=0.88 – 2, 2’, [77], (( εσ

33 -
1)/4 π [78]- d2

36 [78]/ sE
66 )4π+1; x=1.0 – 3, 3’, , [86], [81],

[87]; RbH 2 PO 4 – 4, 4’ [77], (( εσ
33 -1)/4 π [78]- d2

36 [78]/ sE
66 )4π+1,

[88], [82]; KH 2 AsO 4 – 5, 5’ [83]; KD 2 AsO 4 – 6, 6’ [89],
[90]. Лiнiї – теоретичнi результати, штриховi – теоретичнi результати
[23] для KH 2 PO 4 .



Мiкроскопiчна теорiя 551

мiщення K → Rb величина поздовжньої статичної проникностi стає
бiльшою в усьому температурному iнтервалi, а при P → As – мен-
шою.

На рис. 4 зображено температурнi залежностi εσ
11(0) кристалiв

KH 2 PO 4 , K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 , RbH 2 PO 4 i KH 2 AsO 4 . Для криста-
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Рис. 4: Температурна залежнiсть поперечної проникнос-
тi сегнетоелектричних ортофосфатiв: KH 2 PO 4 – 1, [74];
K(H 0.12 D 0.88 ) 2 PO 4 – 2, [74], [77]; RbH 2 PO 4 – 3, [77];
KH 2 AsO 4 – 4, [91]. Точки – експериментальнi, суцiльнi лiнiї –
теоретичнi значення.

лiв KH 2 PO 4 , K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 , RbH 2 PO 4 значення поперечних
проникностей механiчно вiльного й затиснутого кристалiв практично
збiгаються. У випадку KH 2 AsO 4 крива 4 вiдповiдає εσ

11(0) , а крива
4’ – εε

11(0) .
На рис.5 i 6 подано обчисленi температурнi залежностi коефiцiєн-

тiв п’єзоелектричної деформацiї d36 i коефiцiєнтiв п’єзоелектричної
напруги e36 кристалiв KH 2 PO 4 , K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 , RbH 2 PO 4 i
KH 2 AsO 4 . Використовуючи експериментальнi данi для d36 , εσ

33 i
cE
66 ( sE

66) , ми отримали значення e36 , що й наведенi на рис. 6.
Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричних дефор-

мацiї d14 i напруги e14 зображенi на рис. 7 i 8, якi обчисленi на ос-
новi отриманих спiввiдношень для MH 2 XO 4 i K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 .
На цих рисунках наведено й експериментально отриманi значення
d14 при рiзних температурах. Слiд вiдзначити, що п’єзоелектрич-
нi характеристики d14 , e14 не виявляють аномальної температурної
залежностi. При T → Tc значення d36 и e36 збiльшуються. З рос-
том рiзницi температур ∆T в межах вiд 0 до 170 К для кристалу
KH 2 PO 4 значення d36 зменшується в 88 раз, а e36 – в 44,5 рази.
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Рис. 5: Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї d36 кристалiв KH 2 PO 4 – 1, [76], [92], [93];
K(H 0.12 D 0.88)2 PO 4 – 2, [77]; RbH 2 PO 4 – 3, [77]; KH 2 AsO 4

– 4, [96]; KD 2 AsO 4 – 5, [96]. Лiнiї – теоретичнi результати,
штриховi – теоретичнi результати [23] для KH 2 PO 4 .
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Рис. 6: Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної на-
пруги e36 кристалiв KH 2 PO 4 – 1, [76]; K(H 0.12 D 0.88)2 PO 4 – 2,

– d36 [77]/ sE
66 [95]; RbH 2 PO 4 – 3, – d36 [77]/ sE

66 [95]; KH 2 AsO 4

– 4, – d36/s
E
66 [96]; KD 2 AsO 4 – 5, – d36/s

E
66 [96]. Лiнiї – теоретичнi

результати, штриховi – теоретичнi результати [23] для KH 2 PO 4 .

При збiльшеннi дейтерування x значення поздовжнiх п’єзомодулiв
зменшуються, а поперечних – збiльшуються.
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Рис. 7: Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї d14 кристалiв KH 2 PO 4 – 1, [94], K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 –
2, [77], RbH 2 PO 4 – 3, [77], KH 2 AsO 4 – 4, [96].
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Рис. 8: Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної на-
пруги e14 кристалiв KH 2 PO 4 – 1, – d14 [94]/ sE

44 [76],
K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 – 2, – d14 [77]/ sE

44 [88], RbH 2 PO 4 – 3,
– d14 [77]/ sE

44 [88], KH 2 AsO 4 – 4, – d14 / sE
44 [96].

Обчисленi температурнi залежностi констант п’єзоелектричної
напруги h36 i деформаiї g36 кристалiв M(H 1−x D x)2 XO 4 наведенi
в [51], а констант h14 i g14 – в [68].

Температурнi залежностi iзотермiчних пружних сталих cE
jj , якi

обчисленi на основi мiкротеорiї, i данi експериментiв для кристалiв
K(H 1−x D x)2 PO 4 наведенi на рис. 9, а на рис. 10 – температурнi
залежностi cE

66 i cP
66 для кристалiв KH 2 PO 4 , K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 ,

RbH 2 PO 4 i KH 2 AsO 4 i KD 2 AsO 4 . При температурi фазового пе-
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Рис. 9: Температурнi залежностi пружних сталих cE
jj кристалiв

KH 2 PO 4 (1) and K(H 0,12 D 0,88)2 PO 4 (2): [76], [97], [98],
1/sE

66 [95], [76], [95].
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Рис. 10: Температурна залежнiсть пружних сталих cE
66 кристалiв

KH 2 PO 4 – 1, [76], [97], [98]; K(H 0.12 D 0.88)2 PO 4 – 2, –
1/sE

66 [95]; RbH 2 PO 4 – 3, – 1/sE
66 [95]; KH 2 AsO 4 – 4, – 1/sE

66 [96];
KD 2 AsO 4 – 5, – 1/sE

66 [96]. Лiнiї – теоретичнi результати, штрихова
– теоретичнi результати [23] для KH 2 PO 4 .

реходу пружна стала cE
66 сегнетоелектрика KH 2 PO 4 i RbH 2 PO 4

прямує до нуля, а для iнших кристалiв набуває мiнiмального значен-
ня. Температурна залежнiсть cE

44 не має аномалiй при проходженнi
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температури фазового переходу. При збiльшеннi x значення пруж-
них сталих дещо зменшуються. При температурi фазового переходу
пружна стала cE

66 кристалiв KH 2 PO 4

Отже, запропонована теорiя, як видно iз рис. 2-10, адекватно опи-
сує експериментальнi данi для статичних дiелектричних, п’єзоелек-
тричних та пружних характеристик кристалiв типу KH 2 PO 4 .

4.2. Динамiчнi поздовжня i поперечна дiелектричнi
проникностi

Обчислимо поздовжнi динамiчнi характеристики механiчно вiль-
них кристалiв типу KH 2 PO 4 , вирiзанi у виглядi квадратних плас-
тинок розмiром l × l ( l = 1 мм) в площинi [0,0,1].

На рис. 11 зображено частотнi залежностi дiйсної та уявної частин
динамiчної дiелектричної проникностi механiчно вiльних кристалiв
MH 2 XO 4 у парафазi при ∆T =5K. В областi частот 3·105 – 3·108 Гц
для кристалiв MH 2 XO 4 має мiсце дисперсiя резонансного типу, з
численними пiками проникностi на частотах, для яких Re(R6(ω)) =
0 або Re(k6l/2) = π/2(2n + 1) . Враховуючи закон дисперсiї (3.8),
знаходимо рiвняння для резонансних частот

ωn =
π(2n + 1)

l

√
cE
66

ρ
,

де взято до уваги, що в областi частот 5·105 – 5·108 Гц cE
66(ω) вiд час-

тоти практично не залежить. Резонанснi частоти обернено пропор-
цiйнi до розмiрiв зразка. Штриховi лiнiї на рис. 11 вiдповiдають низь-
кочастотному ходу проникностi затиснутого кристалу. При збiльшен-
нi частоти i температури ∆T амплiтуди резонансних пiкiв зменшу-
ються. При збiльшеннi температури ∆T останнiй резонансний пiк
змiщується в область вищих частот. Аналогiчна багатопiкова резо-
нансна дисперсiя спостерiгається i в сегнетоелектричнiй фазi. Вище
вiд резонансної частоти спостерiгається затискання кристалу високо-
частотним полем i для проникностi затиснутого кристалу вище час-
тоти 109 Гц має мiсце дисперсiя релаксацiйного типу. При ω → 0
отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть вiльного кристалу.

Проаналiзуємо тепер результати обчислення поперечних темпера-
турних i частотних залежностей динамiчних характеристик механiч-
но вiльних кристалiв M(H 1−x D x)2 XO 4 , якi вирiзанi у виглядi квад-
ратної пластинки зi сторонами l = 1 мм у площинi [1, 0, 0].

Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин дiелектричної про-
никностi εσ

11 кристалiв KH 2 PO 4 , RbH 2 PO 4 та KH 2 AsO 4 при тем-
пературi ∆T = 5 K подано на рис. 12. В областi частот 106− 108 Гц
має мiсце дисперсiя резонансного типу. При ω → 0 отримуємо ста-
тичну дiелектричну проникнiсть вiльного кристалу. Штрихова лiнiя
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Рис. 11: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної сприйнятливостi вiльного i затиснутих кристалiв KH 2 PO 4 (1),
RbH 2 PO 4 (2), KH 2 AsO 4 (3) при ∆T =5K.

вiдповiдає низькочастотному ходу проникностi затиснутого криста-
лу. Вище вiд резонансних частот спостерiгається затискання криста-
лу високочастотним полем i для проникностi затиснутого кристалу
вище частот 109 Гц має мiсце дисперсiя релаксацiйного типу. Неве-
ликi значення резонансних пiкiв для ε

′σ
11 зумовленi тим, що вони не

вiдповiдають точно резонансним частотам.
З рiвняння для резонансних частот

νn =
2n + 1

2l

√
cE
44

ρ
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Рис. 12: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектрич-
ної проникностi вiльних кристалiв KH 2 PO 4 (1), RbH 2 PO 4 (2),
KH 2 AsO 4 (3) при температурi ∆T =5K.

для кристалiв типу KH 2 PO 4 резонанснi лiнiї спостерiгаються в дуже
вузькiй частотнiй областi шириною ∼ 10−3 Гц. Величина ж ε′11(ν1)
досягає значення 10 7 .

На рис. 13 штриховими лiнiями наведено результати розрахунку
температурних залежностей ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) на основi мiкроте-
орiї без врахування п’єзоелектричної взаємодiї, а суцiльними – з її
врахуванням. Слiд зазначити, що при врахуваннi п’єзоелектричного
зв’язку при ∆T = 0 мiнiмальнi значення ε′33(ω) на рiзних частотах
є бiльшими, нiж при нехтуваннi цим зв’язком, що узгоджується з
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Рис. 13: Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH 2 PO 4 при рiзних
частотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [70]; 154.2 – 2, [69]; 372 – 3, [69];
800 – 4. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

експериментом.
Найбiльш повним вiдтворенням характеру дисперсiї дiйсної та

уявної частин поздовжньої дiелектричної проникностi ε33(ω, T )
кристалiв MH 2 XO 4 є їх частотно-температурнi залежностi, обчис-
ленi в широкому температурному i частотному дiапазонах. На рис.
14 разом iз даними експериментiв наведено результати обчислення
цих характеристик для KH 2 PO 4 , а для RbH 2 PO 4 i KH 2 AsO 4 – в
роботi [67].
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Рис. 14: Частотно-температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH 2 PO 4 .
– [70]; , , – [69]; – [99]; – [100]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.

На рис. 15 наведено температурно-частотнi залежностi ε′11(ω) i
ε′′11(ω) для KH 2 PO 4 , а для RbH 2 PO 4 i KH 2 AsO 4 – в [64]. Обчис-
лення для них проведенi в широкому температурному i частотному
дiапазонах.

Таким чином, обчисленi на основi мiкротеорiї температурнi й час-
тотнi залежностi для дiйсної i уявної частин ε33(ω) i ε11(ω) добре
узгоджуються з експериментальними даними.
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Рис. 15: Температурно-частотнi залежностi ε′11 i ε′′11 KH 2 PO 4 .
– [70], , – [69]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-
чення.

5. МОДИФIКОВАНА ПРОТОННА МОДЕЛЬ КРИСТА-
ЛIВ ТИПУ ND 4 D 2 PO 4

Будемо розглядати систему дейтронiв, якi рухаються на O-D...O
зв’язках у антисегнетоелектриках ND 4 D 2 PO 4 . Примiтивна комiр-
ка ґратки Браве цих кристалiв складається з двох тетраедрiв PO 4
разом з чотирма водневими зв’язками, що належать до одного з них
(тетраедра типу “A”); водневi зв’язки, якi пiдходять до другого тет-
раедра (типу “B”) належать чотирьом найближчим структурним еле-
ментам, якi його оточують. В основному станi, який реалiзується в
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ND 4 D 2 PO 4 у площинi ab , має мiсце наступна конфiгурацiя дейтро-
нiв (рис. 16). Спонтанна поляризацiя у цих кристалах внаслiдок ан-
типолярного розмiщення дипольних моментiв водневих зв’язкiв до-
рiвнює нулевi. Якщо зовнiшнє електричне поле прикладено вздовж
осей a, b i c , то виникають вiдмiннi вiд нуля результуючi iндукованi
поляризацiї.

1

1 22

3

4

1

1

1

2

2

2

y

x

Рис. 16: Примiтивна комiрка гратки Браве ND 4 D 2 PO 4 :
1 , 2 , 3 , 4 нумерують водневi зв’язки, а 1, 2 – можливi по-
ложення дейтронiв на зв’язках. Показано одну з числа можливих
антисегнетоелектричних дейтронних конфiгурацiй.

Модельний гамiльтонiан дейтронної системи ND 4 D 2 PO 4 з ура-
хуванням короткосяжних i далекосяжних взаємодiй при прикладан-
нi до кристалу механiчних напруг σ6 = σxy i σ4 = σyz та зовнiшнiх
електричних полiв E3 i E1 , якi напрямленi вздовж кристалографiч-
них осей c i a , складається iз “затравочної” та псевдоспiнової частин.
“Затравочна” енергiя вiдповiдає ґратцi важких йонiв i явно не зале-
жить вiд конфiгурацiї дейтронної пiдсистеми. Псевдоспiнова частина
враховує далекосяжнi ( Ĥlong ) i короткосяжнi ( Ĥshort ) взаємодiї дей-
тронiв поблизу тетраедрiв PO 4 та взаємодiю з електричними полями
E1 i E3 . Отже:

Ĥ = NUseed + Ĥlong + Ĥshort −
∑

qf

(µf1E1 + µf3E3)
σqf

2
, (5.1)

де N – кiлькiсть примiтивних комiрок, σqf – оператор z-компоненти
псевдоспiна, який описує стан дейтрона, що перебуває в q-iй комiрцi
на f-ому зв’язку. Власнi значення оператора σqf = ±1 вiдповiдають
двом можливим рiвноважним розташуванням дейтрона на зв’язку.
Ефективнi дипольнi моменти примiтивної комiрки вздовж осей в роз-
рахунку на дейтронний зв’язок мають таку симетрiю:

µ3 = µ13 = µ23 = µ33 = µ43, µ1 = −µ11 = µ31, µ21 = µ41 = 0.

“Затравочна” енергiя Useed виражається через електричнi поля
E1 i E3 та деформацiї εi , ε4 i ε6 . Вона складається iз пружної,
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п’єзоелектричної та дiелектричної частин:

Useed =v(
1

2
cE0
44 ε2

4+
1

2
cE0
66 ε2

6−e0
14ε4E1−e0

36ε6E3− 1

2
χε0

11E
2
1−

1

2
χε0

33E
2
3), (5.2)

де v – об’єм примiтивної комiрки, cE0
ij , cE0

44 , cE0
66 , e0

14 , e0
36 , χε0

11 , χε0
33 –

“затравочнi” пружнi сталi, коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги та
дiелектричнi сприйнятливостi. “Затравочнi” характеристики визна-
чають температурну залежнiсть вiдповiдних фiзичних характерис-
тик далеко вiд температури фазового переходу TN .

Дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi характеристики криста-
лiв типу ND 4 D 2 PO 4 будемо вивчати на основi термодинамiчно-
го потенцiалу. Враховуючи специфiку їх кристалiчної структури
ND 4 D 2 PO 4 для обчислення термодинамiчного потенцiалу викорис-
таємо наближення чотиричастинкового кластера [20]. У цьому на-
ближеннi термодинамiчний потенцiал ND 4 D 2 PO 4 має вигляд:

G = NUseed +
1

2

∑

qq′
ff ′

Jff ′(qq
′)
〈σqf〉

2

〈σq′f ′〉
2

− (5.3)

−1

2
T

∑
q

4∑

f=1

ln Z1f − T
∑

q

ln Z4 −Nv̄(σ4ε4 + σ6ε6),

де Z1f = Spe−βĤ
(1)
qf , Z4 = Spe−βĤ

(4)
q – одночастинкова i чотиричас-

тинкова статистичнi суми. Одночастинковi Ĥ
(1)
qf i чотиричастин-

ковий Ĥ
(4)
q гамiльтонiани дейтронiв деформованих ND 4 D 2 PO 4

даються виразами:

Ĥ
(1)

q1
3

= ∓ 1

β
x̄q

σq1
3

2
∓ 1

β
x̄13

σq1
3

2
+

1

β
z̄
σq1

3

2
, (5.4)

Ĥ
(1)

q2
4

= ± 1

β
x̄q

σq2
4

2
± 1

β
x̄24

σq2
4

2
+

1

β
z̄
σq2

4

2
,

Ĥ(4)
q =

(
δa4

2
+

δ14

2

)
ε4

(
−σq1

2
+

σq3

2

)
+ (5.5)

+

(
−δs6

4
+

δ16

2

)
ε6

(σq1

2
+

σq2

2
+

σq3

2
+

σq4

2

)
+

+2 (δa4 − δ14) ε4

(σq1

2

σq2

2

σq4

2
− σq1

2

σq3

2

σq4

2

)
+

+(−δs6−2δ16) ε6

(σq1

2

σq2

2

σq3

2
+

σq1

2

σq2

2

σq4

2
+

σq1

2

σq3

2

σq4

2
+

σq2

2

σq3

2

σq4

2

)
+



Мiкроскопiчна теорiя 563

+(Va + δa6ε6)
(σq1

2

σq2

2
+

σq3

2

σq4

2

)
+ (Va − δa6ε6)

(σq2

2

σq3

2
+

σq4

2

σq1

2

)
+

+Ua

(σq1

2

σq3

2
+

σq2

2

σq4

2

)
+ Φa

σq1

2

σq2

2

σq3

2

σq4

2
−

−1

β
xq

(
−σq1

2
+

σq2

2
+

σq3

2
−σq4

2

)
− 1

β
x13

(
−σq1

2
+

σq3

2

)
− 1

β
x24

(σq2

2
−σq4

2

)
−

− 1

β
z

(σq1

2
+

σq2

2
+

σq3

2
+

σq4

2

)
.

Тут використанi такi позначення:

Va =
1

2
ε′ − 1

2
w′

1, Ua =
1

2
ε′ +

1

2
w′

1, Φa = 2ε′ − 8w′ + 2w′
1,

ε′ = εs − εa, w′ = ε1 − εa, w′
1 = ε0 − εa,

де εs , εa , ε1 , ε0 – конфiгурацiйнi енергiї дейтронiв бiля тетраедра
PO 4 , а ε′ , w′ , w′

1 – антисегнетоелектричнi енергiї розширеної моделi
Слетера-Такагi [20];

xq = β(−∆ae
ikzaq + 2νa(k

z)η(1)eikzaq),

x13 = β(−∆13 + 2νa(0)η
(1)x
13 + 2ψ4ε4 + µ1E1),

x24 =β(−∆24+2νa(0)η
(1)x
24 ), z=β(−∆c+2νc(0)η(1)z−2ψ6ε6+µ3E3),

x̄q = −β∆ae
ikzaq + xq, x̄13

24
= −β∆13

24
+ x̄13

24
, z̄ = −β∆c + z,

де

4ν0
a(k

z) = J11(k
z)− J13(k

z), Jff ′(k
z) =

∑
aq−aq′

Jff ′(qq
′)e−ikz(aq−aq′ ),

4ν0
a(0) = J11(0)− J13(0), 4ν0

c (0) = J11(0) + 2J12(0) + J13(0),

а kz = 1/2(b1 + b2 + b3) , b1 , b2 , b3 – вектори оберненої ґратки,
eikzaq = ±1 , ψ4 , ψ6 – деформацiйнi потенцiали, ∆a , ∆13 , ∆24 i
∆c – ефективнi поля, якi створенi сусiднiми поза межами кластера
зв’язками.

Якщо до кристала не прикладенi зовнiшнi поля й вiдсутнi зовнiш-
нi напруги, то

η(1) = −〈σ1〉 = 〈σ2〉 = 〈σ3〉 = −〈σ4〉 =
1

D
(sh 2x + 2b sh x), (5.6)

де

D = a + ch 2x + d + 4b ch x + 1, x =
1

2
ln

1 + η(1)

1− η(1)
+ βνa(k

z)η(1).

a = e−βε′ , b = e−βw′ , d = e−βw′1 .
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На вiдмiну вiд сегнетоелектричних кристалiв KD 2 PO 4 , у яких
найнижчою конфiгурацiйною енергiєю дейтронiв бiля тетраедра PO 4
є енергiя верхнiх/нижнiх конфiгурацiй εs , у кристалах ND 4 D 2 PO 4
найнижчою конфiгурацiйною енергiєю є енергiя бiчних конфiгурацiй
εa . Крiм того, у цих кристалах iншими є характер впорядкування
дейтронiв та симетрiя їх функцiй розподiлу.

6. ДIЕЛЕКТРИЧНI, П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНI I ПРУЖНI
ХАРАКТЕРИСТИКИ АНТИСЕГНЕТОЭЛЕКТРИКIВ
ТИПУ ND 4 D 2 PO 4

6.1. Поздовжня динамiчна дiелектрична сприйнятливiсть

Методика розрахунку динамiчних характеристик кристалiв типу
ND 4 D 2 PO 4 є аналогiчною до наведеної вище процедури для криста-
лiв типу KD 2 PO 4 [63,64]. Тому зупинимось тут лише на отриманих
результатах.

Вираз для поздовжньої динамiчної сприйнятливостi механiчно вi-
льного кристалу типу ND 4 D 2 PO 4 має вигляд [65]:

χσ
33(ω) = χε

33(ω) +
1

R(ω)

e2
36(ω)

cE
66(ω)

. (6.1)

де
1

R(ω)
=

2

k6l
tan

k6l

2
, k6 =

ω
√

ρ√
cE
66(ω)

,

В (6.1) поздовжня динамiчна сприйнятливiсть механiчно затисну-
того кристалу

χε
33(ω) = χε0

33 +
βµ2

3

v
F (1)(ω), (6.2)

e36(ω) = e0
36+ (6.3)

+
βµ3

v

[
−2ψ6F

(1)(ω)+δs6F
(1)
s (ω)−δa6F

(1)
a (ω)+δ16F

(1)
1 (ω)

]
,

cE
66(ω) = cE0

66 + (6.4)

+
4βψ6

vD

[
−2ψ6F

(1)(ω) + δs6F
(1)
s (ω) + δ16F

(1)
1 (ω)− δa6F

(1)
a (ω)

]
−

−4ϕη
cf6

vD
β
[
−2ψ6F

(1)(ω) + δs6F
(1)
s (ω) + δ16F

(1)
1 (ω)− δa6F

(1)
a (ω)

]
+

+
4βψ6

vD
f6 − 2β

vD

[
δ2
s6a + δ2

164b + δ2
a6(1 + cosh 2x)

]
,
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де використано позначення

F (1)(ω) =
(iω)2r(2) + (iω)r(1) + r(0)

(iω)3 + (iω)2r2 + (iω)r1 + r0

, (6.5)

F (1)
s (ω) =

(iω)2r
(2)
s + (iω)r

(1)
s + r

(0)
s

(iω)3 + (iω)2r2 + (iω)r1 + r0

,

F (1)
a (ω) =

(iω)2r
(2)
a + (iω)r

(1)
a + r

(0)
a

(iω)3 + (iω)2r2 + (iω)r1 + r0

,

F
(1)
1 (ω) =

(iω)2r
(2)
1 + (iω)r

(1)
1 + r

(0)
1

(iω)3 + (iω)2r2 + (iω)r1 + r0

,

а вирази для r2 , ..., r
(0)
1 наведенi в [101].

6.2. Поперечна динамiчна дiелектрична сприйнятливiсть

А поперечна динамiчна сприйнятливiсть механiчно вiльного крис-
талу ND 4 D 2 PO 4 має вигляд [102]:

χσ
11(ω) = χε

11(ω) +
1

R4(ω)

e2
14(ω)

cE
44(ω)

, (6.6)

де
1

R4(ω)
=

2

k4l
tanh

k4l

2
, k4 =

ω
√

ρ√
cE
44(ω)

,

В (6.6) поперечна динамiчна сприйнятливiсть механiчно затиснутого
кристалу

χε
11(ω) = χε0

11 + v̄
µ1

v2

1

4T

[
F

(1)
+ (ω) + F

(1)
− (ω)

]
. (6.7)

e14(ω) = e0
14 +

µ1

v

1

2T

{
ψ̃4

[
F

(1)
+ (ω) + F

(1)
− (ω)

]
+ (6.8)

+δ̃14

[
F

(1)
14+(ω) + F

(1)
14−(ω)

]
+ δ̃a4

[
F

(1)
a4+(ω) + F

(1)
a4−(ω)

]}
,

cE
44(ω) = cE0

44 +
2ψ̃4

v̄DT

[
δ̃a4(æ + 1) + δ̃14(æ

b
2 + æb)

]
+ (6.9)

+

{
−2ψ̃4

v̄T
+

2ϕη
a(0)

v̄DT

[
δ̃14(æ

b
2 + æb) + δ̃a4(æ + 1)

]}
×

× 1

2T

{
ψ̃4

[
F

(1)
+ (ω) + F

(1)
− (ω)

]
+
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+δ̃14

[
F

(1)
14+(ω) + F

(1)
14−(ω)

]
+ δ̃a4

[
F

(1)
a4+(ω) + F

(1)
a4−(ω)

]}
+

+
2ϕη

a(0)

v̄D

[
δ̃a4(æ− 1) + δ̃14(æ

b
2 − æb)

]
×

× 1

2T

{
ψ̃4

[
F

(1)
+ (ω)− F

(1)
− (ω)

]
+

+δ̃14

[
F

(1)
14+(ω)− F

(1)
14−(ω)

]
+ δ̃a4

[
F

(1)
a4+(ω)− F

(1)
a4−(ω)

]}
+

+
2

v̄D2T

(̃
δa4 sinh 2x+δ̃142b sinh x

)2

−

− 2

v̄DT

[̃
δ2
a4(cosh 2x + 1)+δ̃2

142b cosh x
]
.

Тут використанi такi позначення:

F
(1)
+ (ω) =

(iω)4n(4) + (iω)3n(3) + (iω)2n(2) + (iω)n(1) + n(0)

(iω)5 + (iω)4n4 + (iω)3n3 + (iω)2n2 + (iω)n1 + n0

, (6.10)

F
(1)
− (ω) =

(iω)2m(2) + (iω)m(1) + m(0)

(iω)3 + (iω)2m2 + (iω)m1 + m0

,

F
(1)
14+(ω) =

(iω)4n
(4)
14 + (iω)3n

(3)
14 + (iω)2n

(2)
14 + (iω)n

(1)
14 + n

(1)
14

(iω)5 + (iω)4n4 + (iω)3n3 + (iω)2n2 + (iω)n1 + n0

,

F
(1)
14−(ω) =

(iω)2m
(2)
14 + (iω)m

(1)
14 + m

(0)
14

(iω)3 + (iω)2m2 + (iω)m1 + m0

,

F
(1)
a4+(ω) =

(iω)4n
(4)
a4 + (iω)3n

(3)
a4 + (iω)2n

(2)
a4 + (iω)n

(1)
a4 + n

(1)
a4

(iω)5 + (iω)4n4 + (iω)3n3 + (iω)2n2 + (iω)n1 + n0

,

F
(1)
a4−(ω) =

(iω)2m
(2)
a4 + (iω)m

(1)
a4 + m

(0)
a4

(iω)3 + (iω)2m2 + (iω)m1 + m0

,

а вирази для n(4) , ..., m0 наведенi в [102].

6.3. Статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi
характеристики

Здiйснивши статичний перехiд ω → 0 у виразах (6.2)–(6.4), (6.7)–
(6.9), отримуємо iзотермiчнi статичну дiелектричну сприйнятливiсть
механiчно затиснутого кристалу, коефiцiєнт п’єзоелектричної напру-
ги та пружну сталу при сталому полi в такому виглядi:

χε
33 = χε0

33 +
µ2

3

v
β

2κ6

D − 2κ6ϕ
η
c
, (6.11)
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χε
11 = χε0

11 + v̄
µ2

1

v2

1

2T

[
κb

1

D − 2κb
1ϕ

η
a(0)

+
κ2

D − 2κ2ϕ
η
a(0)

]
, (6.12)

e36 = e0
36 + 2

µ3

v
β
−2κ6 + f6

D − 2κ6ϕ
η
c
, (6.13)

e14 = e0
14 +

µ1

v

1

T

[
ψ̃4κb

1 − δ̃a4 − δ̃14κb

D − 2κb
1ϕ

η
a(0)

+
ψ̃4κ2 − δ̃a4κ − δ̃14κb

2

D − 2κ2ϕ
η
a(0)

]
, (6.14)

cE
66 = cE0

66 +
8ψ6

v

β(−ψ6κ6 + f6)

D − 2κ6ϕ
η
c

− 4βϕη
cf

2
6

vD(D − 2κ6ϕ
η
c)
−

− 2β

vD
(δ2

164b ch x + δ2
s6a + δ2

a62 ch2 x). (6.15)

cE
44 = cE0

44 −
2ψ̃4

v̄T

ψ̃4κb
1 − (δ̃a4 + δ̃14κb)

D − 2κb
1ϕ

η
a(0)

− (6.16)

−4ϕη
a(0)

v̄T

(δ̃a4 + δ̃14κb)(δ̃a4κ + δ̃14κb
2)

D[D − 2κb
1ϕ

η
a(0)]

−

−2ψ̃4

v̄T

ψ̃4κ2 − (δ̃a4κ + δ̃14κb
2)

D − 2κ2ϕ
η
a(0)

− 4ϕη
a(0)

v̄T

(δ̃a4 + δ̃14κb)(δ̃a4κ + δ̃14κb
2)

D[D − 2κ2ϕ
η
a(0)]

−

− 2

v̄DT

[
δ̃2
a4(ch 2x+1)+δ̃2

142bb1 ch x
]
+

2

v̄D2T
(δ̃a4 sh 2x+δ̃142bb1 sh x)2,

κ6 = a + b ch x, κb
1 = 1 + b ch x, κb = b ch x, f6 = δs6a− δ162b ch x;

κ2 = κ + κb
2 = ch 2x− η(1) sh 2x + b ch x− η(1)2b sh x,

ϕη
a(0) =

1

1− η(1)2
+ βνa(0), ϕη

c =
1

1− η(1)2
+ βνc(0).

Використовуючи вiдомi спiввiдношення мiж пружними, дi-
електричними i п’єзоелектричними характеристиками кристалу
ND 4 D 2 PO 4 , знаходимо, як i для KD 2 PO 4 , також iншi термоди-
намiчнi величини: χσ

33 , χσ
11 , h36 , h14 , d36 , d14 , g36 , g14 , cP

66 , cP
44 .

7. ПОРIВНЯННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ЧИСЛОВИХ РОЗРА-
ХУНКIВ З ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМИ ДАНИМИ

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числових обчислень дi-
електричних, п’єзоелектричних та пружних характеристик криста-
лiв NH 4 H 2 PO 4 (ADP) та ND 4 D 2 PO 4 (DADP) i порiвняємо їх з
вiдповiдними експериментальними даними. Зазначимо, що розвине-
на в попереднiх роздiлах теорiя, строго кажучи, справедлива для
кристалiв DADP. Беручи до уваги ефект пригнiчення тунелювання
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короткосяжними кореляцiями, будемо вважати, що запропонована в
попереднiх двох роздiлах теорiя справедлива i для ADP.

Для обчислення в параелектричнiй фазi температурних
залежностей фiзичних характеристик кристалiв ADP i DADP,
отриманих в рамках розвиненої теорiї, необхiдно задати значення
таких параметрiв:

- енергiй протонних i дейтронних конфiгурацiй ε′0H , w′0
H , ε′0D , w′0

D ;
- параметрiв далекосяжної взаємодiї ν0

cH(0) , ν0
cD(0) , ν0

aH(0) i
ν0

aD(0) ;
- деформацiйних потенцiалiв ψ6 , δs6 , δ16 , δa6 , δ1i ; ψ4 , δa4 , δ14 ;
- ефективних дипольних моментiв µ3H , µ3D , µ1H i µ1D ;
- “затравочних” статичної дiелектричної сприйнятливостi χε0

33 ,
χε0

11 , коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e0
36 , e0

14 , пружних ста-
лих cE0

66 , cE0
44 .

Для визначення перерахованих вище параметрiв було використа-
но [101, 102] експериментальнi данi для температурних залежностей
розрахованих фiзичних характеристик кристалiв ADP i DADP. При
цьому методика визначення параметрiв аналогiчна, як i у випадку
кристалiв KH 2 PO 4 . Оптимальний набiр параметрiв, який викорис-
тано для розрахунку фiзичних характеристик дослiджуваних крис-
талiв, наведено в табл. 2.

Табл. 2: Набори оптимальних модельних параметрiв для ADP i
DADP

TN
ε
′0

kB

w
′0

kB

ν0
a(0)
kB

ν0
c

kB
, µ1, 10−18 µ3, 10−18, χ0ε

11 χ0ε
33

(K) (K) (K) (K) (K) (esu·cm) (esn· cm)
ADP 148 20 490,0 -40,00 -10,00 6,45 2,10 0,70 0,23
DADP 240 78,8 715,4 -54,70 -17.35 7.29 2,75 0,58 0,34

ψ4

kB

δa4

kB

δ14
kB

e0
14, 104 cE0

44 · 10−10

(K) (K) (K) (esu·cm2) (dyn/cm2)
ADP 120 94 82 250 8.9
DADP 225 100 100 3000 9.0

ψ6

kB
, δs6

kB
, δa6

kB
, δ16

kB
, e0

36 c0
66 · 10−10

(K) (K) (K) (K) (esu/cm2) (dyn/cm2)
ADP -160 1400 100 -300 10000 7.9
DADP -200 2000 200 -100 28000 7.6

Plong Rlong Ptransv Rtransv

(s) (s/k) (s) (s/k)
ADP 0,38 0,0090 0,95 0,0110
DADP 6,72 0,0090 5,90 0,0032
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При обчисленнях об’єм примiтивної комiрки v кристалу ADP взя-
то рiвним 0,2110 ·10−21 см 3 [79], а DADP – v = 0,213 ·10−21 см 3 [103].

Оскiльки бiльшiсть експериментальних даних для обчислених на-
ми фiзичних характеристик антисегнетоелектрикiв типу DADP на-
явнi лише у випадку параелектричної фази, то й числовi розрахунки
цих характеристик наведемо лише для температур T > TN .

7.1. Статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi
характеристики

Перейдемо тепер до обговорення результатiв обчислення фiзич-
них характеристик кристалiв ADP i DADP у рамках запропонованої
теорiї i порiвняємо отриманi результати з вiдповiдними експеримен-
тальними даними. На рис. 17 поряд iз наявними експериментальними
даними представленi обчисленi температурнi залежностi поперечних
i поздовжнiх статичних дiелектричних проникностей антисегнето-
електрикiв ADP (а) i DADP (б). Як бачимо, результати розрахун-
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Рис. 17: Температурна залежнiсть статичних дiелектричних проник-
ностей ADP (а) i DADP (б): × – [104]; – [105]; – [106]; – [107];

, – [76]; , , – [108].

ку εσ
11 i εε

11 практично збiгаються (рiзниця мiж ними не бiльша нiж
0.02%), що узгоджується з експериментальними даними. Водночас
εσ
33 на ∼ 18% бiльша за εε

33 i рiзниця мiж ними практично не змi-
нюється з ростом температури.

На рис. 18 поряд iз наявними експериментальними даними на-
веденi температурнi залежностi коефiцiєнтiв i сталих п’єзоелектрич-
ної деформацiї i напруги кристалiв ADP i DADP. При температу-
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Рис. 18: Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї (а) i коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги (б) кристалiв
ADP (1) i DADP (2): , – [108]; , – [76]; – [109].

рi T = TN коефiцiєнти d36 i e36 набувають скiнчених значень, а
при збiльшеннi температури зменшуються. Слiд зазначити, що з рос-
том температури ∆T у межах вiд 0 до 170K для антисегнетоелек-
трика ADP d36 зменшується в 2.1 рази, а e36 – в 2.0 рази. Зна-
чення п’єзомодулiв d14 , e14 кристалiв N(H 1−x D x)4 (H 1−x D x)2 PO 4
є того ж порядку, що й значення цих же характеристик кристалiв
K(H 1−x D x)2 PO 4 .

Обчисленi температурнi залежностi пружних сталих cE,P
44 i cE,P

66
кристалiв ADP (а) i DADP (б), разом з наявними експериментальни-
ми даними, наведено на рис. 19.

Як випливає iз рис. 17–19, на основi запропонованої теорiї отрима-
но добре узгодження теоретичних результатiв з експериментальними
даними для термодинамiчних характеристик кристалiв ADP i DADP.

7.2. Динамiчнi поздовжня i поперечна дiелектричнi
проникностi

Проаналiзуємо тепер температурнi та частотнi залежностi обчис-
лених динамiчних характеристик механiчно вiльних кристалiв ADP
i DADP, якi вирiзанi у виглядi тонкої квадратної пластинки зi сторо-
нами l = 1 мм у площинi [0,0,1]. Ми не можемо провести кiлькiсного
порiвняння теоретично отриманих температурних i частотних дина-
мiчних характеристик механiчно вiльного кристалу в областi п’єзо-
електричного резонансу iз експериментальними даними, оскiльки та-
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Рис. 19: Температурна залежнiсть пружних сталих ADP (а) i DADP
(б): , – [108]; , – [76]; – [109].

кi дослiдження нам не вiдомi. Залежно вiд спiввiдношення мiж час-
тотою ν в областi п’єзоелектричного резонансу й температурою ∆T
в температурному ходi дiйсної та уявної частин дiелектричної про-
никностi механiчно вiльних кристалiв ADP i DADP спостерiгається
один, два та бiльше резонансних пiкiв.

На рис. 20 для ADP при ∆T = 28 K i на рис. 21 для DADP при
∆T = 64 K подано обчисленi частотнi залежностi дiйсної та уяв-
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Рис. 20: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектричної
проникностi вiльного й затиснутого кристалу (штрихова лiнiя) ADP
при ∆T = 28 K, ¤ – [110].



572 I.Стасюк та iн.

10
4

10
6

10
8

10
10

10
12

0

10

20

30

40

10
4

10
6

10
8

10
10

10
12

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

ε’
33

 ε’’
33

ν, Hz ν, Hz 

Рис. 21: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектричної
проникностi вiльного й затиснутого кристалу (штрихова лiнiя) DADP
при ∆T = 64 K, M – [110,111].

ної частин дiелектричної проникностi ε33(ω, T ) й експерименталь-
нi данi роботи [110]. В областi частот 106 − 108 Гц має мiсце дис-
персiя резонансного типу. При ω → 0 отримуємо статичну дiелек-
тричну проникнiсть вiльного кристалу. Штрихова лiнiя вiдповiдає
низькочастотному ходу проникностi затиснутого кристалу. Вище вiд
резонансних частот проникнiсть вiльного кристалу вiдповiдає про-
никностi кристалу, затиснутого високочастотним полем, i вона має
релаксацiйний характер.

Проаналiзуємо тепер температурнi i частотнi залежностi обчис-
лених динамiчних характеристик механiчно вiльних кристалiв ADP
i DADP, якi вирiзанi у виглядi квадратної пластинки зi сторонами
l = 1 мм у площинi [1,0,0].

На рис. 22 i 23 наведенi частотнi залежностi дiйсної та уявної час-
тин динамiчної дiелектричної проникностi ε11 кристалiв ADP при
температурi ∆T = 35 K i DADP при ∆T = 62 K. В областi час-
тот 106 − 108 Гц спостерiгається дисперсiя резонансного типу. При
ω → 0 отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть вiльного крис-
талу. Штрихова лiнiя вiдповiдає низькочастотному ходу проникностi
затиснутого кристалу. Резонанснi пiки для εσ

11 є також дуже малими.
Вище вiд резонансних частот спостерiгається затискання кристалу
високочастотним полем i для дiелектричної проникностi затиснуто-
го кристалу вище частот 109 Гц має мiсце дисперсiя релаксацiйного
типу.

Теоретичнi результати та експериментальнi данi для температур-
них залежностей дiйсних та уявних частин комплексних дiелектрич-
них проникностей ε33(ω, T ) при частотах, де спостерiгається ефект
затискання кристалу високочастотним полем, наведенi для кристалу
ADP на рис. 24, а для кристалу DADP – на рис. 25. При температу-
рi фазового переходу дiйсна та уявна частини проникностi ε33(ω, T )
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Рис. 22: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчної дi-
електричної проникностi ε11 вiльного й затиснутого кристалу (штри-
хова лiнiя) ADP при температурi ∆T = 35 K, [110].
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Рис. 23: Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчної дi-
електричної проникностi ε11 вiльного й затиснутого кристалу (штри-
хова лiнiя) DADP при ∆T = 62 K, [110,111].

кристалу ADP набувають максимального, але скiнченого значення
при всiх частотах. При збiльшеннi ∆T величини ε

′
33(ω, T ) i ε

′′
33(ω, T )

незначно зменшуються в усьому iнтервалi частот. У температурно-
му ходi ε

′
33(ω, T ) i ε

′′
33(ω, T ) кристалу DADP при частотах менших

дисперсiйних при T = TN спостерiгається максимум, а при бiльших
– неглибокий мiнiмум. При збiльшеннi ∆T на дисперсiйних часто-
тах значення ε

′
33(ω, T ) i ε

′′
33(ω, T ) зростають, досягаючи максимуму,

який перемiщається в область бiльших ∆T з ростом частоти.



574 I.Стасюк та iн.

0 40 80 120
0

5

10

15

20

0 40 80 120
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
ε’

33
 ε’’

33

∆T,K ∆T,K 

1 

1 

2 
3 
4 
5 

6 

7 

8 

9 

7 

8

9

Рис. 24: Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 ADP при рiзних частотах
ν (ГГц): 9.2 – 1, ◦ [70]; 180.0 – 2, M [110]; 249.9 – 3, . [110]; 320.1 –
4, O [110]; 390.0 – 5, / [110]; 600.0 – 6; 1000.0 – 7; 2000.0 – 8; 5000.0
– 9. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 25: Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 DADP при рiзних часто-
тах ν (ГГц): 9.2 – 1; 80.0 – 2; 150.0 – 3; 262.0 – 4, ¤ [110, 111]; 330.0
– 5 M [110,111]; 437.0 – 6 ◦ [110,111]; 540.0 – 7 ♦ [110,111]. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

На рис. 26, 27 наведено розрахованi та експериментально отриманi
температурнi залежностi дiйсних i уявних частин поперечної дина-
мiчної дiелектричної проникностi ε11(ω, T ) кристалiв ADP i DADP.
Експериментальнi данi робiт [70,112] не корелюють iз даними, отри-
маними в [110,111]. Зокрема, значення ε′11(ω, T ) [70] при ν = 9, 2 ГГц
є бiльшими вiд статичної дiелектричної проникностi ε11(0, T ) [104]
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Рис. 26: Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 ADP при рiзних часто-
тах ν (ГГц): 9.2 – 1, [70]; 180.0 – 2, [110]; 300.0 – 3, [110];
393.0 – 4, [110]; 501.0 – 5, [110]; 1000.0 – 6; 2000.0 – 7. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 27: Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 DADP при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 0.1 – 1, [112]; 0.8 – 2, [112]; 2.0 – 3, [112];
4.0 – 4, [112]; 70.0 – 5; 100.0 – 6; 150.0 – 7, [110, 111]; 210.0 – 8,
× [110, 111]; 300.0 – 9, [110, 111]; 540.0 – 10, [110, 111]. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

кристалу ADP. Дисперсiя ж ε11(ω, T ) кристалу DADP в [112] отри-
мується на частотах ∼ 1010 Гц, а в [110,111] – на частотах ∼ 1011 Гц.

Частотнi залежностi ε33(ω, T ) , якi отриманi на основi мiкротео-
рiї, а також данi експерименту наведено для ADP на рис. 28, а для
DADP – на рис. 29. Зазначимо, що експериментально отриманi час-
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Рис. 28: Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 ADP при рiзних температурах
∆T(K) [110]: 0.0 – 1; 5.0 – 2, ◦ ; 28.0 – 3, ¤ ; 82.0 – 4, M . Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 29: Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 DADP при рiзних темпера-
турах ∆T(K) [110,111]: 0.0 – 1; 19.0 – 2, ◦ ; 41.0 – 3, ¤ ; 64.0 – 4, M ;
108.0 – 5, ♦ . Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

тотнi залежностi ε33(ω, T ) для DADP вiдповiдають областi дисперсiї,
а для ADP – додисперсiйнiй областi. При ∆T = 0 K дисперсiйна час-
тота проникностi для ADP дорiвнює 2062 ГГц, а для DADP – 228,5
ГГц. При збiльшеннi температури ∆T частота дисперсiї ε33(ω, T )
кристалу DADP незначно зростає, а для ADP – не змiнюється.

Частотнi залежностi ε11(ω, T ) , якi отриманi на основi запропо-
нованої мiкротеорiї, а також в результатi експерименту, для крис-
талу ADP наведенi на рис. 30, а для DADP – на рис. 31. Отрима-
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но добрий кiлькiсний опис експериментальних даних iз [110, 111].
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Рис. 30: Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 ADP при рiзних температурах
∆T(K) [110]: 0.0 – 1; 1.0 – 2, ; 35.0 – 3, ; 87.0 – 4, . Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 31: Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 DADP при рiзних темпера-
турах ∆T(K) [110,111]: 0.0 – 1; 14.0 – 2, ; 41.0 – 3, ; 62.0 – 4, ;
101.0 – 5, . Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

При ∆T = 0 K дисперсiйна частота для ADP поперечної динамiчної
проникностi дорiвнює 824,8 ГГц. При дейтеруваннi частота дисперсiї
зменшується i для DADP дорiвнює 165,4 ГГц. При збiльшеннi тем-
ператури ∆T максимальнi значення ε′′11(ω, T ) зменшуються i пере-
мiщаються в область бiльших ∆T .
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У температурному ходi ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) обох кристалiв при
частотах менших вiд дисперсiйних при T = TN спостерiгається мак-
симум, а при бiльших – неглибокий мiнiмум. При збiльшеннi темпе-
ратури в областi дисперсiї значення ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) зростають,
досягаючи максимуму, який при збiльшеннi частоти зменшується i
змiщується в область бiльших ∆T .

Отже, для кристалiв ADP i DADP отримано добрий кiлькiсний
опис експериментальних даних для дiйсної i уявної частин ε33(ω) i
ε11(ω) .

8. ВИСНОВКИ

У цiй статтi на основi запропонованої модифiкованої моделi про-
тонного впорядкування з врахуванням лiнiйних за деформацiями ε6
i ε4 внескiв в енергiю протонної системи, але без врахування ту-
нелювання, в наближеннi четиричастинкового кластера обчислено
дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi та динамiчнi характеристи-
ки сегнетоелектрикiв типу KH 2 PO 4 та антисегнетоелектрикiв типу
NH 4 H 2 PO 4 . Проведено ґрунтовний числовий аналiз залежностi от-
риманих фiзичних характеристик для цих кристалiв вiд параметрiв
теорiї. Знайдено оптимальнi набори цих параметрiв та затравочних
характеристик для кристалiв, що дослiджуються, що дало змогу на
належному рiвнi описати наявнi для них експериментальнi данi. Об-
числення фiзичних характеристик вiдповiдних частково дейтерова-
них кристалiв проведено в наближеннi середнього кристалу.

Врахування п’єзоелектричного зв’язку дало змогу вперше отри-
мати вирази для сприйнятливостей механiчно вiльних i механiчно
затиснутих кристалiв, коефiцiєнтiв п’єзоелектричних деформацiй i
напруг та констант п’єзоелектричних деформацiй i напруг, пружних
сталих. Обчислення температурних залежностей цих характеристик
пiдтвердили отриману експериментально значну вiдмiннiсть у зна-
ченнях εσ

33 i εε
33 для кристалiв типу K(H 1−x D x ) 2 PO 4 та малу вiд-

мiннiсть цих величин для ADP i DADP. Тодi як значення εσ
11 i εε

11
для сегнетоактивних сполук сiм’ї KH 2 PO 4 практично збiгаються.

Показано, що при врахуваннi п’єзоелектричного зв’язку мiнiмаль-
не значення ε′33(ω) при рiзних частотах є бiльшим, нiж при його
нехтуваннi, що узгоджується з експериментом. Iз ростом ε6 зростає
i частота дисперсiї ε33(ω) сегнетоактивних сполук сiм’ї KH 2 PO 4 .
Вперше описано явища затискання та п’єзоелектричного резонансу
в кристалах, що дослiджуються.

Встановлено [51–53,113], що врахування п’єзоелектричного зв’яз-
ку слабо впливає на спонтанну поляризацiю та молярну теплоємнiсть
частково дейтерованих сегнетоелектрикiв типу K(H 1−x D x ) 2 PO 4 .
Зазначимо, що тунелювання практично не впливає на дiелектричнi,
п’єзоелектричнi та пружнi характеристики кристалiв, якi дослiджу-
ються. Водночас цей зв’язок суттєво впливає на рiзницю температур
Кюрi i Кюрi-Вейса вiльного кристалу.
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MICROSCOPIC THEORY OF THERMODYNAMIC AND
DYNAMIC PROPERTIES OF KH 2 PO 4 FAMILY
FERROELECTRICS. TAKING INTO ACCOUNT

PIEZOELECTRIC COUPLING
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In the modified proton ordering model, taking into account linear in
strain ε6 and ε4 contributions to the energy of proton system with-
in the four-particle cluster approximation, we have obtained thermody-
namic potentials and calculated on this basis the static dielectric, piezo-
electric and elastic characteristics of the KD 2 PO 4 family ferroelectric
compounds. Numerical analysis of the obtained results is performed, and
a set of the theory parameters providing the best fit to the available
experimental data for those crystals is found.


