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Актуальнiсть теми. Поняття унiверсальностi – незалежностi характерної пове-

дiнки макроскопiчної системи, що складається з багатьох взаємодiючих частин, вiд
деталей будови цiєї системи – є одним iз пiдставових понять статистичної фiзики.
Все частiше це поняття виходить за межi суто фiзичних задач i використовується в
загальнонауковому чи загальнокультурному контекстi. Метою дисертацiї є дослiд-
ження унiверсальностi у складних системах. Пiд складними системами ми розумi-
ємо такi, для яких характерна колективна поведiнка, що не є простим наслiдком
властивостей їх складових частин [Anderson P. W., Science, 177, 393 (1972); Parisi G.,
Physica A, 263, 557 (1999)]. Притаманними особливостями складних систем є само-
органiзацiя, виникнення нових функцiональних можливостей (нових якостей), ви-
сока чутливiсть до малих змiн початкових умов, пiдпорядкування степеневим за-
конам (розподiли типу “товстих хвостiв”) [Newman M., Am. J. Phys., 79, 800 (2011);
Holovatch Yu., et al., Eur. J. Phys., 38, 023002 (2017)]. Поняття складної системи стосує-
ться багатьох традицiйних дисциплiн науки i є предметом нової мiждисциплiнар-
ної галузi знань - науки про складнi системи [Thurner S., 43 Visions for Complexity.
World Scientific, 2017. Vol. 3.]. Методи i концептуальний апарат статистичної фiзики
є однiєю iз важливих складових цiєї науки. То ж i поняття унiверсальностi стало
одним iз пiдставових понять науки про складнi системи.

Оскiльки складним системам притаманна колективна поведiнка багатьох зв’я-
заних компонент, теорiя фазових переходiв надає природне знаряддя для їх дослiд-
ження. Так дослiдження впорядкування у складних спiнових моделях дозволяє зро-
зумiти на принциповому рiвнi i кiлькiсно описатиформування унiверсальної – спiль-
ної для всiх – поведiнки у рiзних за своєю природою фiзичних, хiмiчних, бiологi-
чних, соцiальних системах (див., наприклад, [Holovatch Yu. ed., Order, disorder and
criticality: advanced problems of phase transition theory. World Scientific, 2004-2018. Vol.
1-5]). При цьому стани спiнової змiнної вiдповiдають станам рiзних за своєю при-
родою агентiв, а структура розташування агентiв-спiнiв та тип взаємодiї моделю-
ють їх вiдповiдники у реальнiй складнiй системi [Galam S., Sociophysics: A Physicist’s
Modeling of Psycho-political Phenomena. Springer, 2012.]. Часто в таких дослiдженнях
розглядаються процеси впорядкування на складних мережах - випадкових графах,
топологiчнi властивостi яких вiдтворюють структуру тої чи iншої складної системи.
Приклади мережевих структур – численнi. То ж конкретнi реалiзацiї моделювання
критичної поведiнки складних спiнових систем знаходять все ширше застосуван-
ня.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Дисертацiйна
робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України та дослi-
дницькому центрi рiдинних i складних систем унiверситету Ковентрi (Ковентрi,
Велика Британiя) згiдно з планами робiт за темами: “Розвиток теоретичних пiдхо-
дiв опису флюїдiв, граткових та складних систем поблизу точок фазового переходу”
(2014-2017 pp., номер держреєстрацiї 0112U007763), “Новi концепцiї статистичного
опису i їх застосування до теорiї багаточастинкових систем” (2017-2019 pp., номер
держреєстрацiї 0117U002093), “Методи i моделi статистичної фiзики для опису вини-
кнення структур та пояснення скейлiнґу у складних системах” (2018-2019 pp., номер
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держреєстрацiї 0118U003012); за пiдтримки аспiрантської програми “Doctoral College
for the Statistical Physics of Complex Systems” (Ляйпцiґ-Лотаринґiя-Львiв-Ковентрi) (L4),
та проектiв спiвпрацi FP7 EU IRSES 269139 “Dynamics and Cooperative Phenomena in
Complex Physical and Biological Media”, 295302 “Statistical Physics in Diverse Realizati-
ons”, 612707 “Dynamics of and in Complex Systems”, 612669 “Structure and Evolution of
Complex Systems with Applications in Physics and Life Sciences’.

Метою даної дисертацiї є пояснення виникнення унiверсальностi i скейлiнґу у
складних системах рiзної природи.

Об’єктами дослiдження у дисертацiйнiй роботi вибрано три приклади скла-
дних системи: модель Iзiнга з дипольною взаємодiєю, модель Поттса з невидимими
станами i соцiальна мережа персонажiв давнього наративу.

Предметом дослiдження є дослiдження змiни у класi унiверсальностi двови-
мiрної моделi Iзiнга iз дипольною взаємодiєю, вплив ентропiйного внеску на про-
цес впорядкування в одновимiних системах, характеристики критичної поведiнки
багаточастинкових систем на складнихмережах, топологiчнi характеристики скла-
дних соцiальних мереж наративiв.

Методи дослiдження. В роботi застосовуються наближення неоднорiдного се-
реднього поля, метод матрицi переносу, формалiзм Лi-Янга-Фiшера аналiзу нулiв
статистичної суми у випадку комплексного поля та температури та методи теорiї
складних мереж.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнi роботi було проана-
лiзовано дiлянку фазової дiаграми двовимiрної моделi Iзiнга iз дипольними взає-
модiями i показано, що критичнi показники є в неперервнiй залежностi вiд вiдно-
шення констант взаємодiї δ. Нашi результати пiдтверджують перехiд другого роду
в усiй дiлянцi значення δ, де вiдбувається перехiд мiж смужковою антиферомагнi-
тною iз шириною смужок h = 1 i парамагнiтною (тетрагональною) фазами. Нато-
мiсть, перехiд мiж смужковою фазою iз h = 2 i парамагнiтною фазою вiдбувається
за сценарiєм першого роду.

Використовуючи метод матрицi переносу, було вперше знайдено точний роз-
в’язок моделi Поттса з q видимими i r невидимими станами на одновимiрному лан-
цюжку. Проаналiзовано умови, коли ця модель має фазовий перехiд при додатнiй
температурi i пояснено чому цi результати не узгоджуються iз строгими теоремами.

Вперше було отримано вираз для вiльної енергiї моделi Поттса з невидимими
станами на довiльному графi. Зокрема, на повному графi, передбачено iснування
двох граничних значень r, при яких змiнюється характер критичної поведiнки.
Схожий ефект передбачено i у частковому випадку q = 2 для безмасштабної ме-
режi.

Вперше було застосовано пiдхiд складних мереж для аналiзу соцiальної мережi
персонажiв давньоруських билин. Зокрема, показано, що соцiальна мережа пер-
сонажiв билин володiє низкою спiльних кiлькiсних характеристик iз вiдповiдни-
ми мережами iнших наративiв, а також запропоновано кiлькiснi аргументи на ко-
ристь тих чи iнших гiпотез щодо зв’язку билинних персонажiв iз iсторичними по-
статями.
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Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi у дисертацiйнiй робо-

тi результати описують властивостi фазової дiаграми двовимiрної моделi Iзiнга iз
дипольною взаємодiєю. Саме цю модель часто використовують для опису тонко-
плiвкових матерiалiв, якi можна використати для виготовлення засобiв зберiгання
iз великою густиною iнформацiї.

Незважаючи на ряд теорем, що забороняють фазовi переходи в одновимiрних
класичних рiвноважних системах iз короткосяжною взаємодiєю, нашi результати
показують, що iснують два способи обiйти такi обмеження. Перший з них полягає
в розглядi зовнiшнiх комплексних магнiтних полiв. На перший погляд нефiзичнi,
їх нещодавно вдалося непрямо вимiряти на експериментi через часи декогеренцiї
квантової системи вiдповiдника [Peng, X. et al., Phys. Rev. Lett. 114, 010601 (2015)]. Та-
ким чином, розгляд зовнiшнiх магнiтних полiв дозволяє пов’язати класичнi i кван-
товi спiновi моделi. Другий механiзм полягає у розглядi вiд’ємної кiлькостi неви-
димих станiв. Оскiльки збiльшення кiлькостi невидимих станiв веде до зростання
ентропiї в системi, то їх вiд’ємну кiлькiсть можна трактувати як зовнiшнiй впоряд-
ковуючий механiзм.

Отриманi результати для моделi Поттса з невидимими станами на мережах мо-
жуть бути застосованi для задач соцiофiзики. Зокрема, концепцiя невидимого стану
прямо проектується на соцiальнi задачi, де iндивiд, який не взаємодiє з оточенням
можна представити як такий, що знаходиться в невидимому станi.

Використання пiдходу складнихмереж до наративiв, окрiм iншого, дозволяє кiль-
кiсне порiвняння творiв i їх класифiкацiю.

Особистий внесок здобувача. В публiкацiях [1–7] автору дисертацiї належить:
• аналiз густини нулiв статистичної суми моделi Iзiнга iз дипольною взаємо-

дiєю [1];
• точний розв’язок моделi Поттса iз невидимими станами на одновимiрному

ланцюжку. Аналiз нулiв Лi-Янга i Фiшера цiєї моделi [4,5];
• розгляд умов, за яких фазовий перехiд в одновимiрнiй моделi Поттса iз неви-

димими станами вiдбувається за додатнiх температур [4,5];
• аналiз виразiв для вiльної енергiї в наближеннi неоднорiдного середнього по-

ля моделi Поттса з невидимими станами на повному графi [2] i безмасштабнiй
мережi [6];

• побудова i аналiз соцiальної мережi персонажiв давньоруських билин i її по-
рiвняння з мережами персонажiв iнших народiв свiту [3,7].

Апробацiя роботи.Результати роботи були представленнi на таких конференцi-
ях: п’ята конференiя молодих вчених “Problems of theoretical physics” (Київ, Україна,
24-27 грудня 2013), конференцiя MECO-41 (Вiдень, Австрiя, 15-17 лютого 2016), 16-та
Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики
та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 9-10 червня 2016), “Workshop on
current problems in physics” (Львiв, Україна, 5-7 липня 2016), Рiздвянi дискусiї – 2017
(Львiв, Україна, 11-12 сiчня 2017), 17-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс мо-
лодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Укра-
їна, 8-9 червня 2017), Рiздвянi дискусiї – 2018 (Львiв, Україна, 11-12 сiчня 2017), кон-
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ференцiя MECO-43 (Кракiв, Польща, 1-4 травня 2018). А також на таких семiнарах:
cемiнар групи статистичної фiзики унiверситету Анрi Пуанкаре (Нансi, Францiя,
15.01.16); аспiрантський cемiнар дослiдницького центру рiдин i складних систем
унiверситету Ковентрi (Ковентрi, Англiя, 30.05.18, 27.03.19); семiнар астрономiчної
обсерваторiї ЛНУ iм. I. Франка (Львiв, Україна, 08.06.15); стендова доповiдь на дослi-
дницькому симпозiумi факультету iнженерних, екологiчних i комп’ютерних наук
унiверситету Ковентрi (Ковентрi, Англiя, 06.06.18); семiнари Лабораторiї статисти-
чної фiзики складних систем IФКС НАНУ.

Результати, викладенi в дисертацiї, опублiковано вшести статтях [1–6], одному
препринтi [7], а також в тезах восьми конференцiй [8–15].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, роздiлу з огля-
дом лiтератури та трьох основних роздiлiв, у яких викладенi результати дослiджень
дисертанта, а також висновкiв та списку використаних джерел. Робота викладена
на 121 сторiнцi (разом iз лiтературою та додатками – 145 сторiнок), бiблiографiчний
список мiстить 208 найменувань публiкацiй у вiтчизняних та закордонних видан-
нях.

ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету роботи,

визначено наукову новизну й практичну цiннiсть отриманих результатiв та наве-
дено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi розглядаються основнi моделi i методи застовованi в дисер-
тацiйнiй роботi. Зокрема в пiдроздiлi 1.2 дається коротка iсторiя i основнi резуль-
тати дослiдження моделей Iзiнга iз дипольною взаємодiєю i Поттса з невидимими
станами. У першiй з цих моделей є двi конкуруючi взаємодiї: феромагнiтна взаємо-
дiя найближчих сусiдiв i антиферомагнiтна далекосяжна взаємодiя. У моделi Поттса
з невидимими станами спiн може перебувати у двох типах станiв - видимих i неви-
димих. Невидимi стани не взаємодiють iз оточенням.

В пiдроздiлi 1.3 описано двi групи методiв, що використовуються в дисертацiй-
нiй роботi. Перша група це методи аналiзу нулiв статистичної суми у комплексних
площинах температури (нулi Фiшера) чи магнiтного поля (нулi Лi-Янга). У обох цих
випадках використовуються два методи аналiзу нулiв статистичної суми. Скейлiнг
найближчого до критичної точки нуля пiдпорядковується наступногому анзацу
[Itzykson C., et al., Nucl. Phys. B. 220, 415 (1983)]:

Re z = zc + A · N−Λ

Im z = B · N−1/ν,

де z певна функцiя вiд температури, у випадку нулiв Фiшера, чи магнiтного поля для
нулiв Лi-Янга, zc - координата критичної точки, N - кiлькiсть частинок в системi, ν -
критичний показник кореляцiйної довжини, а Λ - показник зсуву. Другим методом
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є дослiдження густини нулiв статистичної суми:

GL(r) =


=

j

Ld r ∈ (r j, r j+1)

=
2 j − 1

2Ld r = r j

,

де d - вимiрнiсть простору, L - лiнiйний розмiр системи, j - порядковий номер нуля.
Вiдомо, що густина нулiв статистичної суми поводиться як [JankeW., Kenna R., J. Stat.
Phys. 102, 1211 (2001)]

G∞(r) ∝ r2−α ,

де α критичний показник питомої теплоємностi.
Другу групу методiв складають методи науки про складнi мережi. В дисертацiй-

нiй роботi вони застосовуються як для опису спiнових систем на мережi, так i для
дослiдження топологiчних властивостей однiєї iз соцiальних мереж.

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

T tetragonal phase

AF h=1 stripes h=2 stripes

Рис. 1: Схематична фазова дiаграма дво-
вимiрної моделi Iзiнга з конкуруючими
взаємодiями найближчих сусiдiв i ди-
польною. AF: Неелiвський антиферома-
гнетик, h = 1, h = 2: смужковi фази.

В другому роздiлi розглянуто мо-
дель Iзiнга iз дипольною взаємодiєю на
квадратнiй гратцi i модель Поттса з не-
видимими станами на одновимiрному
ланцюжку методами аналiзу нулiв ста-
тистичної суми. В пiдроздiлi 2.1 розгля-
нуто двовимiрну модель Iзiнга з кон-
куруючими феромагнiтною взаємодiєю
найближчих сусiдiв i антиферомагнi-
тною дипольною взаємодiєю. Її гамiль-
тонiан має вигляд

H = −δ
∑
<i, j>

σiσ j +
∑
i< j

σiσ j

r3
i j

. (1)

Тут, δ = J/g > 0, g i J позначають вiд-
повiдно константи дипольної i взаємо-

дiї мiж найближчими сусiдами. Пiдсумовування виконується по спiнах квадратної
гратки розмiру L×L. Перша сума в (1) охоплює всi пари найближчих сусiдiвσi = ±1,
в той час як у другому членi враховуються всi пари спiнiв на гратцi.

Предметомнедавнього обговорення була дiлянка фазової дiаграми в областi низь-
ких значень температури T i δ = J/g (ескiз фазової дiаграми в цiй областi наведено
на рис. 1). В цiй дiлянцi вiдомо, що фазовi переходи мiж антиферромагнiтною Нее-
лiвською фазою (AF) i мiж смужковою h = 2 i тетрагональною фазами є переходами
другого i першого роду вiдповiдно. Але рiд фазового переходу мiж смужковою h = 1 i
тетрагональною фазами залишався невiдомим, а рiзнi роботи свiдчили про перехiд
першого [Rastelli E., et al., Phys. Rev. B, 73, 144418 (2006)] або другого роду [Fonseca J. S.,
et al., Phys. Rev. E, 86, 011103 (2012)].
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Табл. 1: Критичнi показники двовимiрної моделi Iзiнга з конкуруючими феромагнi-
тною взаємодiєю найближчих сусiдiв i антиферомагнiтною дипольною взаємодiєю
для рiзних значень коефiцiєнта взаємодiї δ. Нашi результати (αzd) в порiвняннi iз
роботою [Fonseca J. S., et al., Phys. Rev. E, 86, 011103 (2012)], де критичнi показники
шукалися зi скейлiнгу найближчого нуля i пiку теплоємностi.
δ dν α = 2 − dν α/ν α =

2α/ν
d+α/ν

αzd

0.89 1.807(70) 0.193(70) 0.364(20) 0.308(17) 0.194(17)
0.91 1.817(68) 0.183(68) 0.375(19) 0.316(16) 0.191(14)
0.93 1.779(61) 0.221(61) 0.399(20) 0.333(17) 0.221(16)
0.95 1.741(53) 0.259(53) 0.424(20) 0.350(17) 0.255(14)
0.97 1.706(46) 0.294(46) 0.461(19) 0.375(16) 0.292(14)
1.00 1.659(37) 0.341(37) 0.522(17) 0.414(14) 0.349(13)
1.10 1.415(25) 0.585(25) 0.888(21) 0.615(15) 0.5882(84)
1.20 1.223(21) 0.777(21) 1.496(28) 0.856(16) 0.788(17)
1.30 1.0093(28) 0.9907(28) 2.0183(66) 1.0046(33) 1.011(13)
Було застосовано метод аналiзу густини нулiв статистичної суми для дослiджен-

ня цiєї дiлянки фазової дiаграми. Сильною стороною використаного методу є те, що
вiн одночасно дозволяє визначити рiд фазового переходу i оцiнити значення кри-
тичного показника питомої теплоємностi чи прихованої теплоти для фазових пе-
реходiв другого i першого роду вiдповiдно. Нашi результати (αzd) ми порiвнювали
iз результатами роботи [Fonseca J., et al., Phys. Rev. E, 86, 011103 (2012)], де критичнi
показники шукалися зi скейлiнгу нулiв i пiку теплоємностi (див. Табл. 1).

Всi три пiдходи приводять до δ-залежних значень критичних показникiв. Це
робить δ, поряд iз вимiрнiстю простору d, глобальною змiнною, що визначає клас
унiверсальностi. Зазначимо, однак, що числовi значення показникiв, отриманих за
допомогою рiзних пiдходiв, рiзняться. Зокрема, результати отриманi за допомогою
скiнченно вимiрного скейлiнгу нулiв статистичної суми (третiй стовпець таблицi)
добре узгоджуються з результатами аналiзу густини нулiв статистичної суми (шо-
стий стовпець таблицi). Але вони iстотно вiдрiзняються вiд результатiв, отриманих
на основi скейлiнгу пiку питомої теплоємностi.

В пiдроздiлi 2.2 ми розглянули одновимiрну модель Поттса iз невидимими ста-
нами. Її гамiльтонiан має вигляд

H(q,r) =
∑

i

Hi, де Hi = −δsi,si+1

q∑
α=1

δsi,α − h1δsi,1 − h2δsi,q+1, (2)

де сумування по i проходить по усiх N вузлах ланцюжка, si = 1, . . . , q, q + 1, . . . , q + r
поттсiвська змiнна, q i r позначають кiлькостi видимих i невидимих станiв вiдпо-
вiдно, а h1 i h2 два зовнiшнi магнiтнi поля, що дiють на перший видимий i перший
невидимий стан вiдповiдно. Надалi будемо використовувати позначення (q, r)−ста-
нова модель Поттса.

Використовуючи метод матрицi переносу, ми знайшли точний вираз для стати-
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(a) (b)Рис. 2: (a) Нулi Лi-Янга (2, 2)−станової моделi Поттса в комплекснiй z1 =

e−βh1−площинi для y = eβ = 2 (зовнiшня траекторiя), y = 4 (середня траекторiя)
i y → ∞ (внутрiшня, замкнуте коло, що вiдповiдає T = 0) для системи розмiру
N = 100. Край Янга-Лi позначено зiрками. (b) Траекторiї країв Янга-Лi в компле-
кснiй z1−площинi для q = 2 i r = 0, 1, 6, 13 рухаючись зсередини i назовнi. Усi
графiки перетинають дiйсну вiсь в точцi z1 = 1, цим самим показуючи наявнiсть
фазового переходу тiльки при нульовiй температурi.
стичної суми

Z =

5∑
i=1

λN
i , (3)

де N позначає розмiр ланцюжка, а λi - власнi значенняматрицi переносу. Два власнi
значення мають простий вигляд λ1 = 0, λ2 = y − 1, а решту три можна знайти як
коренi рiвняння
(r − 1 − λ + z2)(yz1 − λ − z1)(y − λ − 1) − λz1(y − λ − 1) − (q − 1)(yz1 − λ − z1)λ = 0, (4)

де y = eβ, z1 = eβh1 , z2 = eβh2 , а β обернена температура. Ми також будесо використо-
вувати змiнну t = e−β. Оскiльки власнi значення можна знайти iз рiвняння (4), то
задача є точно розв’язаною. Але коренi рiвняння третього степеня є дуже громiзд-
кими, тому ми будемо аналiзувати нулi статистичної суми. Нулi статистичної суми
тодi знаходять з умови, що (хоча б) два найбiльшi власнi значення рiвнi по модулю
[Fisher M. E., Prog. Theor. Phys. Supp., 69, 14 (1980)]. В комплекснiй площинi z = e−βh−

для звичайної моделi Iзiнга нулi лежать на дузi одиничного кола. Точка на кiнцi ду-
ги, що лежить найближче до додатньої дiйсної осi, називається "краєм Янга-Лi". Зi
змiною температури край Янга-Лi рухається. Точка, в якiй вiн перетинає дiйсну вiсь
вiдповiдає критичнiй точцi.

На Рис. 2 зображено положення нулiв статистичної суми i країв Янга-Лi для мо-
делi Поттса з невидимими станами. Можна зробити висновок, що для цiєї моделi



8
нулi Лi-Янга хоч i лежать на дугах кiл, але їх радiуси змiнюються з температурою.
Також з Рис. 2(b) видно, що усi траекторiї перетинаються в точцi z1 = 1, тобто фазо-
вий перехiд спостерiгається тiльки при нульовiй температурi.
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(a) (b) (c)Рис. 3: Нулi Лi-Янга в комплекснiй z1−площинi для (2, 2)-станової моделi Поттса iз
z2 = −5 при рiзних значеннях температури (a) t = 0.05, (b) t = 0.25, (c) t = 0.3.
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-
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Рис. 4: Значення e−βh2 , для яких фазовий
перехiд в (2, 3)−становiй моделi Поттса
вiдбувається при додатнiй температурi.
Кожна точка кривої вiдповiдає певнiй
фiзично досяжнiй критичнiй темпера-
турi.

Ми також показали, що iснує два
способи зсунутифазовийперехiд в область
додатнiх температур. Перший полягає
у розглядi систем iз зовнiшнiм компле-
ксним магнiтним полем z2 < 0 або еквi-
валентно h2 ∈ C. У цьому випадку нулi
статистичної суми змiнюють своє поло-
ження. Нулi Лi-Янга для моделi iз z2 = −5
зображено на Рис.3. Для малих темпера-
тур, нулi лежать на дугах кiл, i немає то-
чок перетину iз дiйсною вiссю. Але, коли
температура зростає, орiєнтацiя цих дуг
змiнюється i з’являються точки перети-
ну.

Для спонтанних фазових переходiв
h1 = 0, ми отримали спiввiдношення мiж
критичною температурою i полем h2

z2 = y − q − r ± 2i
√

q(y − 1) . (5)
У цьому рiвняннi як y, так i z2 = yh2 залежать вiд температури. Для фiксованих q, r
i усiх значень в дiапазонi 1 ≤ y < ∞ (що означає дiапазон температур 0 ≤ t ≤ 1 ми
чисельно розв’язуємо (5) i отримуємо комплекснi значення для h2. На рис. 4 побу-
дуємо цi значення для (2, 3)−станової моделi Поттса у виглядi e−βh2 . Крива формує
двi лiнiї, кожна точка яких вiдповiдає певнiй позитивнiй критичнiй температурi.
Верхня i нижня гiлки вiдповiдають комплексно спряженим значенням поля.

Другим способом змiстити фазовий перехiд в область додатнiх температур є ви-
користання вiд’ємної кiлькостi невидимих станiв r < 0. У цьому випадку поведiнка
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(a) (b) (c)Рис. 5: Нулi Лi-Янга (2,−5)-станової моделi Поттса для рiзних значень температури
(a) t = 0.15, (b) t = 0.2, (c) t = 0.25 в комплекснiй z1−площинi для системи розмiру
N = 256.
нулiв Лi-Янга схожа до попереднього випадку z2 < 0.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-1

0

1

2

3

4

t

z
1

Рис. 6: Фазова дiаграма (2,−5)-станової мо-
делi Поттса. Площина (t, z1) дiлиться на
областi за максимальним власним значен-
ням. Значення z1 < 0 вiдповiдають компле-
ксним значенням магнiтного поля h1, тодiяк 0 < z1 < 1 вiдповiдає негативним значе-
нням фiзичного поля h1.

Траекторiї нулiв перетинають дiй-
сну вiсь при позитивних температу-
рах для негативних значень r. Зокре-
ма, Рис. 5(c) показує, що за вiдсутностi
поля h1 (тобто при z1 = 1) нулi пере-
тинають дiйсну вiсь при позитивно-
му значеннi t (а саме t = 0.25). Це i
є шуканим спонтанним, за вiдсутно-
стi поля, фазовим переходом при по-
зитивної температури в одному вимi-
рi. Сукупнiсть точок перетину для рi-
зних температур в дiапазонi 0 ≤ t ≤ 1
можна iнтерпретувати як фазову дiа-
граму.

У випадку r < 0 ми також проана-
лiзували нулi Фiшера. Нулi Фiшера за-
звичай розглядаються при критично-

му значеннi зовнiшнього поля. Для спонтанного фазового переходу критичне зна-
чення поля становить h1 = 0, що вiдповiдає z1 = 1. Найбiльш зручно вiдображати
нулi Фiшера в комплекснiй t = y−1−площинi. У цьому випадку вони утворюють за-
мкнутi кривi навколо початку координат t = 0 (а не розбiжнi, як у випадку y→ ∞)

На Рис. 6 показано нулi Фiшера для (2, r)−станової моделi Поттса з негативними
значеннями r. Як ми можемо бачити з малюнка, траекторiя нулiв Фiшера у випадку
r = −5,−7 перетинає дiйсну вiсь при значеннi tc = − 1

q+r−1 . Це означає, що крiм
звичайного фазового переходу при нульовiй температурi спостерiгається перехiд
при додатнiй температурi в одновимiрнiй моделi.

Обидва iз наведених вище механiзмiв, хоч i є нефiзичними на перший погляд,
але мають зв’язок iз реальними фiзичними задачами. Комплекснi магнiтнi поля не-
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щодавно були непрямо вимiрянi експериментально [Peng, X. et al., Phys. Rev. Lett.
114, 010601 (2015)]. В цiй роботi комплекснi магнiтнi поля пов’язують iз часами ко-
геренцiї квантової системи-вiдповiдника. А у роботi [Tamura R., et al., Prog. Theor.
Phys. 124, 381, (2010)] було показано, що модель Поттса з невидимими станами мо-
же бути еквiвалентно представлена як модель Поттса iз домiшкою, хiмiчний потен-
цiал якої рiвний µ = T log r. Тому модель iз r < 0 можна трактувати як модель
iз комплексним хiмiчним потенцiалом. Таким чином, розгляд класичної системи
iз комплексними параметрами, надає їй певних квантових властивостей. З iншого
боку, оскiльки збiльшення кiлькостi невидимих станiв веде до зростання ентропiї,
то зменшення їх кiлькостi менше нуля може розглядатися як певного роду впоряд-
ковуючий механiзм.
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Рис. 7: Нулi Фiшера (2, r)−станової мо-
делi Поттса в комплекснiй площинi
t = y−1 = e−β для системи розмiру
N = 128 частинок з r = 0 (круже-
чки), −2 (квадратики), −5 (трикутни-
ки) , −7 (зiрочки).

У третьому роздiлi розглянуто модель
Поттса з невидимими станами на графах
довiльної топологiї. У цьому випадку, на
вiдмiну вiд гамiльтонiана (2), ми розглядає-
мо тiльки одне зовнiшнємагнiтне поле. Вiд-
повiдний гамiльтонiан матиме вигляд

H = −
∑
<i, j>

Ji j

q∑
α=1

δS i,αδα,S j − h
∑

i

δS i,1, (6)

де, Ji j = JAi j матриця констант зв’язку зi
сталою J > 0, Ai j - матриця сумiжностi гра-
фа, S i = 1, . . . , q, (q + 1), . . . , (q + r) поттсiв-
ська змiнна на вузлi i = 1, . . . ,N, δa,b - сим-вол Кронекера а h - магнiтне поле, що дiє на
перший видимий стан.

Ми застосували наближення неоднорi-
дного середнього поля для знаходження
вiльної енергiї Ландау. Через те, що фазо-
вий простiр складається i трьох видiв ста-

нiв: видимий вздовж поля, i решта видимих i невидимих станiв, для опису моделi
необхiдно використовувати два параметри порядку. Вiльна енергiя в цьому набли-
женнi має вигляд

F(m1,m2)
N

=
Jk̄

(q + r)2

(
(rm2 + 1 + (q − 1)m1)2 + (q − 1)(rm2 + 1 − (r + 1)m1)2

)
− (7)

1
β

∞∫
kmin

dkP(k) ln
(
eβ(h+ kJ

q+r (m1(q−1)+1+rm2))
+ (q − 1)e

βJk
q+r (m2r+1−(r+1)m1)

+ r
)
,

m1,m2 два параметра порядку, β - обернена температура, P(k) - розподiл ступенiв ву-
злiв у мережi, а k̄ - середнiй ступiнь вузла. Нижнюмежу iнтегрування в подальшому
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ми будемо замiняти на kmin = 2, оскiльки це є необхiдною i достатньою умовою для
того, щоб мережа мала гiгантську зв’язну компоненту [Aiello W., et al. STOC, 2000,
1 (2000)]. Використовуючи цей загальний результат, в подальшому ми розглянули
два частковi випадки: повний граф i безмасштабну мережу.

В пiдроздiлi 3.2, загальний результат (7) було використано для випадку повно-
го графу. В рiвняннi (7) ми пiдставили функцiю розподiлу ступенiв вузлiв у виглядi
P(k) = δ(k− (N−1)), а також константу взаємодiї J = z

N−1 , де z певна константа (ана-
лог кiлькостi найближчих сусiдiв для регулярних граток) i δ(x) позначає δ−функцiю
Дiрака. З усiма цими пiдстановками вiльна енергiя на одну частину запишеться

F(m1,m2)
N

=
z

2(q + r)2

(
(rm2 + 1 + (q − 1)m1)2 + (q − 1)(rm2 + 1 − (r + 1)m1)2

)
− (8)

1
β

ln
(
eβ(h+ z

q+r (m1(q−1)+1+rm2))
+ (q − 1)e

βz
q+r (m2r+1−(r+1)m1)

+ r
)
.

Для r = 0 ця формула повнiстю вiдтворює вiльну енергiю звичайної моделi Пот-
тса як функцiю одного параметра порядку m1 в наближеннi середнього поля Очеви-
дно, що другого параметра порядку m2 немає в стандартнiй моделi Поттса. Для неї
фазовий перехiд другого роду спостерiгається тiльки при q ≤ 2. Тому ми дослiджу-
вали як наявнiсть невидимих станiв впливає на рiд цього переходу.

Наступним кроком є мiнiмiзацiя вiльної енергiї (8) вiдносно двох параметрiв m1 i
m2. На основi температурної поведiнки параметрiв порядку можна зробити виснов-
ки про рiд фазового переходу, критичну температури та критичнi показникiв.

Ми почали iз випадку q = 2, для якого було вiдомо, що гранична вимiрнiсть
знаходиться в дiапазонi 3 < rc < 4 [Tamura R., et al., Prog. Theor. Phys., 124, 381 (2010);
Ananikian N., et. al., J. Phys. A, 46, 385002 (2013)].
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(a) (b) (c)Рис. 8: Залежнiсть параметрiв порядку m1 [рис. (a)] i m2 [рис. (b)] вiд обезрозмiреної
температури t = T/Tc для r = 0, 2, 4. Для r = 0, ми маємо тiльки один параметр
порядку, а саме m1. На рис. (c) зображено стрибки параметрiв порядку i прихована
теплота переходу як функцiя кiлькостi невидимих станiв.

На рис. 8(a) i (b) показано температурну залежнiсть параметрiв порядку для r =

0, 2, 4. Ми використовуємо обезрозмiрену температуру t = T/Tc. Для r = 0 маємо
лише m1(T ). Залежно вiд значення r, температурна залежнiсть обох параметрiв по-
рядку m1, m2 характеризується двома рiзними режимами. Для r = 0, 2 графiки є не-
перервними гладкими, сигналiзуючифазовi переходи другого роду. Однак при r = 4
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спостерiгається стрибок при критичнiй температурi. Зауважимо, що для визначен-
ня режимiв першого i другого роду можна використовувати як m1, так i m2. Проте
варто пiдкреслити, що вище критичної температури m1(t) = 0, а m2(t) зникає лише
для нескiнченної температури. На рис. 8(c) зображено стрибки параметрiв порядку
i приховану теплоту переходу як функцiї кiлькостi невидимих станiв. Апроксимую-
чи цi кривi, ми знайшли наступнi значення граничної вимiрностi rc: rc = 3.629(1) з
∆m1, rc = 3.627(2) з ∆m2, i rc = 3.617(3) з ∆E. Усереднюючи цi три значення, отрима-
ємо rc = 3.622(8). Цей результат добре узгоджується iз границею z → ∞ для моделi
Поттса з q = 2 видимими станами i r невидимими станами на гратцi Бете iз пара-
метром галуження z: rc = limz→∞

4z
3(z−1)

(
z−1
z−2

)2
' 3.62 [Ananikian N., et. al., J. Phys. A, 46,

385002 (2013)].
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(a) (b) (c)Рис. 9: Залежнiсть першого (a) i другого (b) параметрiв порядку вiд обезрозмiреної
температури t для r = 4, 5, 6, 7, 8, 9 при q = 1.2. Рисунок (c): стрибки параметрiв
порядку ∆m1, ∆m2 i прихована теплота ∆E як функцiї r для q = 1.2.
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Рис. 10: Граничнi вимiрностi rc1 (ни-жня крива) i rc2 (верхня крива) для
моделi Поттса при 1 ≤ q ≤ 2. При
q = 2 обидвi rc1 i rc2 спiвпадають в ме-
жах похибки: rc1 = rc2 ' 3.65(5).

Типова поведiнка параметрiв порядку
m1(t) i m2(t) в дiапазонi 1 ≤ q < 2 для фiксо-
ваних значень q показана на рис. 9. На ри-
сунку ми наводимо цi функцiї для q = 1.2 i
r = 4, 5, 6, 7, 8, 9. Для малих значень r, m1(t)
i m2(t) є гладкими функцiями t, а перехiд -
другого роду. Зауважимо, що m1(t) зникає
лiнiйно коли температура t наближається
до tc = 1 знизу. Це вiдповiдає вiдомому ре-
зультату середнього поля для критичного
показника перколяцiї β = 1.

Для бiльших значень r i, починаючи з
певного значення r = rc1, стрибки в m1(t)
i m2(t) з’являються при t̃ < tc. Гранична ви-

мiрнiсть rc1, отримана з стрибкiв цих функцiй рiвна rc1 ' 6.834(11). Наявнiсть цього
стрибка вказує на новий фазовий перехiд першого роду, однак вiн не впливає на рiд
фазового переходу, що вiдбувається при tc = 1, який для цих значень r залишається
другого роду, оскiльки параметри порядку залишаються там неперервними. Розрив
у t̃ зростає з подальшим збiльшенням r i, нарештi, при r = rc2 , t̃ i tc спiвпадають. Саме
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в цей момент перехiд при tc = 1 стає першого роду.

Рис. 10 показує залежнiсть вiд q для rc1 i rc2. Для випадку q = 2, де обидвi гра-
ничнi вимiрностi rc1 i rc2 повиннi збiгатися, ми використовуємо оцiнку rc = 3.65(5),
оскiльки вона включає в себе обидва значення. Варто зауважити, що в областi 1 ≤
q ≤ 2 рiзниця в граничних розмiрах добре апроксимується лiнiйною функцiєю:
rc2 − rc1 ' 2(2 − q), хоча ми не маємо простого пояснення для цього спостереже-
ння.

В пiдроздiлi 3.3 ми розглянули модель Iзiнга з невидимими станами на безмас-
штабнiй мережi. Для цього ми пiдставили у формулу (7) функцiю розподiлу ступеня
вузлiв, що описується степеневим законом P(k) =

C

kλ
, де C = 2λ−1(λ − 1)) константа

нормування i q = 2. Це призводить до виразу для вiльної енергiї:
f (m1,m2) =

Jk̄
(2 + r)2

(
(rm2 + 1 + m1)2 + (rm2 + 1 − (r + 1)m1)2

)
− (9)

2λ−1

β

∞∫
2

dk

kλ
ln

(
eβ(h+ kJ

2+r (m1+1+rm2)) + e
βJk
2+r (m2r+1−(r+1)m1) + r

)
.

Ми знаходили мiнiмум вiльної енергiї чисельно. Для цього ми використовували
метод симплексу [Nelder J. A., Mead R., The Computer Journal, 7, 308 (1965)]. Нас буде
цiкавити спонтанний фазовий перехiд, тому ми покладемо h = 0 i J = 1 як одиницю
вимiрювання енергiї.
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Рис. 11: Критична температура моделi
Iзiнга з невидимими станами на безмас-
штабнiй мережi як функцiя λ для рiзних
значень r: r = 0, 5, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60
(зверху вниз). Пунктирна лiнiя вiдобра-
жає аналiтичнi результати для звичайної
моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi.

На рис. 11 критична температура
моделi Iзiнга з невидимими станами
на безмасштабнiй мережi показана як
функцiя λ для рiзної кiлькостi невиди-
мих станiв r вiд 0 до 60. Нашi чисельнi
результати добре узгоджуються з аналi-
тичними результатами для звичайної
моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi
(див. верхню суцiльну i пунктирну лiнiї
на Рис. 11) [Dorogovtsev S. N., et al., Phys.
Rev. E, 66, 016104, (2002); Leone M., et al.,
EPJ B, 28, 191 (2002); Palchykov V., et al.,
Phys. Rev. E, 82, 011145 (2010)].
Iнший висновок, який можна зро-

бити на основi графiку, полягає в то-
му, що критична температура зменшу-
ється зi збiльшенням λ. Коли λ зменшу-

ється нижче граничного значення λ = 3, то жодна скiнченна температура не мо-
же порушити спонтанне упорядкування: система залишається впорядкованою при
будь-якому T . Це вiдображає той факт, що для малих λ iснує багато вузлiв з високим
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ступенем (хаби), що робить мережу мiцно зв’язаною. Беручи це до уваги, випливає,
що в границi λ→ 3 + 0 критична температура зростає Tc → ∞.
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Рис. 12: Параметри порядку як функцiї обезрозмiреної температури τ = T/Tc для
рiзних значень r i фiксованого λ = 3.8. Рiзнi значення r ведуть до рiзних критичних
поведiнок.

На рис. 12 наведено залежностi параметрiв порядку вiд обезрозмiреної темпе-
ратури t = T/Tc для фiксованого значення λ = 3.8 i рiзних значень r. Поведiнка
параметрiв порядку повнiстю аналогiчна тiй, що ми вже бачили на повному графi,
але при 1 ≤ q < 2, тодi як граничний випадок q = 2 показав рiзке розрiзнення
мiж рiзними режимами поведiнки. При наявностi топологiчного безладу, як у без-
масштабнiй мережi, змiнюється критична поведiнка. Навiть у випадку Iзiнга вона
характеризується двома граничними значеннями rc1 i rc2. Для кожного значення λ
граничнi вимiрностi є рiзними rc1(λ) i rc2(λ). Цi два значення подiляють площину
(r, λ)− на три областi з рiзною критичною поведiнкою (див. рис. 13).
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Рис. 13: Фазова дiаграма моделi Iзiнга з
невидимими станами. Три областi, пред-
ставленi тут, вiдрiзняються критичною
поведiнкою. У нижнiй областi система
має тiльки фазовий перехiд другого роду;
в областi мiж лiнiями вiдбуваються як фа-
зовi переходи першого, так i другого роду
при рiзних температурах; у верхнiй обла-
стi вiдбувається тiльки фазовий перехiд
першого роду.

Вiдомо, що для звичайної моделi
Iзiнга на безмасштабнiй мережi, крити-
чнi показники є λ−залежними в дiлян-
цi 3 < λ < 5. Ми дослiдили, як на-
явнiсть невидимих станiв впливає на
критичну поведiнку. Оскiльки ми ана-
лiзували вiльну енергiю чисельно, то
i критичнi показники ми можемо шу-
кати тiльки чисельно, використовую-
чи означення

m1 ∼

(
Tc − T

Tc

)βe f f

. (10)
Для цього ми апроксимували отриманi
значення m1(T ) степеневим законом.
Отриманi результати для λ = 3.8 пред-
ставленi на рис. 14.

Як видно з рисунка, для усiх зна-
чень кiлькостi невидимих станiв в дiа-
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пазонi, деще iснує фазовий перехiд другого роду, критичний показник залишається
сталим i рiвним, в межах похибки, точному результату β(λ) = 1

λ−3 . Це показує, що
хоч додавання невидмимих станiв i може змiнити рiд фазового переходу, але не
впливає на критичнi показники.
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Рис. 14: Критичний показник β як фун-
кцiя кiлькостi невидимих станiв r для фi-
ксованого λ = 3.8. Суцiльна лiнiя показує
точний результат для звичайної моделi
Iзiнга на безмасштабнiй мережi β(3.8) =

1.25.

Розвиваючи напрямок дослiджень,
започаткований роботами [Mac Carron
P., Kenna R., EPL, 99, 28002 (2012); Mac
Carron P., Kenna R., EPJ B, 86, 407 (2013)],
у четвертому роздiлi ми застосували
апарат теорiї складних мереж для ана-
лiзу соцiальної мережi персонажiв дав-
ньоруських билин. Такий пiдхiд базує-
ться на кiлькiсному аналiзi мережi со-
цiальних зв’язкiв мiж героями певного
наративу. Зокрема, ми проаналiзували
билини київського циклу, що охоплю-
ють доволi невеликий перiод розквiту
Київської Русi (кiнець X - середина XII
ст.). Загалом, предметом нашого дослiд-
ження стали 39 билин.

Незважаючи на те, що билини були зiбранi на дуже великих територiях, в них
є багато спiльного. Зокрема, билини, якi об’єднанi мiсцем дiї, також мають i бага-
тьох спiльних персонажiв. Саме ця властивiсть i дозволила розглянути зв’язки мiж
персонажами билин як такi, що формують певну структуру - соцiальнумережу. Вер-
шини цiєю мережi вiдповiдають окремим персонажам, а ребра означають зв’язки
мiж ними. Вважається, що два персонажi билини знайомi мiж собою якщо вони
дружать (якщо вони розмовляють один з одним; коли з тексту вiдомо, що вони зу-
стрiчалися ранiше; коли персонажi разом присутнi в невеликiй групi осiб) або якщо
вони ворогують (безпосередньо б’ються чи є в станi вiйни).

Аналiз згаданого вище корпусу билин, дозволив створити базу даних, що скла-
дається iз 153 окремих персонажiв, поєднаних зв’язками двох типiв – дружнiми i во-
рожими. Результуючу соцiальну мережу наведено на рис. 15. Кожен iз персонажiв
має свiй кодовий номер. Дружнi зв’язки показанi синьою суцiльною лiнiєю, а воро-
жi – червоною пунктирною. Усього мережа налiчує 320 зв’язкiв. iз них 223 зв’язки
дружнi i 105 – ворожi.

У Таблицi 2 наведенi основнi характеристики соцiальної мережi билин у порiв-
няннi з вiдповiдними мережами персонажiв iнших наративiв та з характеристика-
ми класичного випадкового графу Ердоша-Ренi такого ж розмiру. Беручи до уваги цi
характеристики, можна зробити висновок, що подiбно до соцiальних мереж iнших
епосiв, соцiальнi мережi билин виявилися сильно скорельованими тiсними свiта-
ми зi значенням середнього коефiцiєнту кластерностi, що значно перевищує вiдпо-
вiдне значення для класичного випадкового графу Ердоша-Ренi. Також бiльшiсть
цих мереж є дисортативними, на вiдмiну вiд реальних соцiальних мереж [Newman
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Табл. 2: Характеристики соцiальної мережi билин у порiвняння iз характеристика-
ми соцiальнихмереж iнших епосiв. Тут N i L позначають кiлькiсть вузлiв i кiлькiсть
зв’язкiв вiдповiдно; `, `rand – cереднi довжини найкоротшого шляху складної мережi
i випадкового графу такого ж розмiру i середнього ступеня; `max – дiаметр мережi;
C, Crand – середнiй коефiцiєнт кластерностi складної мережi i його вiдповiдник для
випадкового графу; rk – асортативностi за ступенем вузла.
Мережа N L ` `rand `max C Crand rkБилини 153 320 2.9 3.61 6 0.57 0.03 -0.15
Беовульф 72 167 2.4 2.9 6 0.7 0.06 -0.10
Викрадення бика 422 1266 2.8 3.3 7 0.8 0.02 -0.33
Iлiада 716 2684 3.5 3.3 11 0.6 0.01 -0.08
Сага про Гiслi 103 254 3.4 2.9 11 0.6 0.05 -0.15
Сага про людей з Лаксдааля 132 290 3.9 3.3 10 0.5 0.03 0.00
Сага про Егiля 293 769 4.2 3.4 12 0.6 0.02 -0.07
Сага про людей озерної до-
лини

332 894 5.0 3.5 16 0.5 0.02 0.19
Сага про Ньяла 575 1612 5.1 3.7 24 0.4 0.01 0.01
Да Дерга 126 410 2.76 2.77 7 0.64 0.05 -0.18
Оддiсея 301 1019 3.29 3.18 8 0.45 0.02 -0.08
Пiсня про Нiбелунгiв 66 313 2.14 2.11 5 0.69 0.14 -0.28
Мабiногiон 666 2427 3.83 3.48 11 0.48 0.01 0.19
Епос про Гiльгамеша 46 81 2.54 3.08 5 0.46 0.08 -0.34
Пополь-Вух 98 409 2.80 2.39 6 0.55 0.09 -0.32
Мiфи iндiанцiв Навахо 140 283 3.81 3.62 9 0.44 0.03 -0.18
M. E., Park J., Phys. Rev. E, 68, 036122, (2003)].

Рис. 15: Соцiальна мережа билин київського циклу. Червоними пунктирними лiнi-
ями позначенi ворожi зв’язки, а синiми суцiльними - дружнi. Кожен з вузлiв має
свiй кодовий номер. Найбiльша зв’язна компонента зображена у лiвому верхньому
кутку рисунку.

Крiм перелiчених вище унiверсальних характеристик, наш аналiз навiв новi ар-
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гументи щодо тих чи iнших гiпотез про структуру билин. Наш кiлькiсний аналiз
пiдтримує гiпотезу, що князь Володимир є збiрним образом київського князя. За-
значимо також, що у мережi без князя Володимира i княгинi найбiльшим значен-
ням центральностi близькостi володiє Добриня – його вiдстань вiд решти персона-
жiв порiвняна з княжою. Це може слугувати пiдтвердженням того, що прообразом
билинного Добринi вважають дядька князя Володимира. Iншим цiкавим результа-
том є те, що аналiз соцiальної мережi билин видiляє за рангом персонажiв Чурила,
Дюка i Михайла Потика. А саме цих персонажiв Михайло Грушевський вiдносить
до персонажiв галицько-волинської групи.

Основнi результати та висновки
1. Для моделi Iзiнга з дипольною взаємодiєю, було пiдтверджено, що клас унi-

версальностi залежить вiд параметра δ. Фазовий перехiд вiд h = 1 смужкової
фази до тетрагональної вiдбувається за сценарiєм другого роду, а перехiд вiд
h = 2 фази до тетрагональної - за сценарiєм першого роду [1].

2. Було отримано точний розв’язок моделi Поттса з невидимими станами на
ланцюжку i показано,що для зовнiшнiх комплексних полiв h2 ∈ C чи вiд’ємної
кiлькостi невидимих станiв r < 0, перехiд може вiдбуватися при додатнiй тем-
пературi [4,5].

3. В наближеннi неоднорiдного середнього поля було отримано вираз для вiль-
ної енергiї моделi Поттса з невидимими станами на повному графi. Було по-
казано, що ця модель характеризується двома граничними вимiрностями, якi
роздiляють дiлянки iз рiзною критичною поведiнкою [2].;

4. Було отримано розв’язок модель Iзiнга з невидимими станами на безмасшта-
бнiй мережi в наближенннi неоднорiдного середнього поля. Було показано,
щофазова дiаграма характеризується двома критичними вимiрностями, а всю-
ди, де iснує фазовий перехiд другого роду, критичнi показники є залежнi вiд
показника загасанняфункцiї розподiлу ступеня вузлiв λ i не залежать вiд кiль-
костi невидимих станiв r [6].;

5. Було отримано i проаналiзовано соцiальнумережу персонажiв давньоруських
билин. Було показано, що отримана мережа володiє низкою спiльних харак-
теристик iз мережами персонажiв iнших творiв європейської спадщини, що
демонструє їх унiверсальнiсть [3,7].
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АНОТАЦIЯ

Сарканич П.В. Унiверсальнiсть складних систем: аналiз нулiв статистичної суми
i складнi мережi.—На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних на-
ук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104—Фiзика
та астрономiя).— Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 2019.
Дисертацiйна робота присвячена використанню методiв статистичної фiзики для
дослiдження унiверсальностi у складних системах рiзної природи. Розглянуто мо-
дель Iзiнга з дипольною взаємодiєю на простiй квадратнiй гратцi. Показано, що вiд-
ношення констант взаємодiй δ визначає клас унiверсальностi. Дослiджено модель
Поттса з невидимими станами на одномiрному ланцюжку. За допомогою методу
матрицi переносу знайдено точний розв’язок i проаналiзовано за яких умов вiдбу-
вається фазовий перехiд при додатнiх температурах. В наближеннi неоднорiдного
середнього поля отримано вираз для вiльної енергiї моделi Поттса з невидимими
станами на графi довiльної топологiї. Проаналiзовано вплив топологiчних власти-
востей мережi на клас унiверсальностi i граничнi вимiрностi. Використано методи
науки про складнi мережi для пошуку унiверсальних топологiчних властивостей
соцiальних мереж персонажiв наративiв.

Ключовi слова: унiверсальнiсть, граничнi вимiрностi, критичнi показники, скла-
днi мережi.

АННОТАЦИЯ
Сарканыч П.В. Универсальность сложных систем: анализ нулей статистической

суммы и сложные сети.—На правах рукописи.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико - математиче-

ских наук (доктора философии) по специальности 01.04.02 «Теоретическая физика»
(104—Физика и астрономия).—Институт физики конденсированных систем НАН
Украины, Львов, 2019. Диссертационная работа посвящена использованию мето-
дов статистической физики для исследования универсальности в сложных систе-
мах различной природы. Рассмотрена модель Изинга с дипольным взаимодействи-
ем на простой квадратной решетке. Показано, что отношение констант взаимодей-
ствий δ определяет класс универсальности. Исследована модель Поттса с невиди-
мыми состояниями на одномерном цепочке. С помощью метода матрицы переноса
найдено точное решение и проанализированы при каких условиях происходит фа-
зовый переход при положительных температурах. В приближении неоднородного
среднего поля получено выражение для свободной энергии модели Поттса с неви-
димыми состояниями на графе произвольной топологии. Проанализировано влия-
ние топологических свойств сети на класс универсальности и предельные размер-
ности. Использованы методы науки о сложных сети для поиска универсальных то-
пологических свойств социальных сетей персонажей нарративов.

Ключевые слова: универсальность, предельные размерности, критические по-
казатели, сложные сети.
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ABSTRACT

Sarkanych P.V. Universality of complex systems: partition function zeros and complex
networks. — Manuscript.
Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics on the speci-

ality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104—Physics and Astronomy).— Institute for Conden-
sed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.
The goal of the dissertation is to study the universality of complex systems. The notion

of universality - the independence of the characteristic behaviour of amacroscopic system,
consisting of many interacting parts, from the details of the structure of this system - is one
of the basic concepts of statistical physics. By complex systems we mean those characteri-
zed by collective behaviour that is not a simple consequence of the properties of their
constituent parts. The concept of complex system is applied in many traditional disciplines
of science and is the subject of a new interdisciplinary field of knowledge - the complexity
science. Methods and concepts of statistical physics are among the important components
of this branch as is concept of universality that has become one of the basic concepts of
the complex systems science. Since complex systems are characterized by the collective
behaviour of many interacting components, the theory of phase transitions provides a
natural tool for their study.
The dissertation consists of four sections. The first section of the dissertation provi-

des a literature review. The main focus of this section is on the models and methods of
their description used in the dissertation. In particular, two models are used in the thesis:
the Ising model with dipole interactions and the Potts model with invisible states. The
Ising model with dipole interactions is used to describe patterns formation in complex
systems, and the Potts model with invisible states is used to study how entropy affects the
universality. Among the methods used in the thesis, two are described in detail. The first
method is the analysis of the zeros of a partition function in a complex plane. Based on
the properties of the location of these zeros, it is possible to obtain the critical properti-
es of the system. The second is the method of complex networks. Within this method, a
system of many particles (agents) is represented in the form of a graph, where the nodes
are interacting particles, and the edges denote the interaction between them.
The second section of the dissertation uses the method of analysis of partition function

zeros to study the critical behaviour of a 2d Ising model with dipole interaction and a 1d
Potts model with invisible states. For 2d Ising model with dipole interactions, the region
of the phase diagram is analysed and it is shown that the critical exponents depend conti-
nuously on the ratio of the short-range and dipole interaction constants δ. The values of
the critical exponents obtained in the partition function zeros density approach, agree well
with the results of short-time Monte-Carlo simulations. For the 1d Potts model with q visi-
ble and r invisible states, the exact solution was found using the transfer matrix method.
Two conditions were found to shift a phase transition to the positive temperature. The first
condition is the consideration of external complex magnetic fields. The secondmechanism
is to consider the negative number of invisible states. These two mechanisms were shown
to be connected by the duality relation.
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The third section of the dissertation uses an approximation of a nonuniformmean field

to investigate a Potts model with invisible states on an arbitrary graph. Two partial cases
are considered: a complete graph and a scale-free network. For the complete graph it is
shown that in the region 1 ≤ q < 2 the phase diagram is characterized by two marginal
values, rc1 and rc2. Below rc1, only the second-order phase transition occurs in the system.There is only a first-order phase transition above rc2. And in the area rc1 < r < rc2 thereare two phase transitions: a first-order transition at lower temperature and a second-order
at higher temperature. In the Isingmodel case q = 2, on the complete graph, the twomargi-
nal values coincide at rc ≈ 3.62. On a scale-free network with the node degree distribution
P(k) ∼ k−λ even in the case q = 2 two λ−dependent marginal values rc1(λ) and rc2(λ)
were obtained. These quantities play the same role as their counterparts in the previous
case. It is also shown that wherever there is a second-order phase transition, the number
of invisible states r does not affect the value of the critical exponents.
The fourth section of the dissertation uses the complex networks approach to analyse

the social network of characters of Bylyny. This network possesses a number of properties,
common with the properties of social networks of other epics. These properties remain
unchanged for networks that characterize epic narratives of different cultures and have
been created at different times. Thus, epics have universal properties, which allows to
obtain additional classification based on their quantitative analysis.
Keywords: universality, marginal dimensions, critical exponents, complex networks.


