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Актуальнiсть теми.
Поведiнка багаточастинкових систем як в газовiй, так i в рiдиннiй фазах

привертає увагу науковцiв вже понад столiття. Проте опис фазових переходiв
у рiдинах залишається вагомою областю дослiджень у статистичнiй фiзицi як
на макроскопiчному, так i мiкроскопiчному рiвнi [Hansen J.-P., McDonald I.R.,
Theory of Simple Liquids: with Applications to Soft Matter, 4-th ed., Academic
Press, 2013].

Останнiм часом бiльшiсть пiдходiв до опису фазових переходiв i крити-
чних явищ у рiдинах ґрунтуються на iдеях скейлiнгу, гiпотезi унiверсальностi,
методах ренормалiзацiйної групи. Серед них варто вiдзначити наступнi: ме-
тоди, що ґрунтуються на врахуванi флуктуацiй в теорiї Ван-дер-Ваальса [A.
Wyczalkowska, et al., Physica A, 2004, 334, 482]; теоретико-польовий пiдхiд,
який виявився потужним засобом опису магнiтних систем; пiдхiд складного
скейлiнгу [C.E. Bertrand, et al., Phys. Rev. E, 2012, 85, 031131], що є, по сутi,
феноменологiчною теорiєю; методи iнтегральних рiвнянь, зокрема самоузго-
джене наближення Орнштейна-Цернiке(SCOZA) [C.-L. Lee, et al., J. Mol. Liq.,
2004, 112, 13]; розклади теорiї збурень, наприклад, iєрархiчна базисна тео-
рiя [A. Parola, L. Reatto, Mol. Phys., 2012, 110, 2859], пiдхiд непертурбативної
ренормалiзацiйної групи [J.-M. Caillol, Mol. Phys., 2006, 104, 1931]; методи,
що базуються на дослiдженнi поведiнки вiрiального рiвняння стану з екстра-
польованими коефiцiєнтами [A. J. Schultz, D. A. Kofke, Fluid Phase Equilibria,
2016, 409, 12]; метод колективних змiнних [I.R. Yukhnovskii, Theoret. and Math.
Phys., 2018, 194, 224]; чиселовi методи та комп’ютерне моделювання.

Побудова теоретичних пiдходiв передбачає використання певних моделей.
Серед них i комiрковi моделi [J.A. Barker, Lattice Theories of the Liquid State
(MacMillan, New York, 1963)], якi активно застосовувалися в 40-вi - 70-тi ро-
ки минулого столiття для вивчення фазових переходiв першого роду в рамках
канонiчного ансамблю, де число частинок використовувалося як незалежна
змiнна. Для них було запропоновано декiлька способiв розрахунку рiвняння
стану, якi суттєво залежали вiд кiлькостi частинок в комiрцi. Це дозволило
досягти прогресу в описi фазової поведiнки простих систем, однак такi пiдходи
передбачають використання певних феноменологiчних формулювань чи при-
пущень. Проблеми, що виникають у разi створення загального теоретичного
методу розрахунку, який працює не лише для малих (газових), але й для ве-
ликих (рiдинних) густин, призвело до вiдмови на довгi роки вiд використання
комiркових моделей в теорiї рiдин. Новий етап розвитку комiркових моделей
завдячує використанню великого канонiчного розподiлу. Такий пiдхiд якiсно
змiнює саме формулювання комiркової моделi, адже в ньому зникає потреба
постулювання кiлькостi частинок в системi та використання цього для побудо-
ви теорiї. У цьому напрямку слiд вiдзначити використання моделi комiркового
газу [A.L. Rebenko, Rev. of Math. Phys., 2013, 25, 133006], для якої було вста-
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новлено, що її термодинамiчнi та кореляцiйнi функцiї, а також вiльна енергiя є
близькими до вiдповiдних величин неперервних систем, коли спрямувати роз-
мiр комiрки до нуля. По сутi, модель комiркового газу є неперервним аналогом
ґраткового газу. Натомiсть модель комiркового плину є певним узагальненням
моделi комiркового газу, оскiльки не має обмежень щодо кiлькостi частинок у
комiрцi. Можливiсть обмiну частинками системи з термостатом дозволила роз-
винути загальний метод опису фазової поведiнки простих взаємодiючих систем
у формалiзмi колективних змiнних з допомогою нового способу означення сис-
теми вiдлiку, яка необхiдна для розрахунку явного вигляду якобiана переходу
вiд густинних до колективних змiнних.

Упродовж останнiх десятилiть зацiкавлення надкритичними плина-
ми (НКП) неухильно зростає. Вони володiють унiкальними властивостями,
якi виявляються ефективними для хiмiчних, технологiчних та промислових
застосувань [R. Marr, T. Gamse, Chemical Engineering and Processing: Process
Intensification, 2000, 39, 19]. НКП можуть мати як газоподiбнi, так i рiдинопо-
дiбнi властивостi залежно вiд термодинамiчних умов, а їхнi термофiзичнi та
транспортнi властивостi можна миттєво регулювати. Критичнi аномалiї навко-
ло критичної точки, як i надкритична границя газ-рiдина, тобто лiнiя Вiдома
[B. Widom, J. Chem. Phys, 1965, 43, 3898], активно дослiджуються фiзиками,
хiмiками та використовуються iнженерами. Надкритична границя газоподiбної
та рiдиноподiбної структур в околi критичної точки має велике значення з по-
гляду фундаментальних аспектiв та практичного застосування для створення
нових технологiй.

Поведiнка НКП iнтенсивно дослiджується в експериментах, методами ком-
п’ютерного моделювання та розробкою теоретичних пiдходiв. Цi напрямки до-
слiджень добре описанi в недавнiх оглядах Стаббса [J.M. Stubbs, J. Supercrit.
Fluids, 2016, 108, 104], Юна, Лi [T.J. Yoon, Y.W. Lee, J. Supercrit. Fluids, 2018,
134, 21] та Веги [L.F. Vega, J. Supercrit. Fluids, 2018, 134, 41]. Бiльшiсть те-
оретичних пiдходiв до опису надкритичних плинiв представленi статистично-
механiчними теорiями, такими як метод iнтегральних рiвнянь, зокрема, одно-
рiдне рiвняння Орнштейна-Цернiке, наближення Перкуса-Євiка, гiперланцю-
гове наближення, а також флуктуацiйна теорiя сполук. З iншого боку, теорiя
ренормалiзацiйної групи (РГ) [K.G. Wilson, Phys. Rev. B, 1971, 4, 3174] ви-
явилась успiшною для опису властивостей систем поблизу їх критичної точки.
Кожна з цих теорiй в певному, характерному для неї, дiапазонi густини, тем-
ператури та тиску.

Актуальнiсть теми даної дисертацiйної роботи визначає потреба розвитку
єдиного теоретичного пiдходу до опису фазової поведiнки систем взаємодi-
ючих частинок та побудови рiвняння стану в широкому дiапазонi густини i
температури, що включає надкритичну область.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами.
Дисертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих сис-

тем НАН України. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно пла-
нiв робiт в рамках бюджетних тем НАН України “Про розвиток теоретичних
пiдходiв опису флюїдiв, граткових та складних систем поблизу точок фазо-
вого переходу” (2013-2017 pp., номер держреєстрацiї 0112U007763), “Новi кон-
цепцiї статистичного опису i їх застосування до теорiї багаточастинкових си-
стем” (2017-2019 pp., номер держреєстрацiї 0117U002093), “Методи i моделi
статистичної фiзики для опису виникнення структур та пояснення скейлiнгу
у складних системах” (2018-2019 pp., номер держреєстрацiї 0118U003012), за
пiдтримки проекту спiвпрацi FP7 EU IRSES 612669 “Structure and Evolution of
Complex Systems with Application in Physics and Life Sciences”.

Метою даної дисертацiї є розвиток методу розрахунку великої стати-
стичної суми в просторi колективних змiнних, одержання термодинамiчних
функцiй, рiвняння стану комiркової моделi, а також критичних показникiв i
лiнiї Вiдома в надкритичнiй областi.

Завданнями роботи є:
– кiлькiсний опис фазового переходу першого роду в неперервнiй системi

iз взаємодiєю Кюрi-Вейса;
– розробка методу отримання загального функцiонального представлення

великої статистичної суми комiркової моделi плину з використанням рiзних
способiв розрахунку якобiана переходу вiд густинних до колективних змiнних;

– отримання явного вигляду великого термодинамiчного потенцiалу моделi
плину з ґратковим аналогом потенцiалу взаємодiї Морзе;

– розрахунок та дослiдження рiвняння стану моделi в широкому дiапазонi
густини та температури;

– вивчення особливостей поведiнки комiркової моделi плину в надкритичнiй
областi.

Об’єктом дослiдження є комiркова модель плину з рiзними типами по-
тенцiалiв взаємодiї.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є опис фазової поведiнки
цiєї моделi та її властивостей в надкритичнiй областi.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються аналiтичнi методи до-
слiдження, зокрема, метод колективних змiнних, метод Лапласа, наближення
середнього поля, метод ренормалiзацiйної групи.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi по-
будовано ефективний метод опису фазової поведiнки системи взаємодiючих
частинок iз використанням комiркової моделi плину. Запропонований метод
дозволив провести точний розрахунок моделi iз взаємодiєю Кюрi-Вейса. Вста-
новлено наявнiсть для неї каскаду фазових переходiв першого роду. Запропо-
новано спосiб розрахунку рiвняння стану для систем iз потенцiалом взаємодiї,
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що залежить вiд вiддалi. Здiйснено як спрощений опис поведiнки дослiджува-
ної системи в областi температур поза критичною точкою (наближення нульо-
вої моди), так i розширений, який враховує вплив довгохвильових флуктуацiй i
вiдображає поведiнку системи в безпосередньому околi критичної точки. Роз-
ширений опис дозволив встановити наявнiсть лiнiї, яка є границею роздiлу
газоподiбної та рiдиноподiбної структур надкритичного плину.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового
значення одержаних результатiв. Отриманi у данiй дисертацiйнiй робо-
тi результати мають практичне значення для подальших теоретичних дослi-
джень. Вони дозволяють проводити розрахунок кривих спiвiснування для цi-
лого ряду фiзичних систем, використовуючи вiдомi з числових розрахункiв
значення параметрiв потенцiалiв взаємодiї. Результати, отриманi в дисерта-
цiї, якi стосуються рiвняння стану комiркового плину в надкритичнiй областi,
можуть бути використанi для покращення вже iснуючих та розробки нових
технологiй у хiмiчнiй промисловостi. Окремi фрагменти дисертацiйної робо-
ти можуть бути використанi у лекцiях з теорiї конденсованих середовищ для
магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача.
Постановку завдань дослiдження здiйснив науковий керiвник роботи до-

ктор фiзико-математичних наук, професор М. П. Козловський. У спiльних
публiкацiях авторцi дисертацiї належить:

• виконання розрахунку великої статистичної суми загальним [1,2] та пря-
мим [3,4] способом;

• одержання рiвняння стану моделi в широкому дiапазонi температури ви-
ще i нижче критичної точки [2,3] в наближеннi типу середнього поля
моделi ρ4;

• отримання кривих спiвiснування без використання будь-яких феномено-
логiчних припущень [2,3,4];

• отримання фазової дiаграми моделi, яка крiм кривої спiвiснування, мi-
стить лiнiю, що обмежує область iснування рiдинної фази [3];

• здiйснення дослiдження поведiнки комiркової моделi плину в околi кри-
тичної точки з використанням методу ренормалiзацiйної групи [5];

• розрахунок явного вигляду термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням
впливу флуктуацiй та рiвняння стану у надкритичнiй областi, а також
дослiдження iзотермiчної стисливостi та побудова лiнiї Вiдома [5].

Обговорення та iнтерпретацiю отриманих результатiв в публiкацiях спiвав-
тори виконували разом.

Апробацiя роботи. Ключовi результати дослiджень доповiдались на
конференцiях: Complex Analysis and Dynamical Systems VII (Нагарiя, Iзраїль,
2015 р.), MECO-41 (Вiдень, Австрiя, 2016 р.), PLMMP-2016 та PLMMP-2018
(Київ, 2016 та 2018 рр), STATPHYS-2019 (Львiв, 2019 р.), XV, XVI, XVIII та
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XIX Всеукраїнськi школи-семiнари i конкурси молодих вчених зi статистичної
фiзики i теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2015, 2016, 2018 та 2019 рр.), а
також на семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України.

Результати, викладенi в дисертацiї, опублiковано в п’яти статтях [1–5],
роздiлi колективної монографiї [6], а також в тезах дев’яти конференцiй [7–15].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, роз-
дiлу з оглядом лiтератури та трьох роздiлiв основної частини, у яких викла-
денi результати дослiджень дисертантки, а також загальних висновкiв, списку
використаної лiтератури, 7 додаткiв, 55 рисункiв та 1 таблицi. Робота викла-
дена на 148 сторiнках (повний обсяг разом з лiтературою та додатками – 179
сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 138 найменування публiкацiй у вi-
тчизняних та закордонних виданнях.

ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-
боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв
та наведено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується даної ро-
боти. Обговорено сучасний стан та методи дослiджень спрямованих на опис
фазової поведiнки простих рiдинних систем, окреслено низку вже iснуючих i
вiдомих комiркових та ґраткових моделей. Обґрунтовано доцiльнiсть викори-
стання великого канонiчного розподiлу для опису фазових переходiв першого
роду, включаючи надкритичну область, i, як наслiдок, потреби нового форму-
лювання комiркової моделi плину для опису фазової поведiнки та розрахунку
рiвняння стану однокомпонентних систем взаємодiючих частинок.

Другий роздiл дисертацiї стосується точного розрахунку великої стати-
стичної суми (ВСС) та рiвняння стану неперервної однокомпонентної системи
iз потенцiалом взаємодiї Кюрi-Вейса в деякому об’ємi V , для якої наведене
строге означення комiркової моделi плину. Комiрковий плин є узагальненням
комiркового газу, у якому немає обмеження кiлькостi частинок, що можуть пе-
ребувати в однiй комiрцi. Модель визначається подiлом об’єму V на однаковi
кубiчнi комiрки ∆l = (−c/2, c/2]3 ⊂ R3 об’ємом υ = c3, де c – ребро комiрки.
Отже, V є сукупнiстю Nυ нез’єднаних комiрок ∆l.

Загальний вираз ВСС неперервної системи має вигляд

Ξ =

∞∑
N=0

zN

N !

∫
V

(dx)N exp

(
−β

2

∑
x,y∈η

ΨNυ (x, y)

)
. (1)

Тут N – число частинок, z = exp(βµ) – активнiсть, µ – хiмiчний потенцiал,
β = (kBT )−1 – обернена температура (kB – стала Больцмана), iнтегруван-
ня за координатами частинок позначено як

∫
V

(dx)N =
∫
V

dx1 . . .
∫
V

dxN , множина
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координат усiх частинок – η = {x1, . . . , xN}, а координата i-тої частинки –
xi = (x

(1)
i , x

(2)
i , x

(3)
i ). Енергiя взаємодiї багаточастинкової системи записується

у виглядi енергiї взаємодiї комiркової моделi∑
x,y∈η

ΨNυ (x, y) =
∑

l1,l2∈Λ

Φl12ρl1(η)ρl2(η), (2)

де l12 = |l1 − l2| — це рiзниця двох комiркових векторiв. Кожен li приймає
значення з множини Λ, означеної як

Λ =
{
l = (l1, l2, l3)|li = cmi;mi = 1, 2, ...Na; i = 1, 2, 3; Nv = N3

a

}
,

де Na – число комiрок вздовж кожної з осей. Число заповнення комiрки ρl(η)
виражається через характеристичну функцiю I∆l

(x)

ρl(η) =
∑
x∈η

I∆l
(x). (3)

Iндикатор I∆l
(x) = 1, якщо x ∈ ∆l, а iнакше I∆l

(x) = 0. Для комiркового
потенцiалу Φl12

маємо

Φl12
=

{
−J1/Na, x ∈ ∆l1 , y ∈ ∆l2 , l1 6= l2;
J2δl1l2 , x, y ∈ ∆l1 , l1 = l2.

(4)

Перший вклад iз J1 > 0 у Φl12 описує притягання. У пiдходi Кюрi-Вейса, вiн
є однаковим для всiх частинок. Другий вклад iз J2 > 0 – описує вiдштовху-
вання мiж двома частинками, що мiстяться лише у однiй i тiй самiй комiрцi.
Величини J1 та J2 у (4) мають бути такими, що задовольняють умову J2 > J1,
яка забезпечує стiйкiсть системи.

Подальший розрахунок виразу (1) виконується на множинi колективних
змiнних ρl. Вiдтак ВСС в такому представленнi має наступний вигляд

Ξ =

∞∑
N=0

(z)N

N !

∫
V

(dx)N
∫

(dρl)
Nvexp

−β
2

∑
l1,l2∈Λ

Φl12
ρl1(η)ρl2(η)

J(ρl − ρl(η)), (5)

iз функцiєю переходу до ρl

J(ρl − ρl(η)) =

∫
(dνl)

Nv exp

[
2πi

∑
l∈Λ

νl(ρl − ρl(η))

]
. (6)

Враховуючи (4), у пiдiнтегральнiй експонентi фiгуруватиме два доданки:
iз вiдштовхувальною та притягальною взаємодiєю, вiдповiдно. Перетворення
Стратоновича-Хаббарда для доданку з вiдштовхуванням (див. [5]) дає мож-
ливiсть здiйснити точне iнтегрування за координатами частинок в системi та
пiдсумовування за їх числом. У результатi, отримується явний вираз для ВСС
комiркового плину з потенцiалом (4)

Ξ =

∫
(dρl)

Nυ exp

 p

2Nυ

(∑
l∈Λ

ρl

)2
 eβµ ∑

l∈Λ

ρl ∏
l∈Λ

J(ρl), (7)
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де якобiан переходу до колективних змiнних

J(ρl) =

[ ∞∑
m=0

(v)m

m!
e−

ap
2 m

2

δ(ρl −m)

]
(8)

має безмежну кiлькiсть доданкiв iз загасаючим ваговим множником. Це сут-
тєво вiдрiзняє комiрковий плин вiд ґраткового газу, комiркового газу чи три-
вимiрної моделi Iзiнга, де змiнна ρl може приймати лише два значення. Для
оптимiзацiї термодинамiчних змiнних введено величини p = βJ1, a = J2/J1.
Базовим набором термодинамiчних змiнних вважається (p, µ), в той час як a
та υ є параметрами моделi.

Врахування виконаних вище перетворень, а також перетворення Стратоно-
вича-Хаббарда для частини з притяганням, дозволяють отримати точний ви-
раз для ВСС (7) у формi однократного iнтеграла

Ξ = Nυ/(2πp)

∞∫
−∞

exp [NυE0(y, p, µ)] dy. (9)

Результатом його асимптотичного розрахунку є

Ξ ' Nυ/(2πp) exp [NυE0(ȳ, p, µ)] dy, (10)

який одержується iз використанням методу Лапласа. У цьому методi розраху-
нок (9) в границi великого Nυ базується на знаходженнi глобального максиму-

му E0(y, p, µ) = −y
2

2p
+ lnK0(y, p, µ) як функцiї y ∈ R (тобто, для фiксованих

значень p > 0 та µ ∈ R). Значення ȳ змiнної y є точкою екстремуму, звiдки

ȳ = p
K1(ȳ, p, µ)

K0(ȳ, p, µ)
,

(
Kn(ȳ, p, µ) =

∞∑
m=0

υm

m!
mne−

ap
2 m

2

e(ȳ+βµ)m

)
. (11)

Середньою густиною частинок у фазi є

n̄ =
1

Nυ

∂ ln Ξ

∂βµ
⇒ n̄(p, µ) =

ȳ(p, µ)

p
. (12)

Фiксуючи значення параметрiв a = 1.2, υ = 12, на Рис. 1 зображено графiк
µ̄(y), що є функцiєю оберненою до (11). Монотонна зростаюча залежнiсть µ̄(y)
вiд y (Рис. 1а, Рис. 1б) вiдповiдає однофазнiй областi, причому pc = 3.928236 є
критичним значенням параметра p. Вiдповiдне значення критичної температу-
ри Tc(a) = J1/pc(a). Для всiх p > pc(a) кiлька розв’язкiв ȳ вiдповiдають одним
i тим самим значенням µ̄(y), як це показано на Рис. 1в. Використання методу
Лапласа дозволяє отримати рiвняння стану в змiнних температура-хiмiчний
потенцiал P (p, µ) = υ−1E0(ȳ(p, µ), p, µ). Щоб записати рiвняння стану в змiн-
них температура-густина P = P̄ (n̄) = υ−1E(pn̄, p, µ̄(p, n̄)), необхiдно обернути
n̄(p, µ) так, щоб отримати функцiю µ̄(p, n̄). Тодi в дiапазонi значень параметра
p < pc(a) одержується явна форма рiвняння стану
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Рис. 1: Хiмiчний потенцiал µ̄(y) як функцiя y для рiзних значень параметра при-
тягання: p = 3.5 (крива а), p = pc = 3.928236 (крива b), p = 4.5 (крива c).

Pυ = −1

2
pn̄2 + ln

∞∑
m=0

υm

m!
exp

(
−ap

2
m2
)

exp (pn̄m+ βµ(p, n̄)m) , (13)

тут µ(p, n̄) є функцiєю температури та середньої густини. Рiвняння стану в
областi температури T < Tc (p > pc(a)) та низької густини має такий вигляд

Pυ = Pn̄υΘ(nG − n̄) + PnGυΘ(n̄− nG)Θ(nL − n̄) +

+Pn̄υΘ(n̄− nL)Θ(n′21 − n̄), (14)

де використано позначення

Pn̄υ = −1

2
pn̄2 + ln

∞∑
m=0

υm

m!
e−

ap
2 m

2

epn̄meβµ(p,n̄)m, (15)

а PnGυ = Pn̄υ, якщо n̄ = nG та µ = µc.
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Рис. 2: Iзотерми тиску як функцiї густи-
ни. Крива 1 вiдповiдає p = 3.8 < pc. Кривi
2–9 вiдповiдають p ≥ pc: p = pc (крива
2), p = 4 (крива 3), p = 4.135 (крива 4),
p = 4.3647 (крива 5), p = 4.5824 (крива 6),
p = 4.8 (крива 7), p = 5 (крива 8), p = 6

(крива 9).

Величини nG, nL, n′21 – це значен-
ня густини, що вiдповiдають верх-
нiй межi першого глобального ма-
ксимуму функцiї E0(ȳ, p, µ), нижнiй
та верхнiй межi другого глобального
мак-симуму цiєї ж функцiї, вiдповiд-
но. Перший член у (14) описує пове-
дiнку фази I iз найнижчою густиною,
третiй член – фазу II, що має бiль-
шу густину, нiж фаза I для будь-яких
T < Tc. Другий доданок вказує на те,
що тиск залишається сталим на вiд-
рiзку n̄ ∈ [nG, nL]. Якщо T = Tc, оби-
двi фази мають однаковi густини, i
якщо T > Tc, iснує лише одна густи-
на, яка є монотонною функцiєю тис-
ку (Рис. 2).
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У роздiлi встановлено, що рiст хiмiчного потенцiалу призводить до каскаду
фазових переходiв iз фази f у фазу (f + 1) (Рис. 3). Кожен наступний перехiд
вiдповiдає щораз бiльшим густинам. Модель має бiльше, нiж одну критичну
точку. Кожна з них характеризується власною критичною температурою, кри-
тичною густиною i iснує на вiдповiдному переходi каскаду.

а)
0

1

2

3

4

5

0 2 4 6 8 10 12

P

y
_

б) y
_

P

0 5 10 15 20

0

2

4

8

10

12

Рис. 3: Тиск як функцiя густини в областi перших трьох
максимумiв залежностi µ̄(y) при a = 1.2, υ = 12: а) p = 4,
б) p = 8.

Встановлено, що
змiна значення a не
впливає на iснува-
ння каскаду фазо-
вих переходiв у мо-
делi, а лише веде
до дещо iнших абсо-
лютних значень кри-
тичної температури.
Проте, критичнi зна-
чення хiмiчного по-
тенцiалу суттєво зро-
стають, коли a збiль-
шується (υ = 12):

a = 1.2000 µ1.2
c1 = −2.1050, pc(1.2) = 3.9282,

a = 2.0000 µ2
c1 = −0.4866, pc(2) = 3.9973,

a = 10.0000 µ10
c1 = 15.5196, pc(10) = 4.0000.

Це означає, що зi зростанням вiдштовхувальної частини потенцiалу взаємодiї
(по вiдношенню до притягальної) фазовий перехiд вiдбувається при набагато
бiльших значеннях хiмiчного потенцiалу.

Третiй роздiл присвячений узагальненню результатiв попереднього роз-
дiлу на випадок залежного вiд вiдстанi потенцiалу взаємодiї. В якостi потенцi-
алу взаємодiї вибрано потенцiал Морзе, який успiшно використовується [J.K.
Singh, et al., Fluid Phase Equilibria, 2006, 248, 1] у проведеннi числових роз-
рахункiв, зокрема, кривих спiвiснування ряду металiв. У дисертацiйнiй роботi
розвинуто теоретичний метод дослiдження фазової поведiнки простих систем
з використанням комiркової моделi плину. В основi цього методу є представ-
лення колективних змiнних, яке дозволяє працювати iз залежними вiд вiддалi
потенцiалами взаємодiї, а також деяка особлива система вiдлiку, яка форму-
ється iз певної частини вiдштовхувальної компоненти потенцiалу взаємодiї.
Фур’є-образ потенцiалу взаємодiї Ũ(k) = Ψ(k) − U(k) зображається у виглядi
двох доданкiв:

Ũ(k) = −V (k) +
βc
β
χΨ(0), V (k) = U(k)−Ψ(k) +

βc
β
χΨ(0), (16)
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де −V (k) вiдiграє роль ефективного потенцiалу взаємодiї. Оскiльки потенцiал
взаємодiї системи вiдлiку βc

β χΨ(0) > 0 є незалежним вiд вiддалi, ентропiйна ча-
стина ВСС буде аналогiчна виразу для комiркової моделi плину iз потенцiалом
Кюрi-Вейса (8). Встановлено, що вираз для ВСС у представленнi колективних

змiнних ρk =
1√
Nv

∑
~l∈Λ

ρle
ikl має вигляд

Ξ =

∫
(dρ)Nvexp

[
βµρ0 +

β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k

]
Nv∏
l=1

[ ∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

δ(ρl −m)

]
, (17)

тут (dρ)Nυ =
∏

k∈Bc
dρk. Параметр системи вiдлiку p =

1

2
βcχΨ(0).

У роздiлi розвинуто два способи розрахунку виразу (17). Перший з них –
загальний – не залежить вiд форми ефективного потенцiалу взаємодiї. Разом
з тим вiн є бiльш громiздким, оскiльки передбачає промiжне iнтегрування
в процесi розрахунку якобiана переходу. Схема такого розрахунку детально
описана у роздiлi 3.2 дисерацiйної роботи. Наближення моделi ρ4, дозволяє
зобразити ВСС у виглядi

Ξ = g(µ)

∫
(dρ)Nv exp

[
N

1
2
v Mρ0 −

1

2

∑
~k∈Bc

d(k)ρkρ−k −
b4

4!Nv

∑
~k1,...,~k4

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4

]
,

(18)

тут використано позначення: g(µ) ∼ exp [Mnc],M = βµ− b̃1 – ефективний хiм-
потенцiал, d(k) = b̃2−βV (k). Коефiцiєнти nc, b̃n виражаються через спецiальнi
функцiї Tn(v, p) (21).

Другий спосiб розрахунку ВСС (17) – прямий – може бути використаний
лише тодi, коли ефективний потенцiал взаємодiї є вiд’ємним для всiх значень
хвильового вектора k (−V (k) < 0). Це означає, що включена до системи
вiдлiку частина потенцiалу вiдштовхування повинна бути достатньо великою.
Виконання такої додаткової умови дозволяє суттєво спростити розрахунки ви-
користавши перетворення Стратоновича-Хаббарда

exp

[
β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k

]
= gV

∫
(dt)Nvexp

[
− 1

2β

∑
k∈Bc

tkt−k
V (k)

+
∑
k∈Bc

tkρk

]
, (19)

gV =
∏
k∈Bc

(2πβV (k))
− 1

2 .

Змiннi tk є комплексними величинами tk = t
(c)
k − it

(s)
k , де t(c)k та t(s)k є дiйсною

та уявною частиною, вiдповiдно. Для елемента фазового об’єму маємо

(dt)Nv = dt0
∏
k∈Bc

′
dt

(c)
k dt

(s)
k .
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Штрих бiля знаку добутку означає, що k > 0. Бiльше того, такий пiдхiд дає
можливiсть отримати точне представлення ВСС для системи з потенцiалом
Морзе у виглядi безмежного кумулянтного ряду

Ξ=gV exp

[
−
(
c0 +

βµ2

2V (0)

)
Nv

]∫
(dt̃)Nvexp

[√
Nv

(
µ

V (0)
− c1

)
t̃0−

− 1

2

∑
k∈Bc

D(k)t̃kt̃−k −
∞∑
n=3

cn
n!
N

1−n
2

v

∑
k1,...,kn
ki∈Bc

t̃k1 . . . t̃knδk1+...+kn

]
. (20)

У цьому виразi −V (0) – це ефективний потенцiал взаємодiї при |k| = 0;
D(k) = c2 +

1

V (k)β
; змiннi t̃k = tk + βµ. Важливо, що функцiональне пред-

ставлення ВСС комiркової моделi плину (20) є точним. Встановлено, що зна-
чення кумулянiв cn та c̃n виражаються через новi спецiальнi функцiї, якi є
швидкозбiжними рядами

Tn(v, p) =

∞∑
m=0

vm

m!
mne−pm

2

. (21)

У наближеннi моделi ρ4 ВСС (20) записується як

Ξ = G(µ)

∫
(dρ)Nvexp

N 1
2
v Mρ0 −

1

2

∑
k∈Bc

d(k)ρkρ−k −
c4

4!Nv

∑
k1,...,k4

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

 ,
(22)

тут використано позначення: G(µ) ∼ exp
[
−(M + c̃1)2 + Mc34

]
, M = µ

V (0) − c̃1
- ефективний хiмпотенцiал, d(k) = 1

βV (k) − c̃2. Використання методу Лапласа
дало можливiсть розрахувати вираз для ВСС в наближеннi нульової моди, що
передбачає врахування вкладiв вiд змiнних ρk iз k = 0.

Ξ0 = G(µ) exp

[
NvE(ρ̄0i)

]
E(ρ̄0i) = Mρ̄0i − d(0)ρ̄2

0i −
4

4!
ρ̄4

0i.

Величини ρ̄0i є розв’язками рiвняння на знаходження екстремумiв функцiї
E(ρ̄0i). Встановлено наявнiсть деякої особливої температури Tc (критичної
температури), такої, що для всiх T > Tc це рiвняння має єдиний розв’язок.
Наслiдком цього є iснування єдиної фази в системi. Для температур T < Tc
виявлено можливiсть iснування двох фаз iз рiзними густинами за однакових
значень температури та тиску. Саме це зумовлює iснування фазового перехо-
ду в системi. Характерною особливiстю комiркової моделi плину є отримане в
дисертацiї нелiнiйне рiвняння на зв’язок хiмiчного потенцiалу mn та густини
(див. Рис. 4).



12

n
_

4

2

0

-2

-4

1 2 3

mn
2

1

3

Рис. 4: Розв’язки mn як функцiї сере-
дньої густини n̄: m1 – крива 1, m2 –
крива 2, m3 – крива 3.
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Рис. 5: Поверхня тиску як функцiї гу-
стини та вiдносної температури.

Розрахованi рiвняння стану комiркової моделi плину (див. Рис. 5) отриманi
без використання розкладiв за степенями густини чи активностi. Окрiм пере-
рахованих вище результатiв, прямий пiдхiд до розахунку ВСС дає можливiсть
отримати фазову дiаграму системи. Ця дiаграма, крiм лiнiї спiвiснування, мi-
стить лiнiю, що обмежує область iснування рiдинної фази. Наявнiсть такої лiнiї
не означає iснування третьої фази iз густиною, що вища, нiж густина рiдинної
фази, однак дозволяє стверджувати, що наслiдком використання моделi ρ4 є
обмеження на граничне значення густини у рiдиннiй фазi.

У четвертому роздiлi приведенi результати дослiдження комiркової мо-
делi плину iз ґратковим аналогом потенцiалу Морзе в надкритичнiй областi.
Запропонована схема розрахунку великого термодинамiчного потенцiалу мо-
делi вище критичної температури. Вона передбачає врахування вкладiв до
ВСС (22) вiд змiнних ρk iз k 6= 0. Такий спосiб розрахунку є якiсно iншим,
нiж наближення нульової моди, i дає змогу враховувати вплив далекосяжних
флуктуацiй, необхiдних для опису критичної поведiнки. Представлення ВСС
(22) iз використанням параболiчної апроксимацiї Фур’є-образу ефективного
потенцiалу взаємодiї має вигляд

Ξ = G(µ)

∫
(dρ)Nvexp

[√
Nvw0ρ0 −

1

2

∑
k∈B

(r0 + 2bk2)ρkρ−k −

− u0

4!Nv

∑
ki∈B

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]
,

де використано позначення w0 = M , r0 = 1−c̃2, u0 = c4. У результатi поетапно-
го iнегрування (23) за змiнними ρk iз великими значеннями хвильового векто-
ра отримується добуток парцiальних статистичних сум. Поетапне iнтегруван-
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ня здiйснюється до точки виходу iз критичного режиму, тобто такого номера

блочної структури np = − ln(h̃2 + h2
c)

2 lnE1
−1, де h̃ = M(βW (0))1/2, hc ∼ τp0 , вiдно-

сна температура – τ = (T − Tc)/Tc, критичний показник – p0 =
lnE1

lnE2
= 1.512,

а En – власнi значення лiнеаризованих рекурентних спiввiдношень (РС), якi
виникають мiж коефiцiєнтами розподiлiв сумiжних блочних структур:

wn = w0E
n
1

rn = r∗ + c1E
n
2 + c2RE

n
3

un = u∗ + c1R1E
n
2 + c2E

n
3

Величини r∗ та u∗ є координатами фiксованої точки РС. Для коефiцiєнтiв c1
i c2 отримано

c1 = [r0 − r∗ + (u∗ − u0)R]D−1 (23)

c2 = [u0 − u∗ + (r∗ − r0)R1]D−1, (24)

де постiйнi величини R, R1, D розрахованi в роздiлi 4.2 дисертацiї. Iз розв’язку
рiвняння c1(Tc) = 0 знайдено значення критичної температури (див. Табл. 1).

Розраховано температурний критичний показник ν = 0.605 кореляцiйної
довжини ξ = ξ±|τ |−ν при M = 0, а також критичний показник µ = 2

d+2 , який
описує поведiнку кореляцiйної довжини (ξ = ξ(c)M−µ) при T = Tc.

Знайдено явний вираз для великого термодинамiчного потенцiалу Ω = Ωa+

Ω
(+)
s , що складається iз аналiтичної частини Ωa

Ωa = −kTNv
(
γ01 + γ02τ + γ03τ

2
)

та суми неаналiтичних вкладiв Ω
(+)
s

Ω(+)
s = −kTNv

[
e

(+)
0 h̃(h̃2 + h2

c)
d−2

2(d+2) − e(+)
2 (h̃2 + h2

c)
d
d+2

]
.
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Рис. 6: Густина n̄ як функцiя хiмiчно-
го потенцiалу M .

Рис. 7: Залежнiсть тиску P вiд гу-
стини n̄ для рiзних температур.

Середнє число частинок розраховане на основi ф-ли (12). Отриманi явнi
розв’язки рiвняння, що пов’язує хiмiчний потенцiал з густиною iз використа-
нням ренормгрупових спiввiдношень (див. Рис. 6). Для побудови графiкiв ви-
користано наступнi значення мiкроскопiчних параметрiв: α−1

R = 2.9544 (що
характерний для натрiю (Na)), χ = 1.1243 (p = 1.8100) та v = 2.4191 [6].

Знайдено рiвняння стану моделi у надкритичної областi

Pv

kBT
= Pa(T ) + Eµ +

(
n̄− n̄c
σ

(+)
00

)6 [
e

(+)
0

α

(1 + α2)1/2
+ γ(+)

s − e(+)
2

]
, (25)

де коефiцiєнти σ(+)
00 , e(+)

0 , e(+)
2 та γ(+)

s залежать вiд температури i скейлiнгової
змiнної α = h̃/hc, i наведенi в роздiлi 4.4 дисертацiї. Iзотерми рiвняння стану
зображенi на Рис. 7. Табл. 1 мiстить обчисленi значення параметрiв критичної
точки для натрiю.

Розрахована iзотермiчна стисливiсть та побудованi кривi її залежностi вiд
густини (див. Рис. 8). Знайдено максимуми iзотермiчної стисливостi i показано,
що вони утворюють на площинi (P, T ) криву типу лiнiї Вiдома (див. Рис. 9).
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Табл. 1: Значення температури (Tc), густини (n̄c) i тиску (Pc) в критичнiй
точцi з поточного дослiдження (теорiї), комп’ютерного моделювання та
експерименту. Значення представленi у виглядi зведених безрозмiрних оди-
ниць, де температура kBT = kBT

′/D, густина n̄ = ρR3
0, i тиск P = P ′R3

0/D
(величини T ′, ρ, P ′ мають розмiрнiсть, наприклад, [T ′] = [K], [ρ] = [1/m3],
[P ′] = [Pa]).

. kBTc n̄c Pc
Теорiя (комiркова модель плину) 4.028 0.997 0.474
Комп’ютерне моделювання (неперервна система з
потенцiалом Морзе) [J.K. Singh, et al., Fluid Phase
Equilibria, 2006, 248, 1]

5.874 1.430 2.159

Експеримент [F. Hensel, J. Phys.: Condens. Matter,
1990, 2, SA33]

3.713 1.215 0.415

Рис. 8: Iзотермiчна стисливiсть KT

як функцiя густини n̄ для рiзних зна-
чень вiдносної температури τ .

Рис. 9: Тиск в екстремальних точках
стисливостi як функцiя температури.

Слiд наголосити, що проведене в цьому роздiлi дослiдження надкрити-
чної поведiнки комiркового плину ґрунтується на використаннi представлення
ВСС, отриманого у роздiлi 3. Результати, отриманi в роздiлi 3 застосовнi в
широкому дiапазонi густини i температури, в той час як результати четвер-
того роздiлу описують особливостi поведiнки моделi в надкритичнiй областi,
включаючи критичну точку. Отож, на основi запропонованої у дисертацiйнiй
роботi моделi розвинуто теоретичний метод, який дає можливiсть в єдиному
пiдходi здiйснити опис фазової поведiнки простих однокомпонентних систем в
широкому дiапазонi густини i температури, що включає критичну область.
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Основнi результати та висновки

1. Запропоновано комiркову модель плину для опису фазової поведiнки
однокомпонентних систем у формалiзмi великого канонiчного ансамблю
[1], яка, на вiдмiну вiд iснуючих моделей, дозволяє провести розрахунки
низки термодинамiчних характеристик на мiкроскопiчному рiвнi.

2. Здiйснено точний розрахунок ВСС неперервної системи iз взаємодiєю
Кюрi-Вейса, отримано рiвняння стану, показано iснування в нiй каскаду
фазових переходiв I роду та дослiджено їх. Результати опублiковано в [6].

3. Проведено розрахунок ВСС комiркового плину iз ґратковим аналогом
потенцiалу взаємодiї Морзе у просторi колективних змiнних. Запропоно-
вано спосiб розрахунку якобiана переходу до колективних змiнних, який
ґрунтується на використаннi нових спецфункцiй i дозволяє отримати то-
чне функцiональне представлення ВСС. Результати опублiковано в [3,4].

4. Отримано термодинамiчний потенцiал моделi в наближеннi молекуляр-
ного поля, на основi якого розрахованi основнi характеристики фазового
переходу першого роду (значення параметрiв критичної точки, рiвняння
стану, кривої спiвiснування, спiнодалi) в широкому дiапазонi температу-
ри. Результати опублiковано в [2-4].

5. Розраховано вигляд термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням флук-
туацiй, справедливого поблизу критичної точки, що дозволило отримати
уточненi параметри критичної точки, знайти рiвняння стану та iзотермi-
чну стисливiсть в надкритичнiй областi, а також побудувати лiнiю Вiдо-
ма. Результати опублiковано в [5].

6. Отриманi координати критичної точки добре узгоджуються iз дани-
ми комп’ютерного моделювання для неперервної системи з потенцiалом
Морзе у великому канонiчному ансамблi. Результати опублiковано в [4,5].
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АНОТАЦIЯ

Добуш О.А. Рiвняння стану комiркової моделi плину — На правах
рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. — Iнститут фi-
зики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2019.

У дисертацiйнiй роботi розвинуто метод опису фазового переходу першого
роду в однокомпонентних системах у формалiзмi великого канонiчного ансам-
блю iз використанням комiркової моделi плину. На основi цього методу вперше
здiйснено точний розрахунок великої статистичної суми неперервної системи
iз взаємодiєю Кюрi-Вейса, отримано рiвняння стану такої системи, показано
iснування в нiй каскаду фазових переходiв першого роду та дослiджено їх. Те-
орiю поширено на системи iз потенцiалом взаємодiї, що залежить вiд вiддалi.
Отримано термодинамiчний потенцiал моделi в наближеннi нульової моди, на
основi якого розрахованi основнi характеристики фазового переходу першого
роду. Знайдено значення параметрiв критичної точки, розраховано рiвняння
стану в широкому дiапазонi температури вище i нижче критичної точки, на
основi якого побудовано криву спiвiснування та спiнодаль. Розраховано ви-
гляд термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням флуктуацiй, справедливо-
го поблизу критичної точки. Отримано параметри критичної точки, рiвняння
стану та iзотермiчну стисливiсть в надкритичнiй областi. Встановлено наяв-
нiсть максимумiв на iзотермах стисливостi як функцiї густини. Побудовано
проекцiю кривої, що вiдповiдає максимумам стисливостi, на площину тиск-
температура, яку ототожнено iз лiнiєю Вiдома.

Ключовi слова: колективнi змiннi, комiркова модель плину, надкритична
область, рiвняння стану, фазовий перехiд першого роду.

АННОТАЦИЯ

Добуш О.А. Уравнение состояния ячеечной модели флюида. — На
правах рукописи.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика. — Инсти-
тут физики конденсированных систем Национальной академии наук Украи-
ны, Львов, 2019.

В диссертационной работе развит метод описания фазового перехода перво-
го рода в однокомпонентных системах в формализме большого канонического
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ансамбля с использованием ячеечной модели флюида. На основании этого ме-
тода впервые осуществлён точный расчет большой статистической суммы не-
прерывной системы с взаимодействием Кюри-Вейса, получено уравнение со-
стояния такой системы, показано существование в ней каскада фазовых пе-
реходов первого рода и исследовано их. Теорию распространено на системы
с зависящим от расстояния потенциалом взаимодействия. Получен термоди-
намический потенциал модели в приближении нулевой моды, на основании
которого рассчитаны основные характеристики фазового перехода первого ро-
да. Найдены значения параметров критической точки, рассчитано уравнение
состояния в широком диапазоне плотности и температуры више и ниже кри-
тической точки, на основании которого построено кривую сосуществования и
спинодаль. Рассчитан вид термодинамического потенциала с учетом флукту-
аций, справедливого вблизи критической точки, уравнение состояния и изо-
термическую сжимаемость в сверхкритической области. Установлено наличие
максимумов на изотермах сжимаемости как функции плотности. Построено
проекцию кривой, соответствующей максимумам сжимаемости, на плоскости
давление-температура, отождествленую с линией Видома.

Ключевые слова: коллективные переменные, сверхкритическая область,
уравнение состояния, фазовый переход первого рода, ячеечная модель флюи-
да.

ABSTRACT

Dobush O.A. Equation of state of a cell fluid model. — Manuscript.
Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics on the
speciality 01.04.02 “Theoretical Physics”. — Institute for Condensed Matter Physics
of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the development of a method for describing the first
order phase transition in one-component systems in the framework of the grand
canonical ensemble. The calculations are performed using a cell fluid model, which
is generalized in the thesis to the case of continuous systems. The idea of the cell
fluid model consists in the conditional partition of the total volume of the system
into a certain number of fixed size cells. Depending on the density of the system,
each of the cells contains a certain amount of particles, without imposing any
conditions on their number. The particles within one cell consider to repel each
other and particles from different cells — to attract each other.

Based on the method of describing the phase behavior proposed in the thesis, for
the first time an accurate calculation of the grand partition function of a continuous
system with Curie-Weiss interaction is performed, the equation of state of such a
system is obtained, the cascade of phase transitions from the phase of lower density
to the phase of increasingly higher density is detected.
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The above results are used to describe the phase behavior of systems with
distance dependent interaction. For this purpose, the method of collective vari-
ables is applied to calculate the grand partition function of a cell fluid model with
the Morse interaction potential. A reference system containing only a part of the
repulsive component of the interaction potential is introduced. It allows calculati-
ng the Jacobian of transition from density variables to collective variables. The
result is an exact functional representation of the grand partition function. It is
established that the coefficients of the Jacobian of transition are expressed through
the special functions obtained in the present research. A characteristic feature
of using a grand canonical distribution is to obtain an equation for the bond of
chemical potential and density. We find that there is some special temperature
Tc (critical temperature) such that for all T > Tc this equation has a unique
solution. The consequence is the existence of a single phase in the system. For the
temperatures T < Tc, the possibility of two phases with different densities at the
same temperature and pressure is found. The latter fact causes a phase transition
in the system. It is important that in frames of the proposed approach there is no
need to use the Maxwell construction. Unlike other approaches related to the mean-
field approximation, a pressure plateau depicting the transition from gas to liquid
state naturally arises during calculations. This is achieved by applying the Laplace
method to calculate the grand partition function in the approximation of the ρ4

model. The thermodynamic potential of the model is obtained, based on which the
main characteristics of the first order phase transition are calculated. The values
of the critical point parameters are found, the equation of state is calculated over
a wide range of density and temperature above and below the critical point, based
on which the coexistence curve and spinodal are plotted.

The thermodynamic potential in the vicinity of the critical point is also
calculated with allowance for fluctuations. The direct method of calculating
thermodynamic potential is developed in the thesis, which includes both longwave
and shortwave modes of fluctuations in the supercritical region. The coordinates of
the critical point are obtained, the equation of state and the isothermal compressi-
bility in the supercritical region are calculated. The existence of maxima on
compressibility isotherms as functions of density is established. The projection of
a curve corresponding to these maxima is plotted on the (P,T) plane. Near the
critical temperature, such a curve is identified as the Widom line. The latter is a
boundary between the gaseous and liquid structures of the supercritical fluid.

Based on the model proposed in the thesis, the theoretical method is developed,
which makes it possible in frames of the single approach to describe the phase
behavior of simple one-component systems both in wide range of density and
temperature and in the critical region.

Keywords: cell fluid model, collective variables, equation of state, first order
phase transition, supercritical region


