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         Т.Є.Крохмальський 

Загальна характеристика роботи 

Дослiдження квантових граткових моделей (модель квантового антиферомагнетика 

Гайзенберга, модель Габбарда та iн.) на класi граток, геометрiя яких дозволяє 

iснування локалiзованих хвильових функцiй (електронiв, магнонiв, тощо), є темою 

iнтенсивних дослiджень протягом останнiх рокiв (див. Derzhko O. et.al. // Low 

Temperature Physics–2007.–V.33–P.745, Derzhko O. et.al. // Physical Review B–2007–

V.76–P.220402(R) та посилання у цих роботах). Наявнiсть локалiзованих 

одночастинкових основних станiв у таких моделях дозволяє збудувати 

багаточастинковi основнi стани i описати ряд ефектiв при низьких температурах, як 

от: наявнiсть стрибка намагнiченостi у полi насичення для квантового 

антиферомагнетика Гайзенберга, наявнiсть у таких моделях скiнченної ентропiї при 

нульовiй температурi T = 0, феромагнетизму основних станiв моделi Габбарда у 

широкому околi (малих) концентрацiй електронiв та iн. Окрiм нових ефектiв при 

низьких температурах цi системи є важливим прикладом точно розв’язуваних 

моделей, що дозволяють описати складну фiзику не використовуючи наближених 

методiв.  

Актуальнiсть теми. Можливiсть побудови багаточастинкових основних станiв для 

описаних вище моделей вiдкрила шлях для точного опису низькотемпературних 

властивостей цих систем шляхом мапування основних багаточастинкових станiв на 

гратковий газ жорстких об’єктiв (Derzhko O. et.al. // Low Temperature Physics–2007.–

V.33–P.745). Ця iдея була використана для знаходження низькотемпературних 

характеристик квантового антиферомагнетика Гайзенберга на рядi фрустрованих 

граток. Пiзнiше, на прикладi дельтаподiбного ланцюжка (одновимiрна гратка Тасакi) 

подiбний пiдхiд був реалiзований i для моделi Габбарда (Derzhko O. et.al. // Physical 

Review B–2007–V.76–P.220402(R)). В цьому випадку вiдображення на газ жорстких 

об’єктiв є нетривiальним внаслiдок наявностi виродження Крамерса в окремих 

феромагнiтних кластерiв з локалiзованих електронiв.  

Попри те, що локалiзованi стани активно вивчались як у квантовiй моделi 

антиферомагнетика Гайзенберга так i в моделi Габбарда, їхнi ефекти на гратках з 

непарною кiлькiстю вузлiв у комiрках (наприклад трикутнi комiрки) не були 

дослiдженi досi. Такi гратки є цiкавими тим, що локалiзованi стани у комiрцi мають 

додаткову ступiнь вiльностi – кiральнiсть, що спричиняє двократне виродження 

локалiзованого стану i може призвести до змiн у низькотемпературних 

властивостях.  

Варто зауважити, що термодинамiка моделi Габбарда на гратках з локалiзованими 

станами була розглянута лише для дельтаподiбного ланцюжка. Вiдомо, що у гратках 

кагоме можуть виникати i iншi основнi стани, якi локалiзуються на замкнутих 

петлях, що охоплюють гратку. У цьому випадку задача про низькотемпературну 

термодинамiку та феромагнетизм в основному станi, який виникає внаслiдок 

утворення феромагнiтних кластерiв з локалiзованих електронiв, ускладнюється, а 

подiбна проблема не розглядалась ранiше.  

Iнтерес становить i опис феромагнiтного переходу, що може виникнути в моделi 



Габбарда на двовимiрнiй гратцi Тасакi. Вiдомо, що для таких систем iснує область 

малих концентрацiй, для яких система перебуває у феромагнiтному основному станi 

(Tasaki H. // Physical Review Letters. – 1992. – Vol. 68. – P.1608). Проте точне 

значення концентрацiї електронiв, для якої стається фазовий перехiд, та природа 

цього переходу досi залишались невiдомими.  

Згаданi проблеми було розглянуто у дисертацiйнiй роботi.  

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна робота 

виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України згiдно з 

планами робiт за темою № 0108U001154 "Моделювання фiзичних властивостей 

квантових граткових систем з сильними багаточастинковими кореляцiями". Частина 

дослiджень була проведена в унiверситетах Геттiнгена i Магдебурга (Нiмеччина) та 

iнститутi Макса Планка фiзики складних систем у мiстi Дрезден (Нiмеччина) за 

пiдтримки проекту DFG (SB 602) (2010 р.), стипендiї для аспiрантiв та молодих 

вчених нiмецького центру академiчних обмiнiв DAAD (2011 р.), гостьової програми 

iнституту Макса Планка фiзики складних систем (2011 р.).  

Мета i завдання дослiдження. Мета дослiдження полягає у вивченнi 

низькотемператуних властивостей квантових граткових систем 

(низькотемпературної термодинамiки та магнiтних властивостей) на рядi граток, що 

допускають iснування локалiзованих одночастинкових станiв (дельтаподiбний 

ланцюжок, ланцюжки кагоме, фрустрована трикутна трубка, ланцюжок подвiйних 

тетраедрiв, двовимiрна гратка Тасакi), i пошуку характерних ефектiв, зумовлених 

наявнiстю локалiзованих станiв у таких системах. У роботi для досягнення мети 

були передбаченi такi завдання:  

 побудова багаточастинкових основних станiв для дослiджуваних моделей та 

обчислення кратностi їх виродження, використовуючи ефективнi моделi 

класичних граткових газiв;  

 знаходження методом матрицi переносу точного внеску основних станiв у 

низькотемпературнi характеристики дослiджуваних одновимiрних систем;  

 отримання повного спектру вiдповiдних моделей для скiнченних (малих) 

систем за допомогою методу точної дiагоналiзацiї i виявлення областi, в якiй 

модель граткового газу дає добрий опис низькотемпературної термодинамiки 

дослiджуваних систем;  

 вивчення механiзмiв зняття виродження за кiральнiстю у ланцюжках з 

трикутними пастками;  

 дослiдження переходу у феромагнiтний основний стан електронної моделi на 

двовимiрнiй гратцi Тасакi в рамках теорiї перколяцiї. 

Об’єктом дослiдження виступають квантовi гратковi системи (антиферомагнетик 

Гайзенберга, електронна модель Габбарда) на фрустрованих гратках (фрустрована 

трикутна трубка, ланцюжок подвiйних тетраедрiв, дельтаподiбний ланцюжок, два 

типи ланцюжкiв кагоме, двовимiрна гратка Тасакi). Предметом дослiдження даної 

роботи є характернi ефекти у низькотемпературних властивостях цих систем у 

сильних магнiтних полях (антиферомагнетик Гайзенберга), або певному значеннi 

хiмiчного потенцiалу (модель Габбарда).  



Методи дослiдження. У роботi використовується: метод матрицi переносу для 

аналiзу одновимiрних класичних граткових газiв та перколяцiї; числовий метод 

точної дiагоналiзацiї для дослiдження скiнченних спiнових та електронних систем; 

метод Монте Карло для симуляцiї двовимiрної задачi про зважену перколяцiю з 

використанням модифiкацiй алгоритмiв маркування кластерiв Нюмена-Зiффа та 

Хошена-Копельмана.  

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi вперше 

застосовано концепцiю локалiзованих станiв до граток в яких одночастинковий 

локалiзований стан є виродженим (фрустрована трикутна трубка, ланцюжок 

подвiйних тетраедрiв). Отриманi результати свiдчать, що додаткова ступiнь 

вiльностi (кiральнiсть трикутника) призводить до нових ефектiв та масштабiв енергiї 

у низькотемпературних властивостях квантових граткових систем 

(антиферомагнетик Гайзенберга та модель Габбарда). Зняття виродження за 

кiральнiстю (врахування взаємодiї Дзялошинського-Морiї у моделi Гайзенберга або 

поперечного магнiтного поля у моделi Габбарда, та чотиричастинкових взаємодiй, 

що спричиняють поширення кiральностi) у дослiджуваних ланцюжках призводить 

до ефективного псевдоспiн-1∕2 XX ланцюжка у поперечному полi, в якому 

кiральнiсть представлена оператором псевдоспiну.  

З допомогою концепцiї локалiзованих станiв вперше зроблено детальний аналiз 

низькотемпературної термодинамiки стандартної одноорбiтальної моделi Габбарда 

на деяких одновимiрних ланцюжках: дельтаподiбний ланцюжок та два ланцюжки 

кагоме. Показано, що у термодинамiчнiй границi усi три ланцюжки виявляють 

однакову унiверсальну низькотемпературну поведiнку. Вперше знайдено 

аналiтичний вираз для повного магнiтного моменту на таких ланцюжках при 

концентрацiї електронiв n∕   < 1 (де   – число комiрок-пасток у ланцюжках) i 

показано, що у термодинамiчнiй границi   →∞ феромагнетизм зникає для будь-

яких концентрацiй електронiв n∕   < 1.  

Вперше дослiджено перехiд у феромагнiтний основний стан моделi Габбарда на 

двовимiрнiй гратцi Тасакi. Знайдено новий тип скорельованої перколяцiйної 

проблеми – так звана зважена перколяцiя, який описує статистику феромагнiтних 

кластерiв локалiзованих електронiв на такiй гратцi. Запропоновано ефективний 

алгоритм для числового аналiзу зваженої перколяцiї. Знайдено границi областi 

концентрацiй електронiв у якiй основний стан є феромагнiтним.  

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi у данiй роботi результати 

можуть мати практичне значення для подальших теоретичних та експериментальних 

дослiдженнь. Так, скiнченне значення ентропiї при температурi T = 0 при малих 

концентрацiях електронiв (модель Габбарда) або при полi насичення (модель 

Гайзенберга) свiдчить про можливiсть сильного магнетокалоричного ефекту у таких 

системах. Дослiджене у дисертацiйнiй роботi манiпулювання кiральнiстю у 

ланцюжках з трикутними пастками робить цi моделi цiкавими з точи зору 

кандидатiв на твердотiльну реалiзацiю елементiв квантових комп’ютерiв. 

Плоскозонний феромагнетизм моделi Габбарда є важливим напрямком дослiджень 

протягом останнiх рокiв. Iснує ряд сполук, що можуть ставати феромагнiтними 

завдяки нявностi плоскої зони у спектрi (Gulacsi Z. et.al. // Progress of Theoretical 

Physics. – 2008. – Vol. 176. – P. 1). Окрiм того цей механiзм призводить до 



феромагнiтних основних станiв у сполуках, що за iнших умов не є магнiтними, як от 

органiчнi полiмери (Gulacsi Z. et.al. // Physical Review Letters. – 2010. – Vol. 105. – P. 

266403).  

Особистий внесок здобувача У виконаних у спiвавторствi роботах, авторовi 

належить:  

 аналiтичнi розрахунки методом матрицi переносу внеску локалiзованих станiв 

у низькотемпературнi характеристики антиферомагнетика Гайзенберга та 

моделi Габбарда на ланцюжках з трикутними пастками, що опублiкованi у 

працi [3] та роздiлi 3 статтi [4];  

 дослiдження термодинамiки моделi Гайзенберга на трикутнiй трубцi з 

врахуванням перших збуджених рiвнiв (роздiл 4 статтi [4]) та механiзмiв 

зняття виродження за кiральнiстю для спiнової та електронної моделей (роздiл 

5 статтi [4]);  

 числовi розрахунки кратностей виродження електронної моделi на ланцюжка 

кагоме, представленi у роздiлi IV c) статтi [1], та аналiтичнi розрахунки 

методом матрицi переносу внеску локалiзованих станiв у низькотемпературнi 

характеристики моделi Габбарда на ланцюжках кагоме опублiкованi у роздiлi 

V статтi [1];  

 числовий аналiз феромагнетизму основних станiв моделi Габбарда на 

скiнченних ланцюжках кагоме представлений у роздiлi VI статтi [1] та у статтi 

[2];  

 розробка Монте Карло алгоритму для дослiдження зваженої перколяцiї, що 

виникає у задачi про феромагнетизм основних станiв моделi Габбарда на 

гратках Тасакi; знаходження кривої для повного магнiтного моменту i 

нормованого числа кластерiв, опублiкованих у препринтi [5];  

 розвинення методу матрицi переносу для точного розв’язку одновимiрної 

задачi про зважену перколяцiю, яка виникає для електронної моделi на 

дельтаподiбному ланцюжку [5]; 

Апробацiя результатiв дисертацiї Результати дисертацiйної роботи доповiдались i 

обговорювались на наукових семiнарах Iнституту фiзики конденсованих систем 

НАН України та унiверситетiв Геттiнгена i Магдебурга, а також на наукових 

конференцiях: "Еврика 2009"(Львiв, 20-22 травня 2009 р.), "IX Всеукраїнська школа-

семiнар та конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої 

речовини"(Львiв, 28-29 травня 2009 р.), "Statistical Physics 2009: Modern Trends and 

Applications"(Львiв, 23-25 червня 2009 р.), "International Conference on 

Magnetism"(Карлсруе, Нiмеччина, 26-31 липня 2009 р.), "European School on 

Magnetism"(Тiмiшоару, Румунiя, 1-10 вересня 2009 р.), "IX Всеукраїнська школа-

семiнар та конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої 

речовини"(Львiв,3-4 червня 2010 р.), "14-th Czech and Slovak Conference on 

Magnetism"(Кошiце, Словаччина, 6-9 липня 2010 р.), "QFS 2010: International 

Symposium on Quantum Fluids and Solids"(Гренобль, Францiя, 1-7 серпня 2010 р.), 

"MECO 36: 36th Conference of the Middle European Cooperation in Statistical 

Physics"(Львiв, 1-7 квiтня 2011 р.), "IX Всеукраїнська школа-семiнар та конкурс 

молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини"(Львiв, 3-4 

червня, 2011 р.).  



Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 4 статтi [1-4], препринт 

Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України [5] та 10 тез конференцiй [6-

15].  

Структура та об’єм дисертацiї Дисертацiйна робота викладена на 131 сторiнцi (101 

сторiнка основного тексту), складається з вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, 

списку використаних джерел з 114 пунктiв та п’яти додаткiв обсягом 16 сторiнок. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Основний змiст роботи 

У першому роздiлi зроблено огляд стану проблеми, якої стосується дисертацiя. 

Описано механiзм локалiзацiї хвильової функцiї, спричинений геометрiєю граток, та 

ряд ефектiв, що при цьому виникають. Обговорено проблеми, для опису яких 

використовували концепцiю локалiзованих станiв, та представлено проблеми, якi 

розглядаються у дисертацiйнiй роботi.  

У другому роздiлi концепцiю локалiзованих станiв застосовано для знаходження 

низькотемпературної термодинамiки антиферомагнетика Гайзенберга з 

гамiльтонiаном  

   
та моделi Габбарда з вiдштовхуванням, що описується гамiльтонiаном  

   
на одновимiрних гратках з трикутними комiрками-пастками 1, див. рис. 1. Попереднi 

дослiдження стосувалися випадку, коли основний стан електрона чи магнона у 

пастцi був невироджений. Трикутнi пастки є найпростiшим випадком, коли такий 

одночастинковий основний стан стає двократно виродженим. Хвильовi функцiї 

виродженого стану рiзняться кiральнiстю. Поява цього нового ступеня вiльностi 

призводить як до кiлькiсних так i до якiсних змiн у низькотемпературнiй 

термодинамiцi сильноскорельованої системи.  

У координатному просторi хвильовi функцiї частинок з енергiєю найнижчої 

одночастинкової зони (яка є бездисперсiйною для усiх моделей, розглянутих у 

дисертацiї) можна записати у виглядi лiнiйної комбiнацiї станiв Блоха, якi 

локалiзованi у трикутниках-пастках з iндексами m = 1,2,…,   , див. рис. 1. Для 

спiнової моделi маємо:  

   
де |FM⟩  означає повнiстю феромагнiтний стан (вакуумний стан для магнонiв). 

Вiдповiдно для електронної моделi  

   
де |0> є вакуумний стан. Спiновий iндекс σ для електронної моделi опущено, бо вiн 

не грає ролi в одночастинковiй задачi. В обидвох випадках ми ввели позначення ω = 

e2πi∕3
. Можна сконструювати оператор кiральностi (закрученостi), що дiятиме 

наступним чином: χm|↑>m = +/-|↑>m. Таким чином двократне виродження плоских 

зон вiдповiдає двом рiзним значенням кiральностi трикутника.  

avtoreferat2.html#fn1x0


Багаточастинковi основнi стани у пiдпросторах з n ≤ nmax ∝ N магнонiв або 

електронiв є збудованi з незалежних локалiзованих одночастинкових станiв. Для 

цього ми розмiщуємо одночастинковi локалiзованi стани у рiзних трикутниках-

пастках. Для рiзних ланцюжкiв та моделей необхiдно також притримуватись правил, 

за яких такi стани залишатимуться основними. Для цього зручно вiдобразити задачу 

на гратковий газ жорстких об’єктiв (димери, мономери та iн.). В пiдпросторi з n 

магнонами (електронами) кратнiсть виродженння основного стану g   (n) є рiвною 

числу можливих розмiщень локалiзованих станiв у дозволених трикутних пастках (з 

врахуванням принципу Паулi для електронних систем). Це число пов’язане з числом 

просторових конфiгурацiй вiдповiдних жорстких об’єктiв. Знайшовши g   (n) для 

всiх розглянутих випадкiв, отримуємо внесок локалiзованих станiв у статистичну 

суму i термодинамiчнi функцiї систем.  

 

       
Рис. 1: Два одновимiрнi ланцюжки з трикутними пастками: (a) ланцюжок подвiйних 

тетраедрiв i (b) фрустрована тринога драбинка (або фрустрована трикутна трубка). 

Обмiннi iнтеграли або iнтеграли переносу вздовж сторiн трикутникiв вибранi 

наступним чином: J2 > 0 або t2 > 0 (жирнi лiнiї) i J1 > 2J1 або t1 > 2t1 (тонкi лiнiї). 

 

Для спiнової моделi на ланцюжку тетраедрiв можемо записати такий вираз для 

вiльної енергiї  

   
тодi як для спiнової моделi на фрустрованiй трикутнiй трубцi  

   
Тут EFM – енергiя феромагнiтного стану. За наявностi магнiтного поля h ≈ h1 (поле 

насичення) основний внесок в низькотемпературнi властивостi (при T → 0 

важливою є область малих енергiй) даватимуть основнi стани, що описуються 

локалiзованими магнонами. За таких умов вiльна енергiя Flm(T,h,N) (5) та (6) дає 

добрий опис низькотемпературної термодинамiки спiнової системи.  

Великий термодинамiчний потенцiал електронної моделi для обох граток  

   
Знову ж таки, коли хiмiчний потенцiал μ близький до μ0 = ε внесок вiд 

локалiзованих станiв є вирiшальним. Великий термодинамiчний потенцiал 

Ωle(T,μ,N) (7) дає добрий опис низькотемпературних властивостей електронної 

моделi при μ ≈ μ0.  

Зупинимось на експериментально досяжних характеристиках, обчислюючи 



ентропiю i теплоємнiсть спiнової та електронної моделей. На рис.2 показано 

температурну залежнiсть теплоємностi спiнової моделi на ланцюжку подвiйних 

тетраедрiв. Порiвнюючи аналiтичнi результати, що отриманi на основi опису 

основних станiв жорсткими об’єктами (мономерами), з даними точної дiагоналiзацiї 

повної спiнової моделi легко оцiнити область, де добре працює опис у термiнах 

жорстких об’єктiв.  

 

       
Рис. 2: Залежнiсть темплоємностi для спiнової моделi C(T,h,N)∕    вiд температури 

T для h близьких до h1 на ланцюжку подвiйних тетраедрiв з N = 20 вузлiв (J1 = 1, J2 

= 5). Символи на графiках вiдповiдають значенням точної дiагоналiзацiї, пунктирнi 

лiнiї є передбаченями на основi картини незалежних локалiзованих магнонiв (5). 

 

 

    
Рис. 3: Залежнiсть залишкової ентропiї S(T = 0,n,   )∕    вiд концентрацiї 

електронiв c = n∕    для моделi Габбарда з iнтегралами переносу t2 > 2t1 (данi для 

ланцюжка подвiйних тетраедрiв i трикутної трубки є однаковими). 

 

На рис. 3. зображена залишкова ентропiя моделi Габбарда lim T→0S(T,n,N) = ln g   

(n) як функцiя електронної концентрацiї c = n∕   . Ця величина досягає свого 

максимуму 3 ln 2 ≈ 2.079 при концентрацiї електронiв c = 5∕4. Бiльше того, вона 

рiвна ln 3 ≈ 1.099 в точцi c = 2. Кiральнiсть локалiзованих станiв призводить до 

зростання залишкової ентропiї: так для моделi Габбарда на ромбiчному ланцюжку та 

на двоногiй фрустрованiй драбинцi залишкова ентропiя S(T = 0,μ = μ0,N)∕    = ln 3 ≈ 

1.099, в той час як на дослiджуваних ланцюжках – S(T = 0,μ = μ0,N)∕    = 3 ln 2 ≈ 

2.079.  

У роботi розглянуто також рiзнi збурення вихiдного гамiльтонiану (1) або (2), що 

спричиняють зняття виродження за кiральнiстю. Для спiнових систем таким 

збуренням може бути взаємодiя Дзялошинського-Морiї мiж спiнами в трикутнiй 

пастцi, а також деяка чотиривузлова взаємодiя пар спiнiв з сусiднiх комiрок. Для 

моделi Габбарда такими додатковими взаємодiями будуть вiдповiдно дiя магнiтного 

поля, що перпендикулярне до площини трикутника, та деякi чотиривузловi 

електрон-електроннi взаємодiї. За наявностi нових типiв збурення 

низькотемпературна фiзика спiнової або електронної моделей у пiдпросторах з n = 

nmax =    магнонами або електронами може бути описана ефективним псевдоспiн-



1/2 XX ланцюжком в поперечному полi.  

У третьому роздiлi розглянуто модель Габбарда на дельтаподiбному ланцюжку та 

двох типах ланцюжкiв кагоме див. рис 4. Попереднi дослiдження Мiльке i Тасакi [A. 

Mielke and H. Tasaki // Commun. Math. Phys. – 1993 – Vol. 158. – Pp. 341-371] для 

моделi Габбарда на подiбних гратках акцентувались на вивченнi плоскозонного 

феромагнетизму в основному станi. Застосовуючи концепцiю локалiзованих станiв, 

ми описуємо детально не тiльки магнiтнi властивостi в основному станi, але i 

термодинамiку таких систем при низьких температурах у широкому iнтервалi 

електронних концентрацiй, як для скiнченних так i для термодинамiчно великих 

систем.  
 

    
Рис. 4: Три ланцюжки, що дослiджуються у роздiлi 3 дисертацiї: (a) дельтаподiбний 

ланцюжок, (b) ланцюжок кагоме I i (c) ланцюжок кагоме II. Для дельтаподiбного 

ланцюжка iнтеграл переносу вздовж зубцiв ланцюжка t′ є в    разiв бiльшим за 

iнтеграл переносу вздовж основи t > 0. Для ланцюжкiв кагоме усi iнтеграли 

переносу t > 0 є однаковими. Жирнi лiнiї вiдповiдають мiнiмальним областям, в 

яких можуть iснувати локалiзованi електрони. 

 

Для усiх трьох ланцюжкiв основнi стани моделi Габбарда у пiдпросторах з n = 0, 

1,…,nmax електронами можуть бути представленi, як локалiзованi електроннi стани, 

що мають енергiю nε1 i кратнiсть виродження g   (n). Якщо хiмiчний потенцiал 

електронiв μ матиме значення близьке до μ0 (μ0 ≈ ε1 = 2t для всiх трьох ланцюжкiв), 

сконструйованi основнi стани для n = 0, 1,…,nmax електронiв, внаслiдок того, що їх 

енергiя найменша, а кратнiсть виродження величезна, даватимуть найбiльший 

внесок у велику канонiчну статистичну суму при низьких температурах:  

   

де z = ex є активнiсть, а x = (μ0 − μ)∕T. Користуючись методом матрицi переносу, в 

термодинамiчнiй границi    →∞ ми отримуємо унiверсальний вираз для 

ΞGS(T,μ,N)  

   
який є справедливим для усiх трьох одновимiрних ланцюжкiв. Рiзниця є лише у 

спiввiдношеннi мiж кiлькiстю комiрок    i об’ємом гратки N:    = N∕2,    = N∕3, 

i    = N∕5 для дельтаподiбного ланцюжка, ланцюжка кагомe I, i ланцюжка кагомe 

II.  



Для дослiдження феромагнетизму у основному станi розглядається оператор  

   

При T = 0 величина <S2>n  є усередненням S2 за всiм можливими виродженими 

основними станами для числа електронiв n. Ця величина задовольняє нерiвнiсть  

  

Якщо <S2>n∕   2 досягає максимального значення (див. (11)), ми кажемо, що 

основний стан для n електронiв є повнiстю феромагнiтним (насичений 

феромагнетизм). Ми обчислюємо <S2>n використовуючи багатоелектроннi 

локалiзованi основнi стани для концентрацiй електронiв n ≤ nmax, див. рис. 5. Нашi 

результати не тiльки пiдтверджують теореми Мiльке та Тасакi для n = nmax, але 

стосуються випадкiв n < nmax. Хоча скiнченнi системи i можуть мати ненасичений 

феромагнетизм у основному станi, у термодинамiчнiй границi    →∞ скiнченна 

область концентрацiй, для якої феромагнетизм виживає, обертається у n∕    = 1 

(див. рис. 5).  
 

  

  

Рис. 5: Середнiй квадрат магнiтного моменту ланцюжкiв кагоме <S2>n∕   2 як 

функцiя концентрацiї електронiв n∕    для    = 8,16,32,64,128,256. Для 

феромагнiтного основного стану <S2>n/   2 у термодинамiчнiй границi    → ∞ 

прямував би до (n∕   )2∕4 (тонка лiнiя). 

 

У четвертому роздiлi розглядається модель Габбарда на двовимiрнiй гратцi Тасакi. 

На вiдмiну вiд одновимiрної моделi Тасакi (дельтаподiбний ланцюжок, див. роздiл 

3), така система перебуватиме у феромагнiтному основному станi у скiнченнiй 

областi концентрацiй електронiв pf ≤ p ≤ 1, де p = n∕   . Для доведення цього 

твердження Мiльке i Тасакi розглянули задачу про перехiд у феромагнiтний 

основний стан у плоскозонних моделях, як фазовий перехiд у задачi про перколяцiю 

(протiкання) за вузлами. Локалiзованi електрони з плоскої зони утворюють 

феромагнiтнi кластери. При концентрацiї електронiв, за якої можлива поява 

кластера, з розмiром пропорцiйним до розмiрiв системи, основний стан моделi стає 

феромагнiтним. Зауважимо, що виродження Крамерса кожного окремого кластера 

призводить до нового типу задачi про перколяцiю – зваженої перколяцiї. У роботi 



вперше, для обчислення спостережуваних величин, використовується 

формулювання задачi про феромагнетизм моделi Габбарда на гратцi Тасакi у 

термiнах задачi про зважену перколяцiю, що досi не було зроблено. Зокрема, вперше 

було встановлено значення критичної точки pf.  

Розглянемо стандартний гамiльтонiан Габбарда (2) з одновузловим 

вiдштовхуванням на двовимiрнiй квадратнiй гратцi Тасакi, зображенiй на рис. 6 

(хоча запропонований пiдхiд можна розвинути i до iнших граток у двох вимiрах: 

трикутнiй, шестикутнiй, тощо, а також у вимiрностi простору бiльшiй за 2).  
 

    
Рис. 6: Двовимiрна гратка Тасакi. Iнтеграли переносу вздовж жирних лiнiй t > 0, а 

для усiх iнших взаємодiй маємо t′ = 2t. Мiнiмальна комiрка-пастка з п’яти вузлiв 

позначена пунктирними лiнiями. Число комiрок на гратцi –    = N∕3, де N число 

вузлiв гратки. 

 

Оператор породження локалiзованого стану з енергiєю ε1 = −4t i спiном σ, що 

дiятиме на вакумний стан, можна записати наступним чином  

   
(12) 

Такий стан iснуватиме лише в обмеженiй областi гратки (див. рис. 6) – комiрцi-

пастцi r, а амплiтуда хвильової функцiї lr,σ†|0> дорiвнюватиме нулю на усiх iнших 

вузлах гратки. Багатоелектронний основний стан з числом електронiв 0 ≤ n ≤   , 

який матиме енергiю nε1 можна збудувати, заповнюючи рiзнi комiрки-пастки гратки 

i беручи до уваги принцип Паулi. При цьому подвiйне заповнення комiрки є 

заборонене, а при заповненi двох сусiднiх комiрок електрони повиннi мати 

однаковий спiн. При заповненнi сусiднiх комiрок локалiзованими електронами з 

протилежним спiном σr = −σr+    (одиничний вектор    = (ex, 0) або (0,ey)) на 

спiльному вузлi, в якому комiрки дотикаються, у гру вступить вiдштовхування U > 

0, i енергiя такого стану зросте. Проте принцип Паулi дозволяє заповнення сусiднiх 

комiрок-пасток електронами з однаковим спiном σ. Такий стан не вiдчуватиме 

впливу U > 0 i залишатиметься основним. Електрони, що займають m комiрок, що 

торкаються (формують m-вузловий феромагнiтний кластер), мають перебувати у 

одному з m + 1 станiв спiн-m∕2 мультиплету, якi можна утворити, використовуючи 

SU(2) симетрiю i дiючи оператором S− на хвильову функцiю електронiв у такому 

кластерi lr1,↑
†…lrm,↑

†|0>. Якщо нам вiдома iнформацiя про розподiл кластерiв у 

певнiй геометричнiй конфiгурацiї q, то можна записати кратнiсть виродження n-

електронного основного стану:  

   



Тут iндекс q вiдповiдає рiзним геометричним конфiгурацiям n електронiв на    

комiрках. Для певної просторової конфiгурацiї q, Mq вiдповiдає числу кластерiв, a 

nq;i – числу електронiв у кластерi з номером i. Зрозмiло, що nq;1 + nq;2 + … + nq;Mq 

= n  

Важливо зауважити, однак, що задача про перколяцiю, яка виникає для 

локалiзованих електронiв на гратцi Тасакi, не є задачею стандартної перколяцiї за 

вузлами. Тут ймовiрнiсть появи тiєї чи iншої геометричної конфiгурацiї q є 

пропорцiйною статистичнiй вазi W(q) (див. рiвняння (13)). Таким чином розрахунок 

середнього деякої величини Qq здiйснюється за формулою  

   

(14) 

Ми називаємо таку перколяцiйну проблему – зваженою перколяцiєю, або, маючи на 

увазi електронну задачу з виродженням Крамерса – Паулi-скорельованою 

перколяцiєю. Внаслiдок того, що W(q)≠1, ми очiкуємо, що значення критичної 

концентрацiї pf, при якiй настає протiкання, буде зсунутим у область вищих 

концентрацiй електронiв у порiвняннi з порогом для стандартної перколяцiї: pf > pc 

≈ 0.59.  

Для аналiзу феромагнетизму електронної моделi ми дослiдили середнiй квадрат 

повного магнiтного моменту <S2>/   2 у системi об’ємом    комiрок, у якiй є n 

електронiв:  

   
Тут n(l) – середнє число кластерiв розмiру l (нормоване на розмiр системи   ),  

   
а nq(l) є число кластерiв розмiру l для геометричної конфiгурацiї q.  

 

    

  

Рис. 7: Кореляцiйна функцiя g(l) для стандартної перколяцiї (тонка лiнiя) та зваженої 

перколяцiї (жирна лiнiя) при концентрацiях p = 0.7 i p = 0.99. 

 

В одновимiрному випадку задача про зважену перколяцiю розв’язується точно за 



допомогою методу матрицi переносу. Отримано наступний результат:  

   

   

(18) 

Тут квадрат магнiтного моменту <S2>обчислений у термодинамiчнiй границi    

→∞, як функцiя числа електронiв n = p   . Ми можемо застосувати метод матрицi 

переносу i для знаходження парної кореляцiйної функцiї заповнення вузлiв g(l) = 

<nini+l>−<ni><ni+l >= <nini+l>− p2. Отримано:  

   

де ξ = −1∕(2 ln α) (див. рис. 7), ξ поводить себе як (pf − p)−1 при p → pf = 1. При 

цьому кореляцiйна функцiя g(l) стає слабкою, але дiє на великих вiдстанях. Для 

стандартної перколяцiї парна кореляцiйна функцiя є рiвна нулю g(|i−j|) = p(1 −p)δi,j. 

Принцип Паулi призвiв до ефективного "вiдштовхування"у перколяцiйнiй задачi.  

У двовимiрному випадку аналiтичного розв’язку для зваженої перколяцiї не iснує. 

Для аналiзу зваженої перколяцiї у цьому випадку ми використали числовi симуляцiї, 

аналiзуючи квадрат магнiтного моменту усiєї системи <S2> та окремо найбiльшого 

кластера <Smax.cluster2>, ймовiрнiсть знайти охоплюючий кластер у системi Pspan 

та нормоване число n(l) кластерiв розмiру l. Деякi результати симуляцiй 

представлено на рис. 8. Зауважимо, що рiзнi величини дають те саме значення 

критичної концентрацiї pf = 0.66 +/- 0.01.  

Пiдсумовуючи результати чисельних дослiджень феромагнетизму основних станiв у 

квадратнiй моделi Тасакi-Габбарда, приходимо до твердження, що при T = 0 ця 

модель виявляє феромагнетизм у областi електронних концентрацiй 0.22… ≤ n∕N ≤ 

1∕3.  

 

    

  

Рис. 8: a) Залежнiсть квадрату магнiтного моменту найбiльшого кластера M2 = 

<Smaxcluster
2
>/Smax

2
 вiд концентрацiї p = n∕    для двовимiрної гратки Тасакi. На 

вкладках зображено скiнченнорозмiрний скейлiнг M2 при концентрацiях p = 0.64 

(верхня вкладка) i p = 0.68 (нижня вкладка). b) Залежнiсть ймовiрностi Pspan 

(ймовiрнiсть знайти кластер, що охоплює систему) вiд p = n∕   . У вкладцi 

зображено область близьку до критичної точки. Очевидно, що при p = 0.65 

значення Pspan прямує до нуля у термодинамiчнiй границi. 



 

Основнi результати та висновки 

1. Розроблено концепцiю кiральних локалiзованих станiв до обчислення 

низькотемпературних характеристик деяких сильно скорельованих моделей 

(антиферомагнетик Гайзенберга i стандартна модель Габбарда).  

2. Через кiральнiсть трикутної пастки для одночастинкових станiв кратнiсть 

виродження основного стану таких систем зростає, а низькотемпературна 

термодинамiка при малих концентрацiях електронiв чи сильних магнiтних 

полях зазнає характерних змiн. Так ефектами, шо пов’язанi з багатократно 

виродженими основними станами є додатковий низькотемпературний пiк у 

теплоємностi систем, та високе значення залишкової ентропiї.  

3. Додатковi взаємодiї у таких спiнових чи електронних системах можуть зняти 

високу кратнiсть виродження, пов’язану з кiральнiстю трикутникiв-пасток. 

Ефективний опис нових моделей може бути здiйснено з допомогою 

псевдоспiн-1/2 XX ланцюжка у поперечному полi, де псевдоспiн є пов’язаний з 

кiральнiстю трикутника.  

4. Модель Габбарда на двох розглянутих у дисертацiї ланцюжках кагоме та 

дельтаподiбному ланцюжку виявляє однакову низькотемпературну поведiнку 

при малiй концентрацiї електронiв у термодинамiчнiй границi    → ∞ (де    

– число комiрок-пасток у гратцi). Локалiзованi стани призводять до 

характерного низькотемпературного пiку у теплоємностi та скiнченного 

значення залишкової ентропiї моделi Габбарда на таких ланцюжках.  

5. Хоча ланцюжки кагоме скiнченної довжини i проявляють ненасичений 

феромагнетизм у широкому iнтервалi (низьких) концентрацiй електронiв n∕    

≤1, у термодинамiчнiй границi система є феромагнiтною лише при 

концентрацiї електронiв n∕    = 1.  

6. Знайдено новий тип перколяцiйної проблеми – зважена перколяцiя за вузлами, 

що виникає у двовимiрнiй моделi Тасакi-Габбарда при T = 0. Порiг протiкання 

у зваженiй перколяцiї pf спiвпадає з концентрацiєю електронiв, при якiй 

стається перехiд у феромагнiтний основний стан моделi Габбарда на такiй 

гратцi.  

7. За допомогою методу матрицi переносу одновимiрна задача про зважену 

перколяцiю за вузлами розв’язана точно аналiтично.  

8. У двовимiрному випадку задача про зважену перколяцiю за вузлами 

проаналiзована числовим методом. Для моделi Тасакi-Габбарда критична 

концентрацiя електронiв, при якiй стається феромагнiтний перехiд pf = nf∕    

= 0.66 Б 0.01, є бiльшою за критичну концентрацiю для стандартної перколяцiї 

за вузлами на квадратнiй гратцi p ≈ 0.5927.  
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Анотацiя 

Максименко М. В. Ефекти локалiзованих станiв у низькотемпературних 

властивостях квантових граткових систем. – Рукопис  

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук 

за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. Iнститут фiзики конденсованих 

систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2012.  

У дисертацiї вивчаються ефекти, що виникають у квантових граткових моделях на 

класi граток, в яких стається локалiзацiя хвильової функцiї, спричинена геометрiєю 

гратки. Застосовуючи концепцiю локалiзованих станiв, можна дослiдити 

багаточастинковi основнi стани таких систем, якi дають основний внесок у 

низькотемпературнi властивостi при сильних магнiтних полях (квантовий 

антиферомагнетик Гайзенберга), або при певному значеннi хiмiчного потенцiалу 

(модель Габбарда).  

Розвинено концепцiю локалiзованих станiв для граток, в яких одночастинкова 

локалiзована хвильова функцiя має додаткову ступiнь вiльностi – кiральнiсть. 

Дослiджено низькотемпературну термодинамiку моделi антиферомагнетика 

Гайзенберга та моделi Габбарда на таких гратках та ефекти, що пов’язанi з 

кiральнiстю. При внесеннi додаткових взаємодiй, що знiмають виродження за 

кiральнiстю, такi системи можуть бути ефективно описанi за допомогою 

(псевдо)спiн-1/2 XX ланцюжка у поперечному полi. Псевдоспiн у цьому випадку є 

пов’язаний з кiральнiстю трикутника.  

У дисертацiї розглянуто низькотемпературнi властивостi моделi Габбарда на двох 

ланцюжках кагоме. Отримано внесок локалiзованих станiв у термодинамiчнi 

величини за низьких температур i поблизу деякого значення хiмiчного потенцiалу 

μ0 (малi електроннi густини). Дослiджено магнiтнi властивостi при T = 0 для числа 

електронiв n ≤   .  

Дослiджено перехiд у феромагнiтний основний стан моделi Габбарда на двовимiрнiй 

гратцi Тасакi (квадратнiй), як перколяцiйний перехiд у задачi про зважену 

перколяцiю за вузлами. Показано, що у моделi Тасакi-Габбарда на квадратнiй гратцi 

основний стан є феромагнiтним у областi електронних концентрацiй 0.22… ≤ n∕N ≤ 

1∕3. 

Ключовi слова: локалiзованi стани, плоскi зони, плоскозонний феромагнетизм, 

точно розв’язуванi проблеми  

Аннотация 

Максименко Н. В. Эффекты локализированых состояний в 

низкотемпературных свойствах квантовых решеточных систем. – Рукопись  

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических 

наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика. Институт физики 

конденсированых систем Национальной академии наук Украины, Львов, 2012.  



В диссертации рассматриваются эффекты, что возникают в квантовых решеточных 

моделях на классе решеток, в которых локализация волновой функции связана с 

геометрией решетки. Используя концепцию локализированых состояний, 

исследуются многочастичные основные состояния таких систем. Они играют 

основную роль в низкотемпературных свойствах при высоких магнитных полях 

(квантовый антиферомагнетик Гайзенберга) или при некотором значении 

химического потенциала (модель Хаббарда).  

Развита концепция локализированых состояний для решеток, в которых 

одночастичная волновая функция имеет дополнительную степень свободы – 

киральность. Изучена низкотемпературная термодинамика и эффекты, связаные с 

киральностью в квантовом антиферомагнетике Гайзенберга и модели Хаббарда на 

таких решетках. Рассмотрены механизмы снятия вырождения за киральностью.  

Рассмотрены низкотемпературные свойства модели Хаббарда на двух цепочках 

кагоме: низкотемпературная термодинамика при химическом потенциале близком к 

некоторому значению μ0 (малые концентрации электронов) и магнитные свойства 

для числа электронов n ≤   , где    число ячеек, в которых может 

локализироваться волновая функция.  

Изучен переход в феромагнитное основное состояние модели Хаббарда на 

двухмерной решетке Тасаки, как перколяционный переход в задаче о взвешеной 

перколяции за узлами. Показано, что в двухмерной моделе основное состояние 

феромагнитное для области электронных концентраций 0.22… ≤ n∕N ≤ 1∕3.  

Ключевые слова: локализированые состояния, плоские зоны, плоскозонный 

феромагнетизм, точно решаемые проблемы  

Abstract 

Maksymenko M. V. Localized-state effects in low-temperature properties of 

quantum lattice systems – Manuscript  

Submitted for the degree of the candidate of physical and mathematical sciences, 

specialization 01.04.02 – theoretical physics. Institute for Condensed Matter Physics of 

the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2012  

The thesis concerns theoretical studies of localized-state effects arising in quantum lattice 

models on a highly frustrated lattices which support the dispersionless (flat) band as the 

lowest energy band in one-particle spectrum. In such models localization of the wave 

function is related to the geometry of the lattice.  

Localized-state approach allows the construction of many-body states in such systems. 

These states give a main contribution to the low-temperature properties of the systems in 

high magnetic fields (quantum Heisenberg antiferromagnet) or for specific values of 

chemical potential (Hubbard model).  

Firstly, the lattices with odd sites in trapping cells have been studied ( double-tetrahedra 

chain and frustrated triangular tube). In such a case localized one-particle states, which are 



localized within triangular traps, obtain additional degree of freedom – chirality of the 

triangle, which increase the degeneracy of such ground states. We study the effect of 

chirality on low-temperature thermodynamic of quantum Heisenberg antiferromagnet and 

Hubbard model as well as the effects of additional interactions which may lift the 

degeneracy due to chirality. In particular, in the presence of additional interactions our 

models can be mapped onto a (pseudo)spin-1/2 XX chain in a transferse field, where 

pseudospin is related to the chirality.  

Secondly, we have studied the low-temperature properties of the Hubbard model on two 

kagome chains. In particular we have found analytically the contribution of localized 

states to the low-temperature thermodynamics of the full model in the vicinity of the 

chemical potential μ = μ0. Due to the existence of localized states the considered systems 

exhibits a finite value of residual entropy and low-temperature peaks in the temperature 

dependence of the specific heat. We also studied the ground-state magnetic properties of 

the models for the low electron fillings n ≤   , where    is the number of trapping cells 

in the chains. We showed that in thermodynamic limit the system is in ferromagnetic 

ground state only for the electron concentration n∕    = 1.  

Finally we study the para-ferromagnetic transition of the standard Hubbard model on a 

two-dimensional Tasaki lattice. It is known that flat-bands yield a route to ferromagnetism 

in the Hubbard model, but the actual location and nature of the transition remain unknown. 

For the electron densities n ≤    = N∕3 many-electron ground states on square-lattice 

Tasaki-Hubbard model can be constructed from localized states. In order to avoid the on-

site Hubbard repulsion and satify the Pauli principle clusters of connected localized 

electrons are ferromagnetic. This problem can be analyzed as a new "weighted"percolation 

problem where due to the Kramers degeneracy different cluster coverings obtain different 

weights. We provide an exact solution for the corresponding one-dimensional case and a 

numerical algorithm for the square-lattice case of the new percolation problem. In two 

dimensions the para-ferro transition takes place at concentration n∕    = 0.66 Б 0.01 

which is well above the threshold for the standard percolation transition pc ≈ 0.59. 

Moreover, there exists a region above pf where ferromagnetism is unsaturated.  

Keywords: localized states, flat bands, flat-band ferromagnetism, exactly solvable 

problems 
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