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Актуальнiсть теми. Починаючи вiд робiт Хаббарда 60-х рокiв [1] моделi
з сильними електронними кореляцiями iнтенсивно дослiджувались для опису
сполук з перехiдними та рiдкiсноземельними елементами.

При вивченнi цих матерiалiв була важливою проблема опису багатьох ефек-
тiв, пов’язаних з особливостями електронної структури f -, d-зон та з рiзнома-
нiтними фазовими переходами. У таких системах може проявлятися ряд явищ,
теоретичний розгляд яких має науковий iнтерес. До них вiдносяться ферома-
гнетизм, антиферомагнетизм, фазовi розшарування, структурнi фазовi перехо-
ди, тощо; особливе мiсце займають переходи метал-дiелектрик, механiзм яких
до цього часу є в полi зору дослiдникiв.

Додатковим поштовхом до дослiдження моделей з хаббардiвськими кореля-
цiями стало вiдкриття високотемпературної надпровiдностi. На початку 90-х
рокiв було розвинуто метод динамiчного середнього поля для опису сильно-
скорельованих електронних систем. Такий пiдхiд, пов’язаний з формальним
граничним переходом до простору з безмежною розмiрнiстю, дозволив значно
спростити задачу; було отримано багато нетривiальних результатiв для моделi
Хаббарда (див. огляд [2]) i похiдних вiд неї моделей, корисних для з’ясування
механiзмiв високотемпературної надпровiдностi.

Крiм моделi Хаббарда iнтенсивно дослiджувалась i модель Фалiкова-
Кiмбала. Ця модель є простiшою, оскiльки в нiй електрони одного з сортiв
локалiзованi. У рамках теорiї динамiчного середнього поля (ТДСП; в англо-
мовнiй лiтературi DMFT) вона розв’язується аналiтично, тому для неї вiдомо
багато результатiв щодо термодинамiки та фазових переходiв, а також густин
електронних станiв (див. огляд [3]). Проте все ще залишаються вiдкритими пи-
тання стосовно густини станiв локалiзованих частинок при рiзних значеннях
параметрiв задачi (концентрацiї частинок рiзних сортiв, температура), оскiль-
ки в загальному випадку точна розрахункова методика дуже вимоглива до
обчислювальних ресурсiв.

При вивченнi матерiалiв iз змiшаною валентнiстю, де на рiвнi Фермi пере-
криваються f i d-зони, необхiдно застосовувати двозоннi моделi. Саме в цьому
випадку актуальною є асиметрична модель Хаббарда (АМХ), оскiльки вона є
найпростiшою двозонною моделлю, яка враховує кореляцiю мiж частинками в
рiзних зонах [4, 5].

Через свою складнiсть асиметрична модель Хаббарда дуже мало дослiдже-
на, i практично не розглядалась в рамках ТДСП. Навiть в такому вiдносно
простому її граничному випадку як модель Фалiкова-Кiмбала, недостатньо
проаналiзованими залишаються рiвноважнi стани моделi у рiзних термоди-
намiчних режимах та спектральнi характеристики локалiзованих частинок,
оскiльки через обчислювальнi труднощi основнi дослiдження робились при по-
ловинному заповненнi. Дослiдження енергетичного спектру та термодинамiки
асиметричної моделi Хаббарда та її рiзних граничних випадкiв є, таким чином,
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актуальним.
В перiод активного розвитку ТДСП було розроблено багато рiзних пiдходiв

до формулювання та розв’язання т. зв. ефективної одновузлової задачi ТДСП.
Цi методи подiляються на числовi та аналiтичнi. Зокрема до числових методiв
вiдносяться методи точної дiагоналiзацiї, числової ренормгрупи та квантовий
метод Монте Карло, а до аналiтичних – методи, що базуються на теорiї збурень
чи на розщепленнях рiвнянь руху для функцiй Грiна. Всi цi пiдходи мають ряд
обмежень щодо меж застосовностi.

За останнi роки новим поштовхом до розвитку способiв розв’язання за-
дач ТДСП став розвиток нового методу LDA+DMFT [6]. Цей пiдхiд виник,
оскiльки звичайний метод функцiоналу густини в рамках наближення локаль-
ної густини (LDA), який використовується для розрахунку зонної структури,
не можна застосовувати до систем з сильними електронними кореляцiями. По-
єднання пiдходу функцiоналу густини i ТДСП дозволило дослiджувати еле-
ктроннi спектри реальних матерiалiв з сильними електронними кореляцiями.
Разом з тим, постали новi вимоги до методiв розв’язку одновузлової задачi
ТДСП. Зокрема, вони мають працювати в широкому дiапазонi значень вихi-
дних параметрiв, i оскiльки задача запускається багатократно, метод має бути
швидким.

У зв’язку з вищесказаним актуальною стала розробка аналiтичних методiв
у рамках ТДСП, оскiльки такi пiдходи є значно швидшi вiд розрахункових
схем, що грунтуються на числовому моделюваннi. Основнi досягнення у цьому
напрямку пов’язанi останнiм часом з застосуванням апарату функцiй Грiна
при використаннi технiк рiзно- та одночасових розщеплень у вищих порядках.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН
України в рамках держбюджетних тем “Дослiдження колективних iонних та
електрон-iонних процесiв у твердих тiлах на основi фермiонних граткових мо-
делей” (держреєстрацiя № 0102U000217), “Розвиток аналiтичних методiв тео-
рiї енергетичного спектру та динамiки сильнокорельованих систем частинок”
(держреєстрацiя № 0105U002085) та проекту Державного фонду фундамен-
тальних дослiджень “Iонний та електронний транспорт в iонних провiдниках
та матерiалах з вузькими електронними зонами провiдностi” (№ 02.07/266).

Мета i задача дослiджень. Метою роботи є дослiдження асиметричної
моделi Хаббарда в рамках теорiї динамiчного середнього поля, яке включає:

• розвиток та удосконалення аналiтичного методу дослiдження одновузло-
вої задачi ТДСП;

• побудову рiвнянь стану та дослiдження областей iснування нестiйкостей
та рiвноважних фаз асиметричної моделi Хаббарда в границi Фалiкова-
Кiмбала у рiзних термодинамiчних режимах;

• дослiдження фермiонних (одночастинкових) та бозонних гiлок спектру та
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вивчення впливу процесiв розсiяння збуджень на його структуру, вклю-
чаючи область переходу метал-дiелектрик, при рiзних спiввiдношеннях
мiж параметрами моделi та у рiзних граничних випадках.

Об’єктом дослiдження є фермiоннi системи, такi як електронна пiдсисте-
ма у сполуках з перехiдними та рiдкiсноземельними елементами, в яких мiж
частинками з рiзних зон (що володiють рiзною рухливiстю) iснує сильна ло-
кальна кореляцiя.

Предметом дослiдження є спектральнi функцiї та термодинамiчнi власти-
востi асиметричної моделi Хаббарда.

Методи дослiдження. Модель дослiджується в рамках теорiї динамiчного
середнього поля. У роботi для розв’язання одновузлової задачi ТДСП викори-
стано метод рiвнянь руху для операторiв Хаббарда з подальшими рiзночасо-
вими розщепленнями та метод твiрного функцiоналу.

Наукова новизна одержаних результатiв.

• Метод рiвнянь руху для функцiй Грiна одновузлової задачi ТДСП з
подальшим рiзночасовим розщепленням розвинуто вперше для випадку
асиметричної моделi Хаббарда. На цiй основi запропоновано модифiка-
цiю узагальненого наближення Хаббард-III (т. зв. MGH3), в рамках якої
отримано масовий оператор одновузлової функцiї Грiна частинок з вне-
сками, що походять вiд процесiв розсiяння на збудженнях бозонного та
дублонного типу.

• Побудовано фазовi дiаграми АМХ в границi Фалiкова-Кiмбала при U →
∞, якi визначають областi iснування однорiдних i розшарованих фаз
при фiксацiї хiмiчного потенцiалу одного з сортiв та концентрацiї iншо-
го сорту частинок. В рамках пiдходу MGH3 отримано рiвняння стану
(залежностi µB(nB)) та встановлено температурнi iнтервали i значення
концентрацiй частинок, при яких iснує термодинамiчна нестiйкiсть, по-
в’язана з фазовим розшаруванням.

• Вперше отримано в границi Фалiкова-Кiмбала густини станiв локалiзо-
ваних частинок при U → ∞ для рiзних температур i хiмiчних потенцi-
алiв; дослiджено формування зони локалiзованих частинок за рахунок
процесiв розсiяння на бозонних збудженнях екситонного (“магнонного”)
типу, яке виникає за рахунок взаємодiї з рухомими частинками. Проана-
лiзовано її перебудову при змiнi концентрацiї останнiх та при фазовому
розшаруваннi.

• Вперше для асиметричної моделi Хаббарда у наближеннях Хаббард-I,
типу сплаву та узагальненому наближеннi Хаббард-III (GH3) дослiдже-
но густини одночастинкових станiв, розташування країв енергетичних
зон та виникнення щiлини в спектрi залежно вiд одновузлової енергiї
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вiдштовхування U у випадку половинного заповнення. Виходячи з ана-
лiтичних властивостей одновузлової функцiї Грiна Gσ(ω) та її незвiдної
частини Ξσ(ω) при ω = 0, сформульовано критерiй неперервної появи зга-
даної щiлини i описано кросовер при переходi мiж моделями Хаббарда i
Фалiкова-Кiмбала.

• Сформульовано метод твiрного функцiоналу в теорiї динамiчного серед-
нього поля i застосовано його до розв’язання ефективної одновузлової
задачi для асиметричної моделi Хаббарда. Запропоновано iтерацiйну про-
цедуру побудови оберненої незвiдної частини функцiї Грiна частинок у
виглядi формального ряду за степенями когерентного потенцiалу.

• В рамках методу твiрного функцiоналу розвинено самоузгоджений варi-
ант узагальненого наближення Хаббард-III, що базується на врахуван-
нi процесiв розсiяння через т. зв. повнi петлевi внески (що формуються
повними функцiями Грiна) до незвiдної частини (масового оператора). З
вiдповiдної системи нелiнiйних iнтегральних рiвнянь у границi Фалiкова-
Кiмбала та при U → ∞ знайдено одновузлову функцiю Грiна фермiонiв;
виявлено зумовлений розсiянням ефект розмиття країв спектру локалi-
зованих частинок.

• Запропоновано процедуру розрахунку бозонних функцiй Грiна для одно-
вузлової задачi ТДСП в пiдходi твiрного функцiоналу. Для бозонної фун-
кцiї Грiна АМХ, що визначає спектр збуджень та гiбридизацiйну (f -d)
сприйнятливiсть, в границi Фалiкова-Кiмбала при U → ∞ встановлено,
що її спектральна функцiя є асиметричною i має скiнченну ширину, зу-
мовлену флуктуацiйною змiною енергiї локального рiвня.

Практичне значення одержаних результатiв. Метод розв’язання ефе-
ктивної одновузлової задачi ТДСП, розвинутий в дисертацiї та апробований
на прикладi асиметричної моделi Хаббарда та її граничних випадкiв, може
бути поширений на iншi моделi та задачi в теорiї сильноскорельованих сис-
тем. На цiй основi можна продовжити дослiдження термодинамiки АМХ в
рiзних термодинамiчних режимах та при рiзних спiввiдношеннях мiж параме-
трами переносу частинок. Методику, яка базується на твiрному функцiоналi
Каданова-Бейма, можна в подальшому використати для побудови наближень
вищих порядкiв для асиметричної моделi Хаббарда з метою бiльш повного
дослiдження i опису переходу метал-дiелектрик.

Результати, отриманi при дослiдженнi фермiонних i бозонних гiлок спе-
ктру, можуть сприяти бiльш глибокому розумiнню ролi процесiв розсiяння
збуджень у формуваннi їх спектральних характеристик та в iнших ефектах,
що мають мiсце у сильноскорельованих електронних системах. У випадку за-
стосування АМХ до двозонних систем виявленi особливостi густини станiв збу-
джень екситонного типу можуть бути корисними при iнтерпретацiї спектрiв
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поглинання, пов’язаних з мiжзонними (f -d) переходами.
Особистий внесок здобувача. Автор узагальнив метод рiзночасових

розщеплень в пiдходi рiвнянь руху для функцiй Грiна на випадок асиметри-
чної моделi Хаббарда з рiзними хiмiчними потенцiалами частинок. Метод було
ним доповнено точними аналiтичними спiввiдношеннями мiж функцiями Грi-
на, якi дозволили включити середньопольовi внески у систему рiвнянь динамi-
чного середнього поля. На основi розробленого методу автором проведено ана-
лiз енергетичного спектру частинок в границi Фалiкова-Кiмбала, i дослiджено
вiдкриття щiлини в спектрi асиметричної моделi Хаббарда при половинному
заповненнi.

Автор приймав безпосередню участь в адаптацiї методу твiрного функцiо-
налу до одновузлової задачi динамiчного середнього поля, ним проведено ана-
лiз структури iтерацiйного ряду для незвiдної частини одночастинкової фун-
кцiї Грiна.

Автор виконав усi числовi розрахунки, пов’язанi з отриманням основних
результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї представля-
лись на таких конференцiях: наукова конференцiя “Сучаснi проблеми кванто-
вої теорiї” (Тернопiль, 2004 р.); 7-ма Мiжнародна конференцiя з спектроскопiї
в нових надпровiдниках (Сiтгес, Iспанiя, 2004 р.); 20-та Загальна конферен-
цiя вiддiлення конденсованої речовини Європейського фiзичного товариства
(Прага, Чехiя, 2004 р.); Мiжнародна конференцiя з сильноскорельованих еле-
ктронних систем (Карлсруе, Нiмеччина, 2004 р.); Мiжнародна конференцiя з
сильноскорельованих електронних систем (Вiдень, Австрiя, 2005 р.); Мiжнаро-
дної конференцiї Статистична фiзика 2005: сучаснi задачi та новi застосування
(Львiв, 2005 р.); V мiжнародна школа-конференцiя “Актуальнi проблеми фi-
зики напiвпровiдникiв” (Дрогобич, 2005 р.); Мiжнародна конференцiя в Укра-
їнi, Статистична фiзика 2006, Конденсована речовина: теорiя i застосування
(Харкiв, 2006 р.); Мiжнародна конференцiя з сильноскорельованих електрон-
них систем (Х’юстон, США, 2007 р.); Мiжнародна наукова конференцiї “Фiзи-
ка конденсованих систем та прикладне матерiалознавство” (Львiв, 2007 р.), а
також семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано 15 робiт, в тому чи-
слi 5 статей виданих у реферованих журналах, зазначених у перелiках ВАК
України та 10 тез наукових конференцiй.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, огляду
лiтератури, трьох роздiлiв, в яких викладенi результати оригiнальних дослi-
джень, висновкiв, додатку i списку цитованої лiтератури. Робота викладена на
120 сторiнках (разом з лiтературою – 135 сторiнок), включає бiблiографiчний
список, що мiстить 128 найменувань.
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ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано стан проблеми, актуальнiсть дослiджень, сформу-
льовано мету роботи, i вiдзначено новизну результатiв.

У першому роздiлi описано розвиток дослiджень асиметричної моделi
Хаббарда. Наведено короткий огляд основних пiдходiв у теорiї динамiчного се-
реднього поля i методiв розв’язання ефективної одновузлової задачi. Описано
стан дослiджень граничних випадкiв АМХ: моделi Хаббарда i моделi Фалiкова-
Кiмбала. Наведено основи методики розрахунку функцiй Грiна, яка базується
на пiдходi твiрного функцiоналу Каданова-Бейма.

У другому роздiлi роздiлi розвивається аналiтична схема для дослiджен-
ня у рамках теорiї динамiчного середнього поля асиметричної моделi Хаббарда
з гамiльтонiаном

Ĥ =
∑

i

Ĥi +
∑

ijσ

tσija
†
iσajσ, Ĥi = Uni↑ni↓ −

∑

σ∈{↓,↑}

µσniσ, (1)

яка описує частинки рiзного сорту (електрони у рiзних зонах) з локальною
взаємодiєю U (при переходi вiд звичайної моделi Хаббарда спiновим проекцi-
ям вiдповiдають iндекси сорту A i B). Для розв’язання ефективної одновузло-
вої задачi застосовано пiдхiд, що базується на рiзночасових розщепленнях в
рiвняннях руху для функцiй Грiна, побудованих на операторах Хаббарда, та
на узагальненнi процедури знаходження середньопольових поправок. Шляхом
порiвняння розрахованих термодинамiчних залежностей типу рiвнянь стану з
точними, що отримуються в границi, яка вiдповiдає моделi Фалiкова-Кiмбала,
встановлюються межi застосовностi запропонованої схеми.

Ефективна одновузлова задача формулюється на мовi допомiжного фермi-
поля ξ в представленнi операторiв Хаббарда [7]

Heff = −
∑

σ

[

µσ

(

Xσσ+X22
)]

+ UX22 +
∑

σ

Vσ

[(

Xσ0+ζX2σ̄
)

ξσ + h.c.
)]

+ Hξ ,

(2)
що дiють на базисi одновузлових станiв |0〉, |2〉, |A〉, |B〉 (σ̄ = B, ζ = + при
σ = A; σ̄ = A, ζ = − при σ = B).

При обчисленнi одновузлової фермiонної (електронної) функцiї Грiна
Gσ(ω) ≡ 2π〈〈aσ|a†

σ〉〉ω, де aσ = X0σ + ζX σ̄2, усереднення за операторами ξ,

ξ† робиться з допомогою функцiї Gσ(ω) = 〈〈ξσ|ξ+
σ 〉〉(Hξ)

ω , яка у цьому випадку
виконує роль когерентного потенцiалу 2πV 2

σ Gσ(ω) = Jσ(ω).
Для розв’язання одновузлової задачi використано метод, запропонова-

ний у [7] (т. зв. пiдхiд GH3). Рiвняння руху для функцiй Грiна на X-
операторах записуються з використанням процедури проектування на ба-
зис фермiонних операторiв Хаббарда та видiленням незвiдних частин типу
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〈〈X σ̄σξσ̄ |ξ+
σ̄ Xσσ̄〉〉irω . Останнi обчислюються за допомогою спектральної теоре-

ми, де у вiдповiдних кореляцiйних функцiях здiйснюються рiзночасовi розще-
плення (〈ξ+

σ̄ (t)Xσσ̄(t)X σ̄σξσ̄ 〉ir ≈ 〈Xσσ̄(t)X σ̄σ〉〈ξ+
σ̄ (t)ξσ̄ 〉). При цьому враховано

внески, пов’язанi з вiдмiнностями концентрацiй та хiмiчних потенцiалiв части-
нок рiзних сортiв (tσij 6= tσ̄ij , µσ 6= µσ̄).

Пiдхiд доповнено точними спiввiдношеннями для розрахунку коефiцiєнтiв
проектування, з якими пов’язанi середньопольовi поправки ϕσ:

Vσ̄ϕσ =

∫ +∞

−∞

2 Im
[

Jσ̄(ω + iε)
(

〈〈X0σ̄|X σ̄0〉〉ω+iε − 〈〈Xσ2|X2σ〉〉ω+iε

)]

dω

eβω + 1
, (3)

де входять повнi функцiї Грiна на операторах Хаббарда.
У запропонованiй модифiкацiї узагальненого наближення Хаббард-III

(MGH3) розв’язок одновузлової задачi отримано у виглядi зв’язку мiж незвi-
дною за Ларкiном частиною Ξ−1

σ одновузлової функцiї Грiна Gσ та когерен-
тним потенцiалом Jσ:

Ξ−1
σ (ω) =

[

A0σ

ω + µσ − Ω̃σ(ω)
+

A2σ̄

ω + µσ − U − Ω̃σ(ω)

]−1

+ Ω̃σ(ω), (4)

де

Ω̃σ(ω) = Jσ(ω) − Rσ(ω)

A0σA2σ̄
+

Vσϕσ(ω)

A0σA2σ̄
, Apq = 〈Xpp + Xqq〉; (5)

функцiя Rσ(ω) описує ефекти розсiяння на бозонних збудженнях екситонного
(“магнонного”) та дублонного типу:

Rσ(ω) = −〈Xσσ〉+〈X σ̄σ̄〉
2

Jσ̄(ω+µσ−µσ̄) +
〈X00〉+〈X22〉

2
Jσ̄(U−µσ−µσ̄−ω)

+
〈Xσσ〉 − 〈X σ̄σ̄〉

2π

∫ +∞

−∞

{− Im Jσ̄(ω′ + iε)}
ω − ω′ − µσ̄ + µσ

tanh
βω′

2
dω′

+
〈X00〉 − 〈X22〉

2π

∫ +∞

−∞

{− ImJσ̄(−ω′ − iε)}
ω − ω′ + µσ̄ + µσ − U

tanh
βω′

2
dω′. (6)

Данi рiвняння доповнюються спiввiдношеннями, якi випливають з розв’язку
рiвняння Ларкiна та описують зв’язок з функцiєю Грiна для гратки:

G−1
σ (ω) = Ξ−1

σ (ω) − Jσ(ω), Gσ(ω) =

∫ +∞

−∞

ρ0
σ(t)dt

Ξ−1
σ (ω) − t

. (7)

Розв’язки системи рiвнянь (6), (7) отримано числовим способом. На цiй
основi, виходячи з спiввiдношення

nσ =
1

2π

∫ +∞

−∞

dω
−2 Im Gσ(ω + iε)

eβω + 1
, (8)
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Рис. 1: Залежностi µB вiд nB у рiзних наближеннях; 1 – точний результат; 2
– MAA; 3 – MGH3 (WA = 1, WB = 0, U = ∞).

розраховано залежностi µσ(nσ) мiж хiмiчними потенцiалами i концентрацiя-
ми частинок; розглянуто випадок границi Фалiкова-Кiмбала (коли tB → 0,
JB(ω) → 0) для АМХ з безмежним U (коли виключенi двократно заповненi
стани на вузлi). Кривi для µB(nB), побудованi у випадку гратки Бете з на-
пiвелiптичною густиною станiв ρσ(ε) = 2

√

W 2
σ − ε2/(πW 2

σ ), наведено на рис. 1.
Там же для порiвняння подано результати, що вiдповiдають наближенню т.
зв. модифiкованого сплаву (MAA) [8] (дане наближення отримується при не-
хтуваннi внесками (6), пов’язаними з розсiянням на бозонних збудженнях), а
також графiки, побудованi на основi точних термодинамiчних спiввiдношень
для моделi Фалiкова-Кiмбала у ТДСП.

Залежностi µB(nB), отриманi у MGH3, узгоджуються з точними в широ-
кому дiапазонi температур для концентрацiй бiльших деякого значення, яке
залежить вiд хiмiчного потенцiалу µA (рис. 1; при µA = 0 узгодження має мiсце
для концентрацiй nB & 0.5). Наближення дає коректне значення Tc w 0.060WA,
а при температурах нижчих за критичну – чiтко вказує на фазовий перехiд.
При T > Tc результати, отриманi в MGH3, практично спiвпадають з точними.

Базуючись на термодинамiчних спiввiдношеннях, в границi Фалiкова-
Кiмбала з безмежним одновузловим вiдштовхуванням дослiджено областi iсну-
вання стiйких фаз та фазовi переходи як мiж однорiдними фазами, так i пе-
реходи до станiв з фазовим розшаруванням. В доповнення до результатiв до-
слiджень Фрiрiкса, Лєтфулова та iнших [9, 10], розглянуто термодинамiчнi
режими (µA = const, µB = const), (nA = const, µB = const) i (µA = const,
nB = const). На рис. 2а зображено дiлянки фазових розшарувань в режимi
(µA = const, nB = const), а на рис. 2б,в – дiаграми в режимi (nA = const,
µB = const). На цiй основi видiлено областi концентрацiй частинок, якi вiд-
повiдають однорiдним фазам. Зокрема, встановлено, що при температурах
T ≥ Tc w 0.06WA завжди стiйким є однорiдний стан, а при нижчих темпе-
ратурах слiд аналiзувати можливiсть фазового розшарування (залежно вiд
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Рис. 2: Дiаграми фазового розшарування: а) – дiаграми (nB , T ) для рiзних
хiмiчних потенцiалiв рухомих частинок; б), в) – дiаграми (nA, T ) при µB =
−0.006 i µB = 0.6 вiдповiдно (WA = 1, WB = 0).

термодинамiчного режиму) при розрахунку енергетичного спектру.
В третьому роздiлi дослiджуються одночастинковi густини станiв АМХ

(як в границi Фалiкова-Кiмбала з безмежним U , так i залежно вiд спiввiд-
ношення мiж параметрами переносу частинок рiзних сортiв), вивчається пе-
рехiд метал-дiелектрик (перехiд з вiдкриттям – закриттям щiлини в спектрi)
при змiнi U . Розрахунки одночастинкових густини станiв асиметричної моделi
Хаббарда проводяться на основi спiввiдношення:

ρσ(ω) = − 1

π
ImGσ(ω + i0+), (9)

де входить повна одновузлова фермiонна функцiя Грiна. Шлях її розрахунку
у пiдходi MGH3 дано в другому роздiлi.

Проведено розрахунок густини станiв ρB(ω) локалiзованих частинок на
основi наближення GH3 при половинному заповненнi у границi Фалiкова-
Кiмбала, де вiдповiдна функцiя Грiна має вигляд

GB(ω) =
ω − 2JA(ω)

ω2 − U2/4 − 2ωJA(ω)
, (10)

а ϕB = 0 внаслiдок симетрiї задачi. Дослiджено профiлi ρB(ω); кiлькiсне узго-
дження з результатом, отриманим з точної розрахункової методики в [11], до-
сягається при достатньо великих значеннях U i при збiльшеннi T .

Бiльш детальне дослiдження структури фермiонних густин станiв виконано
в границi Фалiкова-Кiмбала у випадку безмежної енергiї вiдштовхування (U →
∞). На основi пiдходу MGH3 розглянуто для рiзних температур змiну густини
станiв локалiзованих частинок ρB(ω) при змiнi концентрацiї рухомих частинок
nA вiд малих значень (порожньої зони) до повнiстю заповненої зони. На рис. 3
зображено отриманi спектри при температурах вище або порядку критичної
(Tc ≈ 0.06WA); стiйким є однорiдний стан.
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Рис. 3: Густини станiв локалiзованих частинок в рамках наближення MGH3
при рiзних значеннях µA: 1) T = 0.06, 2) T = 0.2 (WA = 1, WB = 0, U = ∞).

Для низьких концентрацiй nA (вiд’ємнi значення µA) система є близькою
до атомарної границi i спектр ρB(ω) має вигляд дельта-подiбного пiку, трохи
розмитого розсiянням на рухомих частинках (рис. 3а, µA = −0.4). У випадку
майже заповнених зон, коли nA + nB → 1 (рис. 3в, µA = 0.4), згаданий пiк
зникає завдяки значному внеску когерентного потенцiалу рухомих частинок
JA(ω). Промiжний випадок зображено на рис. 3б; за своїм профiлем спектр
подiбний до форми густини станiв f -електронiв у моделi Андерсона для U → ∞
[12] при промiжних заповненнях.

Проаналiзовано структуру спектрiв ρA(ω) i ρB(ω) у випадку фазового роз-
шарування, де для концентрацiї nB ∈ (nB1, nB2) має мiсце роздiлення на фази
з концентрацiями nB1 i nB2, а спектр системи в цiлому можна розглядати як
суперпозицiю спектрiв кожної з компонент. Концентрацiї nB1 i nB2 залежать
вiд T , що приводить до додаткової змiни спектрiв ρA(ω) i ρB(ω) з температу-
рою. На рис. 4а зображено профiлi ρB(ω) при температурi нижчiй за критичну,
а на рис. 4б дано порiвняння спектрiв при рiзних температурах. Ширина зо-
ни в розшарованому станi залежить вiд температури i бiльша вiд ширини в
однорiдному випадку (при T > Tc).

Для загального випадку асиметричної моделi Хаббарда дослiджено при по-
ловинному заповненнi спектри ρA(ω), ρB(ω) та перехiд з появою щiлини (пере-
хiд метал-дiелектрик). Розгляд проведено в рамках наближення GH3, а також
у таких базових наближеннях, як Хаббард-I i наближення типу сплаву. На вiд-
мiну вiд останнiх, GH3 описує зону, яка формується переносом частинок обох
сортiв, в результатi чого критичне значення Uc є бiльшим, нiж у наближеннi
типу сплаву, де UA

c 6= UB
c ; у наближеннi Хаббард-I Uc = 0.

На рис. 5 iлюструється перехiд з вiдкриттям щiлини для асиметричної моде-
лi Хаббарда в рамках наближення GH3. В цьому пiдходi зони обох сортiв части-
нок мають однакову ширину. Характер переходу узгоджується з неперервною
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c = Uc/WA як функцiя вiд-
ношення tB/tA в рамках наближення
GH3 при половинному заповненнi.

перебудовою спектру типу метал-дiелектрик при високих температурах для
звичайної моделi Хаббарда, i фактом, що у випадку моделi Фалiкова-Кiмбала
щiлина вiдкривається неперервно при збiльшеннi U . При низькiй температурi
результат, що отримується в границi Хаббарда у рамках GH3, вiдповiдає одно-
му з двох спiввiснуючих розв’язкiв для спектру [13], коли при зменшеннi U
щiлина закривається при U = Uc2 без появи квазiчастинкового пiку на рiвнi
Фермi.

Базуючись на симетрiї частинка-дiрка при половинному заповненнi та роз-
бiжностi незвiдної частини фермiонної функцiї Грiна в момент вiдкриття щi-
лини при неперервному переходi метал-дiелектрик, доведено наступнi спiввiд-
ношення:

lim
U→U−

c

Jσ(0)

Gσ(0)
=

∫ +∞

−∞

ε2ρ0
σ(ε)dε, lim

U→U−

c

Gσ(0)Ξ−1
σ (0) = 1, (11)

якi дозволяють знайти критичне значення Uc у наближеннi GH3:

Uc =

√

W 2
A + W 2

B + (W 4
A + W 4

B + 14W 2
AW 2

B)1/2

2
, (12)

де Wσ – ефективна пiвширина незбуреної зони: Wσ = 2
(

∫ +∞

−∞
ε2ρ0

σ(ε)dε
)1/2

.

Отриманий результат може бути застосований до рiзних типiв граток (гiпер-
кубiчної, Бете та iнших) при масштабуваннi енергiї U∗

c = Uc/WA (рис. 6).
Оскiльки в GH3 не описуються ефекти температурного розширення зон

i квазiчастинковi особливостi, метод дає кращi результати бiля границi
Фалiкова-Кiмбала. У данiй границi методика GH3 дає точне значення для Uc

(Uc = WA), в той час як у протилежнiй границi звичайної моделi Хаббарда
оцiнка Uc є заниженою (Uc =

√
3W ≈ 1.73W ; за даними [13], Uc має залежати

вiд температури i для високих температур Uc ≈ (2.4 − 2.5)W ).
В четвертому роздiлi, щоб систематизувати i обгрунтувати пiдхiд уза-

гальненого наближення Хаббард-III, який описаний i доповнений в попереднiх
роздiлах, для дослiдження одновузлової задачi ТДСП застосовано метод твiр-
ного функцiоналу Каданова-Бейма, розвинутий Iзюмовим та iн. для спiнових
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та електронних моделей на гратцi [14]. В рамках пiдходу розвинуто самоузго-
джену схему розрахунку фермiонних i бозонних функцiй Грiна i бiльш деталь-
но дослiджено бозонну гiлку спектру.

У даному роздiлi розгляд АМХ обмежено граничним випадком U → ∞.
З метою запровадження твiрного функцiоналу одновузлова задача доповнена
допомiжним залежним вiд часу полем, яке дiє на бозоннi оператори Хаббарда:

V̂ =

∫ β

0

dτ V̂ (τ) =

∫ β

0

dτ
∑

γ

vγ(τ)Xγ(τ), (13)

де γ = 00, σσ, σσ̄). В цьому випадку статистична сума переписується як
Z → ZV = Sp

(

e−βHTτe−V
)

, i вводиться твiрний функцiонал ΦV = lnZV .
Такий пiдхiд дозволяє будувати кореляцiйнi функцiї вищого порядку, якi мi-
стять бозоннi оператори Хаббарда, як варiацiйнi похiднi по вiдповiдних полях.

Метод використано щоб отримати замкнуту систему рiвнянь у функцiо-
нальних похiдних для визначення фермiонної функцiї Грiна Gσ0,0η

V (τ, τ ′) ≡
〈TτXσ0(τ)X0η(τ ′)〉V , яка у границi vγ = 0 переходить в одновузлову функцiю
Gσ0,0σ(τ − τ ′).

Шляхом застосування запропонованої в роботi т. зв. рекурентної форми
теореми Вiка отримано рiвняння, яке використовується безпосередньо для по-
будови оберненої незвiдної (за Ларкiном) частини Ξ̂−1 = Ĝ−1 + Ĵ одновузлової
функцiй Грiна:

Ξ̂−1 = −Â−1
0 ĝ−1 + Â−1

0

-

Â′ĴĜΞ̂−1, (14)

Тут використано матричний запис на базисi (σ0, 0η). Стрiлка вказує матрицю,
на яку дiє оператор диференцiювання Â′, що мiстить варiацiйнi похiднi по
полях vγ(τ); Â0 = Â′ΦV , а ĝ−1 – матриця, яка включає оберненi незбуренi
функцiї Грiна та доданки лiнiйнi за vγ(τ).

Дослiджено структуру ряду, який виникає при iтерацiйному розв’язаннi
рiвняння (14) та описано спосiб видiлення масового оператора одновузлової
функцiї Грiна та її кiнцевої частини.

Матрицю Ξ̂−1(ω), як функцiонал, залежний вiд повних фермiонної GA i
бозонної GAB функцiй Грiна, отримано в явному виглядi при обмеженнi у (14)
першою iтерацiєю за Ĵ :

(Ξ̂−1)11(ωn) =
1

A0B

{

g−1
B0(ωn)[1 − QB(ωn) − NB(ωn)] +

1

A0A
S̃B

}

, (15)

де

QB(ωn) =

(

δΦV

δv0A

)−2
1

β

∑

ωm

eiωm0+

JB(ωm)G0B
c (ωm − ωn), (16)



14

а)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,2

0,0

0,2

1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 

3

2

1

T=0.02
µ

A
=-0.4

µ
B

n
B б)

-0.5 0.0 0.5
0

10

20

1) n
B
=0.8

2) n
B
=0.1

2

2

1
T=0.02
µ

A
=-0.4ρ

B

ω + µ
B

Рис. 7: а) Хiмiчний потенцiал µB як функцiя концентрацiї nB в наближеннях
MAA (2), MGH3 (3) i самоузгодженого MGH3 (рiзнi варiанти вибору поча-
ткового оператора при побудовi рiвняння для бозонної функцiї Грiна: (4) i
(5); симетризований варiант: (6)) у порiвняннi з точним термодинамiчним ре-
зультатом (1). б) Фермiонна спектральна функцiя ρB в наближеннях MGH3
(пунктирна лiнiя) i самоузгодженого MGH3 (суцiльна лiнiя) при рiзних кон-
центрацiях nB (гратка Бете; WA = 1, WB = 0).

NB(ωn) =
1

β

∑

ωm

eiωm0+

JA(ωm)GA(ωm)GAB(ωm − ωn)
1

D
, (17)

S̃B =
1

β

∑

ωm

eiωm0+

JA(ωm)GA(ωm). (18)

Показано, що пiдходи рiзночасових розщеплень, а також одночасових роз-
щеплень вищого порядку (останнi застосовуються при використаннi домiшко-
вої моделi Андерсона для формулювання одновузлової задачi [15]) є спроще-
ними варiантами схеми (14) у згаданому першому порядку. Зокрема, результат
застосування методу твiрного функцiоналу можна звести у цьому випадку до
MGH3 пiсля замiни у масовому операторi повних функцiй Грiна незбуреними.

Подальший розв’язок задачi проведено з використанням в Ξ−1 повних фер-
мiонних i бозонних функцiй Грiна, що вiдповiдає самоузгодженому варiанту
теорiї. При цьому для знаходження бозонної функцiї Грiна GAB , яка у ви-
падку d-f електронних систем визначає т. зв. гiбридизацiйну сприйнятливiсть
[16], запропоновано процедуру, подiбну до застосованої при побудовi рiвнянь
типу (14), та розглянуто її рiзнi варiанти. Розрахунки у цьому пiдходi прове-
дено для АМХ у границi Фалiкова-Кiмбала (при безмежному одновузловому
вiдштовхуваннi). На основi отриманих результатiв дослiджено фермiоннi та
бозоннi гiлки спектру (густини станiв ρB(ω) i ρAB(ω) = 1

π ImGAB(ω + i0+)).
Шляхом порiвняння з точними термодинамiчними залежностями µB(nB)

в границi Фалiкова-Кiмбала встановлено, що самоузгоджений варiант розши-
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рює межi застосовностi наближення MGH3. На рис. 7а наведено порiвняння
з результатами iнших наближень та з точною кривою µB(nB); покращення
наближення має мiсце при низьких значеннях nB . При високих концентрацi-
ях, коли MGH3 добре описує термодинамiку, самоузгоджений варiант не вно-
сить суттєвих змiн у спектр ρB(ω) (рис. 7б, nB = 0.8). З другого боку, при
малих концентрацiях поправки є суттєвими i має мiсце звуження профiлю
ρB(ω) i наближення його за формою до випадку високих концентрацiй (рис. 7б,
nB = 0.1).

На рис. 8 показано, що отриманий при самоузгодженому розрахунку бо-
зонний спектр ρAB має у загальному випадку асиметричний вигляд; скiнчен-
на ширина профiлю ρAB(ω) зумовлена ефектами розсiяння. Самоузгоджена
схема, на вiдмiну вiд MGH3, дає можливiсть також описати ефект розмиття
країв фермiонної густини станiв ρB при пiдвищеннi температури.
Основнi результати та висновки

1. Новий аналiтичний пiдхiд у теорiї динамiчного середнього поля – уза-
гальнене наближення Хаббарда-III (GH3) – дає задовiльний опис термо-
динамiчних властивостей асиметричної моделi Хаббарда (та її границi –
моделi Фалiкова-Кiмбала) в областi високих температур та в усiй областi,
крiм малих, концентрацiй рухомих частинок (nA + nB ≈ 1 при U → ∞).

2. Запропоновано модифiкацiю узагальненого наближення Хаббард-III (т.
зв. MGH3), в рамках якої шляхом точного врахування середньопольо-
вих поправок до енергетичного спектру розширено межi застосовностi
пiдходу GH3, в тому числi на область бiльш низьких температур.

3. Розрахунок спектральних функцiй АМХ в границi Фалiкова-Кiмбала при
U → ∞, проведений на основi пiдходу MGH3, виявив особливостi густини
станiв локалiзованих частинок, пов’язанi з її суперпозицiйною структу-
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рою в зонi розшарування на фази з рiзними концентрацiями, та зi змiною
концентрацiї рухомих частинок nA (вiд дельтаподiбного пiку до широкої
зони – при збiльшеннi nA чи хiмiчного потенцiалу µA).

4. На основi запропонованого в роботi критерiю неперервного переходу
метал-дiелектрик, що базується на симетрiї та розбiжностi незвiдної ча-
стини функцiї Грiна частинок в момент вiдкриття щiлини при половин-
ному заповненнi, встановлено залежнiсть критичного значення енергiї
вiдштовхування Uc вiд спiввiдношення мiж параметрами переносу ча-
стинок рiзного сорту tB/tA (у всiй областi мiж границями Хаббарда i
Фалiкова-Кiмбала).

5. Шляхом дослiдження розташування країв енергетичних пiдзон при поло-
винному заповненнi в залежностi вiд енергiї вiдштовхування U встанов-
лено, що процеси розсiяння частинок, якi враховуються у пiдходi GH3,
приводять до розширення пiдзон i тим самим до збiльшення критичної
енергiї Uc, при якiй вiдкривається щiлина.

6. На основi методики твiрного функцiоналу, застосованої до ефективної
одновузлової задачi в ТДСП, сформульовано послiдовну iтерацiйну схе-
му побудови оберненої незвiдної частини фермiонної функцiї Грiна для
АМХ у виглядi формального розкладу за степенями когерентного по-
тенцiалу Jσ. У першому порядку за Jσ процеси розсiяння на бозонних
збудженнях враховуються в термiнах повних функцiй Грiна у однопе-
тлевому наближеннi.

7. Встановлено механiзми формування кiнцевої частини та масового опера-
тора фермiонної функцiї Грiна. Масовий оператор у першому порядку за
Jσ мiстить при вiдповiдних спрощеннях складовi, що отримуються в ме-
тодi одночасових розщеплень рiвнянь руху на основi домiшкової моделi
Андерсона; у незбуреному варiантi його форма вiдповiдає наближенню
GH3.

8. В результатi розрахункiв спектральних функцiй АМХ, виконаних в рам-
ках самоузгодженої схеми (яка сформульована виходячи з пiдходу твiр-
ного функцiоналу), встановлено, що бозонна функцiя гiбридизацiйного
типу ρAB має асиметричний вигляд i скiнченну ширину, зумовлену дина-
мiкою рухомих частинок. З другого боку, розсiяння на бозонних збудже-
ннях приводить до ефекту розмиття країв спектральної густини станiв
ρB локалiзованих частинок.

Список цитованої лiтератури

[1] J. Hubbard, Proc. R. Soc. London, Ser. A 276, 238 (1963).
[2] A. Georges, G. Kotliar, W. Krauth, M. J. Rozenberg, Rev. Mod. Phys. 68, 13

(1996).



17
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Гера О.Б. Термодинамiка та енергетичний спектр асиметричної мо-
делi Хаббарда: ефекти розсiяння у пiдходi динамiчного середнього
поля. – Рукопис.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика, Iнститут фiзики

конденсованих систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2008.

Метою даної дисертацiї є дослiдження асиметричної моделi Хаббарда
(АМХ) в рамках теорiї динамiчного середнього поля. На основi пiдходу рiзно-
часових розщеплень рiвнянь руху для функцiй Грiна запропоновано та вдо-
сконалено метод розв’язання одновузлової задачi АМХ. В результатi сформу-
льовано т. зв. наближення MGH3, яке описує розсiяння частинок на бозонних
збудеженнях екситонного (”магнонного”) та дублонного типу. В рамках запро-
понованого пiдходу описано перебудову густини станiв локалiзованих частинок
в границi Фалiкова-Кiмбала з безмежною одновузловою взаємодiєю при змi-
нi концентрацiї частинок чи температури, а також при фазових розшаруван-
нях. При половинному заповненнi описано густини станiв АМХ при скiнченнiй
енергiї одновузлової взаємодiї, i знайдено залежнiсть критичного значення да-
ної енергiї, при якому вiдбувається неперервний перехiд метал-дiелектрик вiд
спiввiдношення мiж параметрами переносу частинок рiзного сорту. Для систе-
матизацiї та обгрунтування наближень, якi застосовуються в теорiї, запропо-
новано метод твiрного функцiоналу Каданова-Бейма для розв’язання ефектив-
ної одновузлової задачi динамiчного середнього поля. В рамках цього методу
дослiджено бозоннi спектри в границi Фалiкова-Кiмбала з безмежним однову-
зловим вiдштовхуванням.

Ключовi слова: асиметрична модель Хаббарда, модель Фалiкова-Кiмбала,
енергетичний спектр, теорiя динамiчного середнього поля, перехiд метал-
дiелектрик, густина станiв, твiрний функцiонал

Гера О.Б. Термодинамика и энергетический спектр асимметричной
модели Хаббарда: эффекты рассеивания в подходе динамического
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зики конденсированних систем Национальной академии наук Украини, Львов,

2008.

Целью данной диссертации является исследование асимметричной моде-
ли Хаббарда (АМХ) в рамках теории динамического среднего поля. На осно-
ве подхода разновременных расцеплений уравнений движения для функций
Грина предложен и улучшен метод решения одноузельной задачи АМХ. В
результате сформулировано приближение MGH3, которое описывает процес-
сы рассеяния частиц на бозонных возбуждениях экситонного (“магнонного”)



20

и дублонного типа. В рамках предложенного подхода описана реконструкция
плотности состояний локализованных частиц в пределе Фаликова-Кимбала с
бесконечным одноузельным взаимодействием при изменении концентрации ча-
стиц или температуры, а также при фазовых расслоениях. При половинном за-
полнении описаны плотности состояний АМХ при конечной энергии одноузель-
ного взаимодействия, и найдена зависимость критического значения данной
энергии? при котором происходит непрерывный переход металл-диэлектрик
от соотношения между параметрами переноса частиц разного сорта. С целью
систематизации и обоснования приближений, которые использованы в теории,
предложен метод производящего функционала Каданова-Бейма для решения
эффективной одноузельной задачи динамического среднего поля. В рамках
этого метода исследовано бозонные спектры в пределе Фаликова-Кимбала с
бесконечным одноузельным отталкиванием.

Ключевые слова: асимметричная модель Хаббарда, модель Фаликова-
Кимбала, энергетический спектр, теория динамического среднего поля, пере-
ход металл-диэлектрик, плотность состояний, производящий функционал

Hera O.B. Thermodynamics and energy spectrum of asymmetric
Hubbard model: scattering effects in dynamical mean field approach.
– Manuscript.
Thesis on search of the scientific degree of candidate of physical and mathematical

sciences, speciality 01.04.02 – theoretical physics, Institute for Condensed Matter

Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2008.

The thesis presented is aimed on the theoretical study of asymmetric Hubbard
model (AHM) within dynamical mean field theory (DMFT). To solve the single-site
problem of DMFT, the equation of motion approach with different-time decoupling
is used. The generalized Hubbard-III (GH3) approximation is developed for AHM.
The approach gives the self-energy (irreducible part) of the single-site Green’s
function with contributions resulting from boson excitation of exciton (“magnon”)
and doublon type. GH3 is modified by improving equations for the mean-field
corrections of energy levels (so-called MGH3 approximation).

The phase separation diagrams of AHM in the Falicov-Kimball limit with infi-
nite on-site repulsion are obtained, describing regions of instability of homogeneous
phase in the thermodynamic regime with fixed the chemical potential of particles
of one type and the concentration of another type. In the MGH3 approach, equati-
ons of state (dependences of the chemical potentials on the particle concentrati-
ons) are obtained, and the temperature values and concentration ranges, where
thermodynamic instability related to the phase separation takes place, are establi-
shed.

For the first time in the mentioned above limit, the reconstruction of densities of
states of localized particles at changes of particle concentrations and temperature
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is described. The role of the scattering on boson excitations of magnon type in
forming spectrum of localized particles is investigated. Also, the effect of the phase
separation phenomena on the particle spectrum is considered. In a general case of
finite repulsion U , the densities of states of AHM are investigated within Hubbard-
I, alloy-analogy and GH3 approximations. The positions of the energy band edges
are calculated and condition of the gap appearing in the spectrum is considered
(at change of U at half-filling). Basing on analytic relations for the one-particle
Green’s functions and their irreducible part at zero frequency (at the Fermi level)
that follows from the particle-hole symmetry, the criterium for continuous gap
opening is formulated. It is found the dependence of the critical value of the on-
site interaction energy for the continuous metal-insulator transition depending on
a ratio of the hoping parameters of particles of different types. As a result, the
crossover between the Falicov-Kimball model and the standard Hubbard model is
described.

To systematize the approximations that appear in the theory, the Kadanoff-
Baym generating functional approach for solving the single-site problem of the
dynamical mean field theory is proposed. The iterative procedure of constructi-
ng the inverse irreducible part of the particle Green’s function in a form of a
formal series in powers of the coherent potential is presented. Within the generati-
ng functional approach the self-consistent generalized Hubbard-III approximation
is developed. The approximation is based on taking into account the scattering
processes (initially formed by nonperturbed Green’s functions) by the so-called full
loop contributions to the mass operator.

Using the appropriate set of nonlinear integral equations, the single-site fermi-
on Green’s function in the Falicov-Kimball limit with on-site repulsion is found.
The effect of appearance of broadened tails of spectral functions of localized parti-
cles induced by the scattering processes is revealed. The procedure for calculating
the boson Green’s function (that corresponds to the so-called hybridization (f -d)
susceptibility) for the single-site problem of DMFT within the generating functi-
onal approach in proposed. In the mentioned limit of AHM, it is shown that the
boson spectrum of exciton (“magnon”) type has asymmetric form and its nonzero
width is determined by the dynamics of movable particles.

Keywords: asymmetric Hubbard model, Falicov-Kimball model, energy
spectrum, dynamical mean field theory, metal-insulator transition, density of states,
generating functional.


