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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У сучаснiй фiзицi конденсованих систем однiєю з
центральних є проблема опису ґраткових систем зi сильними кореляцiями, що
зумовлюють багатство вiдповiдних фазових дiаграм у координатах температу-
ри й ефективних полiв (хiмпотенцiалу, електричного поля, тиску, й т.п.). Багато
незвичайних властивостей таких систем (фазове розшарування, поява (сегнето)
впорядкованих фаз чи виникнення бозе-конденсату, i т.д.) можна пояснити тiльки
при правильному врахуваннi сильних локальних кореляцiй. Вельми ефективним
засобом теоретичного дослiдження таких систем є ґратковi моделi, що поєднують
у собi простоту опису й належне вiдображення основних фiзичних процесiв, що
вiдбуваються у згаданих системах. Нижче наведено приклади актуальних ґратко-
вих систем, якi дослiджено у данiй роботi.

Iнтеркальований барiєм чи лiтiєм селенiд iндiю може застосовуватись як
твердотiльний електрод, особливо у випадках, коли iнтеркаляцiя можлива у ши-
рокому стехiометричному дiапазонi, будучи, отже, добрим кандидатом для еле-
ктродiв при iнтеркаляцiї. Наявнiсть фотопровiдностi та фотоефекту в запiрно-
му шарi акумулятор з можливiстю виникнення додаткової рiзницi потенцiалiв
мiж електродами при освiтленнi. Зв’язок мiж фотоелектричними процесорами та
електретним ефектом у iнтеркальованих лiтiєм селенiдах галiю та iндiю вивче-
но у роботi. Вимiрювання температурних залежностей опору та дiелектричної
сприйнятливостi у перпендикулярному до шарiв напрямку, а також спектральної
залежностi фотоструму для iнтеркальованих сегнетоелектриками (NaNO2, KNO2)
селенiдiв iндiю та галiю виявили докорiннi змiни пiд впливом iнтеркаляцiї.

У данiй областi iснує зовсiм небагато теоретичних дослiджень. Дослiдження
електронної структури та динамiки гратки “з перших принципiв” для чистого та
iнтеркальованого лiтiєм селенiду iндiю встановило, що домiшкова зона у iнтерка-
льованих зразках знаходиться майже пiд самим краєм зони провiдностi. Баричнi
залежностi структури кристалу γ-InSe, а також вiдповiднi фононнi частоти при
тисках до 15 ГПа розраховано у роботi. Нижче нами дослiджується ще одне не-
звичайне явище у iнтеркальованих селенiдах iндiю та галiю – електретний ефект
i пов’язанi з ним температурнi та концентрацiйнi залежностi дiелектричних вла-
стивостей кристалiв. Запропоновано мiкроскопiчну чотиристанову модель, здатну
вiдтворити особливостi термодинамiки згаданих сполук.

Чудовим зразком iнтеркальованих сполук дещо iншого типу є анатаз (по-
лiморф дiоксиду титану), який є дуже зручним для дослiдження у якостi добре
вивченого модельного матерiалу, що демонструє типовi властивостi електродiв з
оксидiв перехiдних металiв. Незважаючи на те, що властивостi iнтеркальованого
анатазу досить добре вивченi та навiть використовуються у виробництвi, вiдсутня
чiтка картина мiкроскопiчних процесiв, що лежать у їх основi. Однак, лише пов-
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не пiзнання механiзмiв, що вiдбуваються при iнтеркаляцiї, дозволить ефективно
використовувати властивостi сполук цього класу.

У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтеркальованого дiо-
ксиду титану список теоретичних праць у цьому напрямку виглядає досить коро-
тким. Майже всi вони використовують тi чи iншi методики числових розрахункiв
“з перших принципiв”, часто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд
прогнозованих явищ експериментально не спостерiгалися.

Вже в однiй з перших таких робiт [A. Stashans et al., Phys. Rev. B, 1996,
53, 159] теоретично пiдтверджено вищу здатнiсть анатазу до iнтеркаляцiї лiтiю
порiвняно з рутилом, а також розраховано енергiї адсорбцiї i встановлено, що
одноелектроннi привнесенi лiтiєм рiвнi розташуються у щiлинi мiж валентною i
провiдною зоною (стани Ti3+).

Слiд особливо звернути увагу на цикл робiт, започаткований у [M. V. Koudri-
achova et al., Phys. Rev. Lett., 2001, 86, 1275], де методом моделювання з перших
принципiв вивчались особливостi iнтеркаляцiї лiтiю в рутил i анатаз з врахуван-
ням як термодинамiчних так i кiнетичних ефектiв. Зокрема, встановлено важливу
роль сильних локальних деформацiй гратки та пружнього екранування мiжлiтi-
євих взаємодiй, пояснено вiдсутнiсть iнтеркаляцiї у рутилi при кiмнатнiй темпе-
ратурi (недоступнiсть низкоенергетичних конфiгурацiй через високу анiзотропiю
дифузiї), рiвновагу бiдної та багатої фаз у лiтiйованому анатазi, а також виявлено
можливiсть iснування у ньому фази LiTiO2.

На жаль, вiдомо лише один квантово-статистичний опис дiоксиду титану
з допомогою псевдоспiн-електронної моделi [T. Mysakovych, I. Stasyuk, J. Phys.
Stud., 2007, 11, 1327]. В даному випадку псевдоспiновий формалiзм використано
для опису пiдсистеми iнтеркалянта (лiтiю). Виявлено можливiсть фазових пере-
ходiв зi змiною концентрацiї iнтеркальованих iонiв та суттєвим зростанням еле-
ктростатичної ємностi системи.

Модель Бозе-Хаббарда (БХ) [M.P.A. Fisher et al., Phys. Rev. B, 1989, 40,
546] широко застосовується для опису термодинамiки та динамiки бозе-атомiв у
оптичних ґратках [M. Greiner et al., Nature, 2002, 415, 39; ibid., 419, 51]. Важли-
вою особливiстю таких систем є фазовий перехiд у фазу з бозе-конденсатом при
дуже низьких температурах. В результатi система може перебувати або в нор-
мальнiй (NO) фазi (при T = 0 – стан т.зв. мотiвського дiелектрика, МI), або в
фазi, де є бозе-конденсат (надплинний стан, SF). Модель БХ використовується й
у iнших областях, де такий пiдхiд є адекватним: в теорiї явищ, пов’язаних з кван-
товою делокалiзацiєю атомiв H, адсорбованих на поверхнi переходних металiв
[M. Nishijima et al., Surf. Sci. Rep., 2005, 57, 113]; при описi квантової поверхнi чи
об’ємної дифузiї легких частинок [P.D. Reilly et al., J. Chem. Phys., 1991, 95, 8599]
при дослiдженнi термодинамiки iнтеркаляцiї домiшкових атомiв у кристалiчних
системах [T.S. Mysakovych et al., Ukr. J. Phys., 2010, 55, 228]. Детальний аналiз
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переходу в фазу з бозе-конденсатом в моделi БХ з двома локальними станами при
переносi бозонiв лише в збудженiй зонi виконано у роботах [8, 9].

Модель БХ у границi жорстких бозонiв теж належить до класу неергоди-
чних. Однак, всi згаданi проблеми легко вирiшуються при використаннi у роз-
рахунках температурних (мацубарiвських) ФГ [T. Matsubara, Prog. Theor. Phys.,
1955, 14, 351] замiсть їх двочасових (зубарiвських) аналогiв (див., наприклад, ме-
тодику розрахунку багаточасових кореляцiйних функцiй [A.M. Shvaika, Condens.
Matter Phys., 2006, 9, 447].

Актуальним також є опис, що враховує особливостi перенесення бозе-атомiв
у оптичних ґратках з подвiйними локальними потенцiальнми ямами [M. Albiez
et al., Phys. Rev. Lett., 2005, 95, 010402; I. Danshita et al., Phys. Rev. A, 2007,
76, 043606]. Такi ґратки заслуговують уваги у зв’язку з можливостями легкого
керування параметрами, що їх характеризують (такими, як енергiя тунельного
розщеплення в ямах). Iнтерес становлять фазовi дiаграми, що визначають областi
iснування рiзних фаз. В рамках теоретичного пiдходу важливо також дослiдити
вiдмiннi вiд оптичних ґраток можливостi застосування отриманих результатiв.

Двовимiрна гексагональна вуглецева структура, вiдома як графен, має унi-
кальнi фiзичнi властивостi, поява яких викликана т. зв. дiракiвським енергети-
чним спектром електронiв провiдностi. Тому вивченню термодинамiки i енерге-
тичного спектру бозе- (а також фермi-) атомiв у оптичних ґратках типу графену
надається значна увага. До важливих проблем належить, зокрема, дослiдження
впливу згаданої особливостi енергетичного спектру на картину фазових переходiв
у системi ультра-холодних атомiв. Для такої системи нами запропоновано пiдхiд,
що ґрунтується на псевдоспiновому формалiзмi i використаннi методики фун-
кцiй Грiна при обчисленнi спектральних густин. Вiн дозволяє розрахувати зонну
структуру i одночастинковi спектральнi густини та дослiдити їх залежностi вiд
розмiщення рiвня хiмiчного потенцiалу бозе-частинок вiдносно зонного спектру,
величини рiзницi одновузлових енергiй та температури.

Сучаснi дослiдження релаксацiйних явищ у сегнетовiй солi пiд дiєю попе-
речного електричного поля [L. Kalisz et al., Solid State Commun., 1994, 89, 393;
B. Fugiel, Physica B, 2003, 325, 256] демонструють зменшення спонтанної поляри-
зацiї пiсля прикладання електричного поля впоперек до сегнетоосi, а також одно-
часне звуження температурної областi iснування сегнетофази та зростання часiв
релаксацiї. Стандартна модель Мiцуї неспроможна пояснити цей ефект, оскiльки
передбачає впорядкування лише вздовж однiєї (сегнетоактивної) осi. Нами впер-
ше запропоновано розширення моделi Мiцуї шляхом подвоєння числа пiдґраток
i просторової орiєнтацiї ефективних диполiв, яке здатне описати згаданi релакса-
цiйнi явища та iншi експериментальнi факти для кристалiв даного типу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,
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iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Пред-
ставленi у дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт у рамках бю-
джетних тем НАН України “Розробка сучасних теоретичних методiв та їх засто-
сування до вивчення властивостей конденсованих систем” (2002–2006 рр., номер
держреєстрацiї 0102U001794), “Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного
спектру та динамiки сильноскорельованих систем частинок” (2005–2007 рр., но-
мер держреєстрацiї 0105U002085), “Розвиток i застосування методiв аналiтичної
теорiї та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електрон-
них системах” (2007–2011 рр., номер держреєстрацiї 0107U002081), “Моделюва-
ння фiзичних властивостей квантових граткових систем з багаточастинковими
кореляцiями” (2008–2012 рр., номер держреєстрацiї 0108U001154), “Квантовi ба-
гаточастинковi гратковi системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй”
(2013–2017 рр., номер держреєстрацiї 0112U007761), “Сильнi кореляцiї i конкурен-
цiї взаємодiй у класичних i квантових граткових системах рiзної вимiрностi”, цi-
льової програми ВФА НАН України “Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть
конденсованої речовини: теорiя i застосування” (2012–2016 рр.), а також проекту
Державного фонду фундаментальних дослiджень “Розробка сучасних теорети-
чних методiв та їх застосування до вивчення властивостей конденсованих систем”
(2002–2006 рр., номер держреєстрацiї 0102U001794) i держбюджетної НДР унi-
верситету “Львiвська полiтехнiка” пiд назвою “Фiзичнi процеси i їх математичне
моделювання у наногiбридизованих структурах пристроїв сенсорики i накопиче-
ння енергiї” (шифр НДР: ФПМ).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розви-
ток унiфiкованого (зi застосуванням проекцiйних операторiв Хаббарда) мiкроско-
пiчного опису сильноскорельованих ґраткових систем у рамках квантових ґратко-
вих моделей i дослiдження на цiй основi їх термодинамiчних i динамiчних власти-
востей пiд дiєю ефективних зовнiшнiх полiв та iнших параметрiв. Для досягнення
даної мети у роботi необхiдно було розв’язати наступнi завдання:

1. Розробка модифiкацiї моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса для опису систем з
локальними орiєнтацiйними станами (як iнтеркальованих шаруватих кри-
сталiв, так i сегнетоелектрикiв сiмейства Sn2P2S6).

2. Розширення перiодичної моделi Андерсона для дослiдження впливу еле-
ктронної структури складних iнтеркальованих частинок на електронний
спектр стадiйно впорядкованої iнтеркальованої шаруватої системи.

3. Дослiдження двостанової моделi Бозе–Хаббарда в границi жорстких бозонiв
в наближеннi хаотичних фаз, та розширення даної моделi для врахування
збуджень фононного типу й появи модуляцiї ґратки.

4. Аналiз неергодичних ефектiв у рамках даної моделi за допомогою темпера-
турних функцiй Грiна в наближеннi хаотичних фаз.
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Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є сильноскорельованi ґратковi
системи (як традицiйнi кристали, так i оптичнi ґратки) з особливостями переносу
чи впорядкування локальних елементiв структури (iнтеркалят, атоми в оптичних
ґратках, iоннi групи). Предмет дослiдження — вплив багаточастинкових взаємо-
дiй та кореляцiй, а також ефективних полiв й iнших параметрiв на динамiку i
термодинамiку таких систем.

Методи дослiдження. Термодинамiчнi характеристики дослiджуваних
систем здебiльшого розраховано у наближеннi середнього поля з врахуванням,
однак, сильних кореляцiй ще на етапi формулювання моделi. Динамiчнi характе-
ристики систем розраховано здебiльшого у рамках наближення хаотичних фаз
для двочасових функцiй Грiна, окрiм дослiдження неергодичного вкладу, де ви-
користано температурнi функцiї Грiна. Аналiз термодинамiчної стiйкостi системи
виконано з умови мiнiмiзацiї великого термодинамiчного потенцiалу для вiдповiд-
них термодинамiчних змiнних, оскiльки аналiз розбiжностi визначника функцiй
Грiна не дозволяє описати фазовi переходи першого роду.

Наукова новизна одержаних результатiв. У рамках модифiкованої мо-
делi Блюма–Емерi–Грiффiтса вперше якiсно описано виникнення електретного
ефекту в iнтеркальованих нiкелем шаруватих кристалах сiмейства GaSe та InSe.

Вперше проведено симетрiйний аналiз iнтеркальованого лiтiєм анатазу й
показано, що впорядкування лiтiю пов’язано з виникненням деформацiї в системi;
в рамках ґраткової моделi вперше продемонстровано нестiйкiсть такої системи
щодо фазового розшарування на бiдну та багату лiтiєм фази.

В рамках двостанової моделi Бозе–Хаббарда вперше дослiджено появу збу-
джень фононного типу й можливiсть появи модуляцiї в системi та їх вплив на
бозе-конденсацiю i динамiчнi характеристики системи.

Вперше запропоновано деформовну модель Блюма–Емерi–Грiффiтса для
опису деформацiйних ефектiв у сегнетоелектрику сiмейства Sn2P2S6 та отримано
добру кiлькiсну збiжнiсть з експериментальними результатами.

Вперше проведено симетрiйний аналiз i сформульовано розширену модель
Мiцуї, яка дозволяє вивчати як сегнетовпорядкування, так i вплив зовнiшнього
електричного поля у довiльних напрямках, що дозволило пояснити експерименти
з прикладанням поперечного поля до кристалiв типу сегнетової солi.

Практичне значення одержаних результатiв. Запропоновано модель
типу лад-безлад, що враховує впорядкування локальних квазiдиполiв, викликане
перерозподiлом атомiв iнтеркалянта мiж неполярними та полярними позицiями,
здатна описати виражений електретний ефект у iнтеркальованих нiкелем селенi-
дах iндiю та галiю. Вiдтворюється також пiкоподiбна структура температурних
залежностей дiелектричної проникливостi iнтеркальованих зразкiв.

Запропоновано модельний опис iнтеркальованого лiтiєм анатазу, для якого
характерне спiвiснування багатої та бiдної на лiтiй фаз. Cиметрiйним аналiзом
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встановлено можливiсть виникнення внутрiшнього п’єзоефекту (деформацiя гра-
тки поєднується з впорядкуванням антисегнетоелектричного типу). Аналiз основ-
ного стану системи дозволив встановити значення модельних параметрiв, що вiд-
повiдають лiтiйованому анатазу. Встановлено можливiсть фазового розшарування
на бiдну та багату фази.

Виникнення стадiйного впорядкування в шаруватих кристалах веде до ра-
дикальної перебудови спектру електронних збуджень. Зокрема, виникають дода-
тковi гiлки спектру, сумарне число яких рiвне числу шарiв у пакетi. При цьому
вигляд залежностi кривих дисперсiї вiд поперечних компонент хвильового векто-
ра залишається незмiнним, тодi як кожна крива дисперсiї у випадку поздовжньої
складової хвильового вектора демонструє iндивiдуальну поведiнку, оскiльки вiд-
повiдає певному розв’язку рiвняння для електронного спектру пакету.

Незважаючи на достатньо спрощений пiдхiд, отриманий аналiтичний опис
iнтеркальованої шаруватої системи з пакетним впорядкуванням дозволив дослi-
дити змiни її електронних властивостей пiд дiєю iнтеркаляцiї. Модель, на якiй
грунтуються розрахунки, є спрощеним варiантом перiодичної моделi Андерсо-
на. Електроннi кореляцiї, що формують структуру домiшкового енергетичного
спектру, врахованi шляхом постулювання форми локальної (локаторної) функцiї
Грiна. Використано два наближення: однорiвневу модель та модель з розширеним
рiвнем, яка враховує ефекти загасання. Основна перебудова електрично енергети-
чного спектру та вiдповiдної густини станiв зводиться до появи домiшкової зони
бiля дна основної. При достатнiй вiддаленостi вiд основної, домiшкова зона виро-
джуєтся у домiшковий рiвень, тодi як при зближеннi вiдбувається гiбридизацiя
зон з перебудовою вiдповiдного краю основної зони.

Дослiджено бозе-конденсацiю в моделi Бозе–Хаббарда з двома локальними
станами при переносi бозонiв лише у збудженiй зонi. З метою врахування неерго-
дичностi одночастинкову спектральну густину отримано в наближеннi хаотичних
фаз за допомогою температурних бозонних функцiй Грiна. Неергодичний вне-
сок до функцiї розподiлу частинок за iмпульсом (пов’язаний зi статичними флу-
ктуацiями густини) суттєво наростає i стає спiвмiрним з ергодичною частиною в
надплиннiй фазi бiля трикритичної точки.

Дослiджено зонний спектр бозе-атомiв у двовимiрних гексагональних опти-
чних ґратках iз структурою типу графену. У наближеннi хаотичних фаз розрахо-
вано для нормальної фази закони дисперсiї в зонах та одночастинковi спектральнi
густини. Для ґратки з енергетично еквiвалентними вузлами отримано темпера-
турно залежний безщiлинний спектр з точками Дiрака на краю зони Брiллюена.
Хiмiчний потенцiал розташований у цьому випадку поза дозволеною енергети-
чною зоною. При вiдмiнностi мiж енергiями частинок на вузлах рiзних пiдґраток,
коли виникає щiлина у спектрi, хiмiчний потенцiал може перебувати мiж пiдзо-
нами. У такому разi має мiсце значна перебудова зонного спектру. Визначено
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частотнi залежностi одночастинкових спектральних густин для обидвох пiдґра-
ток в залежностi вiд розмiщення рiвня хiмiчного потенцiалу, величини щiлини у
зонному спектрi та температури.

Продемонстровано появу нестiйкостi у системi квантових частинок, якi опи-
суються двостановою моделлю Бозе–Хаббарда, вiдносно появи бозе-конденсату
та/або модуляцiї «змiщень». Показано, що у системi залежно вiд спiввiдношення
мiж енергiю збудженого стану та параметром взаємодiї змiщень виникає стан з мо-
дульованим (з подвоєнням перiоду ґратки) або однорiдним змiщенням частинок.
Проаналiзовано умови виникнення фази з бозе-конденсатом. Дослiджено поведiн-
ку параметрiв порядку й побудовано фазовi дiаграми системи як аналiтично (для
основного стану), так i числовими методами (при ненульовiй температурi). Вста-
новлено, що фаза суперсолiд є одним з можливих метастабiльних станiв, але вона
не є термодинамiчно стiйкою. Натомiсть реалiзуються фазовi переходи мiж нор-
мальною i модульованою фазами, якi можуть бути як 1-го так i 2-го роду. Фаза з
бозе-конденсатом, при її появi, є промiжною мiж ними.

Для опису фазових переходiв та дiелектричних властивостей сегнетової со-
лi запропоновано чотирипiдграткову модифiкацiю моделi Мiцуї, яка враховує
симетрiйнi особливостi гратки та просторову орiєнтацiю ефективних диполiв,
пов’язаних з асиметричними структурними групами. Вивчено вплив поперечно-
го електричного поля на поляризацiю, зсув точок фазових переходiв та аномалiї
дiелектричної сприйнятливостi.

Особистий внесок здобувача. В усiх роботах (включно з вiдповiдними
роздiлами монографiй [1, 2]) здобувач приймав активну участь на всiх етапах
виконання теоретичних дослiджень, включаючи постановку завдання, вибiр ме-
тодiв, виконання як аналiтичних так i, особливо, числових розрахункiв, обробцi
отриманих результатiв та формулюваннi висновкiв.

Апробацiя роботи. Основнi результати роботи доповiдалися i обговорю-
валися на: VIII Ukrainian-Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics
Physics (Lviv, Ukraine, 2006); Ferroelectric thin film days (2006) and 4th French and
Ukrainian meeting on ferroelectricity (Amiens, France, 2006); Фiзика i технологiя тон-
ких плiвок i наносистем, Матерiали XI Мiжнародної конференцiї МКФТТПН-XI
(Iвано-Франкiвськ, Україна, 2007); the 9th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on
Ferroelectricity RCBJSF-9 (Vilnius, Lithuania, 2008); The 3-rd Conference “Statistical
Physics: Modern Trends and Applications” (Lviv, Ukraine, 2009); XXX International
School on Ferroelectrics Physics (Przesieka, Poland, 2009); 2-nd International seminar
“Properties of ferroelectric and superionic systems” (Uzhgorod, Ukraine, 2009); The
10th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on Ferroelectricity, (Yokohama, Japan,
2010); VII мiжнародна школа-конференцiя “Актуальнi проблеми фiзики напiвпро-
вiдникiв” (Дрогобич, Україна, 2010); The 36th Conference of the Middle European
Cooperation in Statistical Physics MECO 36 (Lviv, Ukraine, 2011); The 3rd Internati-
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onal Conference “Quantum Electrodynamics and Statistical Physics” (Kharkov, Ukrai-
ne, 2011); The 4th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applicati-
ons” (Lviv, Ukraine, 2012); International Conference “Problems of theoretical physi-
cs” (Kyiv, Ukraine, 2012); VIII International school-conference “Actual problems of
semiconductor physics” (Drohobych, Ukraine, 2013); the VI International Conference
“Physics of disordered systems” (2013, Lviv, Ukraine); XV International conference
on physics and technology of thin films and nanosystems (Ivano-Frankivsk, 2015);
International research and practice Conference “Nanotechnology and Nanomateri-
als” (Lviv, Ukraine, 2015); Науково-технiчна конференцiя «Мiкро- та наноне-
однорiднi матерiали: моделi та експеримент» (INTERPOR’15) (Львiв, Украї-
на, 2015); IX International conference “Topical problems of semiconductor physi-
cs” (Truskavets, Ukraine, 2016); The International research and practice conference
“Nanotechnology and nanomaterials” (NANO-2016) (Lviv, Ukraine, 2016); Bogolyubov
Conference “Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, Ukraine, 2016); Joint Conferences
on Advanced Materials and Technologies: The 14th International Conference on Functi-
onal and Nanostructured Materials FNMA’17 and The 7th International Conference
on Physics of Disordered Systems PDS’17 (Lviv & Yaremche, Ukraine, 2017); V
Ukrainian–Polish–Lithuanian Meeting on Physics of Ferroelectrics (Uzhhorod, Ukrai-
ne, 2018); The 5-th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applications”
(Lviv, Ukraine, 2019), а також на семiнарах в IФКС НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 2 монографiї, 15 ста-
тей у фахових наукових виданнях (статтi [3–5, 7–10, 15–17] належать до третього
квартилю за SCImago, тобто загальне їх число еквiвалентне 25) i 22 тез мiжнаро-
дних конференцiй.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз пе-
релiку умовних скорочень, вступу, 7 роздiлiв основної частини, загальних виснов-
кiв, списку використаних джерел з 230 найменувань, 7 додаткiв i мiстить 76 ри-
сункiв. Робота викладена на 228 сторiнках (зi списком використаних джерел i
додатками— 267 сторiнок).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi з’ясовано актуальнiсть, сформульовано мету i завдання дослiдже-
ння, вiдзначено його наукову новизну i практичне значення, визначено особистий
внесок здобувача, наведено iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi наведено короткий огляд лiтератури щодо дослiджу-
ваних систем, де вказано як їх практичне застосування та фiзичнi особливостi,
так i перераховано найважливiшi теоретичнi пiдходи щодо їх опису, а також пе-
рераховано наявнi труднощi та нерозв’язанi проблеми.



9

Шаруватi напiвпровiдники дослiджуються уже на протязi багатьох рокiв.
Селенiди галiю та iндiю викликають значний iнтерес через можливiсть потенцiй-
ного застосування, зокрема, в якостi можливого матерiалу для катодiв твердо-
тiльних мiкроакумуляторiв. Цьому сприяє особлива риса даних кристалiв – лег-
кiсть iнтеркаляцiї атомiв лiтiю в простiр мiж шарами без помiтного збiльшення
об’єму. У данiй областi iснує зовсiм небагато теоретичних дослiджень. Дослiдже-
ння електронної структури та динамiки гратки “з перших принципiв” для чисто-
го та iнтеркальованого лiтiєм селенiду iндiю встановило, що домiшкова зона у
iнтеркальованих зразках знаходиться майже пiд самим краєм зони провiдностi
[P. Gomes da Costa et al., Phys. Rev. B, 1991, 43, 7066; M. Balkanski et al., Phys.
Status Solidi B, 1996, 194, 175]. Баричнi залежностi структури кристалу γ-InSe,
а також вiдповiднi фононнi частоти при тисках до 15 ГПа розраховано у роботi
[К.З. Рущанский, Физ. тверд. тела, 2004, 46, 177].

У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтеркальованого дiо-
ксиду титану список теоретичних праць у цьому напрямку виглядає досить коро-
тким. Майже всi вони використовують тi чи iншi методики числових розрахункiв
“з перших принципiв”, часто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд
прогнозованих явищ експериментально не спостерiгалися.

Шаруватi напiвпровiдники cеленiди галiю та iндiю [E. Mooser and
M. Schlüter, Nuovo Cimento B, 1973, 18, 164] викликають значний iнтерес через мо-
жливiсть потенцiйного застосування в приладах з нелiнiйною оптикою, сонячних
батареях, високочутливих датчиках iнфрачервоного випромiнювання i тиску, у
тензометрiї, а також як твердотiльнi електрогенератори. Iснує методика стадiйно-
го впорядкування матерiалу-господаря (в даному випадку, монохалкогенiдiв iндiю
та селену) з метою покращення входження iонiв iнтеркалянта в матрицю чи ство-
рення принципової можливостi проникнення навiть великих молекулярних груп
типу олiго-диметиламiно-метакрилату [S. A. Safran, Solid State Physics, Academic
Press, 1987, vol. 40, 183]. Для цього монокристал iнтеркалюють нiтритом натрiю, а
потiм деiнтеркалюють його. В результатi настає стадiйне впорядкування перпен-
дикулярно до шарiв зi значним збiльшенням вiдстанi мiж пакетами (у випадку,
що був реалiзований у [I.I. Grygorchak et al., J. Surf. Phys. Eng., 2012, 10, 256],
число шарiв у пакетi в основному дорiвнювало трьом). Навiть без iнтеркаляцiї
властивостi такого кристала помiтно змiнюються.

Модель Бозе–Хаббарда (БХ) широко застосовується для опису термодина-
мiки та динамiки бозе-атомiв у оптичних ґратках. Важливою особливiстю таких
систем є фазовий перехiд у фазу з бозе-конденсатом при дуже низьких темпера-
турах. В результатi система може перебувати або в нормальнiй (NO) фазi (при
T = 0 — стан т.зв. мотiвського дiелектрика, МI), або в фазi, де є бозе-конденсат
(надплинний стан, SF). Модель БХ використовується й у iнших областях, де такий
пiдхiд є адекватним: в теорiї явищ, пов’язаних з квантовою делокалiзацiєю ато-
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мiвH, адсорбованих на поверхнi переходних металiв; при описi квантової поверхнi
чи об’ємної дифузiї легких частинок; при дослiдженнi термодинамiки iнтеркаля-
цiї домiшкових атомiв у кристалiчних системах. Граничний перехiд U →∞, який
вiдповiдає т. зв. жорстким бозонам (з обмеженням на числа заповнення ni ≤ 1),
звужує область застосування теорiї до дiлянок в околi точок дотику (при T = 0)
куполiв [I.V. Stasyuk, T.S. Mysakovych, Condens. Matter Phys., 2009, 12, 539]. Тим
не менше, модель жорстких бозонiв достатньо широко використовується при описi
бозе-конденсацiї в оптичних ґратках (див. [K. Sengupta et al., Phys. Rev. A, 2007,
75, 063625]). Разом з тим, така модель має свою область застосування в теорiї
iонних провiдникiв, систем iнтеркальованих чи адсорбованих (на кристалiчних
поверхнях) частинок, а також при описi локально-зв’язаних електронних пар у
теорiї високотемпературних надпровiдникiв.

У дослiдженнi та описi поведiнки ультрахолодних бозе-атомiв у двовимiрних
оптичних ґратках з гексагональною структурою поєдналися два важливi напрям-
ки сучасної квантової фiзики. З одного боку, в оптичних ґратках вiдбуваються
фазовi переходи у пiдсистемi бозонiв, пов’язанi з їх бозе-конденсацiєю; можуть
також виникати новi фази особливого типу. Iнтерес до таких об’єктiв зумовлений
ще й тим, що ряд явищ фiзики конденсованого стану та систем з сильними ко-
реляцiями частинок можуть бути вiдтворенi шляхом розгляду поведiнки атомiв,
помiщених в оптичнi ґратки. З другого боку, предметом особливої уваги є остан-
нiм часом двовимiрна гексагональна вуглецева структура, вiдома як графен. Вона
має унiкальнi фiзичнi властивостi, поява яких викликана т. зв. дiракiвським енер-
гетичним спектром електронiв провiдностi (лiнiйним законом дисперсiї в областi
К-точок зони Брiллюена). Тому вивченню термодинамiки i енергетичного спе-
ктру бозе- (а також фермi-) атомiв у оптичних ґратках типу графену надається
значна увага. До важливих проблем належить, зокрема, дослiдження впливу зга-
даної особливостi енергетичного спектру на картину фазових переходiв у системi
ультра-холодних атомiв. Цiкавою є i зворотна задача, яка стосується змiн у стру-
ктурi спектру при переходах вiд одних фаз до iнших.

Ґратковi моделi вiдiграють важливу роль iнструмента статистичної фiзики
для дослiдження нових об’єктiв i явищ, особливо у царинi фiзики твердого тiла.
Простi (на перший погляд) квантовi ґратковi моделi часто демонструють багат-
ство фазових станiв i заплутанi фазовi дiаграми. Як добре вiдомий приклад, мо-
жна згадати опис термодинамiки й вивчення фазових переходiв типу лад-безлад
у кристалах з локально ангармонiчними структурними елементами за допомо-
гою квантових ґраткових моделей. Локальнi ангармонiчнi потенцiали з багато-
ямною формою є досить поширеними. Рiзнi локалiзацiї частинок (конфiгурацiї
структурних елементiв) у них вiдображаються вiдповiдними квантовими стана-
ми. Для систем з двоямними локальними потенцiалами (наприклад, кристали з
водневими зв’язками) такий пiдхiд веде до поперечної моделi Iзiнга (вiдомої в те-
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орiї сегнетоелектрикiв як модель де Жена). У випадку триямного симетричного
потенцiалу таку систему описує ґраткова модель Блюма–Емерi–Грiффiтса (БЕГ).
Цю модель можна застосувати для вивчення кристалiв сiмейства Sn2P2S6 (з мо-
жливим частковим замiщенням Sn→ Pb i S→ Se, див. [Yu.M. Vysochanskii et al.,
Phase transitions in ferroelectric phosphorous chalcogenide crystals, Vilnius University
Publishing House, Vilnius, 2006]), що є гарним прикладом систем з ангармонiчними
локальними потенцiалами.

У другому роздiлi розроблено чотиристанову мiкроскопiчну модель для
пояснення електретного ефекту в селенiдах iндiю та галiю внаслiдок впорядкуван-
ня локальних квазi-диполiв, викликаного перерозподiлом iнтеркальованих атомiв
нiкелю мiж неполярною та полярними позицiями. Модель вiдтворює спостережу-
ванi на експериментi пiкоподiбну залежнiсть величини електретного ефекту вiд
концентрацiї та температурну поведiнку дiелектричної проникливостi.

Найiмовiрнiшою причиною поляризацiї кристалу є впорядкування локаль-
них квазiдиполiв, викликане перерозподiлом атомiв iнтеркалянта мiж неполярни-
ми октаедричними та полярними тетраедричними позицiями. Запропонована мо-
дель типу лад-безлад, що використовує такий пiдхiд, здатна вiдтворити як особли-
востi концентрацiйної залежностi величини електретної напруги, так i темпера-
турну поведiнку проникливостi. Модель також враховує присутнiсть внутрiшньо-
го ефективного поля, що стабiлiзує впорядковану фазу. Це поле виникає завдяки
перерозподiлу та “заморожуванню” внутрiшнiх дефектiв та зарядiв кристалу.

При певних значеннях параметрiв моделi та температури iснує можливiсть
пройти крiзь три фази при зростаннi хiмпотенцiалу (Рис. 1). Тут i надалi всi пара-
метри взаємодiї, температура, хiмпотенцiал та ефективне поле h, присутнi на ри-
сунках, поданi у безрозмiрних одиницях, отриманих нормуванням на суму V + J .
Значення цiєї суми оцiнено у приблизно V +J = 0.2 еВ (таким чином, безрозмiрнiй
температурi T = 0.1 вiдповiдає приблизно 200 K). Приймаючи значення диполь-
ного момента як d = 0.5 Å ·2 · 1.6 · 10−19 C ∼= 5 D, можна оцiнити напруженiсть
ефективного поля E = (V + J)h/d, так що безрозмiрне значення h = 0.01 вiдпо-
вiдає E = 20 МВ/м. Якщо припустити, що електретна напруга пропорцiйна до
значення спонтанної поляризацiї, а концентрацiя iнтеркалянта лiнiйно залежить
вiд хiмпотенцiалу, то стрибки поляризацiї (Рис. 1) вельми нагадують згадану ра-
нiше пiкоподiбну поведiнку напруги при змiнi концентрацiї. Безрозмiрна поляри-
зацiя σ пов’язана зi справжньою поляризацiєю як P = (d/vc)σ = 0.23 (Кл/м2) σ,
де vc = 7 · 10−29 м3 – об’єм на формульну одиницю.

Згiдно стандартного означення, поперечна дiелектрична сприйнятливiсть
рiвна χ⊥ = ∂P/∂E; нашi результати представленi для сприйнятливостi χ̃⊥ =
∂σ/∂h, пов’язаної зi стандартною як χ⊥ = d2

ε0vc(V+J)χ̃⊥
∼= 15χ̃⊥, де ε0 – дiелектри-

чна проникливiсть вакууму. Температурна залежнiсть дiелектричної сприйнятли-
востi демонструє пiки (Рис. 2), коли система проходить повз лiнiї критичних
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Рис. 1. Деформацiя фазової дiаграми (a) при збiльшеннi температури дозволяє отримати стриб-
коподiбну поведiнку поляризацiї (b) внаслiдок проходження через три стани при змiнi хiмпо-
тенцiалу (пунктирна лiнiя на фазовiй дiаграмi (a)) при Θ = 0.19, ∆ = −0.03, V = 0.8, J = 0.2,
U = 0.2.

точок. Така поведiнка вiдповiдає представленим ранiше експериментальним ре-
зультатам для дiелектричної проникливостi. Пiки на температурнiй залежностi
сприйнятливостi з’являються i у випадку, коли вихiдною точкою служить поляр-
на фаза “2”, i неполярна фаза “3” (Рис. 2).

У третьому роздiлi проаналiзовано двi властивостi iнтеркальованого лiтi-
єм анатазу: спiвiснування бiдної та багатої фаз та двi можливi локалiзацiї iонiв лi-
тiю в кисневих октаедрах. Остання з них передбачає можливiсть (анти)полярного
впорядкування, що виходить поза рамки звичайної моделi типу граткового газу,
яка добре описує фазове розшарування. Отже, довелося використати модель типу
БЕГ, яка враховує як вклади типу частинка-частинка, так i диполь-дипольнi.

Iншою менш очевидною особливiстю даної сполуки є викликана iнтеркаля-
цiєю деформацiя гратки: у багатої на лiтiй фази симетрiя нижча нiж у анатазу
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Рис. 2. Температурнi залежностi сприйнятливостi χ̃ (a) та поляризацiї (b), що починаються у
полярнiй (h = 0.21) та неполярнiй (h = 0.21) заселених фазах, при µ = −0.4, ∆ = −0.1, V = 0.8,
J = 0.7, U = 0.2.
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(осi a i b стають нееквiвалентними), що спричиняє переважну заселенiсть однiєї
з позицiй у згаданих парах, з її антипаралельною орiєнтацiєю у сусiднiх октае-
драх (тобто, рiзних пiдгратках). Проведений нами симетрiйний аналiз пояснює це
явище можливiстю внутрiшнього п’єзоефекту: i деформацiя у площинi ab, i поява
ефективного внутрiшнього антипаралельного поля (яке викликає впорядкуван-
ня антисегнетоелектричного типу на зразок моделi Мiцуї) належать обоє до того
самого незвiдного представлення вихiдної високосиметричної фази анатазу, а, от-
же, описуються спiльним параметром порядку. Таким чином, збiльшення вмiсту
iнтеркалянта веде до фазового переходу з одночасними стрибками середньої за-
селеностi та антиполяризацiї (останнiй супроводжується стрибком дiелектричної
сприйнятливостi), що пiдтверджено аналiзом в рамках розкладу Ландау.

Як показано в дисертацiї, у найбiльш загальному випадку (рис. 3) ФД мi-
стить порожнiй, наполовину заповненi та цiлком заповненi стани (що вiдрiзня-
ються наявнiстю i напрямком поляризацiї та заселенiстю пiдграток). Оскiльки
модель двопiдграткова, то, на вiдмiну вiд аналогiчної ФД для моделi БЕГ, поро-
жня та цiлком заповненi полярнi фази роздiленi специфiчними для даної системи
наполовину заповненими фазами та неполярною заповненою фазою. Слiд зверну-
ти увагу, що внаслiдок згаданого ранiше виключення станiв 2, 4 i 8, симетричною
до фази |↑0〉 є фаза |0↓〉. У зображеному випадку можливi як переходи мiж по-
рожньою та наполовину заповненими фазами, так (при малих значеннях поля)
i мiж порожньою та цiлком заповненою фазами. Оскiльки при вiдсутностi поля
має мiсце саме останнiй ФП, даний випадок не вiдповiдає ситуацiї у лiтiйованому
анатазi, де досягаються лише фази з половинним заповненням.

Спiвiснуванню бiдної та багатої на лiтiй фаз в лiтiйованому анатазi вiдпо-
вiдає ФД (рис. 4). У всьому дiапазонi значень зовнiшнього електричного поля h

µ

h

h1

−h1

µ0

|00〉
|↑0〉

|0↓〉

|↑↑〉

|↓↓〉

|↑↓〉

Рис. 3. Найбiльш загальний вигляд фазової дi-
аграми основного стану: iснування промiжних
фаз з половинним заповненням, можливiсть
прямого фазового переходу мiж порожнiм та
цiлком заповненим станами.
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Рис. 4. Фазова дiаграма основного стану з фа-
зовим переходом мiж порожньою фазою та фа-
зами з половинним заповненням (аналог пере-
ходу мiж бiдною та багатою на лiтiй фазами в
лiтiйованому анатазi).
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(зокрема, i при його вiдсутностi) вiдбувається лише ФП (в режимi n = const —
фазове розшарування) мiж порожньою та наполовину заповненою фазами.
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Рис. 5. Фазова дiаграма µ-Θ при вiдсутностi
електричного поля. Решта модельних параме-
трiв приймають такi значення:W++ = 1,W+− =
1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.
Назви фаз (“порожня”, “напiвзаповнена” i “за-
повнена”) дещо умовнi, оскiльки вiдповiдають
основному стану. На лiнiї фазових переходiв, що
обмежує “напiвзаповнену” фазу згори, розташо-
ванi двi трикритичнi точки (TCP).

Проаналiзуємо фазову дiаграму
системи за вiдсутностi зовнiшнього еле-
ктричного поля h (рис. 5). При низьких
температурах у повнiй вiдповiдностi з
фазовою дiаграмою основного стану на
рис. 4 iснують три фази: “порожня”,
“напiвзаповнена” i “заповнена” (за ра-
хунок температурного розмиття назви
вiдповiдають дiйсностi лише при низь-
ких температурах). При високих тем-
пературах у всьому дiапазонi хiмiчного
потенцiалу iснує лише “порожня” фаза,
в якiй усi ПП окрiм n+ рiвнi нулю, а
концентрацiя змiнюється неперервно.

Найскладнiшою є поведiнка ПП в
“напiвзаповненiй” фазi. Зростання тем-
ператури веде до придушення диполь-
дипольного впорядкування та повного
його зникнення на лiнiї фазових пере-
ходiв другого роду всерединi “напiвза-

повненої” фази. Згори ця фаза обмежена лiнiєю фазових переходiв iз зануленням
n−. Двi трикритичнi точки вiдмежовують вершину цiєї кривої, де рiд фазових
переходiв змiнюється з першого на другий. “Заповнена” фаза теж завершується
лiнiєю фазових переходiв другого роду, при яких η− → 0.
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Рис. 6. Дiаграма фазового розшарування на “бi-
дну” (n+ = 0) та “багату” (n+ = 0.5) фази
в режимi n+ = const (W++ = 1, W+− = 1.5,
W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0).

Аналiз похiдних вiд параметрiв
порядку по спряжених до них “ефе-
ктивних полях” показує, що у “напiв-
заповненiй” фазi при зростаннi темпе-
ратури (хiмпотенцiалу) можлива роз-
бiжнiсть дiелектричної проникливостi
системи та її пружного модуля. В обла-
стi фазового переходу/розшарування
“порожня”–“напiвзаповнена” фази спо-
стерiгається пiкоподiбна поведiнка ди-
ференцiйної ємностi системи.

Оскiльки в режимi фiксованого
хiмпотенцiалу (µ = const) на фазовiй
дiаграмi µ–Θ (рис. 5) “порожня” та “на-
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пiвзаповнена” фази розмежованi, в основному, лiнiєю переходiв першого роду, то
у режимi фiксованої концентрацiї (n+ = const) система розшаровується на “бiдну”
та “багату” фази (рис. 6). Як видно з наведеної дiаграми в широкiй областi низьких
температур розшарування вiдбувається саме на концентрацiї n+ = 0 i n+ = 0.5,
що добре вiдповiдає ситуацiї в iнтеркальованому анатазi зi спiвiснуванням бiдної
та багатої на лiтiй фази. Область фазового розшарування вироджується у лiнiю
фазових переходiв другого роду при температурi, що вiдповiдає трикритичнiй то-
чцi на рис. 5. Ще одна коротка лiнiя фазових переходiв пов’язана з придушенням
полярних станiв у “напiвзаповненiй” фазi.

Як звичайно, залишився ряд вiдкритих запитань. Так, модель передбачає,
що зовнiшнє напруження повинно зсувати точку фазового переходу мiж “поро-
жньою” та “напiвзаповненою” фазами до нижчих значень хiмiчного потенцiалу.
Експериментальна перевiрка цього прогнозу наразi вiдсутня. Справжня середня
заселенiсть у багатiй на лiтiй фазi становить 0.55–0.6 замiсть значення n+ = 0.5
у “напiвзаповненiй” фазi моделi. Таке вiдхилення в реальному кристалi можна
пояснити полiдоменною структурою цiєї фази, яка може мiстити “домiшки” “за-
повненої” фази LiTiO2, тодi як змодельованi фази – монодоменнi за означенням.
Аналогiчно можна пояснити вiдсутнiсть загальної поляризацiї у “напiвзаповне-
них” фазах: при вiдсутностi зовнiшнього електричного поля цi фази з протиле-
жними напрямками поляризацiї можуть спiвiснувати у рiзних доменах, забезпе-
чуючи повну взаємну компенсацiю.

У четвертому роздiлi встановлено, що при стадiйному впорядкуваннi в
шаруватих кристалах загальна структура спектру електронних збуджень описує-
ться законом дисперсiї, що поєднує одно- та двовимiрнi властивостi й в загальному
характерний для шаруватих систем (закон Фiваза). Одначе наявнiсть стадiйного
впорядкування змiнює перiод ґратки вздовж осi Z, перпендикулярної до шарiв,
перебудовує зону Брiлюена, приводить до розщеплень у спектрi, й породжує зга-
данi вище додатковi гiлки спектру, значно ускладнюючи його вигляд.

Показано, що за рахунок адитивностi поздовжнiх i поперечних внескiв у
енергiю електронiв, густина станiв електронних збуджень в загальнiй формi може
бути представлена у виглядi згортки одно- та двовимiрних густин. Це значно
спрощує подальшi розрахунки, оскiльки одновимiрну густину вдається отримати
у явному виглядi, а двовимiрну— виразити через елiптичнi iнтеграли першого
роду i розрахувати числовим методом.

Головною особливiстю густини електронних станiв такої системи є полiм-
одальна структура кривих через наявнiсть багатьох гiлок у спектрi й добре ви-
ражена схiдчаста форма на краях зони. Така форма густини станiв бiля країв
дозволеної електронної зони характерна для тонких квазiдвовимiрних структур.

Оскiльки число сходинок на густинi станiв вiдповiдає числу шарiв у пакетi,
цю властивiсть можна було би використати для контролю структури кристалiчної
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матрицi при стадiйному впорядкуванню. На практицi це може бути ускладнено
розмиванням форми густини станiв за рахунок сумiшi пакетiв з рiзним числом
шарiв та iншими неоднорiдностями дослiджуваної системи.

Для випадку, коли iнтеркальованi атоми у ван-дер-ваальсових порожнинах
грають роль донорних домiшок i постачають електрони у зону провiдностi, дослi-
джено температурнi та концентрацiйнi (вiд кiлькостi домiшок nD) залежностi хi-
мiчного потенцiалу електронiв провiдностi µ та їх концентрацiї n̄e. Враховано, що
в кристалi вiдбулося пакетне модульоване впорядкування i розглянуто випадок,
при якому окремi пакети складаються з трьох ковалентно-зв’язаних мiж собою
шарiв (таку ситуацiю можна створити у кристалах групи монохалькогенiдiв ме-
талiв). Взято до уваги ступiнчасту структуру густини електронних станiв поблизу
краю електронної зони (вiдповiдний розрахунок був проведений нами ранiше).

Показано, що при низьких температурах, коли теплова енергiя набагато мен-
ша енергiї iонiзацiї домiшок, концентрацiя електронiв провiдностi пропорцiйна до√
nD, а з температурою змiнюється за законом

√
Θe−εD/2Θ. У випадку промiжних

температур, для яких Θ ≥ εD, домiшки є практично iонiзованi, n̄e ≈ nD, а хiмi-
чний потенцiал електронiв провiдностi µ = Θ ln(nD/2ΘQ), де параметр Q мiстить
iнформацiю про форму густини станiв бiля краю зони i про кiлькiсть шарiв у па-
кетi. Встановлено також умову, при якiй електрони при достатнiх концентрацiях
домiшок можуть стати виродженими i система себе тодi поводить як квазiметал
(з вiдповiдним характером провiдностi).

Розраховано та дослiджено концентрацiйнi (залежно вiд ступеня iнтеркаля-
цiї) та температурнi залежностi електронного внеску до теплоємностi шаруватого
кристалу з модульованим пакетним впорядкуванням.

При низьких температурах теплоємнiсть ceV пропорцiйна до
nD(ε2

D/Θ
2)e−εD/Θ, а у кiлькiсному вiдношеннi її значення визначається лише

першою сходинкою на краю густини станiв i не вiдчуває подальших особливостей
її форми. При промiжних температурах, коли домiшки повнiстю iонiзованi,
теплоємнiсть електронiв стає пропорцiйною до квадрату їх концентрацiї i змiню-
ється з температурою за законом ceV = (n2

D/2ΘQ) ln(nD/2ΘQ). Тонка структура
краю електронної зони мiститься у факторi Q, який є температурно залежний.
Записано загальний вираз для електронного внеску до дiелектричної проникностi
та поляризацiйного оператора, який визначає частотний вiдгук кристалу на
змiнне електромагнiтне поле.

Показано, що в границi низьких температур функцiя статичного дiелектри-
чного вiдгуку має у областi слабкого електронного виродження ступiнчасту стру-
ктуру, яка є наслiдком аномалiй густини електронних станiв пакетно впорядкова-
ного шаруватого кристалу бiля краю його зони провiдностi.

У рамках модифiкованої моделi Андерсона проведено розрахунок електрон-
ного внеску у квантову ємнiсть iнтеркальованої системи. Дослiджено її залежнiсть



17

 

 

c/
e2 x

 

 

c/
e2 x

 

 

c/
e2 x

 

 

c/
e2 x

 

 

c/
e2 x

 

 

c/
e2 x

Рис. 7. Електронний внесок у квантову ємнiсть шаруватого кристалу з стадiйним впорядкува-
нням: вплив iнтеркаляцiї на залежнiсть функцiї c/e2 вiд хiмiчного потенцiалу електронiв бiля
нижнього краю електронної зони (неiнтеркальована система (x = 0); x = 1, λ0 = −4.0, Γ = 0;
x = 1, λ0 = −4.0, Γ = 0.1) при температурах Θ = 0.02 i Θ = 0.1 (Θ = kBT ).

вiд хiмiчного потенцiалу електронiв та вплив таких факторiв, як розширення до-
мiшкового рiвня i змiна температури. Вибранi наближення вельми спрощують
внутрiшню енергетичну структуру iнтеркальованих домiшок, однак це дозволяє
отримати аналiтичнi вирази для спектру збуджень, густини станiв та квантової
ємностi, а результати розрахункiв дають добру якiсну картину впливу iнтеркаля-
цiї на електронну пiдсистему вихiдної матрицi.

У п’ятому роздiлi дослiджено бозе-конденсацiю у двостановiй моделi Бозе-
Хаббарда в границi жорстких бозонiв. Гамiльтонiан квантового ґраткового бозе-
газу в моделi Бозе-Хаббарда враховує тунельнi перескоки частинок мiж найближ-
чими вузлами та взаємне вiдштовхування частинок в однiй потенцiальнiй ямi:
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Ĥ =
∑
ij

tijb
+
i bj +

U

2

∑
i

ni(ni − 1)− µ
∑
i

ni . (1)

Тут tij – параметр перескоку, U – енергiя парного хаббардiвської одновузлової
взаємодiї (U > 0), µ – хiмiчний потенцiал, b+

i , bj – бозе-оператори народження
та знищення частинок на i-му вузлi в основному коливному станi. При враху-
ваннi першого збудженого стану i перескокiв лише мiж збудженими станами в
найближчих позицiях, гамiльтонiан (1) узагальнюється у виглядi

Ĥ = (ε− µ)
∑
i

b+
i bi + (ε′ − µ)

∑
i

c+
i ci +

Ub
2

∑
i

nbi(n
b
i − 1)

+
Uc
2

∑
i

nci(n
c
i − 1) + Ubc

∑
i

nbin
c
i +
∑
ij

t′ijc
+
i cj , (2)

де c+
i , ci – бозе-оператори частинок у збудженому станi, ε (ε′) – енергiя частинки

в основному (збудженому) станi, Ub, Uc, Ubc – параметри вiдштовхування.
Використовуючи базис одновузлових станiв |i;nbi , nci〉, який формується чи-

слами заповнення частинок (власними значеннями операторiв nbi = b+
i bi i n

c
i =

c+
i ci), можна ввести оператори Хаббарда

Xn,m;n′,m′

i ≡ |i;n,m〉〈i;n′,m′|. (3)

Обмежимося надалi розглядом частинного випадку жорстких бозонiв, ко-
ли виконується умова n + m 6 1. В моделi це досягається шляхом переходу
Ub, Uc, Ubc → ∞. В данiй границi одновузлова задача стає трирiвневою з енергiя-
ми λ0 = 0, λ1 = −µ, λ2 = δ − µ. (використано такi скорочення для одновузлових
станiв: |0〉 ≡ |00〉, |1〉 ≡ |10〉, |2〉 ≡ |01〉). Тут δ = ε′ − ε – енергiя переходу в
збуджений локальний стан. Вiдповiдно,

bi = X00,10
i ≡ X01

i , ci = X00,01
i ≡ X02

i ;

nbi = X10,10
i ≡ X11

i , nci = X01,01
i ≡ X22

i .

В результатi, гамiльтонiан (2) в X-представленнi набуває вигляду

Ĥ =
∑
ip

λpX
pp
i +

∑
ij

t′ijX
20
i X

02
j . (4)

Оскiльки бозе-конденсацiя вiдбувається в зонi, породженiй перескоками ча-
стинок мiж збудженими станами в сусiднiх позицiях (див. нижче), то параметром
порядку в цьому випадку є середнє ξ = 〈X20

i 〉 = 〈X02
i 〉 (ξ = 〈c+

i 〉 = 〈ci〉) вiд
операторiв народження чи знищення бозонiв.
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Видiлимо частину гамiльтонiана (4), яка вiдповiдає НСП

ĤMF = −Nt′0ξ2 +
∑
ip

λpX
pp
i + t′0ξ

∑
i

(X20
i +X02

i ), (5)

де t′0 – фур’є-образ параметра перескоку t′ij при ~q = 0 (надалi t′0 < 0 для симетри-
чних збуджених станiв; для антисиметричних t′0 > 0). Параметр ξ визначається з
умови самоузгодження ξ=Z−1 Sp[X20

i exp(−βĤMF)], де Z = Sp exp(−βĤMF).
Коротко зупинимося на термодинамiцi трирiвневої моделi в НСП. Усере-

днюючи за розподiлом Гiббса i враховуючи, що середнi вiд поперечних компонент
псевдоспiна рiвнi нулю, отримаємо рiвняння для параметра порядку ξ = 〈X02

i 〉:

ξ = Z−1E−1|t′0|ξ
(

e−βλ̃0 − e−βλ̃2
)
. (6)

Розв’язок ξ = 0 вiдповiдає нормальнiй фазi. Ненульове рiшення, iснування якого
свiдчить про появу бозе-кондесату, можна отримати з рiвняння

Z−1E−1|t′0|
(

e−βλ̃0 − e−βλ̃2
)

= 1. (7)

В областi µ < 0 ненульовi значення ξ виникають плавно при переходi другого роду,
тодi як в областi µ > 0 i при достатньо низьких температурах на кривiй ξ(µ) iснує
S-подiбний вигин, що вказує на перехiд першого роду. Його лiнiя визначалась з
умови рiвностi термодинамiчних потенцiалiв Ω = −Θ lnZ NO i SF фаз (рис. 8).

-1.0 -0.5 0.0 0.5
0.0

0.1

0.2

0.3

δ = 0.6

δ = 0.4

δ = 0.1

µ

Θ

Рис. 8. Фазовi дiаграми (Θ, µ) при рiзних
значеннях δ (|t′0| = 1). Суцiльна лiнiя вiд-
повiдає фазовим переходам другого роду, а
штрихова — переходам першого роду.

На основi моделi жорстких бозонiв
розраховано енергетичний спектр бозонних
збуджень та одночастинковi спектральнi
густини для плоскої гексагональної ґратки
типу графену. Розглянуто особливостi фор-
ми зонного спектру та спектральної густи-
ни у нормальнiй фазi (NO) в залежностi вiд
розташування рiвня хiмiчного потенцiалу,
рiзницi мiж локальними енергiями части-
нок у пiдґратках та температури.

Проаналiзовано умови появи щiлини
у зонному спектрi. Отримано, що у випад-
ку жорстких бозонiв, коли частинки опису-
ються статистикою Паулi, виникає темпе-

ратурно залежна щiлина (на вiдмiну вiд електронiв у ґратках типу графену).
Щiлина у спектрi iснує:

• на краю зони Брiллюена (рiвень хiмiчного потенцiалу розташований нижче
(вище) енергетичних зон), ∆ε = 2δ;
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• при q = 0 (рiвень хiмiчного потенцiалу розташований мiж енергетичними
зонами), ∆ε = 2

√
δ2 − |〈σzA〉〈σzB〉|J2(0).

У першому iз цих випадкiв щiлина зникає при δ = 0; як наслiдок,
з’являються дiракiвськi точки з лiнiйним законом дисперсiї в точках K,K ′ зони
Брiллюена. У другому випадку вона зникає при kT = 0, h = 0 i δ = 1

2J(0) (δ = 1
2 в

одиницях J(0)). З’являється лiнiйний спектр дiракiвського вигляду (εq ∼ J(0)

2
√

2
aq).

Вигляд спектральних густин вiдповiдає загальним критерiям: цi густини
вiд’ємнi в областi ω < 0 i додатнi при ω > 0. Специфiка гексагональної структури
ґратки проявляється в наявностi логарифмiчних сингулярностей у кривих ρα(~ω)
для кожної iз зон, та у стрибкоподiбному обертаннi в нуль на краях спектру (за
винятком точок ~ω = h− δα, де густина прямує до нуля за лiнiйним законом).

Результати нашого дослiдження можуть скласти основу опису термодина-
мiки бозе-атомiв у гексагональних оптичних ґратках та подальшого вивчення їх
динамiки (до експериментальних засобiв, що дозволяють безпосередньо виявля-
ти особливостi енергетичного спектру та спектральних густин ультрахолодних
атомiв у такого типу системах, належать брегiвська мiжзонна спектроскопiя та
брегiвська спектроскопiя з iмпульсним роздiленням. Для повного розв’язання за-
дачi необхiдно розглянути ще випадок SF-фази (коли присутнiй бозе-конденсат).
На вiдмiну вiд нормальної фази, у SF-фазi хiмiчний потенцiал перебуває у ме-
жах однiєї з енергетичних зон. Внаслiдок цього вiдбувається значна перебудова
бозонного спектру, пов’язана з появою додаткових пiдзон. Вiдповiднi розрахунки
законiв дисперсiї в зонах i спектральних густин для ґратки типу графену будуть
предметом нашого окремого розгляду.

У шостому роздiлi дослiджено термодинамiку ґраткової бозе-системи в
рамках двостанової моделi жорстких бозонiв, i показано, що мiжвузлова взаємо-
дiя, яка виникає при змiщеннях частинок з їх рiвноважних положень, може приво-
дити до спонтанного порущення симетрiї i появи фази з однорiдним або просторо-
во модульованим змiщенням. Матричнi елементи змiщень пов’язанi з переходами
бозонiв мiж основним i збудженим коливним станом, тобто є аналогом дипольних
впорядкувань у сегнетоелектричних кристалах. У областях значень хiмiчного по-
тенцiалу бозонiв, де їх концентрацiя не є цiлочисельною i змiнюється, мiжвузлове
перенесення частинок приводить до нестiйкостi щодо появи бозе-конденсату. Кон-
куренцiя мiж цим ефектом i тенденцiєю до «заморожування» змiщень проявля-
ється на фазових дiаграмах, якi визначають областi iснування нормальної фази,
фази iз спонтанним змiщенням (ρ 6= 0) та фази з бозе-конденсатом (ξ 6= 0). Число-
вий аналiз рiвноважних станiв та умов їх стiйкостi не виявив фази з ненульовими
значеннями обох параметрiв порядку ρ i ξ (т.зв. «суперсолiд»).

Гамiльтонiан системи жорстких бозонiв на ґратцi при врахуваннi лише двох
найнижчих локальних рiвнiв, роздiлених енергетичним промiжком δ (δ > 0), мо-
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Рис. 9. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина ρA(ω) (центральний та правий стовпчи-
ки) в NO- i SF-фазах при змiнi енергiї h. Iншi параметри зафiксовано з такими значеннями:
J(0) = 1, δ = 0.8, Θ = 0.05.

жна записати у виглядi
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ + Ĥ ′′, (8)

де
Ĥ0 =

∑
ij

tijb
+
i bj +

∑
ij

t′ijc
+
i cj − µ

∑
i

b+
i bi + (δ − µ)

∑
i

c+
i ci

— гамiльтонiан невзаємодiючих бозонiв, який мiстить доданки, що описують мiж-
вузлове перенесення бозонiв по основних (tij) та збуджених (t′ij) станах

Ĥ ′ =
1

2

∑
ij

Φijx̂ix̂j (9)
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— гамiльтонiан взаємодiї мiж змiщеннями частинок вiд їх рiвноважних положень
у рiзних потенцiальних мiнiмумах;

Ĥ ′′ = −h
∑
i

x̂i (10)

— гамiльтонiан взаємодiї iз зовнiшнiм полем, спряженим до змiщень. Тут x̂i =
d(c+

i bi + b+
i ci), де d—матричний елемент оператора координати мiж основним та

збудженим станами; bi (b+
i ) та ci (c+

i ) — вiдповiднi бозе-оператори. Надалi наш
розгляд проводимо у границi t′ij → 0, що вiдповiдає перенесенню по основних
станах. До такого випадку можна звести задачу про динамiку бозе-частинок та
бозе- конденсацiю у ґратцi, утворенiй подвiйними потенцiальними ямами.

Вважаємо, що у кожнiй потенцiальнiй ямi може бути не бiльше одного бо-
зона. Це обмежує базис локальних станiв |nbi , nci〉 до трьох: |0〉 = |00〉, |1〉 = |10〉,
|2〉 = |01〉. У цьому випадку у представленнi через оператори Хаббарда

bi = X01
i , ci = X02

i , x̂i = d
(
X21
i +X12

i

)
; b+

i bi = X11
i , c+

i ci = X22
i (11)

i, в результатi,

Ĥ =
∑
ij

t′ijX
10
i X

01
j − µ

∑
i

X11
i + (δ − µ)

∑
i

X22
i

+
1

2

∑
ij

Φijd
2
(
X21
i +X12

i

) (
X21
j +X12

j

)
− hd

∑
i

(
X21
i +X12

i

)
. (12)

Нашим завданням є дослiдження термодинамiки та рiвноважних станiв да-
ної моделi i вивчення, зокрема, фазових переходiв, пов’язаних з бозе-конденсацiєю
та змiщеннями частинок з рiвноважних локальних положень у ґратцi. Перенесе-
ння бозонiв та взаємодiю Φij врахуємо у наближеннi середнього поля, замiнюючи∑

ij

tijX
10
i X

01
j → t(0)ξ

∑
i

(
X10
i +X01

i

)
−Nt(0)ξ2, (13)

де t(0) =
∑

j tij, ξ =
〈
X01
i

〉
=
〈
X10
i

〉
, та

1

2

∑
ij

ΦijX̂iX̂j → ρΦ(0)d
∑
i

(
X12
i +X21

i

)
− N

2
Φ(0)ρ2, (14)

причому Φ(0) =
∑

j Φij, ρ = 〈x̂i〉 = 2d〈X12
i 〉 (тут 〈X12

i 〉 = 〈X21
i 〉).

У цьому наближеннi

ĤMF =
∑
i

Ĥi −Nt(0)ξ2 − N

2
Φ(0)ρ2, (15)
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Ĥi = t(0)ξ
(
X10
i +X01

i

)
− µX11

i + (δ − µ)X22
i

+ ρΦ(0)d
(
X12
i +X21

i

)
− hd

(
X12
i +X21

i

)
. (16)

Енергiї локальних бозонiв станiв визначаються власними значеннями λα матрицi

||Ĥi|| =

 0 0 t(0)ξ
0 −µ (ρΦ(0)− h)d

t(0)ξ (ρΦ(0)− h)d δ − µ

 . (17)

Вiдповiдно, термодинамiчний потенцiал моделi запишеться як

Ω/N = −t(0)ξ2 − 1

2
Φ(0)ρ2 −Θ ln

(
e−βλ1 + e−βλ2 + e−βλ3

)
. (18)

Параметри порядку ξ та ρ мають визначатись з умов самоузгодження
(∂Ω/N)/(∂ξ) = 0 i (∂Ω/N)/(∂ρ) = 0 та вiдповiдати абсолютному мiнiмуму по-
тенцiалу Ω при заданих значеннях хiмпотенцiалу µ та поля h.

В принципi, є можливiсть iснування (крiм нормальної з ρ = 0 i ξ = 0) фаз
з ρ = 0 i ξ 6= 0, ρ 6= 0 i ξ = 0 та ρ 6= 0 i ξ 6= 0. Нижче ми розглянемо спочатку, як
незалежнi, переходи до фаз ρ 6= 0 та ξ 6= 0.

При переходi 1-го роду до фази ρ має мiсце стрибкоподiбна змiна n̄B, а в
областi фази ξ з бозе-конденсатом n̄B змiнюється лiнiйно. Така залежнiсть вiд
µ при T = 0 є характерною для надплинної фази в моделi Бозе–Хаббарда. При
T 6= 0, як показують числовi розрахунки, фаза ξ залишається промiжною. Як
видно з фазових дiаграм (T, µ), побудованих при рiзних значеннях параметра
|t(0)| (рис. 10), при зменшеннi |t(0)| її область звужується. Понижується також
максимальна температура, при якiй ця область iснує. Якщо |t0| < |t0|cr, фаза з
бозе-конденсатом вiдсутня (|t0|cr ≈ 0.2 при T = 0.1, δ = −0.9, W = 0.8).

Перехiд з фази ξ до фази ρ є 1-го роду i при T 6= 0. Для невеликих значень
|t(0)| таким є також перехiд мiж нормальною i ρ фазами, однак при пiдвищеннi
температури рiд його змiнюється з 1-го на 2-ий (рис. 10). Для достатньо великих
|t(0)| цей перехiд є 2-го роду починаючи з потрiйної точки.

При застосуваннi до оптичних ґраток наш модельний розгляд має безпосе-
реднє вiдношення до ґратки, утвореної системою локальних подвiйних потенцi-
альних ям. У цьому випадку визначальним є внесок, пов’язаний iз перестрибува-
нням мiж вузлами, при якому частинки не покидають основного коливного стану.
«Заморожене» змiщення, коли ρ 6= 0, вiдповiдає у даному випадку локалiзацiї в
одному iз двох потенцiальних мiнiмумах у ямi. Така ситуацiя є аналогiчною до
картини впорядкувань протонiв на водневих зв’язках у H-зв’язаних сегнетоеле-
ктричних кристалах. Вiдмiннiсть, однак, полягає в тому, що у таких кристалах
число протонiв фiксоване (один протон на зв’язок). Винятком є кристали з т. зв.
суперпротонними (суперiонними) фазами, у яких число вiртуальних H-зв’язкiв пе-
ревищує кiлькiсть протонiв i середня заселенiсть на зв’язок є дробовою (n̄i < 1). У
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Рис. 10. Фазовi дiаграми (T, µ). Показано областi iснування нормальної фази та фаз ξ 6= 0 i
ρ 6= 0 при рiзних значеннях |t(0)| (δ = 0.9, W = 0.8). Суцiльна лiнiя позначає переходи першого
роду, штрихова — другого роду, пунктирна лiнiя — спiнодаль.

цьому вiдношеннi наша модель могла б бути застосованою до опису, крiм впоряд-
кованих, ще й фаз iз суперпротонною провiднiстю, якi iснують при температурах
вищих за температури, при яких реалiзуються впорядкованi фази з цiлочисель-
ним заповненням водневих зв’язкiв.

В сьомому роздiлi вивчено термодинамiку квантової ґраткової системи
з локальними багатоямними потенцiалами, а саме дипольне впорядкування та
деформацiйнi ефекти у рамках модифiкованої моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса.

Запишемо гамiльтонiан Ĥ для ґраткової моделi, де на кожному вузлi можли-
вi три стани |1〉, |2〉, i |3〉 (з вiдповiдними енергiямиE1, E2 andE3). В представленнi
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операторiв Хаббарда (Xαβ
i = |i, α〉〈i, β|) маємо

Ĥ =
∑
i

Ĥi + Ĥ ′, де Ĥi =
3∑

α=1

EαX
αα
i . (19)

Оператори Xαα
i проектують у стани |i, α〉 так, що їхнi середнi значення 〈Xαα〉

рiвнi заселеностям цих станiв. Стани |i, α〉 вiдповiдають рiвноважним конфiгу-
рацiям структурних елементiв (iонних груп) кристалу, що визначаються мiнiму-
мами (центральним чи двома боковими) локального триямного ангармонiчного
потенцiалу на i-му вузлi ґратки. У нашому симетричному випадку стани |2〉 i
|3〉 переходять один в одного при iнверсiї. Введемо також змiннi Szi (пов’язанi з
локальним дипольним моментом) i ni (визначає заселенiсть бокових мiнiмумiв)

Szi =
1

2
(X33

i −X22
i ), ni = X33

i +X22
i . (20)

Тодi одновузловий гамiльтонiан матиме вигляд

Ĥi = −h
2

(X33
i −X22

i ) + E0(X
33
i +X22

i ) ≡ −hSzi + E0ni, (21)

де h—поле, спряжене до дипольного момента, E0 = E
(0)
2 − E1 = E

(0)
3 − E1 —

рiзниця енергiй центральної i бокових конфiгурацiй при h = 0.
Надалi розглянемо випадок h = 0 i Kij = 0, враховуючи лише диполь-

ну взаємодiю Jij. Ми припускаємо, що величина енергетичної щiлини E0 може
змiнюватись. У локально ангармонiчних кристалах такий ефект можна досягти,
приклавши тиск: як зовнiшнiй, так i внутрiшнiй (спричинений стохiометричним
замiщенням атомiв). Наприклад, у вищезгаданих кристалах сiмейства Sn2P2S6

форма локального триямного потенцiалу для iонних груп P2S6 змiнюється пiд
впливом цих обох чинникiв (див. ab-initio розрахунки [R. Yevych et al., Low Temp.
Phys., 2016, 42, 1155]). Дослiдження цього ефекту поглиблює розумiння механiзму
переходу в сегнетоелектричний стан.

Щоб врахувати вищеописане явище у рамках моделi БЕГ, слiд розглядати
(викликану зовнiшнiм чинником) деформацiю кристалiчної ґратки як безпосере-
дню причину змiни локальних потенцiалiв (а, отже, й енергетичної щiлини E0).
Тому початковий гамiльтонiан (19) слiд доповнити вiдповiдним доданком

Ĥ ′′ = D
∑
i

(X33
i +X22

i )u+
N

2
vc0u

2, (22)

беручи до уваги ренормалiзацiю величини енергетичної щiлини E0 через деформа-
цiю E0 → Ẽ0 = E0 +Du (де u = ∆V/V — вiдносна змiна об’єму), а також енергiю
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пружної деформацiї (c0 —модуль об’ємної пружностi, v— об’єм на одну формуль-
ну одиницю, N —число структурних елементiв, якi описуються ангармонiчними
потенцiалами), а D— стала електрон-деформацiйної взаємодiї.

Рiвноважне значення параметра u за наявностi взаємодiї Ĥ ′′ можна отри-
мати з умови термодинамiчної рiвноваги ∂G/∂u = 0, де G—потенцiал Гiббса,
отриманий з вiльної енергiї F , G = F − Nvuσ, де σ—механiчне напруження.
Тут F —характеристична функцiя вiд змiнних (T, V,N) (у нашому випадку— вiд
(T, u,N)), тодi як потенцiал Гiббса G—функцiя вiд (T, σ,N). Оскiльки

∂G/∂u = ∂F/∂u−Nvσ =
〈
∂Ĥ/∂u

〉
−Nvσ, (23)

то рiвняння, що зв’язує деформацiю u зi зовнiшнiм механiчним напруженням,

c0u+ (D/v)〈X33
i +X22

i 〉 = σ (24)

припустивши однорiднiсть системи (вiдсутнiсть модульованого впорядкування).
Умова (24) є точним спiввiдношенням, яке можна вважати узагальненим

законом Гука. Згiдно з нею роль зовнiшнього напруження σ не обмежується
деформацiєю ґратки; воно також вливає на заселенiсть бокових позицiй (n̄ =
〈X22 + X33〉) локальних потенцiальних ям. Як буде показано нижче, це веде до
нелiнiйної залежностi мiж u i σ, що є особливо важливим у околi фазового перехо-
ду до сегнетоелектричного стану. З iншого боку, в границi σ = 0 спiввiдношення
(24) описує лiнiйну залежнiсть мiж деформацiєю ґратки й заселенiстю бокових
позицiй (як показано нижче, при D < 0 зростання заселеностей через пониження
E0 полегшує розширення ґратки).

Можна усунути явну залежнiсть гамiльтонiану вiд деформацiї u, скористав-
шись рiвнянням (24):

Ĥ =
∑
i

(
E0 +

D

c0
σ

)
ni −

1

2

∑
ij

JijS
z
i S

z
j −

D2

vc0

∑
i

n̄ni + U, (25)

де

U =
N

2c0
vσ2 − ND

c0
σn̄+

N

2

D2

vc0
n̄2. (26)

Третiй доданок у виразi (25) вiдповiдає енергiї локального квадруполя у се-
редньому полi Keff n̄, де константа ефективної квадрупольної взаємодiї рiвна
Keff = D2/(vc0). Ми вважаємо, що така взаємодiя (Keff

ij = Keff) розповсюджує-
ться на довiльну вiдстань |~Ri − ~Rj| через деформацiю ґратки.

Ґрунтуючись на вiдомих даних для Sn2P2S6, ми пiдiбрали наступнi значе-
ння для параметрiв дБЕГ моделi: v = 0.23 · 10−24 см3, c0 = 5 · 1011 ерг/см3,
D = −1.1 еВ, c0v = 71.8 еВ, E0 = −0.011 еВ, Veff = 0.017 еВ. Параметр D роз-
раховано за означенням D = ∂Ẽ0/∂u, виходячи з приблизного значення похiдної
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Рис. 11. Залежностi температури фазового переходу мiж сегнетоелектричною (F) i параеле-
ктричною (P) фазами (лiворуч) вiд параметра E0 (при p = 0) i (праворуч) вiд величини при-
кладеного всестороннього тиску p (при E0 = −0.011 еВ) за наступних значень iнших параметрiв
моделi: J = 0.14 еВ, c0v = 71.8 еВ, D = −1.1 еВ, Veff = 0.017 еВ.

∂Ẽ0/∂p = −Ẽ0/∂σ ≈ 0.011 . . . 0.025 еВ/ГПа згiдно з результатами ab initio розра-
хункiв [R. Yevych et al., Low Temp. Phys., 2016, 42, 1155] (тут p = −σ— гiдростати-
чний тиск). Значення параметра J вибрано з мiркувань оптимального узгодження
критичної температури Tc при p = 0, розрахованої в рамках моделi, з її експе-
риментально отриманим значенням (Tc|exp = 337 К). Значення E0 = −0.011 еВ
вiдповiдає даним, отриманим у згаданiй вище роботi за вiдсутностi тиску.

Фазова дiаграма (T,E0) (лiворуч на рис. 11) за вiдсутностi зовнiшнього ти-
ску демонструє вiдоме явище зниження критичної температури Tc при зменшеннi
абсолютного значення (у вiд’ємнiй областi) й наступного зростання (у додатнiй
областi) параметра E0. При цьому рiд фазового переходу змiнюється в трикри-
тичнiй точцi (E0|TCP ≈ 0.02 еВ) з другого на перший з повним придушенням
сегнетофази при E0 > 0.026 еВ.
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Рис. 12. Фазова дiаграма (T, u) для випадку
механiчно затиснутого кристала (режим u =
const).

Залежнiсть температури фазово-
го переходу мiж сегнето- i параелектри-
чною фазами (F ↔ P ) вiд всесторон-
нього тиску зображено на рис. 11 (пра-
воруч). Значення температур Tc(p = 0)
i TTCP, як i тиску p∗ (за якого темпе-
ратура фазового переходу зануляється)
є достатньо близькими до експеримен-
тальних даних (Tc|calc(p = 0) = 330 К,
TTCP|calc = 203 К i p∗|calc = 1.7 ГПа,
порiвняно з Tc|exp(p = 0) = 337 К,
TTCP|exp = 220 К i p∗|exp = 1.5 ГПа).

Отже, вибiр значень параметрiв моделi можна вважати вдалим i використовува-
ти його для детальнiшого дослiдження ефектiв, породжених тиском.
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Представленi вище графiки вiдповiдають так званому механiчно вiльному
кристалу: всестороннiй зовнiшнiй тиск p (або механiчне напруження σ) є неза-
лежною змiнною з певним значенням (режим σ = const). Можна також розгля-
нути випадок механiчно затиснутого кристала (режим u = const). Стрибок u
при фазовому переходi першого роду для вiльного кристала вiдповiдає тому ж
iнтервалу значень u мiж парафазою i сегнетофазою для затиснутого кристала.
Змiнюючи температуру в даному режимi, можна побудувати вiдповiдну фазову
дiаграму (рис. 12). Бiнодалi, зображенi пунктирними лiнiями, отримано порiвня-
нням потенцiалiв Гiббса для обох фаз iз використанням даних стрибка дефор-
мацiї на лiнiї переходiв першого роду в площинi (u, p). При всiх значеннях u i
T з промiжної зони (розташованої мiж областями P i F фаз) вiдбувається фазо-
ве розшарування на пара- й сегнетофазу за правилом xP = (u− uF)/(uP − uF)
i xF = (uP − u)/(uP − uF), де xP,F — вiдноснi частки P (F) фази, uP,F — значення
деформацiї u на вiдповiдних межах згаданого iнтервалу. Таким чином, кристал
розшаровується на фрагменти P i F фаз iз рiзними напруженнями.

Як продовження дослiдження впливу ефективних полiв на сегнетоелектри-
ки представлено перетворення моделi Мiцуї в «тривимiрну» з урахуванням усiх
чотирьох трансляцiйно нееквiвалентних груп атомiв у елементарнiй комiрцi се-
гнетової солi (їх позицiї взаємно пов’язанi елементами точкової групи симетрiї
кристалу в парафазi — структурнi данi див. у [F. Mo, IUCrJ, 2015, 2, 19] i покли-
ках там). Цi структурнi групи є нецентросиметричними. Кожнiй з них (як цiлому)
можна приписати ефективний дипольний момент, змiни яких породжують спон-
танну поляризацiю у сегнетоелектричному станi. Вони орiєнтованi пiд певними
кутами до кристалографiчних осей i мають як поздовжнi, так i поперечнi скла-
довi вiдносно осi стандартної осi спонтанної поляризацiї a.

Запропонована нами модель здатна описати дiелектричнi властивостi i по-
ляризацiю кристалiв RS у довiльному напрямку, а також врахувати ефекти, поро-
дженi зовнiшнiм поперечним електричним полем. Врахування у моделi двох до-
даткових пiдґраток породжує два додаткових параметри порядку, у наближеннi
середнього поля подвоюючи число трансцендентних рiвнянь для них. Поперечне
поле викликає розщеплення значень середнiх поляризацiй, породжуючи вiдмiн-
ностi мiж парами пiдґраток навiть у парафазi.

Числовий аналiз показує, що температурний дiапазон iснування сегнетофа-
зи звужується при зростаннi поперечного поля. Опосередкованим доказом реалi-
зацiї такої теоретичної можливостi є дослiдження релаксацiйних явищ у сегнето-
вiй солi [L. Kalisz et al., Solid State Commun., 1994, 89, 393]: спонтанну поляриза-
цiю можна суттєво понизити, приклавши поперечне електричне поле. Це явище
супроводжується ефективним звуженням температурного iнтервалу iснування се-
гнетофази i великими часами релаксацiї.
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ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

1. Iнтеркальованi нiкелем селенiди iндiю та галiю демонструють електретний
ефект, що має мiсце в областi малих концентрацiй iнтеркалянта. Темпера-
турнi залежностi дiелектричної проникливостi iнтеркальованих зразкiв ви-
являють незвичайну пiкоподiбну структуру в тому ж iнтервалi концентра-
цiй. Подальше збiльшення вмiсту iнтеркалянта веде до придушення i еле-
ктретного ефекту, i особливостей у поведiнцi дiелектричної сприйнятливостi.

2. Запропонований мiкроскопiчний опис, що об’єднує вищезгаданi властивостi
моделей БЕГ та Мiцуї, дає напiвчисловий опис спiвiснування фаз у лiтiйова-
ному анатазi. Аналiз фазових дiаграм основного стану пiдтверджує можли-
вiсть фазового переходу мiж “порожньою” та “напiвзаповненою” фазами,
який вiдповiдає фазовому розшаруванню кристалу на “бiдну” та “багату” на
лiтiй фази. Модель передбачає, що таке розшарування майже не змiнюється
у широкому температурному дiапазонi. Мiкроскопiчний пiдхiд легко вiдтво-
рює результати розкладу Ландау як частинний випадок фазового переходу
“порожня”-“заповнена” фази, що описується двома параметрами порядку.
Однак, наявнiсть “напiвзаповненої” фази змушує використовувати повний
набiр параметрiв порядку, дозволених симетрiєю кристалу.

3. Для стадiйно впорядкованих iнтеркальованих кристалiв розраховано кривi
густин електронних станiв, якi демонструють структуру з добре виражени-
ми пiками, розташованими у центральнiй частинi, якi походять вiд логари-
фмiчних сингулярностей, характерних для двовимiрних систем. Як i можна
було сподiватися, має мiсце, разом з тим, легко виражений кросовер до гу-
стин станiв для тривимiрної ґратки, пов’язаний з перенесенням електронiв
мiж шарами, яке є значно слабше через бiльшi вiдстанi мiж пакетами.

4. Опис згаданої вище системи в рамках модифiкацiї перiодичної моделi Ан-
дерсона показує, що основна перебудова електрично енергетичного спектру
та вiдповiдної густини станiв зводиться до появи домiшкової зони бiля дна
основної. При достатнiй вiддаленостi вiд основної, домiшкова зона вироджу-
єтся у домiшковий рiвень, тодi як при зближеннi вiдбувається гiбридизацiя
зон з перебудовою вiдповiдного краю основної зони.

5. Проведенi розрахунки законiв дисперсiї εi(q) i спектральних густин ρα(~ω)
виявили основнi особливостi структури зонного спектру жорстких бозонiв
у двовимiрнiй ґратцi типу графену. Описано змiни у їх спектральних хара-
ктеристиках при переходi вiд NO до SF фази. Показано, що вигляд функцiй
ρα(~ω) (α = A,B) набагато чутливiший до значень енергетичних параме-
трiв системи, у тому числi до розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв,
анiж законiв дисперсiї εi(q) у бозонних зонах. З цiєї причини функцiї ρα(~ω)



30

можна вважати основними характеристиками зонного спектру. Сам лише
вигляд залежностей εi(q) не дає його вичерпної картини.

6. Встановлено, що у випадку ґратки з енергетично еквiвалентними пiдґратка-
ми дiракiвськi точки у спектрi зберiгаються при переходi до SF фази, а їх
кiлькiсть подвоюється. Хiмiчний потенцiал бозонiв залишається в загально-
му випадку поза околом дiракiвських точок i не може на них накладатись.

7. Ряд аспектiв термодинамiки квантової ґраткової моделi з локальними ан-
гармонiчними потенцiалами розглянуто для випадку деформованої ґратки.
Ефекти, породженi зовнiшнiм тиском, вивчено у рамках моделi Блюма–
Емерi–Грiффiтса, яка вiдповiдає локальному потенцiалу з трьома мiнiмума-
ми. Для даної системи запропоновано деформовний варiант моделi з враху-
ванням впливу механiчного напруження, що реалiзується через деформацiю
ґратки, яка призводить до реструктуризацiї локальних атомних конфiгура-
цiй. На основi цiєї моделi розраховано залежностi вiд тиску для деформацiї
об’єму u = ∆V/V на прикладi кристалу Sn2P2S6. Встановлено наявнiсть
аномалiй функцiї u(p) в областi сегнетоелектричних фазових переходiв пер-
шого та другого роду, а також критичної точки; вивчено поведiнку об’ємної
стисливостi для цих випадкiв. Отриманi результати добре узгоджуються з
експериментальними даними.
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АНОТАЦIЯ

Величко О.В. Застосування квантових ґраткових моделей для опису
систем з адсорбованими чи iнтеркальованими частинками та оптичних
ґраток.—Рукопис.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.04.07 — фiзика твердого тiла, Iнститут фiзики конден-
сованих систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2021.

Дисертацiю присвячено застосуванню квантових ґраткових моделей до ши-
рокого кола фiзичних об’єктiв. Запропоновано теоретичний опис ряду iнтеркальо-
ваних систем, зокрема, електретної поляризацiї у селенiдах галiю й iндiю. Дослi-
дження iнтеркальованого лiтiєм анатазу виявило фазове розшарування на поро-
жню та напiвзаповнену фази, що цiлком вiдповiдає дiйсностi. Вплив iнтеркаляцiї
на електронну зонну структуру шаруватої сполуки типу GaSe зi стадiйним впо-
рядкуванням вивчено у модифiкацiї перiодичної моделi Андерсона.

Системи типу оптичних ґраток дослiджено у рамках двозоннiй моделi Бозе–
Хаббарда з переносом частинок лише у збудженiй зонi. Продемонстровано можли-
вiсть розшарування на нормальну та надплинну фази. Описано спектр колектив-
них збуджень фононного типу, вивчено можливiсть модуляцiї з подвоєнням перi-
оду ґратки. Дослiджено зонний спектр бозе-атомiв у двовимiрних гексагональних
оптичних ґратках зi структурою типу графену.

Вплив тиску на сегнетоелектрик Sn2P2S6 вивчено у рамках деформовної мо-
делi Блюма–Емерi–Грiффiтса з врахуванням механiчного напруження, що через
деформацiю ґратки призводить до реструктуризацiї локальних атомних конфi-
гурацiй. Для опису дiелектричних властивостей сегнетової солi запропоновано
чотирипiдграткову модифiкацiю моделi Мiцуї та вивчено вплив поперечного еле-
ктричного поля на поляризацiю та дiелектричну сприйнятливiсть.

Ключовi слова: ґратковi моделi, iнтеркаляцiя, оптичнi ґратки, жорсткi
бозони, бозе-ейнштейнiвська конденсацiя, сегнетоелектрики, польовi ефекти.
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АННОТАЦИЯ

Величко О.В. Применение квантовых решеточных моделей для иссле-
дования систем с адсорбированными или интеркалированными части-
цами и оптических решеток.—Рукопись.
Диссертация на соискание научной степени доктора физико-математических
наук по специальности 01.04.07 — физика твердого тела, Институт физики
конденсированных систем Национальной академии наук Украины, Львов, 2021.

Диссертация посвящена применению квантовых решеточных моделей к ши-
рокому кругу физических объектов. Предложено теоретическое описание ряда
интеркалированных систем, в частности, электретной поляризации в селенидах
галлия и индия. Микроскопическое описание интеркалированного литием анатаза
обнаружило фазовое расслоение на пустую и полузаполненную фазы, что полно-
стью отвечает действительности. Влияние интеркаляции на электронную зонную
структуру слоистого соединения типа GaSe с пакетным упорядочением изучено в
модификации периодической модели Андерсона.

Системы типа оптических решеток исследовано в рамках двозонной модели
Бозе–Хаббарда с переносом частиц только в возбужденной зоне. Продемонстри-
ровано возможность расслоения на нормальную и сверхтекучую фазы. Описано
спектр коллективных возбуждений фононного типа, изучено возможность моду-
ляции с подвоением периода решетки. Исследовано зонный спектр бозе-атомов в
двомерных гексагональных оптических решетках со структурой типа графена.

Влияние давления на сегнетоэлектрик Sn2P2S6 изучено в рамках деформа-
ционной модели Блюма–Емери–Гриффитса с учетом механического напряжения,
что, деформируя решетку, приводит к реструктуризации локальных атомных кон-
фигураций. Для описания диэлектрических свойств сегнетовой соли предложено
четырехподрешеточную модификацию модели Мицуи и изучено влияние попереч-
ного электрического поля на поляризацию и диэлектрическую проницаемость.

Ключевые слова: решеточные модели, интеркаляция, оптические решет-
ки, жесткие бозоны, бозе-ейнштейновская конденсация, сегнетоэлектрики, поле-
вые эффекты.
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The thesis are devoted to a range of theoretical studies considering effects of such
external factors as pressure, electric field, intercalation (change of chemical potential),
etc., on various lattice objects of order-disorder type.

A theory of the electret effect in intercalated gallium and indium selenides has
been proposed that considers redistribution of intercalants between non-polar and polar
positions in crystal van der Waals gaps. The model predicts a peak-like dependence
of the crystal polarization on concentration due to passing through the interjacent
polar phase in accordance with the experiment. A microscopic model for description
of the lithium intercalated anatase is proposed which utilizes the symmetry analysis
results. A phase separation into the empty and half-filled phases has been found closely
resembling the phase coexistence in the intercalated crystal. Influence of intercalation
on the electronic band structure of the layered nanohybrid compound of the GaSe-type
with a stage ordering is studied in the modified version of the periodic Anderson model.
Intercalated particles form an additional band, the most pronounced transformation
of the main band takes place in the vicinity of the impurity level.

Phase transition into the phase with the Bose–Einstein condensate in the Bose–
Hubbard model with two local states and the particle hopping in the excited band
only is investigated in the hard-core boson limit. A possibility of separation on the
normal phase and the superfluid phase at a fixed average concentration of bosons is
demonstrated. The non-ergodic contribution to the momentum distribution function
of particles increases significantly and becomes comparable with the ergodic one in
the superfluid phase near the tricritical point. The spectrum of phonon-like collective
excitations in the system of Bose-atoms in the optical lattice is investigated. The
excitation spectrum in the normal phase consists of one exciton-like band, while in the
superfluid phase another band appears. A possibility of doubling of the lattice constant
due to modulation as well as a uniform displacement of particles from equilibrium
positions are studied. The band spectrum of Bose-atoms in two-dimensional hexagonal
optical lattices with the graphene type structure is investigated. The temperature-
dependent gapless spectrum with Dirac points placed on the border of Brillouin zone is
obtained for the lattice with energetically equivalent sites. The frequency dependences
of the single-particle spectral density for both sublattices are determined.

Pressure effects in the Sn2P2S6 ferroelectric are calculated by means of the de-
formable Blume–Emery–Griffiths model considering the mechanical stress which is
realized through the lattice strain restructuring local atomic configurations. Dielectric
properties of the Rochelle salt are modelled by a simple four-sublattice model tak-
ing into crystal symmetry and spatial orientations of effective dipoles. An effect of
the transverse electric field on spontaneous polarization, shifts of the phase transition
points and dielectric susceptibility anomalies is studied.

Keywords: lattice models, intercalation, optical lattice, hard-core bosons,
Bose–Einstein condensation, ferroelectrics, field effects.


